UNIVERSIDAD DE LAS PALMAS DE GRAN CANARIA

DEPARTAMENTO DE DIDACTICAS ESPECIALES

TESIS DOCTORAL

EL SISTEMA NUMERICO D EN LA FORMACION DEL
MAESTRO. ESTUDIO DE UN PROGRAMA DE
FORMACION

Maria Dolores Moreno Martel

Las Palmas de Gran Canaria, 2013



UNIVERSIDAD DE LAS PALMAS
DE GRAN CANARIA
DEPARTAMENTO DE DIDACTICAS ESPECIALES

D JOSE LUIS CORREA SANTANA, SECRETARIO DEL
DEPARTAMENTO DE DIDACTICAS ESPECIALES DE LA
UNIVERSIDAD DE LAS PALMAS DE GRAN CANARIA,

CERTIFICA,

Que el Consejo de Departamento celebrado el dia 15 de mayo
de 2013, tomé el acuerdo de dar el consentimiento para su
tramitacién, a la tesis doctoral titulada “El sistema numérico D en la
Formacion del maestro. Esfudio de un  programa
de formacion”, presentada por la doctoranda DAa. M? Dolores
Moreno Martel y dirigida por los Doctores D. Martin Manuel Socas
Robayna y D. Victor Manuel Hernandez Suarez.

Y para que asi conste, y a efectos de lo previsto en el Art® 8.2
del Reglamento para la elaboracion, tribunal, defensa y evaluacion
de Tesis Doclorales de esta Universidad, firmo la presentie en Las
Palmas de Gran Canaria, a veintisiete de junio de dos mil trece.

t +34 928451 770
f +34928452 778

secretaria@dde.ulpge.es | C/8anta Juana de Arco, n° 1
www.uipgc.es Campus del Obelisco
35004 Las Palmas de Gran Canaria




UNIVERSIDAD DE LAS PALMAS DE GRAN CANARIA
DEPARTAMENTO DE DIDACTICAS ESPECIALES
PROGRAMA DE DOCTORADO: FORMACION DEL PROFESORADO

TESIS DOCTORAL

EL SISTEMA NUMERICO D EN LA FORMACION DEL
MAESTRO. ESTUDIO DE UN PROGRAMA DE
FORMACION

Tesis Doctoral presentada por Dofia Marfa Dolores Moreno Martel

Dirigida por los Doctores D. Martin Manuel Socas Robayna y D. Victor Manuel
Hernandez Suérez

La Doctoranda

&
‘ >

Las Palmas de Gran Canaria, a 26 de septiembre de 2013



UNIVERSIDAD DE LAS PALMAS DE GRAN CANARIA

DEPARTAMENTO DE DIDACTICAS ESPECIALES

TESIS DOCTORAL

EL SISTEMA NUMERICO D EN LA FORMACION DEL
MAESTRO. ESTUDIO DE UN PROGRAMA DE
FORMACION

Maria Dolores Moreno Martel

Las Palmas de Gran Canaria, 2013



Don Marifn Manuel Socas Robayna y Don Victor Manuel Herndndez Sudrez, Doctores
por la Universidad de La Laguna (ULL)

ACREDITAN

Que la presente Memoria, titulada El sistema numérico D en la formacion del
maestro. Estudio de un programa de formacion, ha sido realizada bajo la direccidn
de los que suscriben, por la Licenciada Maria Dolores Moreno Martel, en el
Departamento de Didicticas Especiales de la Universidad de Las Palmas de Gran

Canaria y constituye su Tesis para optar al Grado de Doctora.

Que esta Memoria cumple los requisitos exigidos por la legislacién vigente, por lo que

autorizamos su presentacién en la Universidad de Las Palmas de Gran Canaria.

Y para que asi conste, a los efectos oportunos, firmamos la presente en Las Palmas de

Gran Canaria, a 26 de septiembre de 2013.

b

n

4=

Los Directores



A mis padres y hermanas



AGRADECIMIENTOS

Deseo reconocer mi gratitud a las siguientes personas. A D. Martin Socas Robayna por
su exquisita direccion, sus conocimientos y labor investigativa en Didactica de las
Matematicas y que sin su gufa este trabajo no hubiera visto la luz. A D. Victor
Hernandez Sudrez por su magnifica direccion, ayuda y positivismo, lo que ha hecho
posible la culminacién de esta memoria. A Difia. Celia Rios Villar por su perseverancia
y empuje para que, la que suscribe, iniciase la labor investigativa que ha hecho posible
la realizacién de este trabajo. A todos los compafieros del area de Didactica de las
Matemadticas por contribuir a la realizacion de esta investigacién con su actividad

docente. A mis hermanas, Lourdes y Olga, por comprender mis ausencias.



INDICE

INTRODUCCION GENERAL ....c.ucevvvneeirinneeeeineeerenneeersneeesnnnns 5
CAPITULO 1: PLANTEAMIENTO Y DELIMITACION DEL
PROBLEMA DE INVESTIGACION.......cccetvvtueeerenneeerenneernennns 13

LIINTRODUCCION. ... .ooiiiiiiiiie e, 14

1.2 LOS NUMEROS DECIMALES COMO CAMPO DE INVESTIGACION.... 14
1.3 LOS NUMEROS DECIMALES DESDE LA PERSPECTIVA HISTORICA.. 16

1.4 LOS NUMEROS DECIMALES COMO SISTEMA NUMERICO............... 19
1.5 LOS NUMEROS DECIMALES Y LAS REPRESENTACIONES............... 20
1.6LOS NUMEROS DECIMALES DESDE LA  PERSPECTIVA

CURRICULAR. ... 22
L7ANTECEDENTES. ... 27

1.8 DELIMITACION DEL PROBLEMA DE INVESTIGACION
CAPITULO 2: OBJETIVOS DE INVESTIGACION. MARCO

CONCEPTUAL Y METODOLOGICO.......cccccceeeeeeirerennnannannnn. 61
2.1 INTRODUCCION. ...ttt 62
2.2 PREGUNTAS, OBJETIVOS Y CONJETURA DE LA INVESTIGACION... 62
2.3 MARCO CONCEPTUAL. ...ttt 66

2.3.1 La Competencia Matematica Formal....................oooiiii 68
2.3.2 La Competencia CoOgnitiva..........o.veuiiiiiinieiiniiiieeieieaiiannannn. 81

2.3.3 Conocimientos matematicos de los futuros profesores de Matematicas.88
2.3.4 Conocimiento matematico y didactico para la ensefianza en el Enfoque

Légico Semiodtico (ELOS) y su relacion con el Conocimiento

Matematico para ensefiar (MKT).......cccovvviiiieniieniiiieciiee e 92

2.3.5 Asignaturas que cursan los alumnos de la investigacion.................. 95
2.4 MARCO METODOLOGICO........ccooiiiiiiiiiiiiiieee e 118
2.4.1 Lainvestigacion de diSefo..........oeviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiaiaaene. 121

2.4.2 Evaluacion



3.2 PLANTEAMIENTO DEL ESTUDIO. PREGUNTAS DE INVESTIGACION,

OBJETIVO Y CONJETURA. ...ttt 134
3.3 METODOLOGIA......coiiiiiiiiii it 135
3.4 FASES DEL EXPERIMENTO.......cititiiiiiiiiiii e 136

3.4.1 Diseno, administracioén y correccion del cuestionario...................... 136

3.4.2 Analisis del contenido matematico segun la Competencia Matematica
Formal (CMF) del cuestionario Cl............cooiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeaene, 137
3.5 DESCRIPCION Y ANALISIS DE LOS RESULTADOS........................ 167

PARA PROFESORES DE SECUNDARIA Y MAESTROS........... 183
4.1 INTRODUCCION. ..ottt 184
4.2 PLANTEAMIENTO DEL ESTUDIO. PREGUNTAS DE INVESTIGACION,
OBJETIVOS Y CONJETURA.......coiimiiiieiiae e, 184
43 METODOLOGIA. ...ttt 186

DE SECUNDARIA: PRIMERA FASE. ..., 203
4.5.1 Descripcion y analisis de los resultados. ... 203

4.5.2 Consideraciones finales..............coooviiiiiiiiiiiiiii 215
4.6 ESTUDIO EXPERIMENTAL CON ESTUDIANTES PARA MAESTROS:
SEGUNDA FASE. ..o, 216
4.6.1 Descripcion y analisis de los resultados. ... 216

4.6.2 Consideraciones finales..............coooviiiiiiiiiiiiiiiii e, 225

4.7 DISCUSION Y CONSIDERACIONES FINALES............ccooooiiieeiein, 226
CAPITULO 5: ESTUDIO DEFINITIVO CON ESTUDIANTES PARA
MAESTROS. . iiiiiiiiiiitiiiiiiiiissesessssssssesccsssssssssssssssssssscens 233
S.UINTRODUCCION. ...ttt 234
5.2 METODOLOGIA. ...ttt 234
5.2.1 Objetivos y conjetura de investigacion. Poblacion.......................... 235

5.2.2 Fases e instrumentos de recogida de datos.................ccoooviiiiiiiini 236

5.3 RESULTADOS DE LA FASE DE DIAGNOSTICO...................ccee..... 247



5.4 RESULTADOS DE LA FASEDE REVISION................coooiiiiiee ., 273
5.5 COMPARACION DE LOS RESULTADOS DE LAS FASES DE

DIAGNOSTICO Y REVISION......coiiiiiiiiiiiiiieaiiiiiiie e, 288

5.6 RESULTADOS DE LA TAREA DENOMINADA PRODUCCION........... 297
5.7 DISCUSION DE LOS RESULTADOS........ccouuiiiiiiieieiiieeeeieee 305

5.7.1 Sintesis y discusion de los resultados de la fase de diagnostico........... 305

5.7.2 Sintesis y discusion de los resultados de la fase de revision............... 312

5.8 CONSIDERACIONES FINALES. ..ot 318
CAPITULO 6: RESULTADOS Y DISCUSION.....cccevvvrvnnennnenn. 323

6.1 INTRODUCCION. ......uiiiiiiiiiiieeee e 324
6.2 RESULTADOS DE LOS ESTUDIOS. ...ttt 325
6.2.1 LOS EITOTES. ..ttt e 325

6.2.2 L.OS COMPOTAMIENTOS. . ..t tutteeteitete et ete et etete et eee e eeeeeee, 325

6.2.3 LOS QrUIMENTOS. . ... eueteitteteeee ettt e e et e e e e e e 327

6.2.4 Los procedimientos para representar nimeros reales en la recta......... 328

6.3 COMPARACION Y DISCUSION DE LOS RESULTADOS DE LOS TRES

ESTUDIOS. .. e 329

CAPITULO 7: CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS
FUTURAS . ..o eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeaaeeeeaaaasseseeseeesseeeesnnnnnnnssons 341

7.1 INTRODUCCION. ...ttt 342

7.2 CONCLUSIONES. ... e 343

7.3 PERSPECTIVAS FUTURAS. ... 351
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS......cccuvvvuiiriiinirnnennneenns 353



INTRODUCCION GENERAL

Esta Memoria se dedica a la descripcion de una investigacion acerca del
comportamiento de estudiantes para maestros y para profesores de Matematicas de
Secundaria, cuando se enfrentan a situaciones problematicas. En ella se presenta, de
forma fundamental y en relacion con los niimeros, en particular con los niimeros
decimales, sus diferentes aspectos —operaciones, estructuras, representaciones,
problemas y razonamientos— en relacion a la Competencia Matematica Formal (CMF).
Asimismo, se presenta el disefio y puesta en practica de un experimento de ensefianza
con el que se intenta diagnosticar y remediar algunos de los errores que se han detectado
en la enseflanza y aprendizaje de los numeros decimales y en relacion con los otros
conjuntos numeéricos.

Las fracciones decimales o numeros decimales se han convertido, en los ultimos
afios, en protagonistas de todos los calculos, en calculadoras, en ordenadores, etc. En
este comienzo del siglo XXI, la Bolsa de Nueva York, se olvida de los quebrados y
acoge a los decimales; abandona las cotizaciones en fracciones binarias de dolar para
acogerse a las fracciones decimales. Sin embargo, hemos observado que su tratamiento
en el &mbito escolar no parece estar a la altura de las circunstancias, y no solo por el
interés de este calculo con calculadoras y ordenadores sino, también, por el papel
determinante que pueden jugar en la organizacién y comprension de los sistemas
numeéricos.

El tratamiento de los sistemas numéricos en el Sistema Educativo Espafiol es
como sigue: naturales, fracciones, decimales y enteros en Primaria y naturales, enteros,
decimales y fracciones en Secundaria Obligatoria; se deja para el Bachillerato el
numero real y el complejo, dependiendo del tipo de Bachillerato.

El analisis de las propuestas curriculares y de los libros de texto de la Educacion
Secundaria pone de manifiesto que, en la mayor parte de ellos, se identifica al conjunto
de los numeros decimales con el de los nimeros reales. Esta identificacion incorrecta
tiene, al menos, dos referencias significativas: Courant y Robbins (1971) y Grupo Zero
(1978).

En el primer libro, se da como definicion general, que dado un punto P de la recta
que no esté representado por una fraccion decimal “con un niimero finito n de cifras”,

estd representado por la fraccion decimal infinita, z,a;a,as..., si para cualquier valor de n



el punto P estd situado en el intervalo de longitud 10™, con origen en el punto
Z,21233...an, definicion que permite establecer una correspondencia entre los puntos de
la recta numérica y todas las “fracciones decimales finitas o infinitas”. Ello origina una
nueva interpretacion: un “nimero” es una fraccion decimal finita o infinita. Los
decimales infinitos que no representan nimeros racionales seran llamados niimeros
irracionales. Indican los autores que hasta mediados del siglo XIX estas consideraciones
eran aceptadas como satisfactorias para el sistema de los racionales y de los
irracionales, sistema designado con el nombre de continuo numérico. Senalan que el
desarrollo de la Geometria Analitica y del Célculo Diferencial e Integral, se hace sin
riesgo con este concepto de numero y que es durante la crisis de los principios del
Andlisis Matematico, cuando se abre paso la idea de que el concepto de numero
irracional requeria un analisis mas preciso. Mas adelante, precisan la definicion
provisional anterior, formulando la siguiente: el comtinuo numérico, o sistema de
numeros reales es la totalidad de los decimales infinitos. Los numeros racionales son
los decimales periodicos, los numeros irracionales son los decimales no-periodicos.

Esta organizacion es adaptada en el texto del Grupo Zero (1978): “La medida y
el numero”, y ésta es también una referencia significativa, ya que tiene cierta influencia
en los desarrollos curriculares de los sistemas numéricos en Espafia. De esta manera, al
igual que Courant y Robbins, adoptan esta posicion y proponen didacticamente
identificar el conjunto de todos los nimeros decimales, con el conjunto de los nlimeros
reales, y recuerdan como importante la necesidad de considerar a los nimeros enteros
como un nimero decimal de periodo 0.

Sin embargo y con relaciéon a los conocimientos de los alumnos, encontramos
que muchos terminan sus estudios no universitarios con ideas confusas sobre los
nimeros [Robinet (1986), Fischbein (1994)]. Manifiestan que los numeros que les
resultan mas conocidos son los naturales, las fracciones y los decimales y menos los
irracionales y los negativos. Muestran gran confusion con la terminologia: enteros,
fracciones, decimales, racionales, irracionales, etc. Presentan grandes dificultades
cuando intentan relacionar los niimeros en los distintos sistemas numéricos. Robinet
observd que los numeros reales, para una buena parte de los alumnos, son numeros que
pertenecen a cualquiera de los conjuntos N, Z, D y Q, y algunos nimeros como
A2 y /3 ; diferenciando, a menudo, los numeros de R por su escritura y no por sus

propiedades numéricas.



Posteriormente Socas (2001), en el &mbito de la formacion del profesorado de
Matematicas de Educacion Secundaria, durante los cursos 1993 al 1997, realizé un
estudio con 67 alumnos de 5.° curso de Ciencias Matematicas, en la ULL, especialidad
de Matematica Fundamental, sobre la dimensioén conceptual del numero y sus diferentes
formas de expresarlos. Se encontraron, salvo pequenas diferencias no significativas, dos
tendencias en relacion con los numeros decimales. La primera, se caracteriza por
identificar el “nimero decimal como sinénimo de niimero real” (85%). La segunda,
aunque minoritaria en este grupo de alumnos (15%), es también significativa, y se
caracteriza por identificar el “nimero decimal como niimero expresado mediante una
escritura numérica con comas”. Se observaron, también, en las respuestas al
cuestionario que se propuso, situaciones en las que los numeros racionales son
identificados por su escritura fraccionaria, es decir, el numero racional se identifica
como el cociente de dos numeros enteros. Tienen, en definitiva, estos alumnos de sélida
formacion matematica, la tendencia a identificar el nimero en su dimensioén conceptual
por su representacion semiotica.

Los Decimales han constituido y constituyen, en la actualidad, un campo de
investigacion significativo, como muestran diferentes Proyectos de Investigacion, entre
ellos, el Proyecto Rational Number Proyect (RNP) (1979-2003), o los trabajos de
diferentes autores como Brousseau (1985) y discipulos, asi como los de Steinle y Stace
(2004, 2006).

Nos planteamos, en este trabajo, investigar en un primer momento, cOmo se
comportan en estas situaciones otros grupos de alumnos, caracterizados por tener una
formacion matematica distinta, en particular estudiantes para maestros y para profesores
de Secundaria. En un segundo momento, pretendemos disefiar y poner en practica un
experimento de ensefianza, con futuros maestros de Primaria, que ofrece una propuesta
de organizacion de los Sistemas Numéricos, distinta a la relatada anteriormente, en la
Educacion Obligatoria y en la formacion de maestros. La propuesta se hace a partir de
las Fracciones decimales o Numeros decimales y de los sistemas de escritura decimal y
fraccionaria en el siguiente sentido:

a) Los numeros reales pueden ser:

1) Numeros racionales: Admiten una escritura fraccionaria y una escritura

decimal finita o infinita periodica.

2) Numeros irracionales: Admiten una escritura decimal infinita no periddica, y

no admiten una escritura fraccionaria.



b) Los nimeros racionales pueden ser:

1) Fracciones decimales o Numeros decimales: Admiten escritura decimal finita.

2) Fracciones no decimales: Admiten una escritura decimal infinita periddica.

¢) Los numeros decimales o fracciones decimales pueden ser:

1) Numeros enteros.

2) Numeros no enteros.

d) Los Numeros enteros pueden ser:

1) Ntimeros naturales.

2) Numeros enteros negativos.

Se pretende con ello, ademas, diagnosticar y remediar los errores observados en
la ensefianza y el aprendizaje de los Sistemas Numéricos.

Este trabajo se ha desarrollado bajo la denominacion de: “El sistema numérico D
en la formacion del maestro. Estudio de un programa de formacion”. Esta organizado en
tres estudios, a saber: Estudio exploratorio, Estudio experimental y Estudio definitivo.

En el CAPITULO 1, presentamos el desarrollo y delimitaciéon del problema de
investigacion.

Comenzamos con la exposicion de los decimales como campo de investigacion.
Seguimos con el estudio del estatus matematico de los niimeros decimales desde las
perspectivas historica y epistemoldgica. A continuacion tratamos los decimales desde la
perspectiva curricular. Ofrecemos una amplia revision de antecedentes (articulos y
libros) relacionados con investigaciones en el tema de los decimales, en especial las que
tienen relacion con la investigacion que hemos realizado. Finalmente, delimitamos el
problema de investigacion.

En el CAPITULO 2, abordamos los objetivos de investigaciéon, el marco
conceptual y la metodologia.

En este capitulo tratamos en primer lugar las preguntas, objetivos y conjeturas
de la investigacion llevada a cabo. Seguidamente se abordara el marco conceptual y la
metodologia.

Se describen los elementos del marco conceptual:

- Competencia Matematica Formal y Competencia Cognitiva, desde el

Enfoque Logico Semidtico (ELOS).
- Relacién entre el conocimiento matematico y didactico de este enfoque
(ELOS) con el conocimiento matematico para ensefiar (MKT).

- Conocimientos de los futuros profesores de Matematicas.



- Asignaturas de contenido matemadtico y didactico que cursan los alumnos

participantes en la investigacion.

Ademas, se abordan de forma general las investigaciones de disefo, que
constituyen la fundamentacion del experimento de ensefianza realizado en la
investigacion. Se finaliza con los aspectos que caracterizan la evaluacion de los
estudios.

En el CAPITULO 3, se trata el Estudio exploratorio con estudiantes para
maestros.

Comenzamos con el planteamiento del problema de investigacion. Se especifica
la metodologia aplicada y se describen las fases del experimento en las que se tendran
en cuenta el disefio y administracion del cuestionario (Cuestionario C1). En este
apartado, también, se afade un andlisis de los contenidos matematicos del cuestionario
elaborado que nos servira para la evaluacion de los resultados.

Se concluye con la presentacion de los resultados obtenidos y con las
consideraciones finales que se formulan.

En el CAPITULO 4, se presenta el Estudio experimental con estudiantes para
profesores de Secundaria y para maestros.

Se tratan, por un lado, los elementos comunes a las dos situaciones: el
planteamiento del problema con sus preguntas de investigacion, objetivos y conjeturas,
la metodologia aplicada y el andlisis de contenido matemadtico del cuestionario
(Cuestionario C2). Por otra parte, se describen y se analizan los resultados obtenidos
con la implementacién del instrumento de evaluacion a cada grupo. Finalmente, se
realiza una discusion de los resultados y se hacen consideraciones finales.

En el CAPITULO 5, se aborda el Estudio definitivo con estudiantes para
maestros.

Se expone el disefio y puesta en practica de un experimento de ensenanza guiado
por conjeturas. Se comienza con la presentacion de la metodologia aplicada que abarca,
inicialmente, la exposicion de los objetivos, cuya explicacion se ha abordado en el
Capitulo 2, y de la conjetura planteada. Se presenta la muestra elegida para el estudio y
se describen las fases del experimento y los instrumentos de recogida de datos. Se
distinguen tres fases: diagnostico, retroalimentacion y revision. Seguidamente, se
exponen los resultados obtenidos en las fases de diagnostico y revision y se lleva a cabo
una comparacion de ellos. Del mismo modo, se presentan los resultados obtenidos de

los Informes de los alumnos.



Se realiza una discusion de los resultados obtenidos en las fases de diagnostico y
revision. Se estudian las respuestas del cuestionario (Cuestionario C2) y las de las
entrevistas audiograbadas, realizadas en ambas fases. Para ello, se interpretan los datos
obtenidos haciendo uso de nuestro Marco Conceptual (Capitulo 2) y se comparan con
los obtenidos en investigaciones similares (Antecedentes).

Finalizamos, con la exposicion de las conclusiones con respecto a los objetivos y
conjetura planteada.

En el CAPITULO 6, se hace la comparacion y discusion de los resultados de los
estudios.

Se presentan, en primer lugar, los resultados obtenidos en los tres estudios
realizados: exploratorio, experimental y definitivo. En este proceso, se tienen en cuenta
las preguntas de los cuestionarios utilizados en la investigacion (Cuestionario C1 y
Cuestionario C2) con el mismo tipo de andlisis del contenido matematico. En segundo
lugar, se comparan y discuten dichos resultados.

En el CAPITULO 7, se exponen las conclusiones generales de nuestro trabajo,
asi como las cuestiones abiertas que se esperan abordar en posteriores investigaciones.

Finalizamos la presentacion de esta memoria con las referencias bibliograficas
utilizadas en la misma.

Completa la Memoria un anexo, en formato digital, en el que se recogen los
cuestionarios, las transcripciones de las entrevistas audiograbadas, los instrumentos de
andlisis y los datos de las distintas pruebas.

En esta Introduccion general se referencian los siguientes articulos y
comunicaciones en Congresos nacionales e internacionales, que forman parte de las
producciones en relacion con este trabajo:

- “Respuestas del alumnado de Magisterio a un cuestionario sobre nimeros
decimales”. Formacion del Profesorado e Investigacion en Educacion
matematica, VI (2004), pp. 253-275.

- “Dificultades y errores sobre nimeros decimales de alumnos con una buena
formacion en Matematicas”. Formacion del Profesorado e Investigacion en
Educacion matematica, V111, (2007), pp. 251-272.

- “Interpretacion y andlisis de los resultados obtenidos antes y después de un
programa de formacion sobre el concepto de nimero decimal”. Formacion

del Profesorado e Investigacion en Educacion matemdatica, X, (2009), pp.

179-221.
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- “Sistemas numéricos y Sistemas de representacion. Problemas de ensefianza
y aprendizaje”. XIII Evento Internacional “MATECOMPU2011”, III
Congreso Internacional “ALAMMI'2011”. Universidad de Ciencias
Pedagogicas “JUAN MARINELLO”. Cuba (2011).

Este trabajo de Tesis Doctoral ha sido realizado en el marco del Proyecto de
Investigacion del Plan Nacional de Investigacion (Plan [+D+I), del Ministerio de
Ciencia e Innovacion, de referencia EDU2011-29324. La autora forma parte del

Proyecto de Investigacion del citado Proyecto.
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1.1 INTRODUCCION

En este capitulo vamos a tratar el planteamiento y delimitacion del problema de
investigacion.

Comenzamos con la presentacion de los decimales como campo de investigacion
en la que se recogen los trabajos de investigacion mas significativos, que se han
desarrollado durante varios afios como por ejemplo las investigaciones del Proyecto
Rational Number Proyect (RNP) (1979-2003), Brousseau (1985) o los trabajos de
Steinle y Stace (2004, 2006).

Abordamos el estatus matematico de los nimeros decimales desde las
perspectivas historica y epistemoldgica. Realizamos un recorrido historico de los
nimeros decimales, desde que no son considerados objeto de estudio hasta que se
convierten en un objeto matematico ligado al concepto de nimero real. Tratamos
algunas construcciones formales del concepto de nimero decimal y estudiamos la
relacion del concepto con las representaciones de los numeros.

Tratamos también los decimales desde la perspectiva curricular. Se analizan de
forma especial la organizacion curricular de los sistemas numéricos y el papel que se le
asigna a los decimales en los programas oficiales.

Ofrecemos una amplia revision de los antecedentes relacionados con
investigaciones en el tema de los decimales, en especial las que tienen relacion con la
investigacion que hemos realizado.

Finalmente, delimitamos el problema de investigacion y mostramos de forma

concreta, sus objetivos.

1.2 LOS NUMEROS DECIMALES COMO CAMPO DE INVESTIGACION

Muchas son las investigaciones que se han desarrollado y se siguen planteando
sobre la ensenanza y el aprendizaje de los campos numéricos, en especial el de los
nameros decimales. Estas investigaciones se han orientado en distintas direcciones:
dificultades y errores en su aprendizaje, orientaciones curriculares, propuestas
didacticas, etc. En la eleccion de los referentes mas significativos, que exponemos a
continuacion, coincidimos con Konic (2011).

En los afios setenta Guy Brousseau, elabora una teoria con la que se aspira al
estatus de ciencia para la Didactica de las Matematicas y que exige que las situaciones
de aprendizaje de los conceptos matematicos sean experimentadas y puedan

reproducirse en condiciones semejantes. Para ello ha sido necesario identificar los
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elementos que determinan el significado de las acciones del maestro y de los alumnos, y
las condiciones del aprendizaje (Centeno, 1988). En este sentido, dedic6é gran parte de
sus investigaciones a los nimeros racionales. En lo que respecta a nuestro trabajo,
consideramos el estudio de conflictos y obstaculos en los nimeros decimales. Hace la
distincion de dos grandes grupos de obstaculos sucesivos:

1. EI grupo de los obstaculos originados por la persistencia del empleo de las
propiedades y de las representaciones especificas de los numeros naturales
en circunstancias en las que, sin embargo, estd muy claro que no se deben
rechazar.

2. El grupo de obstaculos originados por la persistencia del empleo de las
situaciones particulares diferentes que son signos de concepciones distintas,
mientras que una homogeneizacion seria posible y necesaria.

Este segundo grupo aparece como una consecuencia de los efectos del primero

sobre el aprendizaje.

Guy Brousseau realizd, también, junto a Nadine Brousseau (1985), experiencias
de ensefianza aplicando un material elaborado para la ensefianza de los racionales y los
decimales. Estas experiencias se ajustaban al programa nacional francés.
Posteriormente, se ha obtenido una serie de trabajos de investigacion fundamentados en
esta teoria (Douady y Perrin, 1990; Bolon, 1997).

Asimismo, existen otros grupos de investigacion a nivel internacional que se
dedican a estudiar los nimeros, sus propiedades y de forma especial las dificultades que
se obtienen de estudios con alumnos de distintos niveles educativos, con estudiantes
para profesor o con profesores en ejercicio. En este orden de cosas, destacamos el grupo
denominado Rational Number Project (RNP). Fue fundado por la National Science
Foundation en 1979, en la universidad de Minnesota. Es un proyecto en el que se ha
estudiado la comprension en los alumnos del concepto de nimero racional y la
formacion permanente del maestro en este topico. Sus principales investigadores son
Cramer, Harel, Lesh y Post (1979-2003). Describen el papel que desempefian varios
sistemas de representacion en la adquisicion y uso de este concepto. Abordan los
conceptos de fraccion, decimal, razon, division, mediacion y operador. Elaboran varias
lecciones fundamentadas en una variedad de teorias que pueden fomentar un desarrollo
adecuado de esta nocion. Han publicado mas de 90 articulos, capitulos en libros, varios

libros y otras publicaciones del proyecto.
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En el afio 2006 crean un modulo para ampliar el RNP con lecciones para los
grados medios y complementaron trabajos previos incluyendo: operaciones con
fracciones, significado y operaciones de decimales y porcentajes. Para apoyar la
implementacion de este modulo propusieron poner en practica un taller en linea, para
profesores.

Steinle, Stace y Chambers (2006), retinen en un formato de CD una serie de
trabajos relacionados con los ntimeros decimales. Incluye estudios de casos, guias de
ensenanza, test de diagnostico, materiales de ayuda para el profesor, articulos de
investigaciones, etc. Los estudios se centran en el valor de posicion. Consideran que las
dificultades en la interpretacion de la notacion decimal son el origen de los problemas
que surgen en las operaciones aritméticas con nimeros decimales, en el redondeo, en el
trabajo con cifras significativas y en cuestiones de sentido de las Matematicas.
Igualmente, se destaca el trabajo de tesis doctoral referido a la notacion decimal llevado

a cabo por Steinle (2004).

1.3 LOS NUMEROS DECIMALES DESDE LA PERSPECTIVA HISTORICA

Para el desarrollo de este apartado hemos tomado de referencia los trabajos de
Centeno (1988) y Socas (2001, 2002).

Durante siglos los niimeros decimales han servido para medir y representar
cantidades, sin ser vistos ni como objeto de estudio ni como Uutil aplicable a la
resolucion de problemas. Esta perspectiva tiene interés a partir del siglo IX cuando Al-
Khwarizmi unifica el calculo de los naturales con el de las razones geométricas e
introduce la numeracién decimal.

Sin embargo, el redescubrimiento de los nimeros decimales se produjo en el
siglo XVI. La transformacion social que tiene lugar en dicho siglo y en el siguiente, con
el consiguiente auge del comercio, de la navegacion, de los repartos de tierra, todo lo
cual requeria realizar abundantes célculos, favorecio el citado redescubrimiento.

En la primera mitad de este siglo aparece una gran cantidad de libros de algebra
especialmente de origen germanico y en uno de ellos, cuya autoria es debida a Rudolff'y
editado en 1525, se muestra el caracter particular que tiene la division por la unidad
seguida de ceros y se sefala una notacion eficiente; asi por ejemplo, se indica que si se
divide 652 por 10, da 65/2, etc. Durante algin tiempo este autor fue considerado el
padre de las fracciones decimales y de su notaciéon moderna, pero estudios posteriores

ponen de manifiesto que Rudolff no conocia la importancia y la generalidad de este
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método y que las cifras separadas no eran décimas, centésimas,...sino el resto de la
division.

Los protagonistas de la extension de los nimeros decimales en Occidente fueron
el francés Francois Viéte (1540-1603) en su obra Canon mathematicus seu ad triangula,
y el belga Simon Stevin (1548-1620) con su obra La Disme (La Décima), primer libro
de la historia que trata unicamente de los nimeros decimales. Para Stevin, La Disme,
era una especie de Aritmética que permite efectuar todas las operaciones utilizando
solamente numeros enteros. En ella, explica coémo se pueden hacer las cuatro
operaciones bdsicas con numeros decimales, si bien indica que el Uinico problema
consiste en elegir bien, al final de la operacion, la parte entera. También sefiala que en
su Obra no hay ningun numero “roto”, es decir, no aparece ninguna fraccion.

En 1616, en la traduccion de una obra del escocés John Napier (1550-1617), las
fracciones decimales aparecen tal como las escribimos hoy, con un punto decimal para
separar la parte entera de la fraccionaria. Napier propuso un punto 0 una coma como
signo de separacion decimal: el punto se consagrd en los paises anglosajones, pero en
muchos otros paises europeos, como por ejemplo Espafia, se continua utilizando la
coma decimal.

Sin embargo, el reconocimiento matematico de los nimeros decimales no se
dard hasta que los numeros reales sean plenamente aceptados como objetos
matematicos. En este orden de cosas, podemos comentar que hasta mediados del siglo
XIX el concepto aceptado de niimero real era el caracterizado por el “procedimiento
decimal”. A continuacién haremos un breve comentario sobre este procedimiento.

Se sabe, tal y como apunta Socas (2002), que para representar en la recta un
conjunto denso, no es necesario considerar todos los nimeros racionales, basta, por
ejemplo, tomar los nimeros decimales (nimeros racionales cuyo denominador es una
potencia de 10). Asimismo, ninguna fraccién irreducible cuyo denominador contenga
otros factores primos diferentes del 2 y del 5 puede ser fraccion decimal y, por lo tanto
no es un numero decimal. Asi, por ejemplo:

3/11=0,2727272727217...,
lo que significa que 3/11 esta entre 0 y 1, entre 2 y 3 décimas, entre 27 y 28 centésimas,
etc., es decir, podemos aproximar 3/11, por defecto y por exceso, mediante nimeros
decimales, tanto como queramos, de manera que los numeros decimales determinan una
sucesion de intervalos encajados cuyas amplitudes sucesivas 1, 1/10, 1/100, 1/1000,...,

acota el error cometido por la aproximacioén al nimero decimal respectivo. De igual
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manera, por ejemplo, la solucion de la ecuacion x*=2, en su escritura decimal conduce a
una expresion decimal indefinida, que se puede representar por una sucesion de
intervalos encajados, de extremos nimeros decimales y de amplitudes sucesivas 1, 1/10,
1/100, 1/1000,..., tan pequeias como se quiera y que no puede determinar un nimero
racional. Todo esto sugiere, la siguiente definicion de niimero como una expresion
decimal indefinida, pudiéndose considerar la fraccion decimal como caso particular de
expresion de periodo cero o 9 (1,2000000...= 1, 19999999... admitiendo, que estas dos
expresiones representan al mismo nimero), entonces los numeros racionales seran
caracterizados por las expresiones decimales indefinidas periddicas y los niimeros
irracionales por las expresiones decimales indefinidas no periddicas.

Este procedimiento también es de adjuncion, es decir afiade al conjunto
numérico del sistema inicial nuevos nimeros que se introducen a través de su escritura.
De esta manera, a partir de los nimeros naturales y por adjuncion se construyen los
numeros reales a través de la escritura decimal. Asi, podemos definir un ntimero real
positivo a una expresion de la forma: k, x;X,X3...Xy..., donde k es un nlimero natural y

x, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, para todos los valores de n. Ademés se admite que las

expresiones 0,199999... y 0,20000..., representan el mismo numero.

Por otra parte, la revision critica de los principios y fundamentos de las
Matematicas y el desarrollo de la Geometria analitica y el Célculo Infinitesimal
condujeron a un andlisis mas preciso del concepto de numero real. Este trabajo fue
realizado por varios matematicos: Weierstrass, en el ano 1869, Dedekind, en el afio
1872, Cantor, en el afio 1872, etc.

En este sentido Socas (2002) sefala que el nimero decimal tiene como objeto de
saber matematico su significado ultimo relacionado con el nimero real, y sostiene que:

Un numero decimal es un numero real y no puede entenderse el numero decimal

si no se entiende el numero real.

Este razonamiento se sigue aplicando en la actualidad en el sistema educativo.
Al respecto son significativas las palabras de Dhombres y otros (1987):

Pedagogicamente se tenderia a pensar que esta representacion es la que mejor
se adapta a la ensefianza secundaria, porque reproduce mejor la idea intuitiva
de medida, y porque aclara las verdaderas dificultades: la no existencia de una
escritura decimal unica para cada numero y la existencia de un numero real
inverso de un decimal cualquiera.

Podemos concluir que en la historia de los nimeros decimales se observan

distintas etapas, que van desde que estos no son considerados objeto de estudio hasta
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que aparecen ligados al concepto de nimero real. En la siguiente tabla mostramos las

distintas etapas historicas del niimero decimal en correspondencia con el significado

atribuido en cada una. Estos datos han sido tomados de Centeno (1988).

ETAPAS

SIGNIFICADO

Durante siglos ha funcionado de forma implicita
para medir y representar cantidades

No son considerados objeto de estudio ni como
instrumento de aplicaciéon a la resolucion de
problemas

Los trabajos de Al-Khwarizmi: Unificacion del
calculo de los naturales con el de las razones
geométricas e introducciéon de la numeracién
decimal

Aparece como instrumento matematico de
aproximacion de racionales y radicales

Con Al-Uglidisi, su primer inventor, el decimal se
utiliza conscientemente; se le reconoce y se le
nombra, pero no se le trata como objeto de estudio

El decimal se utiliza conscientemente; se le
reconoce y se le nombra, pero no se le trata como
objeto de estudio

Al-Kashi, su segundo inventor, lo reconoce como
un descubrimiento matematico, pero no existe
todavia una teoria que fije su definicion, sus
propiedades y su posicion epistemoldgica

Es todavia la traduccion del sistema sexagesimal
de los astronomos a uno mas coémodo para los
célculos

Con Stevin, se convierten en un objeto
matematico que puede ser ensefado y utilizado en
aplicaciones practicas

Se convierte en un objeto matematico que puede
ser ensefiado y utilizado en aplicaciones practicas

Hay que esperar a que los reales sean
considerados objetos matematicos para que estos

El concepto de numero decimal ligado al de
numero real

adquieran el estatus matematico

Tabla 1.1: El numero decimal objeto de saber

1.4 LOS NUMEROS DECIMALES COMO SISTEMA NUMERICO

Se entiende por sistema numérico (Socas, 2001), al desarrollo del objeto nimero
(natural, entero, decimal, racional, algebraico, real y complejo) en conexion mediante
diferentes ampliaciones o extensiones, y presentado manteniendo una unidad basada en
la nocién de estructura.

En cuanto a la construccion de los nimeros decimales nos encontramos con dos
tipos: las construcciones directas y la construccion pasando por la de los niimeros
racionales.

En las construcciones directas, los decimales se obtienen por extension de los
nimeros enteros.

Asi, una manera de llevar a cabo la construccion de los nimeros decimales

consiste en hallar las soluciones de la ecuacion: 10" x =a; aEZ y nEN.Paraello se

define en Z x N la relacion de equivalencia:

(a,n) R (bym) < a 10" =b-10",
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cada clase de equivalencia define un nimero decimal. En el conjunto de los nlimeros
decimales, D, se definen las operaciones de adicion y multiplicacion
((a,n) +(b,m) = (a- 10" +b- 10", n+ m) y (a,n) X (b,m) = (a- b, m n)), compatibles
con la relacion anterior, y una relaciéon de orden ((a,n) =< (b,m) < a- 10" <b-10"). Las
operaciones definidas prolongan las operaciones en N. Asimismo, estas operaciones
junto con las propiedades confieren a D una estructura de anillo conmutativo, unitario
integro y totalmente ordenado.

De esta manera, se dota al objeto “Numero Decimal” de un estatus de sistema
numerico.

Otra forma de plantear la construccion de D es resolviendo el problema de que la
division de enteros no es siempre posible. Nos construimos un conjunto en el que la
divisién decimal como reparto en varias fases, igualitario y exacto sea posible para todo
par de enteros (a, b), de forma que el cociente a/b tenga sentido como division decimal
exacta.

En las construcciones pasando por Q, una vez definida la estructura de Q, cuerpo
abeliano, se limita a tomar un subconjunto de sus elementos caracterizados de la
siguiente manera: los decimales son los racionales que pueden escribirse en forma de

fraccion decimal.

1.5 LOS NUMEROS DECIMALES Y LAS REPRESENTACIONES
Como ya hemos mencionado, una manera de aproximarse a D es considerar el
problema de la inversibilidad de la multiplicaciéon en el conjunto de los numeros

enteros. La ecuacion bx=a, para nimeros enteros arbitrarios a y b, cuya solucién recibe
. . a :
el nombre de cociente y se escribe 5 no es siempre resoluble en Z, al no efectuarse

siempre tal division. Se plantea por ello completar este conjunto. De esta manera, tal y
como apunta Socas (2002) surgen dos cuestiones de especial interés: una, relativa a
garantizar que la ecuacién bx=a sea resoluble en todos los casos, excepto b =0; y otra,
relacionada con garantizar que el resultado pueda ser expresado en el mismo sistema de

numeracion utilizado para los numeros naturales y enteros, o, en una extension natural
. a . e e, . .
del mismo, donde 5 sea el signo de la operacion division, es decir, un proceso que tiene

lugar, y no el proceso y el resultado a la vez.
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En relacion con la primera cuestion se construye Q, el conjunto de los nimeros

racionales, a partir de la relacion de equivalencia siguiente definida en ZxZ :

De esta manera Q queda caracterizado como un cuerpo arquimediano numerable
donde no se cumple el teorema del extremo superior. Con ello, la division es siempre
posible en Q.

Con respecto a la segunda cuestion, b debe ser una potencia de 10 y la ecuacion
tiene siempre solucion en el sistema de representacion decimal. Asi, el conjunto de los
niameros decimales, D, queda determinado al definir en ZxN, la siguiente relacion
binaria:

(al, nl) R (az, nz) < a 10" = a, 10™, donde la clase del par (a, n) se escribe
[ a
10"

ecuacion del tipo bx=a, con b =10", se entiende, desde el punto de vista de la division

El nimero decimal o fraccion decimal que se obtiene de la solucion de una

entera, como un reparto igualitario y exacto en varias fases de determinados niimeros
enteros. Esto se puede conseguir con la divisiéon entera entre el numerador y el

denominador dividiendo sucesivamente los restos multiplicados por diez. Por ejemplo:

=3+£=3+i(&)=3+i(2+%)=3+2-i+L(@)=
10 4 10 10140

=3+2'i+5'—=3,25
10 100

Segin Socas (2001), las fracciones decimales se caracterizan por ese reparto
igualitario y exacto en varias fases de determinados nimeros enteros, y que viene

expresado por la ecuacion de reparto siguiente:

1 —_
=c[ }+(M)[i], con bc <10a <b(c +1)

4 _ =
b 10 b 10

Con respecto al orden definido en D, es denso en si mismo, es decir, entre dos

nimeros decimales siempre hay otro nimero decimal, en consecuencia infinitos. Esto
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constituye una ganancia util desde el punto de vista conceptual y didactico, al
conseguirse un conjunto denso en si mismo previo al de los racionales.

Se sabe que las extensiones por cocientes proporcionan conjuntos que tienen una
gran dificultad para ser representados en la recta numérica. Sin embargo, esta
problematica se mejora con la extension considerada, que conserva el orden denso, la
recta decimal. Otras nociones como medida y reparto adquieren con estas cantidades
numéricas su verdadero sentido practico.

Por otra parte, la palabra “decimal”, tiene un significado intrinseco referido a la
naturaleza de este conjunto numérico, ademads de referirse a representaciones especificas
dentro de los sistemas de numeracion o de los sistemas de medidas.

Los numeros naturales, enteros, racionales o reales se expresan con la escritura
decimal por la cual se tiende a denominar numero decimal a cualquier numero
expresado con esta notacion. En el lenguaje habitual se acostumbra a confundir numero
decimal con una escritura con coma (Socas 2001, 2002). Esto forma parte de un uso
poco apropiado del lenguaje en el que se confunde el objeto matematico con su nombre
y representacion. En algunas ocasiones este abuso del lenguaje es necesario para
simplificar el discurso matematico en la escuela, pero el maestro y el alumno deben ser

conscientes de tal confusion.

1.6LOS NUMEROS DECIMALES DESDE UNA  PERSPECTIVA
CURRICULAR

La ensefianza y aprendizaje de los niimeros constituye un dilatado proceso que
tiene lugar a lo largo de toda la ensefianza no universitaria. Se inicia con los niimeros
naturales y se finaliza con la introduccidon de los ntimeros reales y complejos en el
Bachillerato.

Por un lado, se sabe que muchos alumnos terminan sus estudios no
universitarios con ideas confusas sobre los nimeros [Robinet (1986), Fischbein (1994)],
y a pesar de que manifiestan que los nimeros que conocen son los naturales, los
fraccionarios y los decimales, omitiendo los irracionales y los negativos, muestran gran
confusién con la terminologia. Asimismo, se detectan dificultades cuando intentan
relacionar los numeros en los distintos sistemas numéricos.

En el desarrollo de los sistemas numéricos surge el conjunto D de los niimeros
decimales, en el que el objeto nimero decimal es caracterizado errdbneamente y en el

que la representacion decimal de los diferentes numeros es identificada como niimero
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decimal. En Socas (2001) se expone un estudio realizado en el ambito de la Formacion
del Profesorado, en el que se analiza la confusion entre el objeto numero decimal y la
representacion semiotica de los diferentes nimeros en la escritura decimal. Se observan
dos grupos de respuestas que denomina: A y B. En A, se identifica el nimero decimal
como sinéonimo de nimero real. En B, se caracteriza al nimero decimal como niimero
expresado mediante una escritura numérica con coma. Estas dos tendencias se dan con
frecuencias distintas en el grupo que se estudia. La tendencia A es mayoritaria (85%) y
la B, minoritaria (15%).

Por otro lado, en el andlisis de los nimeros decimales y reales, desde una
perspectiva curricular, nos encontramos en el libro de Courant y Robbins (1971) la

definicion siguiente:

el continuo numérico, o sistema de numeros reales es la totalidad de los

decimales infinitos. Los numeros racionales son los decimales periodicos, los

numeros irracionales son los decimales no-periodicos.

Esta organizacién es recogida por muchos textos escolares de Matematicas para
alumnos de Secundaria. En este sentido recordamos el texto del Grupo Zero (1978)
como ejemplo significativo de este planteamiento: identificar al conjunto de todos los
decimales, como el conjunto de los numeros reales. En la Figura 1.1 recogemos la
clasificacion de los nimeros reales que proponen para uso en el contexto escolar,

tomado de Socas (2001).
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( [ umeros naturales: 1, 2,

3t
Numeros enteros Cero: 0
-5,0,-1,7...
~ Enteros negativos:-1,-2,..
Decimales
periddicos

0
Numeros Numeros Decimales limitados: 3,12; -12, 35; 0,14832;...
Decimales racionales
0
Numeros <
Reales

Decimales periddicos puros: 27,323232...
-1, 487487487...

Decimales periddicos mixtos: 4,3717171...
-18, 15676767...

\

Decimales ilimitados no periédicos o

Numeros irracionales: V2 = 1,4142...
-7,010010001...
IT=3,1415926...

Figura 1.1: Una clasificacion de los numeros reales en el contexto escolar

En la actualidad la propuesta de contenidos, relativos al tema que estamos
tratando, que propone la LOE en el Real Decreto 1513/2006 para la Educacion
Primaria, se estructura de la siguiente manera:

- Numeros naturales (Primer ciclo).

- Numeros naturales y fracciones (Segundo ciclo).

- Numeros enteros, decimales y fracciones (Tercer ciclo).

Los contenidos del tercer ciclo se desglosan en los siguientes:

- Numeros decimales, valor de posicion y equivalencias. Uso de los nimeros

decimales en la vida cotidiana.

- Ordenacion de numeros enteros, de decimales y de fracciones por

comparacion y representacion grafica.

- Expresiéon de partes utilizando porcentajes. Correspondencias entre

fracciones sencillas, decimales y porcentajes.
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Del mismo modo, se menciona que es importante valorar no solo los

conocimientos procedimentales sino también los conceptuales.

Es importante resaltar que para lograr una verdadera alfabetizacion numérica

no basta con dominar los algoritmos de calculo escrito, se precisa también, y

principalmente, actuar con confianza ante los numeros y las cantidades,

utilizarlos siempre que sea pertinente e identificar las relaciones bdsicas entre

ellos. (pp. 43095/43096).

Con respecto a los criterios de evaluacion, en el punto 3 tenemos: Utilizar los
numeros decimales, fraccionarios y los porcentajes sencillos para interpretar e

intercambiar informacidén en contextos de la vida cotidiana. A este criterio se anade el

siguiente comentario:

Con este criterio se pretende comprobar la utilizacion de los diferentes tipos de
numeros en contextos reales, estableciendo equivalencias entre ellos, y la
capacidad de identificarlos y utilizarlos como operadores en la interpretacion y
resolucion de problemas. (p. 43101).

En cuanto a la Educacion Secundaria Obligatoria mostramos en la Tabla 1.2 la
propuesta que se hace en el Real Decreto 1631/2006, en la que se detallan los
contenidos del Bloque Numeros para los cuatro afos de esta etapa. Se puede observar
que se sigue aplicando la clasificacion cldsica de los decimales en exactos y otros

(transformacion de fracciones en decimales y viceversa).

CONTENIDOS DEL BLOQUE: “NUMEROS”

1. Multiplos y divisores comunes a varios nimeros. Nimeros primos. Aplicaciones
de la divisibilidad en la resolucion de problemas asociados a situaciones cotidianas.
2. Operaciones con numeros naturales. Potencias de diez para representar nimeros
grandes. Redondeo. Estimacion de operaciones con numeros naturales mediante el
redondeo.

3. Fracciones y decimales en entornos cotidianos. Diferentes significados y usos de
las fracciones. Fracciones equivalentes. Operaciones con fracciones: suma, resta,
producto y cociente. Fraccion generatriz de un decimal exacto. Ordenacién de
fracciones y decimales exactos.

4. Necesidad de los numeros negativos para expresar estados y cambios.
Reconocimiento y conceptualizacion en contextos reales. Significado y usos de las
operaciones con numeros enteros.

5. Razon y proporcion. Identificacion y utilizacién en situaciones de la vida
cotidiana de magnitudes directamente proporcionales. Aplicacion a la resolucion de
problemas en la que intervenga la proporcionalidad directa.

6. Porcentajes. Calculo mental y escrito con porcentajes habituales. Aplicaciones a
la resolucion de problemas de la relacion de porcentajes muy sencillos con la
fraccion y el decimal exacto correspondiente.

7. Elaboracion y utilizacion de estrategias personales para el calculo mental, para el

PRIMER
CURSO
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calculo aproximado y con calculadoras.
8. Uso de la calculadora para realizar y verificar operaciones, para reflexionar sobre
conceptos y para descubrir propiedades.

1. Significado, uso y representacion en la recta de los nimeros enteros. Operaciones
elementales. Potencias con exponente natural. Operaciones con potencias.
Utilizacion de la notacion cientifica para representar nimeros grandes.

2. Raices cuadradas exactas. Estimacion de raices cuadradas. Uso de la calculadora.
3. Relaciones entre fracciones, decimales y porcentajes. Uso de estas relaciones
para elaborar estrategias de calculo practico con porcentajes. Aumentos y
disminuciones porcentuales.

SEGUNDO 4. Proporcionalidad directa e inversa. Analisis de tablas. Razén de
CURSO proporcionalidad. Resolucion de problemas cotidianos en los que aparezcan
relaciones de proporcionalidad directa o inversa.

5. Utilizacion de los numeros para contar, medir, codificar, expresar cantidades,
particiones o relaciones entre magnitudes en diferentes contextos, eligiendo la
notacién y la forma de calculo (mental, escrita o con calculadora) mas adecuada
para cada caso.

6. Uso de la calculadora para realizar y verificar operaciones, evaluar expresiones,
reflexionar sobre conceptos y descubrir propiedades.

TERCER 1.Transformacién de fracciones en decimales y viceversa. Fraccion generatriz de
CURSO nimeros decimales. Comparacion de niimeros racionales. Representacion en la
recta numeérica.

2. La fraccién como operador, como decimal y como porcentaje. Operaciones con
fracciones y decimales. Calculo aproximado y redondeo. Cifras significativas. Error
absoluto y relativo. Utilizacion de aproximaciones y redondeos en la resolucion de
problemas de la vida cotidiana con la precision requerida por la situacion planteada.
3. Potencias de exponente entero. Significado y uso. Notacion cientifica para la
expresion de niimeros muy grandes y muy pequefios. Operaciones con numeros
expresados en notacion cientifica. Uso de la calculadora.

1. Resolucion de problemas utilizando toda clase de numeros, eligiendo la notacion,
precision y método de calculo mas adecuado en cada caso.
2. Numero irracional. Significado y uso en distintos contextos. Representacion de

CUARTO nimeros en la recta numérica. Intervalos.
CURSO 3. Proporcionalidad directa e inversa. Aplicacion a la resolucion de problemas de la
(OPCION A) vida cotidiana. Los porcentajes en la economia. Aumentos y disminuciones

porcentuales. Porcentajes sucesivos. Interés simple y compuesto.
4. Uso de la hoja de calculo para la organizacion de calculos asociados a la
resolucion de problemas cotidianos y financieros.

1. Numeros irracionales. Interpretacion y uso de los niimeros reales eligiendo la
notacion y aproximacion adecuadas en cada caso. Reconocimiento de situaciones
que requieran la expresion de resultados en forma radical.

2. Representacion de nimeros en la recta numeérica. Intervalos. Diferentes formas de
expresar un intervalo.

CUARTO 3. Expresion de raices en forma de potencia. Simplificacion de expresiones
CURSO irracionales sencillas.
(OPCION B) 4. Utilizacion de la jerarquia y propiedades de las operaciones para realizar calculos

con potencias de exponente entero y fraccionario y radicales sencillos. Resolucion
de problemas en los que intervengan toda clase de nimeros y en todas sus
expresiones.

5. Utilizaciéon de la calculadora para realizar operaciones con cualquier tipo de
expresion numérica.

Tabla 1.2: Contenidos del Bloque “Numeros”

En cuanto a los criterios de evaluacion nos los presentan distribuidos por cursos
y bloques de contenidos. A continuacion, detallamos los correspondientes al Bloque:

Numeros:
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- Utilizar nimeros naturales y enteros y fracciones y decimales sencillos, sus
operaciones y propiedades, para recoger, transformar e intercambiar
informacion.

- Evaluar el uso de diferentes estrategias que permitan simplificar el calculo
con fracciones, decimales y porcentajes, asi como la habilidad para aplicar
esos calculos a una amplia variedad de contextos.

- Utilizar los distintos tipos de numeros y operaciones junto con sus
propiedades, para recoger, transformar e intercambiar informacion y resolver

problemas relacionados con la vida diaria y otras materias.

1.7 ANTECEDENTES

La revision de antecedentes se ha realizado consultando articulos en revistas
especializadas en ensefianza y aprendizaje de las Matematicas, manuales, libros y tesis
doctorales (Steinle, 2004, Konic, 2011).

Hemos organizado los antecedentes de investigacion de forma cronolodgica y

resaltando los dos grandes temas que van a ocupar esta investigacion, a saber:

- Estudios sobre los problemas de comprension de los sistemas numéricos, en
general, y de los decimales, en particular, en términos de dificultades,
obstaculos y errores. En cuanto a las poblaciones con las que se realizan los
estudios, estdn compuestas por alumnos de primaria, secundaria, estudiantes
para profesores o profesores en activo.

- Estudios sobre el conocimiento matematico de los profesores de Educacion
Primaria y Educacion Secundaria, en general, y del conocimiento sobre los
sistemas numéricos, en particular.

A continuacién mostramos la revision realizada, siguiendo la organizacion

planteada.

* Estudios sobre problemas de comprension de los sistemas numéricos, en general,
y de los decimales, en particular, en términos de dificultades, obstaculos y

€Irores.

Bernander y Clement (1985), presentan un catialogo sobre patrones de errores en

aritmética y algebra. Para ello realizaron observaciones de clases de instructores y
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tutores en cursos de la Universidad de Massachusetts, investigaciones previas de
instructores y tutores y entrevistas clinicas centradas en conceptos algebraicos
elementales de los estudiantes y sobre habilidades para resolver problemas. Entre los
conceptos estudiados se halla un item sobre los decimales en el que se describen los

siguientes tipos de errores:

Se invierte el Sistema Decimal:
- Las centésimas son mas grandes que las décimas

(0,03>0,3).

ERRORES SOBRE NOTACION Errores en el reconocimiento de decimales
equivalentes:
- Afadir ceros al final del nimero cambia su valor
(0,2>0,20).

Convertir el nimero en un decimal:

- Dada un conjunto de nimeros decimales y
nimeros enteros, los alumnos pondran una coma
delante del numero entero: Por ejemplo,
transformar esta suma, 0,3 +4,6 + 12, en 0,3 + 4,6

ERRORES EN OPERACIONES CON 012

DECIMALE — -
¢ S Dificultades en el reconocimiento de decimales y

niimeros enteros como términos en una ecuacion:

- Por ejemplo, dificultad en reconocer que en la
ecuacion (3 + x = 0,8) hay que sustraer 3 de 8
décimas.

Tabla 1.3: Errores en situaciones problemdticas de decimales

Robinet (1986) realiz6 un estudio con alumnos de 17-18 afos y del primer aio
universitario, sobre nimeros reales. Observo que los nimeros reales, para una buena
parte de los alumnos pertenecen a cualquiera de los conjuntos N, Z, D y Q y también
algunos niimeros como V2 y V3; diferenciando, a menudo, los niimeros de R por su

escritura y no por sus propiedades numéricas.

Uno de los documentos importantes en los que se estudia el topico de los
decimales en los afios ochenta en nuestro pais es el libro de Julia Centeno (1988):
Numeros decimales ;Por qué? ;Para qué?

Presenta un trabajo de sintesis sobre las aportaciones que se pueden extraer de
diferentes investigaciones en este campo, realizadas en este periodo de tiempo.
Destacamos la tercera parte de este libro que trata el problema de la organizacion de la
ensenanza de los numeros decimales, y en la que le dedica un apartado a las
dificultades, errores, conflictos y obstaculos. En este sentido, se describe una

clasificacion de errores, que cometen los escolares al trabajar con los decimales,
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obtenidos de los resultados de trabajos como los de Carpenter (1981) y Brown (1981).

Asi, tenemos:

a)

b)

c)
d)

Errores relacionados con la lectura y escritura de los numeros: valor de
posicion.

Errores relacionados con el cero.

Errores relacionados con el orden entre decimales.

Errores relacionados con las operaciones.

Asimismo, se hace hincapi¢ en la importancia de agrupar los errores para

identificar niveles de comprension, con la finalidad de poder diagnosticar el grado de

conocimiento que tiene cada alumno y su manera de progresar. Para ello, se ejemplifica

con el estudio realizado por el equipo CSMS (Brown, op.cit) en el que se estudia

conocimientos sobre “lugar de posicion y numeros decimales” de escolares ingleses de

once a quince anos. Se administraron unos cuestionarios en los que se preguntaban por

los topicos que figuran en la mayor parte de los curriculos de este nivel y de los

resultados se obtuvieron seis niveles de comprension:

a)
b)
c)
d)
e)
f)

Nivel 1: valor posicional de nimeros enteros mayores que 1000.

Nivel 2: decimales, décimas.

Nivel 3: decimales, centésimas, milésimas.

Nivel 4: decimales, relacion con los lugares a la izquierda.

Nivel 5: relaciones mas complejas de lugar.

Nivel 6: decimales como resultados de una division. Numero infinito de

decimales.

El procedimiento de obtencion de los niveles consiste en agrupar los alumnos

por el nivel de facilidad que manifiestan en sus respuestas. El nivel de facilidad se

determina por el porcentaje de respuestas correctas o incorrectas segun edades.

Las conclusiones obtenidas en este trabajo, tal y como apunta Centeno (op.cit),

se recogen en los tres puntos siguientes:

1.

El 50% de los alumnos de quince afos tiene un conocimiento razonable,
pero no completo, de los decimales, sin embargo, el 50% restante tiene
lagunas considerables, lo que no significa que estos alumnos no sean capaces
de utilizar correctamente los niimeros decimales en situaciones concretas y

familiares, como son la medida y las monedas.
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2. Se han encontrado todos los niveles de comprension en cada uno de los
grupos de 12, 13, 14 y 15 afios, aunque en proporciones diferentes de afio en
afo.

3. Se da una particular dificultad en la comprension de la centésima, y ello les
hace pensar que muchos alumnos necesitan modelos visuales de décimas,
centésimas, etc., para comprenderlas en un sentido correcto. Esto conduce a
estos autores a proponer el uso de los bloques multibase de Dienes o papel
cuadriculado.

También, se tratan las nociones de dificultad, conflicto, obstaculo. Para esta
ultima se hace una exposicion de la ideas de Brousseau (1976), al respecto. En este
sentido, se comenta que este autor hace la distincion de dos grandes grupos de
obstaculos sucesivos en los nimeros decimales, ya mencionados en el apartado 1.2 de
este capitulo, y que se refiere a un primer grupo de los obstaculos originados por la
persistencia del empleo de las propiedades y de las representaciones especificas de los
numeros naturales. Y a un segundo grupo de obstaculos, originados por la persistencia
del empleo de las situaciones particulares diferentes que son signos de concepciones
distintas. El segundo grupo aparece como una consecuencia de los efectos del primero,
sobre el aprendizaje.

En Centeno, encontramos también ejemplos de situaciones de estudio de los
decimales, disefiadas y experimentadas por Brousseau. En este sentido, destacamos las
investigaciones realizadas en la década de los 70 por Guy y Nadine Brousseau sobre la
ensefianza de los racionales en la escolaridad obligatoria (Brousseau y Brousseau, 1987;
Brousseau, Brousseau y Warfield, 2004). Estas experiencias estan basadas en la Teoria
de Situaciones en la cual se enfatiza la construccion del conocimiento por los propios
alumnos, esto es, siguiendo principios socio-constructivistas sobre el aprendizaje

matematico.

Bonotto (1992) muestra los resultados de un test sobre fracciones y niimeros
decimales administrado a alumnos de distintos niveles educativos. El estudio se centra
en el orden y muestra como el conocimiento de los naturales es una ayuda y un
obstaculo para el aprendizaje, como se presentan grandes dificultades en el paso de la
fraccion al numero decimal y como el conocimiento de las fracciones y los decimales

pueden entrar en conflicto.
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Mariotti, Sainati Nello y Sciolis Marino (1995), examinan las habilidades de los
estudiantes (Intermediate to High Secondary School); sostienen que estos generalmente
creen que los diferentes conjuntos numéricos son disjuntos y que la escritura determina

la naturaleza del namero.

Fischbein, Jehiam y Cohen (1995) comentan, en un estudio sobre el analisis de
la presencia de obstaculos (dificultades en aceptar la existencia de cantidades
inconmensurables y que el conjunto de los irracionales aunque es denso no cubre todos
los puntos de un intervalo) sobre los irracionales en estudiantes de Secundaria y futuros
maestros, que estos manifiestan un desconocimiento cuando se les pide clasificar varios

numeros (racionales, irracionales y reales).

En Romero (1996), se muestran los resultados de parte de una investigacion
cualitativa sobre esquemas conceptuales y percepciones de propiedades relativas al
continuo. Dicha investigacion se lleva a cabo con estudiantes de 3. © de BUP. Se elabora
un cuestionario para obtener informacioén al respecto y se apoya para ello en la
experiencia de Robinet (op.cit).

A cada alumno encuestado se le pide que clasifique los siguientes nimeros, Figura

1.2, y que especifique los criterios empleados.

9, 217 735 -3% %0,75 6325 3.1416

53x10° 01919.. 29999.. -2 _775
—4.3333... V2 1.1010010001000.,. 1.23456..1 V-4

£l

Figura 1.2: Pregunta del cuestionario, en Romero(1996)

El estudio de las respuestas a esta pregunta se centra en un analisis exhaustivo de
los siguientes puntos:

a) (Cuales y cuantos grupos de nimeros se hicieron y de qué tipo?

b) (Cudles fueron los criterios de clasificacion usados?

¢) (Como se clasificd cada uno de los numeros propuestos?

d) (Qué sucede con las parejas ocultas (3/4y 0,75 03,1416 y m, etc.)?
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Con respecto a los criterios de clasificacion, Romero (op.cit) encuentra que para
estos individuos la caracteristica mas significativa de los niimeros no enteros es su

forma de escritura.

Asi, pues, numeros con escrituras diferentes resultan ser numeros de especies
distintas. El resultado de las “parejas ocultas” reafirma todavia mas esta
conclusion: los numeros 9y 735 aparecieron 116 veces asociados, mientras que
9y 5,3:10° se asociaron en 49 casos, y 9y 2,9999... tan solo en 4. Pero, si
sucede que estos numeros estan ligados a algun uso especifico (3,1416 y m),
entonces se les consideran “iguales”.

Artigue (1995, 1998), comenta que para los estudiantes las relaciones existentes
entre los conjuntos numéricos no estan claras. Los nimeros reales comprenden
diferentes numeros (los enteros, las fracciones, los decimales, los nimeros que expresan
radicales y otros como ) los cuales se confunden en la asociacion entre nimero real y
nimero decimal. En cuanto a la representacion de los niimeros reales en la recta,
comenta que en Castella (1996) se recoge que si bien son capaces de aceptar a priori la
correspondencia entre R y ésta, sin embargo, no estdn convencidos, por ejemplo, que tal

o cual niimero preciso se puede representar en la recta.

Castro (2001), trata el tema de los decimales y distingue los siguientes
contextos: medida, division entera, aproximacion, porcentajes, calculadora y
ordenadores, notacion cientifica y didactico (servir de puente entre los racionales,
relativamente concretos, y los numeros reales, mds abstractos). Asimismo, se
manifiesta la diversidad de enfoques de su ensefianza y describe algunos de ellos
tomados de Centeno. Estudia distintas representaciones del concepto. Analiza errores y
dificultades de algunos aspectos del topico (véase Tabla 1.5). Describe la existencia de
la familia de decimales (decimales finitos y periddicos) y explica la relacion de estos
con los racionales (los racionales se representan por decimales finitos o periodicos y

todos los decimales finitos y los periodicos son numeros racionales)
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ERRORES Y DIFICULTADES

CONCEPTO
Y
REPRESENTACION

La notacion fraccionaria es mas comprensible en los estadios iniciales
que la forma decimal

Los decimales interpretados como “areas” y como “linea numérica”
ofrecen una dificultad similar (Brown (1981)). A los nifios les resulta
mas facil manejar décimas que décimas y centésimas combinadas

Los numeros naturales son un obstaculo para el aprendizaje de los
decimales: el nimero decimal es interpretado como una pareja de
numeros naturales

Muchos errores son originados por falta de conocimiento del sistema de
numeracion decimal: la parte decimal se interpreta como un numero
natural, errores en la lectura y escritura de los numeros y errores
relacionados con el cero (ignorarlo o considerar que tiene valor a la
derecha: 1,27 distinto de 1,270)

ORDEN
OPERACIONES

Se considera que la parte decimal es un nimero natural y se decide que el
nimero mayor es el que tiene mayor niimero de cifras decimales

La propiedad de densidad de los decimales es una dificultad para los
nifios (para algunos entre 1,23 y 1,24 no hay ningin nimero)

Los decimales constituyen un tipo de nimeros que con sus operaciones
requieren un nivel madurativo mas alto que de los demas sistemas
numéricos y operacionales. Su ensefianza se suele anticipar, antes de que
el alumnado haya alcanzado un grado de madurez para su comprension,
debido a la estructura decimal de nuestro sistema de medidas

Los problemas de colocacion de la coma al operar muestran el dominio
conceptual del valor de posicion de las cifras de los alumnos

Una dificultad importante de la suma y de la resta de decimales,
expresados con notacion decimal finita, es comprender que la
correspondencia de los diversos oOrdenes de unidades es condicion
imprescindible en el algoritmo de estas operaciones

Otra fuente de error es la ausencia de coma en el resultado de la
operacion

Se da que el 80% de los errores se relacionan con la multiplicacion y
division, y solo ésta mas del 50%

Los errores en la multiplicacion y en la division estan relacionados con el
uso de la coma (colocacion errénea, omision, dificultades con los ceros
para completar las cifras decimales)

Errores que se producen al operar por separado las partes enteras y
decimales de los nimeros implicados en la  operacion
(0,70+0,40+0,20=0,130; 2,3x2,3 =4,9; 2,12:2=1,6)

Multiplicar por la unidad seguida de ceros es afiadir ceros, tanto como
acompaian a la unidad, a la derecha de la parte decimal o a la derecha de
ambas partes

Concepciones inadecuadas sobre la multiplicacion y la division:
Multiplicar es siempre aumentar y dividir es siempre disminuir

FAMILIA
DECIMALES

DE

Truncar el nimero para realizar la conversion de periodico a fraccion
Los algoritmos de las operaciones con decimales tienen sus limitaciones
cuando se trata de operar con decimales infinitos

Tabla 1.5: Errores y dificultades

Scaglia y Coriat (2003), realizan un estudio empirico destinado a caracterizar

obstaculos epistemologicos (Bachelard) sobre la representacion de nimeros reales en la

recta. Se lleva a cabo con alumnos de Bachillerato (16-17 afios) y de 1. ° de Licenciatura

en Matematicas (18 afos en adelante). Se detectan dos conflictos cognitivos, a saber:
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a) La dificultad para admitir el cierre de un proceso infinito sugerido por las
infinitas cifras decimales de la escritura posicional de algunos numeros
constructibles.

b) La falta de distincion en las argumentaciones de los alumnos entre el objeto
ideal (punto geométrico) y el objeto fisico (marca efectuada con el lapiz
sobre el papel).

Consideran que la representacion posicional infinita constituye un obstaculo

epistemologico para aceptar el nimero como objeto matematico.

En Vourgias, Vourgia y Elia (2003), se describe una investigacion sobre
representaciones de los nimeros decimales y sus transformaciones llevada a cabo con
alumnos de 5. °y 6. ° de la escuela primaria. Estd fundamentada en el concepto de
representacion de Kaput (1987). El instrumento utilizado consta de cuatro partes y cada
una de ellas consta de cuatro cuestiones. En la primera parte las cuestiones estan
expresadas en forma de diagramas y los estudiantes deben interpretar la conexion en
forma simbolica y verbal. En la segunda se dan expresiones simbdlicas y los nifios
deben interpretar la conexion en forma de diagramas y expresiones verbales. La tercera
parte tiene preguntas expresadas verbalmente y deben ser interpretadas simbodlicamente
y en forma de diagramas. La ultima parte contiene una tarea expresada en forma verbal
y los nifios deben resolverla en forma simbodlica o con un diagrama, como ellos
prefieran. En ella se debe plantear y resolver una resta con numeros decimales.

Los resultados obtenidos en la investigacion son los siguientes:

a)  Hay una conexion no significativa en las respuestas sobre los diferentes

tipos de representaciones.

b)  La interpretacion de las tareas de los niflos del diagrama a la expresion

simbolica y verbal presenta una gran dificultad.

c) El paso de la expresion simbdlica a la expresion verbal y al diagrama, los

alumnos lo encontraron dificil; la interpretacion en diagrama no resulta

nada facil para ellos.
ZazKis y Sirotic (2004), abordan la comprension que futuros profesores de nivel

secundario tienen sobre los numeros irracionales. Se plantearon a 46 estudiantes las

cuestiones siguientes:
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1. Considera el numero siguiente 0.12122122212... (hay un numero infinito de
digitos donde la cantidad de dos entre los unos, crece de a uno). ;Es este un
numero racional o irracional? ;Como lo conoces?

2. Considera 58/83. Llamemos a este numero M. Realizando la division, la
calculadora muestra 0.63855421687. ;Es M un numero racional o
irracional? Explica.

La fundamentacion tedrica en la que se basan es la distincion entre
representaciones transparentes y representaciones opacas.

De los 46 participantes, 16 fueron sometidos, de forma voluntaria, a entrevistas
clinicas con la finalidad de aclarar las respuestas. Se observd, con respecto al primer
item, que en general responden bien, pero justifican mal la irracionalidad haciendo
alusion a un patréon comun. Con respecto a la segunda cuestion, en general, responden
que un nimero es racional o irracional dependiendo de su escritura. La respuesta
proviene de la incapacidad de ver el periodo en la calculadora.

Consideran que la relacion entre la estructura de la representacion y la repeticion
decimal es solo aparente, ya que no reconocen en la estructura fraccionaria el tipo de
nimero que se trata. Muchas veces se confunde patron con repeticion. Observan que los
resultados sugieren que, por lo general, los alumnos no suelen basarse en la
transparencia de la representacion para clasificar un numero como racional o irracional.

En resumen, se obtiene que para un numero significativo de estudiantes las
definiciones de nimero racional e irracional no forman parte de sus conocimientos.

Estos autores recomiendan que en la practica docente se ponga énfasis sobre las

representaciones y conclusiones que pueden derivarse de su consideracion.

Michaelidou, Gagatsis y Pitta-Pantazi (2004), examinan la comprension del
concepto de nimero decimal en nifios de 12 afios. Se basan en el modelo que Janvier
(1987) propone para la comprension de un concepto matematico, reconocimiento y
relacion entre representaciones. Se desarrolld en tres fases en las que se implementan
tres cuestionarios (A, B y C). En el primero (A) se aborda el reconocimiento y
representacion del concepto de nimero decimal. En el segundo (B), se estudia la adicion
de nimeros decimales y en el tercero (C), la resolucion de problemas con decimales.

En cuanto a los resultados obtenidos manifiestan que el porcentaje de éxito ha
sido bajo en el reconocimiento de items y en la traduccion entre ellos, lo que muestra
que las representaciones de niimeros decimales no se hallan desarrolladas de manera

suficiente y no son conscientes con un todo integrado. Se hallaron porcentajes altos de
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¢xito en la representacion de numeros decimales en la recta, en segmentos y
especialmente en cuadriculas. Estos éxitos son atribuidos a la instruccién en la que
habitualmente se enfatiza la representacion aislada. En cuanto al tipo de traducciones se
observd que presentaba menor dificultad el cambio de representacion de la recta a la
expresion simbolica que la inversa. Con respecto al rendimiento en las diferentes tareas
se observaron problemas en el reconocimiento de las actividades de adicion. Estos son
atribuidos a que las tareas requerian una serie de traducciones de representaciones
previas a la operacion. En la resolucion de problemas no encontraron diferencias
significativas entre los alumnos que resolvieron los problemas libremente de los que lo
hicieron utilizando la recta numérica. Finalmente, estos autores manifiestan que los
estudiantes no han desarrollado una estructura cognitiva unificada concerniente al
concepto de niimero decimal. Mas ain, se demuestra que no hay coordinacion entre
reconocimiento, representacion y traduccién entre representaciones en los niimeros

decimales.

En Merenluoto (2004) se exponen los resultados de un estudio piloto llevado a
cabo con 47 estudiantes finlandeses de la escuela secundaria en los grados 7-9. Se tratan
aspectos de tipo cognitivo-motivacional en relacion al tema de las fracciones y nimeros
decimales. En una primera fase los alumnos contestaron un cuestionario sobre como han
aprendido las Matematicas ensefiadas en la escuela, su auto-eficacia, seguridad y
tolerancia en problemas matematicos dificiles. En una segunda fase debian completar
26 cuestiones sobre el concepto de numero racional, clasificacion de nUmeros,
identificacion de distintas representaciones de numeros, la densidad de los nlimeros en
la recta y célculos bésicos.

Se observd que la mayoria de los problemas se encontraron con los nimeros
racionales. Los estudiantes tenian la tendencia a realizar transferencias incorrectas de
los niimeros naturales a los racionales. Los mayores problemas se hallaron con los
nimeros decimales y especialmente en el manejo de fracciones.

Los resultados obtenidos evidencian que en la enseflanza para el cambio
conceptual es esencial considerar la distancia cognitiva entre los conocimientos previos

de los alumnos y el nuevo contenido que tienen que aprender.

Porcel y Ramirez (2004) recogen parte de los resultados de una prueba de

diagnéstico inicial sobre conocimientos matematicos de los alumnos que ingresan en
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2001 en la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales y Agrimensura, de la Universidad
Nacional del Nordeste (FACENA-UNNE) de Argentina. Se incluyo, entre otras, una
actividad, tal y como se muestra en la Figura 1.3, para observar la identificacion de

nameros pertenecientes a los distintos conjuntos numéricos: N, Z, Q,Io R .

v

Dada la siguiente tabla, coloca una cruz en él o los casilleros correspondientes a todos los conjuntos numéricos a
los cuales pertenece cada uno de los numeros dados:

2 2 | N2 |15 -V

30
2

Blw

N (Naturales)

Z (Enteros)

Q (Racionales)
I (Irracionales)
R (Reales)

Figura 1.3: Situacion problematica

La investigacion se llevo a cabo con una muestra de 778 alumnos y se concluy6

a este respecto que:

a) Hay mayor desconocimiento acerca de Q, I y R que acerca de Ny Z.

b) Se advierten deficiencias sustanciales de conocimientos acerca de Q y de I,
confusion de Q con I, marcada confusion de I con Q y escaso nivel de
conocimientos sobre R.

¢) Hay mayores dificultades en la identificacion como racionales de naturales
y enteros que de fraccionarios, y aparecen como nociones prdcticamente
equivalentes las de “racional” y “fraccionario”.

d) Las diferentes representaciones semioticas aparecen como un obstdiculo
para la identificacion correcta de los numeros, en coincidencia con lo que
va hemos mencionado en el analisis por columnas.

e) Los resultados obtenidos sobre la conexion entre las nociones “racional =
fraccionario”, “racional =radical”, “irracional = radical” estarian dando
cuenta de la incidencia de las distintas representaciones semioticas de los
numeros, en coincidencia con los estudios en los que se sefiala la confusion
Objeto/representacion y representacion/ definicion (Socas Robayna, M.
(2001); Pinto, M. Y Tall, D. (1996)) y en alguna medida corroboran lo que
va habiamos expuesto en tal sentido en el andlisis por columnas.

Gairin (2003-2004) hace un estudio con estudiantes de 2. ° curso de la
Diplomatura de Maestro en la Especialidad de Educacion Primaria que en su primera
parte trata sobre sus conocimientos relativos a los niimeros racionales positivos. Busca
las respuestas a las preguntas: ;cudles son las caracteristicas de los conocimientos que

utilizan? y ;qué dificultades de comprension se detectan en las producciones de los

maestros en formacion?
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En cuanto a las caracteristicas observa seis:

1.

Los estudiantes para Maestro tienen un significado casi exclusivo de la
fraccion como relacion parte-todo, ademdas, este significado se asocia a un
modelo fisico.

La notacion decimal se reconoce exclusivamente con significado numérico,
no se asocia a cantidades de magnitud ni se sustenta en el uso de modelos.
La relacion entre las notaciones fraccionaria y decimal se establece de
forma exclusiva mediante procesos algoritmicos.

Las relaciones de orden entre fracciones no se justifican en modelos,
simplemente se utilizan técnicas de calculo.

Solamente la tercera parte de los estudiantes establece relaciones de orden
entre numeros decimales aplicando el principio del valor posicional.

Los estudiantes para Maestro no admiten la densidad respecto del orden de
los racionales; la topologia del conjunto de los racionales es la misma que
la de los naturales.

En este sentido, se da que casi la totalidad de los estudiantes no consideran a los

enteros como racionales. Ademas, un 21% aplica el orden de los naturales a los enteros:

el siguiente de -2 es -3.

Por otro lado, se interesa por aquellos fenomenos de comprension que reflejan

limitaciones, dificultades y errores que aparecen cuando los alumnos resuelven tareas

relacionadas con el curriculum de Educacion Primaria. Se distinguen ocho fenémenos:

1
2.
3.
4

El conocimiento de las fracciones es un conocimiento inestable.

Las ideas estan fuertemente influenciadas por la percepcion visual.

Se tiende a sustituir los conceptos por alguna de las técnicas asociadas.

Los conocimientos de los estudiantes sobre numeros racionales suelen estar
limitados al uso de reglas.

La descontextualizacion de la medida obstaculiza la resolucion de
problemas.

El orden entre expresiones decimales estd fuertemente influenciado por el
orden entre numeros naturales.

En el calculo con numeros periodicos se crean algoritmos a partir de los
que conocen de los naturales y de los decimales.

Los numeros periodicos dificultan la formulacion de situaciones
problematicas coherentes.

También, se pone de relieve que el origen de muchas de estas dificultades de

comprension se encuentra en un proceso educativo que le dio prioridad al conocimiento

de las fracciones como relacion parte — todo.

Vamvakoussi y Vosniadou (2004) realizan un estudio empirico relativo a la

comprension de propiedades algebraicas de los numeros racionales con estudiantes (16

alumnos de 15 afios aproximadamente) de noveno grado de la escuela elemental. La
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investigacion se aborda desde la perspectiva del cambio conceptual. De forma concreta
se muestra que los conocimientos previos sobre los numeros naturales, en particular la
nocion de discretitud, limitan en los estudiantes la comprension de la densidad.

El cuestionario, que se implementé de forma individual, estaba constituido por
dos items sobre propiedades algebraicas de los niimeros reales, cuatro sobre densidad y
cinco sobre cuestiones preliminares, con el propdsito de facilitar algunas cuestiones
previas.

Los resultados del estudio, relativos a la densidad, mostraron que la tarea de
determinar el numero de racionales entre otros dos dados presentaba una gran dificultad
para estos alumnos, y que el desarrollo del concepto de densidad es un proceso gradual.
Esta ultima conclusion constituye uno de los dos supuestos que sostenian estas autoras
en el marco teodrico. Elaboran 5 categorias de respuestas que corresponden a distintos
niveles de comprension, de las respuestas mas ingenuas a las mas sofisticadas. Estas
categorias son: discretitud ingenua (9 estudiantes), discretitud avanzada (2 estudiantes),
discretitud densidad (4 estudiantes), densidad ingenua (1 estudiante) y densidad
sofisticada (0 estudiantes). El segundo supuesto que se sostenia, el caracter discreto de
los nimeros naturales limita la comprension de la estructura de los racionales, se
observa en las dos primeras categorias. Los estudiantes de la tercera categoria no
responden del mismo modo cuando los numeros decimales tiene el mismo numero de
digitos que cuando son distintos. En la categoria, densidad ingenua, el alumnado
presentaba que ya habia desaparecido el caracter discreto, pero la densidad solo era
reconocida dentro de un tipo de representacion (fraccionaria o decimal).

Se recomienda en este estudio crear entornos de aprendizaje en los que los
alumnos puedan expresar y elaborar sus argumentos para que los educadores sean
conscientes de sus creencias. Esto conlleva una reorganizacion de las estructuras de los
conocimientos previos, en la que no se pueden esperar resultados inmediatos, incluso

después de un cuidadoso disefio de instruccion.

Steinle (2004) realiza un estudio longitudinal en el que se analiza la
comprension de la notacion decimal con cerca de 3000 estudiantes australianos. En este
trabajo se hace una revision de investigaciones similares llevadas a cabo en el periodo
de 1980-1990. En la Tabla 1.6, tomada de Steinle se recopilan y resumen algunos datos

importantes (tanto por ciento de aciertos en las tareas y por edades) que nos aportan
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estas investigaciones. En ella se pone de manifiesto que los errores que se cometen al

comparar numeros decimales son persistentes y que siguen cierta logica.

Tabla: Estudios longitudinales llevados a cabo entre 1980 y 1990

Investigador y detalles de la tarea Edad  aproximada de los
estudiantes

(Ordenar una lista, seleccionar el menor, seleccionar el mayor) 11 12 13 14 15 15+

Brown (1981) CSMS
1) Mayor 0,75 0,8 57 65 69 75
2) Mayor 4,06 4,5 66 72 83 80

Carpenter et al. (1981) NAEP2

1) Mayor 0,23 1,9 81
2) Mayor 1,15 1,36 79
3)Mayor 0,036 0,19 0,195 0,2 46

Grossman (1983)
1) Menor 0,07 0,075 0,08 0,3 1,003 29
2) Menor 0,004 0,03001 0,05 0,1 1,0003 31

Foxman et al. (1985) APU

1) Ordenar 0,07 0,1 0,23 23

2) Ordenar 0,1 0,3 0,6 0,7 75

3) Menor 0,125 0,25 0,375 0,5 17

4) Mayor 0,075 0,089 0,09 0,1 82
5) Menor 0,075 0,089 0,09 0,1 47
6) Mayor 0,125 0,25 0,375 0,5 0,625 61
7) Menor 0,125 0,25 0,375 0,5 0,625 37
8) Menor 0,125 0,25 0,3753 0,5 0,625 43

Hiebert y Wearne (1986)
Mayor 0,09 0,1814 0,3 0,385 0 43

Kouba et al. (1989) NAEP4
Mayor 0,058 0,36 0,375 04 50%*

Putt (1995)
Ordenar 0,060 0,0666 0,6 0,606 0,66 51

Brekker (1996)

1) Mayor 3,521 3,6 3,75 20 64 88
2) Mayor 0,649 0,7 0,87 22 62 83
3)Menor 0,125 0,25 0,3753 0,5 0,625 16 55 79

Fuglestad (1998)
Ordenar 0,25 0,375 0,5 0,62 20 35 62

TIMSS-R (1999)
Menor 0,125 025 0375 0,5 0,625 46

* Aproximadamente

Tabla 1.6: Steinle (2004)

En este sentido, Steinle observa dos comportamientos (L y S), entre otros:
a) L: El nimero que tiene mas cifras decimales después de la coma es el mayor

de los dados.
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b)

S: El nimero que tiene menos cifras decimales después de la coma, es el

mayor de los dados.

Estos comportamientos también son observados en estudios anteriores, como se

recoge en la tabla anterior. Asi, el 40% de los entrevistados por Crossman (1983) elige

que el menor de una lista de decimales es el que tiene mas cifras decimales después de

la coma. Putt (1995) encuentra que el 36% escoge al 0,6 como el mayor de la serie

siguiente: 0,060; 0,0666; 0,6; 0,606 y 0,66.

Estas tendencias en las respuestas de los alumnos originan errores que persisten

con la edad.

Asimismo, observo distintas formas de pensar que conducian a estos

comportamientos. Entre ellas tenemos:

a)
b)

c)

d)

2)

h)

)

Se ignora la coma en las escrituras decimales (1,34 se trata como 134).

Fijan su atencion en los numeradores de las fracciones y ordenan, por
ejemplo, la serie de decimales, como sigue: 0,1; 0,04; 0,008; 0,20 y 0,034.

Se considera que presentar en la escritura un cero o mas después de la coma,
hace mas pequefio al nimero.

Si se comparan dos escrituras decimales, se considera relevante el numero de
cifras que presentan las partes decimales respectivas, se elige como mayor el
que mas cifras tiene (4,63 > 4,8 04,03 > 4,3).

Se aplican razonamientos relacionados con el orden entre los distintos tipos
de unidades (como 70 décimas es mayor que 7, entonces 0,70 > 0,7).

Se da un pensamiento denominado pensamiento reversible: la parte decimal
representa nimeros enteros, pero escritos en el orden inverso (0,123 se lee
como 1 decena, 2 centenas y tres millares).

Se utiliza un pensamiento denominado pensamiento reciproco que consiste
en considerar a/b igual a a,b.

Se confunden los decimales con los nimeros negativos. Este pensamiento es
denotado Pensamiento negativo por esta investigadora.

Fijan su atencion en el denominador de la fraccion y consideran, por
ejemplo, que 0,2 > 0,25 porque las décimas son mayores que las centésimas.
Utilizan el orden que se define entre las distintas unidades del Sistema de
Numeracion Decimal para construir una especie de recta numérica. Las
unidades que estan a la izquierda (decenas, centenas, millares...) de las

unidades son mayores que ésta. Las que estdn a la derecha (décimas,
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centésimas, milésimas...) son menores que ésta. Por otra lado se considera
que, los numeros, con parte decimal formada por una sola cifra, estdn a la
derecha de las unidades, con dos cifras, a la derecha de estos, y asi
sucesivamente. De esta manera se explica por qué 0,6 es menor que 0 para

algunos alumnos.

Restrepo y Torres (2006), realizan un estudio cualitativo sobre las concepciones

de ntimero natural en los estudiantes de la Licenciatura de Matematicas y Ciencias de la

Computaciéon en la Universidad de La Salle de Bogota. Se obtiene que los alumnos

tienen por concepciones de los nimeros naturales: los numeros naturales como la

representacion de una cantidad y los numeros naturales como un campo. En este ultimo

caso estos son concebidos como objetos en si mismos, sin que esto pueda interpretarse

como un saber matematico propiamente establecido.

Ramirez y Porcel (2006) analiza los errores que un grupo de 776 alumnos, que

ingresan a la universidad (FACENA-UNNE) de Argentina, cometen al responder a la

siguiente pregunta:

Representa en la recta real los nimeros: -2, 3/2, -3/4 y V2.

=)

Figura 1.6: Tarea planteada

Se concluye que los errores cometidos (véase Tabla 1.7) en la pregunta muestran

deficiencias y en muchos casos, ausencia de conocimientos sobre la representacion de

nameros reales, en particular, de nimeros fraccionarios y radicales.

Numero Error
-2 a) Confusion con el -1 (2,6%)
b) Confusién con el 2 (2,6%)
3/2 a) Se vincula el numerador del nimero fraccionario que se va a representar con el valor que
-3/4 determina la distancia al cero del punto con que se lo habra de representar en la recta. Por

ejemplo, 3/2 se situa cerca del tres.
b) E1 10,8% ubica a 3/2 en el intervalo (0, l].

V2

a) El 15% lo marca en el 1 y en el 2 (confunden su ubicacién con la de dos nimeros
enteros)

b) El7,7% lo ubica en el intervalo (0, '2). Error que tal vez podria deberse a que al realizar
la representacion solo se considera la parte decimal de su notacion decimal (1,4142...)

En cuanto el error denominado “representacion en espejo” lo presenta el 6,8% de la muestra. Este error
consiste en invertir la representacion de un nlimero respecto del cero. De esta manera se sitan nimeros
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positivos a la izquierda del cero, y negativos, a la derecha. Si se hace con todos los nimeros se denomina
espejo total (2,8%) vy, si se hace solo con algunos, espejo parcial (4%)

Tabla 1.7: Errores en la representacion de numeros en la recta

En un estudio llevado a cabo por Sirotic y Zazkis (2007) con profesores de
secundaria en practicas, relativo a los nUmeros irracionales (como \5 ) y su
representacion en la recta, se observa la confusion entre estos niimeros y su

representacion decimal.

Konic (2011) en su tesis doctoral presenta una investigacion en la que se plantea
un problema relativo a la evaluacion de conocimientos de futuros profesores para la
ensenanza de los nimeros decimales. La investigacion se fundamenta principalmente en
el Enfoque Ontosemidtico del conocimiento y la instruccion matematica (EOS) de
Godino, Batanero y Font (2007). Consta de dos partes, una tedrica, que consiste en la
justificacion y elaboracién de un modelo didactico, y otra empirica. Esta ultima incluye
la construcciébn de un cuestionario de evaluacion para implementarlo con futuros
profesores de ensefianza primaria, y un estudio de evaluacién como resultado de su
puesta en practica. Se desarrolla en tres estudios, a saber:

1. Un estudio exploratorio sobre conocimientos del contenido de los decimales

en estudiantes para profesor para la enseflanza primaria.

2. Elaboracion de un instrumento para evaluar los conocimientos didacticos

sobre nimeros decimales, de futuros profesores para la ensefianza primaria.

3. Evaluacion de significados personales de futuros profesores sobre nimeros

decimales.

De los resultados obtenidos destacamos:

a) Con respecto a la concepciéon de niimero decimal la mayoria de los

estudiantes expresa nimero decimal como “nimero con coma”. Se obtienen
otras concepciones pero, tal y como se comenta, son Unicas en cada sujeto y
por tanto el significado personal otorgado al nimero decimal es parcial.

b) Se observan dificultades en la identificacion y representacion en la recta de

nimeros expresados en forma de fraccion. Por ejemplo, la unidad se divide
siempre en 10 y/o no se hace de forma adecuada. También encuentra

problemas para vincular representaciones equivalentes de las que no lo son
( 1 3 10 33)

Yy — 0=y —/)

3710737 10
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c¢) En la evaluacion del caricter decimal en cuatro nimeros racionales
(1,345678; O,E; 4,10§ y 3), se pone en juego la eleccion por Ila
representacion decimal con coma y que la denomina la concepcion
polindmica del namero.

d) En la exploracion de las relaciones que se establecen entre nimero decimal,
expresion decimal y aproximacion decimal de un ntimero, se infiere que las
definiciones de niimero racional e irracional no estan presentes en los
conocimientos manifestados. Destaca la ausencia de relacion entre los
conceptos de nimero decimal, racional y entero.

e) Se observa que las propiedades conocidas para los nimeros naturales
originan importantes significados erroneos en los otros campos numéricos,
en particular para la densidad de los nimeros decimales.

f) Se corrobora que solo el reconocimiento y la resolucion correcta de un

algoritmo no implica un significado completo de la operacion.

* Estudios sobre el conocimiento matematico de los profesores de Educacion
Primaria y Educacion Secundaria, en general, y del conocimiento sobre los

sistemas numéricos, en particular.

Llinares y Sanchez (1988), abordan el topico de las fracciones en los aspectos de
ensenanza y aprendizaje. Se tratan las creencias sobre las fracciones, el papel de las
fracciones en el curriculum, Las diferentes interpretaciones de este concepto (Kieren
(1976), Behr y otros (1983) y Dickson y otros (1984)), la relacion parte — todo, las
operaciones y sus algoritmos y errores y estimacion.

En relacion con los errores, se comenta que los alumnos tienden a ver las
fracciones como un conjunto de dos numeros naturales separados por una raya. Como
consecuencia de ello, tratan de utilizar sus conocimientos sobre los niimeros naturales,
en especial las reglas de calculo y algoritmos, extrapolandolos a las fracciones. Esta
influencia del conocimiento de los naturales se manifiesta en otros aspectos como la
dificultad en reconocer que el producto en la multiplicacion de fracciones no siempre es

mayor que cualquiera de ellas.
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Dickson y otros (1991) dedican un capitulo al aprendizaje de las fracciones,
decimales y porcentajes. Se comenta que una de las dificultades que presentan la
ensenanza y el aprendizaje de este topico es la multitud de significados, tales como:

a) Subdrea de una region predefinida.

b) Una comparacién entre un subconjunto de un conjunto de objetos discretos y

el conjunto entero.

¢) Un punto de una recta graduada.

d) El resultado de la operacion de dividir.

e) Un forma de comparar los tamanos de dos conjuntos de objetos o de dos

medidas.

En este caso se ha omitido la totalidad de significados abstractos y la relacion
dada esta inspirada en las que proponen Kieren (1976), Novillis (1976) y Lesh y otros
(1980).

Se sefiala que la nocion espacial de partes de un todo es la que resulta de mas
facil comprension a los nifios.

Con respecto a las fracciones como puntos en una recta graduada se apunta que
esta interpretacion no incorpora que éstas puedan ser concebidas como una parte de un
objeto concreto o como parte de un conjunto de objetos, sino que la reduce a un nimero
abstracto. Su comprension no es alcanzada hasta bien entradas las edades de la
ensefanza secundaria.

En la interpretacion de la fraccion como resultado de la division menciona el
estudio del proyecto: Conceptos en Ciencias y Matematicas en Secundaria (CMSM),
recogido en Hart (1980, 1981), en el que se obtiene que solo un tercio de los alumnos de
los dos primeros afos de secundaria se han percatado de que cualquier entero puede ser
dividido entre otro (no nulo) dando un resultado exacto y expresable mediante una
fraccion.

En relacion con el significado de las fracciones como comparacion de los
tamanos de dos conjuntos o de dos medidas, se destaca que en estas situaciones no
existe una unidad natural o un todo como en los otros y que existen estudios que
respaldan [Novillis (1976), Piaget y otros (1968), Karplus y otros (1977) y Hart (1980)]

la idea de que esta interpretacion se desarrolla mas tarde que las de area y conjunto.

Behr, Cramer, Post, y Lesh han estudiado desde 1978 la comprension en los

alumnos de la escuela elemental del concepto de niimero racional. Describen el papel
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que desempenan varios sistemas de representacion en la adquisicion y uso de este
concepto. Elaboran varias lecciones fundamentadas en una variedad de teorias que
pueden fomentar un desarrollo adecuado de esta nocion. Se puede encontrar una
informacion mas detallada de estas lecciones en la padgina Web del Rational Number

Project (RNP): http://cehd.umn.edu/rationalnumberproject/.

Behr, Harel, Post y Lesh (1992) describen algunos aspectos de los numeros
racionales desde dos perspectivas: las Matematicas de la cantidad y el nimero racional
como elemento del campo conceptual de la multiplicacion. Se comenta que Kieren
(1976) fue el primero en introducir la idea de nimero racional como un concepto con
distintos significados o constructos, cuya asimilacion depende de la obtencion de una
comprension de la confluencia de estos. Behr, Lesh, Post y Silver (1983) se replantean
estos significados y Nesher (1985), citado en Ohlsson (1987), en su analisis de los
numeros racionales distingue entre los siguientes conceptos:

a) La fraccion como la relacion parte-todo.

b) El nimero racional como resultado de una division de dos nimeros.

¢) Razoén.

d) Operador.

e) Probabilidad.

Kieren (1988), citado en este trabajo, sefiala que el desarrollo completo del
numero racional comprende cuatro significados:

a) Medida.

b) Cociente.

¢) Razoén.

d) Operador.

Vergnaud (1983) y Freudenthal (1983) estdn en esta misma linea. Asimismo se
menciona que un elemento objeto de estudio, tal y como apuntan Rahim y Kieren

(1987), es que estos constructos estan separados.

Kieren (1993), citado en Chamorro y otros (2003), identifica cuatro formas de
conocer los contenidos matematicos relativos a los nimeros racionales:
a) Conocimiento etnomatematico, que es el que poseen los estudiantes derivado

de las situaciones en las que normalmente viven.
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b) Conocimiento intuitivo, que supone el uso de los instrumentos cognitivos
(mecanismos constructivos), representaciones y el uso informal del lenguaje.

¢) Conocimiento técnico-simbolico, es el que resulta de trabajar con
expresiones simbolicas los nimeros racionales.

d) Conocimiento axiomatico-deductivo, corresponde al conocimiento de la

estructura matematica.

Llinares (2003) en Chamorro y otros (2003) sefala que en Educacion Primaria
una caracteristica importante de una manera de estudiar las formas de conocer los
nimeros racionales se encuentra en las relaciones que se pueden establecer entre los tres
primeros tipos de conocimientos descritos por Kieren. Una caracteristica de estas
diferentes maneras de conocer es su caracter recursivo. Esto significa que los alumnos
pueden utilizar ideas que proceden de diferentes maneras de conocer para justificar sus
acciones. Este autor describe con ejemplos sobre los racionales el modelo recursivo de
Kieren para la comprension de las Matematicas. Este modelo de comprension es un
proceso dindmico, en forma de espiral que conlleva envolverse en si mismo para crecer
y extenderse. Dicho modelo esta integrado por ocho niveles de conocimiento o acciones
eficientes, los cuales son: haciendo, construyendo imdgenes, teniendo imdgenes,

observando propiedades, formalizando, observando, estructurando e inventando.

Pinto y Tall (1996), manifiestan con relacion a los nimeros racionales y en
estudiantes para maestros, que las experiencias con fracciones y decimales en la escuela
permiten la formacioén de concepciones inadecuadas (considerar a 22/7 irracional por la
relacién que se da entre 22/7 y m). La definicion de numero racional es raramente
utilizada en las pruebas que se plantean, aunque eligen como numero racional, entre

otros, los que explicitamente vienen dados como razon de enteros.

En Socas (2001), se analiza el conjunto D de los nimeros decimales (fracciones
decimales) y como ¢éste es caracterizado erroneamente dentro de los sistemas
numéricos. El estudio de los diferentes significados erréneos que los estudiantes
atribuyen al conjunto de los numeros decimales le permite formular una propuesta
curricular de los sistemas numéricos, en la que D juega un papel relevante. En el
contexto de la formacion del profesorado de Educacion Secundaria, durante los cursos
1993-97, se propuso la realizacién de una actividad en la que se pedia que sefialaran qué

nameros pertenecian a N, Z, D, Q, I o R, representados por determinadas expresiones
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semiodticas, a 67 alumnos de 5. ° curso de Ciencias Matematicas, especialidad de

Matematicas Fundamental. La actividad se muestra en la Figura 1.4.

Actividad: Rellena los siguientes cuadros colocando un Si o No, segin que las siguientes expresiones
representen o no, a un numero que pertenezca a los conjuntos numéricos indicados.

N Z D Q I R
Naturales Enteros Decimales Racionales Irracionales Reales

1+V2

2

(1+V5)/2

10/5

T

-7/3

0,666...

-5

0,5

(vV2)*

3-V3

-1/3

0,0011...

-3

1,48

1,3555...

Tabla 1.4: Situacion problematica

Se observan dos grupos de respuestas que se denominan: A y B. En A, se
identifica el nimero decimal como sinonimo de numero real. En B, se caracteriza al
nimero decimal como niimero expresado mediante una escritura numérica con coma.
Estas dos tendencias se dan con frecuencias distintas en el grupo que se estudia. La
tendencia A es mayoritaria (85%) y la B, minoritaria (15%).

Asimismo, se observan situaciones en las que los numeros racionales son
identificados por su escritura fraccionaria, es decir, como el cociente de dos nimeros
enteros.

Se da en estos alumnos, de s6lida formacidon matematica, una tendencia que se

caracteriza por identificar el nimero con su representacion semiotica. Ademas anade:

Debemos anadir que la tendencia minoritaria en los alumnos de la Licenciatura
en Matemadticas se convierte en la tendencia mayoritaria en los alumnos del
Centro Superior de Educacion en la especialidad de Primaria, aunque la
casuistica es mucho mayor en este grupo de alumnos.
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Stacey, Helme, Steinle, Baturo, Irwin, y Bana (2001), investigan el
Conocimiento del Contenido (CK) y el Conocimiento Pedagdgico del Contenido (PCK)
sobre decimales en estudiantes para profesor de la escuela elemental. Se plantean las
siguientes preguntas, las dos primeras relativas al CK, y las dos tltimas al PCK.

- ¢(Qué conocen los estudiantes para profesor sobre la numeracion decimal?

- (Qué alcance tienen estos estudiantes sobre la sensibilidad de sus propias

dificultades en la numeracion decimal?

- (Qué piensan sobre las dificultades en la comparaciéon decimal de los
alumnos?

- ¢(Cudles son las caracteristicas de las explicaciones de los estudiantes para
profesor sobre las dificultades de los alumnos?

El tamafio de la muestra fue de 553 individuos de 4 universidades (A, B, C y D)
en Australia y Nueva Zelanda. Se llevo a cabo con profesores en formacion, aunque se
incluyeron 25 profesores en practicas que tenian, por lo tanto, cierta experiencia en el
tema.

Se implement6 un test de comparacion en el que se pedia permutar el nimero
mayor entre parejas de decimales. Se consideré como un indicador fiable y rapido sobre
la comprension de la numeracion decimal. Para finalizar el test los estudiantes de las
universidades A, B y C realizaron los items de comparacion, en el que debian explicar
por escrito las dificultades encontradas. Las razones que argumentan estas autoras sobre
la utilizacion de este procedimiento son las siguientes:

- Investigar las ideas de los futuros profesores sobre el dominio de los nifios

del tema.

- Utilizarlo como un instrumento metodologico para identificar si los futuros
profesores reconocen cuando sus propias comprensiones son erroneas e
incompletas.

En la obtencion de los datos se presentaron algunas variaciones. Los estudiantes
para profesor (EpP) de la universidad D no contestaron los items en los que se pedian
explicaciones sobre las dificultades y, en otra universidad, se trabajaron en una sesion.

Los resultados son resumidos en recomendaciones para la formacion del
profesorado.

Resultados sobre el CK:

Se obtuvo que el 80% de los EpP se pueden considerar como expertos en

numeracion decimal. Sin embargo, se detectan dos dificultades:
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- El 13% comete errores cuando compara un numero decimal con el cero.

- Una pequeia proporciéon mostro el error que consiste en considerar como
mayor el nimero que presenta menor nimero de cifras decimales entre dos
dados (“corto es mas grande™).

De forma conjunta se aprecia que los errores indican que la mayoria de EpP no
entiende la relacion entre numeros decimales, numeros enteros, fracciones, cero y
numeros negativos. El 57% de los futuros profesores manifestd que los nifios podian
tener dificultades con los items que ellos mismos contestaron mal, lo que indicé que una
considerable proporcion no sospecho de que habia cometido errores. Este fue el caso de
los que cometieron errores del tipo “corto es mas grande”.

Resultados sobre el PCK:

Estas autoras analizan los resultados siguiendo la perspectiva de Shulman (1986)
acerca de como entienden los profesores las concepciones erroneas o no de los
estudiantes. El andlisis demostrd que presentaban un alto grado de conciencia sobre las
concepciones de “mas largo es mas grande”, pero realmente bajo acerca de las
concepciones erroneas sobre “mas corto es mas grande”. También, se obtiene que 1 de
cada 5 de EpP no tiene un conocimiento bien integrado sobre numeracion decimal y
esto supone el riesgo de transferir sus propios errores a los estudiantes.

A pesar de las grandes variaciones, dentro y entre universidades, de los
conocimientos previos de los alumnos sobre los decimales, el estudio no permitio ligar
los resultados con la ensenanza en cada universidad. No obstante, se identificaron areas
de dificultades comunes a todas las universidades. Estas investigadoras consideran que
estas concepciones erroneas se dan porque hay un escaso conocimiento sobre los
conceptos fundamentales de nUmero. Seria interesante para la formacion del
profesorado potenciar una ensefanza que desarrollara una comprension que conectara
decimales, fracciones y enteros, incluyendo al cero.

Del mismo modo, recomiendan, dado el deficiente PCK detectado en el estudio,
que se ponga mas atencion en los programas de formacion en desarrollar este aspecto
del conocimiento.

Asimismo, aconsejan esta metodologia para los formadores de profesores como
un primer paso para profundizar en la comprension de las dificultades de los estudiantes

con los decimales y en el desarrollo de propuestas para superarlas.
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Lachance y Confrey (2002), en este trabajo se comentan los resultados obtenidos
al llevar a cabo una instruccion sobre la notacion decimal.

Estos autores opinan que la comprension de los conceptos de razon y proporcion
permite que los alumnos puedan construir y relacionar fracciones, decimales y
porcentajes. Observan que en los libros de texto los decimales y las fracciones estdn
organizados en capitulos separados, sin conexion entre capitulos y los referentes usados
en ellos también son distintos. Proponen un modelo alternativo para el desarrollo del
conocimiento conceptual. En este se considera que la comprension matematica surge de
la interaccion entre el contexto cultural, acciones fisicas y lenguaje simbolico.
Situaciones que tienen relacion con la propuesta de Kieren (1993) y de Llinares (2003).
Consideran que esta comprension se da mejor cuando:

- El contexto de un problema crea una necesidad para una idea en la mente de

los estudiantes;

- Las ideas matematicas y los simbolos presentes en el problema pueden ser

percibidos a través de uno o mas sentidos;

- Los alumnos pueden elaborar y comunicar sus conocimientos a través de

multiples representaciones;

- Los conceptos surgen a través de la resolucion de problemas y de

interacciones en clase.

Estos autores aplican multiples contextos y experiencias para conducir a los
alumnos a una primera exploracion y comprension del concepto de razén para,
posteriormente, utilizar esa comprension para explorar los de fraccion, decimal y
porcentaje. El modelo alternativo coloca a la razon en una posicion central.

La ensefianza de los decimales se imparti6 durante seis semanas y se plantearon
situaciones problematicas contextualizadas a grupos pequenos de alumnos. Se proponen
tres problemas: El “problema de los pesos”, “los juegos olimpicos con decimales” y “el
problema domino”.

En el problema de los pesos se presentaba un sistema de pesos (palotes, circulos,
rectangulos y manchas) de un pais ficticio. Se les dio a los estudiantes escalas para
investigar el sistema y para descubrir las equivalencias entre los pesos (1 circulo = 2
palotes, 3 circulos = 1 rectangulo, etc.). Ademas los alumnos debian crear una guia para
turistas en la que se explicaba su funcionamiento. Los estudiantes crearon un sistema de

notacion para el sistema. El cddigo mas utilizado fue uno de cuatro digitos: el primer
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digito se correspondia con la forma mas pesada, y asi sucesivamente hasta la menos
pesada. El valor de cada digito indicaba la cantidad de esas formas.

Esto llevo al estudio de sistemas numéricos de bases (2, 4 y 6) distintas a la 10.
A partir de este estudio se fue construyendo una comprensiéon més profunda del valor
posicional. Todo ello, contribuy¢ a la exploracion de la notacién decimal.

En el problema de los “juegos olimpicos con decimales” se trabajaba la notacion
decimal en un contexto de medida. Se debia dar respuestas a las siguientes cuestiones:

a) Al lanzar una bola de algodon ;hasta donde puedes llegar?

b) Al arrojar un plato de papel ;hasta donde puedes llegar?

c) Al lanzar una moneda hacia la pared ;qué tan cerca se puede llegar?

d) (Qué distancia se recorre después de dar tres saltos?

Se realizaba una estimacion de los resultados y una comprobacion de ésta,
después de efectuar las medidas.

Los estudiantes trataron aspectos como medir en un sistema métrico, diferentes
caminos para anotar cantidades y diferentes métodos de célculo de las diferencias y
totales, con las unidades.

En el “problema domind” se proponia hacer célculos con numeros decimales.
Los resolutotes debian predecir cudnto tiempo le tomaria caer 281,581 fichas de
domino. Para resolver la cuestion los alumnos disponian de 100 fichas, de un
crondmetro (media hasta centésimas de segundos) y calculadora. Como el nimero dado
no tiene divisores enteros tendrian que elaborar un modelo mas complejo para hacer sus
predicciones.

Los tres problemas favorecieron una mejor comprension de los nimeros
decimales y de otros conceptos que surgieron en el trabajo.

Esta propuesta abarcé un proceso de investigacion, haciéndose un analisis de
forma cuantitativa y cualitativa. Se muestran partes de las discusiones que se produjeron
en el desarrollo de las sesiones.

Estos autores concluyen que el camino que los alumnos siguieron para llegar a la
comprension de la notacion decimal no se desarrollé desde pequetias a grandes ideas. El
desarrollo de un curriculo lineal no permite ver el mejor camino para ayudar a los
estudiantes a alcanzar la alfabetizacion matematica. En cuanto a los simbolos,
manifiestan que si bien la conexién de simbolo con significado es esencial para la
comprension de las Matematicas, el desarrollo de cada significado es fundamental para

llegar a definiciones concretas para los simbolos.
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Sirvent (2002), en su articulo Periodos, expresa su preocupacion por el escaso
dominio que tienen los alumnos, que finalizan la Educacién Secundaria, de las
operaciones en Z y en Q, a pesar de ser el bloque numérico mas trabajado en este nivel.
Asimismo, considera el especial desconocimiento de los alumnos acerca de los numeros
irracionales, y como consecuencia desconocen la existencia de la expresion decimal no
exacta. Si bien algunos alumnos recuerdan la definicion de ntimero irracional no son
conscientes que expresiones como J, € Y 72 son necesarias para expresar dichas
cantidades como tales. Por ello, manifiesta la necesidad de prestar mayor atencion a la
relacion entre la expresion decimal de un niimero racional y su expresion fraccionaria y
evitar que la esta relacion se convierta en un algoritmo, que se reduce a presionar una

tecla de la calculadora, carente de contenido.

Chick (2003), realiza una investigacion sobre aspectos relacionados con el
Conocimiento Pedagdgico del Contenido (PCK) de profesor de Matemadticas. Los
encuestados son futuros profesores de primaria y secundaria. Se plantean dos preguntas
a los participantes, a saber:

a) Justificar el procedimiento de agregar un cero al final de un numero entero

cuando se realiza la multiplicacion por diez.

b) Explicar la equivalencia entre 3/8 y 37,5%.

Los resultados obtenidos para la primera pregunta muestran que los futuros
profesores presentan dificultades para explicar por qué la multiplicacién por 10 puede
hacerse afiadiendo un cero al final del nimero entero. El 14% de los futuros profesores
de secundaria contestaron correctamente, mientras que solo el 8% de los futuros
maestros lo lograron. Muchas justificaciones estaban fundamentadas en la técnica del
desplazamiento de la coma, no se utilizaban argumentos basados en conceptos como
multiplo, factor o aumento.

Los resultados de la segunda cuestion se analizaron teniendo en cuenta el
niamero de justificaciones presentadas y el nimero de correctas. Se contabilizd en
ambos grupos que un porcentaje de los estudiantes (76% para secundaria y 65% para
primaria) dieron 1, 2 o 3 explicaciones y cada una de ellas correctas en cada caso. Una
de las diferencias entre los grupos es que los futuros maestros utilizaban
representaciones graficas para justificar la equivalencia. Sin embargo, los de secundaria

aplicaron una variedad de estrategias de célculo, en especial cuando no se recordada el
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algoritmo estdndar. También, se encontraron respuestas correctas, con justificaciones
incorrectas o ambiguas.

En conclusion, se observa, en lo referente a la primera cuestion, poca fluidez en
el lenguaje del valor posicional, lo que muestra un empeoramiento del uso apropiado
del lenguaje. La aplicacion de procedimientos de célculo pone en evidencia que para
estos alumnos el procedimiento es en si mismo una justificacion, pero probablemente
sin comprender la esencia de lo que subyace en €l.

Los resultados de la segunda pregunta fueron mejores, aunque el nimero de

modelos de que disponen estos alumnos, es reducido.

Cid, Godino y Batanero (2004) desarrollan el tema de los nimeros decimales
para maestros, atendiendo tanto a los aspectos matematicos como a los didacticos. Se
consideran como nimeros decimales a las fracciones decimales y se hace la distincion

entre numero y escritura decimal.

Ruiz (2004) realiza una propuesta de ensefianza de los nimeros decimales para
la escuela primaria y para la secundaria. Esta fundamentada en las investigaciones sobre
la Teoria de las Situaciones Didacticas. Propone una progresion del aprendizaje que es
recogida en dos esquemas el primero de Brousseau (1987) y el segundo de Douady-
Perrin (1990).

A partir de estos esquemas se plantean situaciones didéacticas con la finalidad de
construir los numeros decimales. Estas situaciones didacticas son:

a) Situacion generadora de razones y proporciones: se construye el concepto de

fraccion como “fraccionamiento de la unidad”.

b) Situacién que permite construir la concepcion de fraccion como operador:
Graduar una cantidad de longitud y aplicacion para ubicar fracciones y
expresiones decimales; Aplicacion del orden y la densidad de decimales
positivos; y situaciones para invertir los conocimientos anteriores y anticipar
relaciones entre fracciones decimales y escritura decimal.

En el trabajo se afiaden ademads actividades sobre propiedades topologicas de las

caracteristicas siguientes:

a) Situar un numero decimal entre los dos naturales mas proximos.

b) Situar una fraccion entre dos naturales consecutivos.

¢) Comparar dos nimeros decimales.
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d) Intercalar un nimero decimal entre otros dos.

e) Graduacion de longitudes.

Bonotto (2006), trata una experiencia de ensefianza basada en una secuencia de
actividades con las que trabaja la comprension de algunos aspectos de la estructura de
los nimeros decimales en la escuela elemental. Las actividades estdn relacionadas con
situaciones de la vida diaria (listas de precios de menus de restaurantes). La autora
valora que los profesores conozcan la cultura numérica de sus alumnos fuera de la
escuela para darles la oportunidad de desarrollar conocimiento matematico nuevo.
Asimismo, destaca el potencial de las Matematicas como herramienta critica para
interpretar y comprender la realidad o la sociedad en general. Utiliza la nocién de
“modelizacion emergente” para referirse a una modelizacion distinta de la tradicional y
en la que se requiere que el estudiante disponga de algunos modelos matematicos y
herramientas para matematizar. En este modelo las actividades constituyen un vehiculo

para el desarrollo de los conceptos matematicos.

Brousseau, Brousseau y Warfield (2007) comentan una experiencia sobre la
ensefianza de numeros decimales y racionales realizada por Brousseau y Nadine
Brousseau en Francia (en la escuela “Jules Michelet”) y fundamentada en la Teoria de
las Situaciones Didécticas. Se trata de un manual constituido por 65 lecciones
secuenciadas e impartidas por docentes de la escuela mencionada con alumnos de
cuarto grado. Participaron mas de 750 alumnos en un periodo de quince afios. En este
trabajo se introducen los decimales con un significado conveniente para ordenar los
nimeros racionales y operar con ellos.

Consideran que racionales y decimales son dos respuestas diferentes al problema
de encontrar numeros que aproximan las medidas de cantidades continuas.

Asimismo, se describen algunas cuestiones esenciales tales como:

a) No se limitan a estudiar los aspectos tradicionales de las fracciones. Se

aborda el orden de un conjunto y la topologia de los racionales y decimales.

b) Se ensefian primero los racionales, para poder descubrir los beneficios de los

numeros decimales. Se tratan relaciones entre las tres estructuras (naturales,
racionales y decimales) para, posteriormente, desarrollar la evolucion de la

relacidn entre ellas.
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¢) Los racionales son presentados por lo general en forma de fraccidon, sin
embargo, éstas no siempre son concebidas en sus distintas interpretaciones
(las fracciones como medida, como aplicaciones lineales o como razon)
como conceptos matematicos distintos. Se propone ensefiar los dos primeros
conceptos distinguiéndolos y de manera sucesiva. En cambio, las razones
permaneceran por mucho tiempo como relaciones entre numeros naturales o
razones entre dos niimeros naturales. Proponen que la identificacion formal
de estas relaciones con los racionales debe hacerse después del estudio de las

fracciones como aplicaciones lineales.

En Avila (2008) se analizan los conocimientos y creencias sobre los nimeros
decimales de un grupo de 25 docentes de educacion primaria en México, de edades
comprendidas entre los 26 y 42 afos. En este caso nos limitamos a mostrar los
resultados relativos a los conocimientos. Para recabar informacion se les formularon dos
preguntas, a saber: ;qué son los nimeros decimales? y ;qué relacion hay entre los
decimales y las fracciones?.

En cuanto a las respuestas mayoritarias en la primera pregunta se sefialan dos.
Por un lado, se reconoce que los numeros decimales son fracciones, pero no se
especifica su caracter decimal y, por otro, se identifica nimero decimal con niimero con

coma.

. un sector de los entrevistados comparte la idea de que los decimales son
fracciones, aunque no se incluye el elemento que los caracteriza: el
denominador potencia de 10.

Otro grupo importante en numero expresa la idea de que los decimales
son niimeros con punto, centrandose asi en una de sus representaciones. (Avila,
op.cit)

En cuanto a la segunda pregunta, encuentra respuestas que van desde expresar
conocimientos difusos del tema hasta considerar que dicha relacidon consiste en una
equivalencia de dos formas de representacion de una cantidad.

También, se manifiesta que es mas importante dedicar mas tiempo a la
ensenanza de las fracciones que a los decimales. Se tiene la creencia de que la
ensenanza de los decimales es mdas facil que la de las fracciones, al centrarla

posiblemente en la escritura decimal.
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Se ven aqui dos cuestiones: la menor importancia (en comparacion con las
fracciones) otorgada a los decimales que prevalece entre los docentes y, por
otra parte, la centralizacion en la representacion decimal de estos numeros.
Esto sin duda esta relacionado con las concepciones sobre los decimales que
circulan entre los profesores. La consideracion de su naturaleza racional es
poco frecuente (Avila, op.cit).

Cramer, Wyberg y Leavitt (2009) se proponen una organizacion de la ensefianza
en la que se valora el papel que desempefia el profesor en el aprendizaje de los alumnos
y el trabajo cooperativo por parte de estos. Se fomenta el debate de ideas y el uso de
recursos manipulativos o modelos graficos para representar fracciones o decimales.

Se presenta un moédulo de lecciones organizadas en cuatro partes, de acuerdo
con la concepcion establecida anteriormente. Cada leccion se inicia con una primera
sesion, de 10 a 15 minutos de duracidn, cuya finalidad es la revision de ideas obtenidas
en el desarrollo de lecciones anteriores. Se continia con una sesion de introduccion
dirigida a todo el grupo y se sigue con discusiones en pequefios grupos. Se finaliza con
una sesion de conclusiones de lo discutido y una actividad a modo de cierre de la
leccion. El modulo también contiene un apartado de actividades extraescolares para
afianzar las ideas.

En las actividades que se proponen se utilizan multiples modelos para
desarrollar el significado de los niimeros decimales. Se trabaja con la cuadricula de
10x10 y la recta numérica para propiciar ideas de orden y equivalencia.

Los decimales se introducen haciendo uso de la cuadricula de 10x10 y de la
recta numérica. Posteriormente, se retoma el estudio de la adicion y sustraccion de
fracciones usando la recta numérica. La razon de este hecho es que sostienen que la
comprension de los alumnos del modelo recta numérica es mas facil con decimales que
con fracciones.

En cuanto a los objetivos que se plantean tenemos:

a) Uso de las cuadriculas de 10x10, para desarrollar el significado de los

numeros decimales basados en las fracciones y en la idea de valor posicional.

b) Desarrollo de estrategias de orden basadas en imagenes mentales sobre

modelos concretos, para valorar el tamafio relativo de los decimales.

¢) Uso de las cuadriculas de 10x10 para la comprension de la equivalencia

decimal.

d) Representacion de decimales, y de sumas y restas de decimales en la recta

numérica.
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e) Utilizacion de un modelo que consiste en tres cuadriculas de 10x10 para
cada término de las operaciones adicion y sustraccion de decimales,
respectivamente.

f) Resolver problemas de adiciéon y sustraccion de decimales de forma
simbolica, y juzgar la razonabilidad de los resultados usando la estimacion.

En cuanto a los conocimientos que proponen los podemos desglosar y

secuenciar de la siguiente manera:

a) Los alumnos deben crear un modelo para los decimales usando cuadriculas
de 10x10, para mostrar décimas y centésimas. Estas deben estar expresadas
en palabras, fracciones y decimales.

b) Deben desarrollar una comprension de las milésimas y comenzar a ver las
equivalencias entre décimas, centésimas y milésimas. Elaborar estrategias de
orden para identificar el tamafio de dos decimales y encontrar un decimal
entre dos dados.

c) Estimar sumas y diferencias usando imagenes mentales sobre cuadriculas de
10x10. Desarrollar estrategias para sumar y restar decimales.

d) Encontrar respuestas exactas a la suma y resta de decimales usando el
calculo mental. Revision de orden y equivalencia, y practica de adicion y
sustraccion en la resolucion de problemas contextualizados. Uso de la regla
de medir, como modelo para los decimales, para conectarlo con el modelo de

la recta numérica.

1.6 DELIMITACION DEL PROBLEMA DE INVESTIGACION

El estudio sobre los sistemas numéricos en general y los nimeros decimales en
particular ha constituido y constituye un problema de investigacion en Educacion
Matematica, que como hemos analizado en el apartado anterior, ocupa diversos temas
de investigacion. Estos temas tratan desde los problemas de comprension de los
sistemas numéricos hasta los estudios sobre el conocimiento numérico de los
estudiantes para profesores. En nuestro trabajo tomamos en consideracion ambos
aspectos y nos centramos en la enseflanza y aprendizaje de los numeros decimales en
los que identificamos dos problemas. Por un lado, la confusion del objeto decimal con
la representacion decimal, y por otro, la existencia de una organizacion curricular de los

sistemas numéricos, que propicia la identificaciéon de nimero decimal con nimero real

58



(Socas, 2001). En tal caso, nos cuestionamos en qué medida estan presentes estos
problemas en los alumnos futuros profesores y como podemos remediarlos.

Para ello, nos planteamos un trabajo inicial consistente en un estudio
exploratorio que tiene como finalidad obtener una visiéon global de los conocimientos
que tienen los alumnos, estudiantes para profesores de Matematicas, sobre los nimeros
decimales. Para posteriormente, realizar un segundo trabajo que constituye un estudio

experimental con los objetivos siguientes:

a) Recoger informacion acerca del objeto numero decimal y analizar el tipo de
relaciones que los alumnos establecen entre el nimero decimal y los otros
conjuntos numeéricos. Se trata de determinar la organizacion que el alumnado
posee de los otros conjuntos numéricos (N, Z, Q, I y R) y su relacién con los
decimales.

b) Analizar como los alumnos caracterizan el niimero decimal y como lo
discriminan en relacion con los demas niimeros.

c) Estudiar los métodos que utilizan los estudiantes para representar diferentes
numeros en la recta.

En este trabajo los alumnos se enfrentan a actividades relacionadas con las
estructuras: N, Z, D, Q, I y R; y procesos, en especial la sustitucion formal
(conversiones entre las representaciones decimal, fraccionaria y la recta numérica).

Finalmente, llevamos a cabo un ultimo estudio que tiene como finalidad
fundamental la siguiente: disefiar y poner en practica un experimento de ensefianza del
sistema de los numeros decimales, en el que lo decimal y la numeracion decimal sirvan
como elementos organizadores de los demads conjuntos numéricos. Desarrollamos la
organizacion curricular de los sistemas numéricos propuesta por Socas (2001), que se
presenta en la Figura 1.8. Esta propuesta intenta esclarecer la organizacién de los
sistemas numéricos, en la que los nimeros decimales son considerados con entidad

propia.
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Se caracteriza

ptualmente como

numérico al conjunto D, y se le asigna un papel relevante en el

desarrollo de los niimeros en el ambito educativo. (Escritura decimal = Desarrollo decimal o Expresion decimal).

REALES (R)

(Admiten una escritura
decimal finita o infinita,
no unica, 1,3999..= 14,
salvo que impongamos la
condicion del 9, al final no
periédico)

RACIONALES
@

Enteros (Z) |Naturales (N)
(Decimales | (Positivos)

enteros)
N€Z (Negativos)
Decimales (D)
(Fracciones decimales) 75
(Admiten escritura (Decimales
decimal finita) no enteros)

Fracciones generatrices
No Decimales (DCQ) periddicas puras
(Fracciones no decimales)
(Admiten una escritura decimal | Fracciones generatrices
infinita periodica) periédicas mixtas
Algebraicos: V2, V5, (1+V5)/12= @, ...
(raices de un polinomio, p(x)€Q)

NO RACIONALES

(Q°) (Irracionales)
R

Tr dentes (No raices de un olinomio)
NO Algebraicos: I, e, log2, 2%, ¥(C,/10™),n >0y C,[0,9]

(Admiten una escritura | (nimeros de Liouville), 0,123456789101112131415 16171819

decimal infinita no
periodica)

2021... (niimero de Mahler)

Figura 1.8: Organizacion de los sistemas numéricos, Socas (2001)

En el disefio de nuestro experimento nos planteamos también conseguir que el

alumnado conozca una teoria, articulada en las dificultades, obstaculos y errores en el

aprendizaje (Socas, 1997), que le sirva de guia en su labor docente futura.

En resumen, limitamos el problema de investigacion al estudio con estudiantes

para profesores de Matematicas en relacion con la comprension de los numeros

decimales. Abordamos una propuesta de ensefianza que permite explicitar a estos

alumnos toda la fenomenologia asociada a estos numeros y al sistema de escritura

decimal, que facilita recursos y herramientas sobre el conocimiento matemadtico para

ensenar estos numeros.

En el siguiente capitulo se formularan las preguntas, objetivos y conjetura de la

investigacion.

60



CAPITULO 2. OBJETIVOS DE INVESTIGACION. MARCO
CONCEPTUAL Y METODOLOGICO

2.1 INTRODUCCION

2.2 PREGUNTAS, OBJETIVOS Y CONJETURA DE LA
INVESTIGACION

2.3 MARCO CONCEPTUAL

2.4 MARCO METODOLOGICO
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2.1 INTRODUCCION

En este capitulo tratamos en primer lugar las preguntas, objetivos y conjetura de
la investigacion llevada a cabo. Seguidamente se abordan los marcos conceptuales y
metodoldgicos.

En el apartado de preguntas, objetivos y conjeturas se realizard una explicacion
de cada uno de estos términos que estd fundamentada en el planteamiento del problema
de investigacion presentado en el Capitulol.

A continuacion se realiza una descripcion del marco conceptual y se analizan los
aspectos del Enfoque logico Semidtico (ELOS) que aplicamos en este estudio: La
Competencia Matematica Formal (CMF), la Competencia Cognitiva (CC) y la relacion
entre el conocimiento matematico y didéactico de este enfoque con el Conocimiento
Matematico para ensefiar (MKT). Igualmente, se presenta una revision de estudios
realizados sobre el conocimiento matematico que tienen los futuros profesores de
Matematicas y una descripcion de las asignaturas que cursan los alumnos participantes
en la investigacion.

Finalmente, se lleva a cabo una descripcion del marco metodologico dicho y se
abordan de forma general las investigaciones de diseflo, que constituyen la
fundamentacion del experimento de ensefianza realizado en la investigacion. Se finaliza

este capitulo con los aspectos que caracterizan la evaluacion de los estudios realizados.

2.2 PREGUNTAS, OBJETIVOS Y CONJETURA DE LA INVESTIGACION

El estudio de los numeros decimales se inicia desde los primeros afios de
escolaridad. Se comienza por el conjunto de los numeros naturales y éste se va
ampliando hasta incorporar el conjunto de los nimeros racionales decimales.

A lo largo de este proceso de ensefianza y aprendizaje, el papel de las
representaciones externas es clave para la formacion del concepto de nimero decimal.
Es sabido que la interiorizacion de estas representaciones contribuye al desarrollo de las
representaciones mentales de los conceptos matematicos. Por lo general, las ideas
vienen expresadas mediante varios sistemas de representacion. Cada uno de ellos le
proporciona una caracterizacion distinta, es decir, destaca algunas propiedades de la
nocion representada y dificulta la comprension de otras. En este orden de cosas, Duval
(1993, 1995) indica que la comprension de un concepto matematico esta relacionada

con el dominio de la coordinacidén entre sus sistemas de representacion. Asimismo,
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algunas veces se identifica el concepto con una de sus representaciones. Este hecho se
pone de manifiesto en la siguiente definicion de niimero decimal:
El numero 423,587 es un numero decimal. Se compone de dos partes: la entera,
a la izquierda de la coma, y la decimal, a la derecha de la coma (Vizmanos, J. y
otros, 2000, p. 85).
Por otro lado, el analisis de los libros de texto de la Educaciéon Secundaria
Obligatoria pone de manifiesto que en la mayor parte de ellos se iguala el conjunto de

los nimeros decimales con el de los nameros reales:

Hay tres tipos de numeros decimales.

Exactos: tienen un numero finito de cifras decimales.

Periodicos. Tienen infinitas cifras decimales periodicas.

Un arco encima de algunas cifras indica que éstas se repiten periddicamente.
0,82 =0,82222...

No exactos y no periodicos: tienen infinitas cifras decimales no periodicas
(Colera y otros, 1996, p. 76).

Por todo ello, tal y como sefiala Socas (2002):

la enserianza — aprendizaje en torno a los diferentes sistemas numéricos tiene en
el conjunto D de los numeros decimales (fracciones decimales), un conjunto que
emerge de manera confusa dentro de los sistemas numéricos.

Con la finalidad de analizar sobre la problematica de los nimeros decimales nos

planteamos inicialmente preguntas:

a) ¢Qué competencias tienen nuestros alumnos de la Facultad de Formacion del
Profesorado (ULPGC) en relacion con los nimeros decimales?

b) (Qué significados le atribuyen a cada sistema numérico y, en particular, al de
los decimales?

¢) ¢Como relacionan los distintos sistemas numéricos: N, Z, D, Q, [ y R?

d) (Qué papel desempefia la notacion decimal en las relaciones entre los

conjuntos numéricos y en la representacion de nimeros reales en la recta?

Interesa en este estudio analizar qué conocimientos de los numeros decimales

poseen los futuros maestros respecto a aspectos conceptuales y procedimentales
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relevantes para la enseflanza y el aprendizaje de este topico. Se trata de obtener una
vision general de la situacion. En tal sentido, nos proponemos los siguientes objetivos:

Primero: Estudiar y valorar los conocimientos y destrezas del alumnado acerca
de los decimales.

En trabajos realizados con anterioridad, [Robinet (1986), Fischbein (1994),
Socas (2001)], se pone de manifiesto que muchos alumnos terminan los estudios no
universitarios con ideas confusas sobre los numeros y que éstas no se aclaran de forma
correcta en los estudios universitarios. De esta manera, y en relacion con el concepto de
nimero decimal, se ha observado (Socas, 2001), que alumnos con una fuerte
preparacion matematica, identifican nimero decimal con numero real unos y, otros, con
nimero expresado en notacion decimal con coma, aunque esta segunda situacion es
menos frecuente que la primera. Queremos conocer como los alumnos que han
finalizado la Educacion Secundaria caracterizan el numero decimal y como relacionan
los distintos conjuntos numéricos: N, Z, D, Q, I y R. Por ello, pretendemos:

Segundo: Recoger informacion acerca del objeto nimero decimal y analizar el
tipo de relaciones que los alumnos establecen entre el numero decimal y los otros
conjuntos numéricos. En definitiva, encontrar la organizacioén que el alumnado posee de
los otros conjuntos numéricos (N, Z, Q, I y R) desde los decimales.

Tercero: Analizar como los alumnos caracterizan el nimero decimal y cémo lo
discriminan en relacion con los demas niimeros.

En la representacion de numeros reales en la recta confluyen distintas
representaciones (decimal, fraccionaria y radical, fundamentalmente), que se relacionan
mediante las conversiones entre ellas, y distintos métodos de representacion
relacionados con las estructuras (nimero racional o irracional). Consideramos
fundamental analizar como el futuro maestro gestiona el proceso de representar
numeros reales en la recta, expresados en distintas notaciones. Por ello, nos
proponemos:

Cuarto: Estudiar los métodos que utilizan los estudiantes para representar
diferentes nimeros en la recta.

La organizacion de los sistemas numéricos que de forma tradicional se ha
propuesto en los curriculos propone una clasificacion de los numeros reales en la que el
criterio de clasificacion estd sujeto a la representacion decimal y que ocasiona la
identificaciéon incorrecta de nuimero decimal con nimero real, tal y como hemos

mencionado con anterioridad. Pensamos que es necesario apostar por una organizacion
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de los sistemas numéricos en el &mbito escolar en la que el conjunto D sea considerado
como un sistema numérico que permita enlazar y dar sentido a los diferentes numeros y
representaciones numéricas. De esta manera, los decimales seran caracterizados como
los nimeros que pueden ser expresados mediante fracciones decimales; de igual modo
que los racionales se caracterizan como los que pueden ser expresados en forma de
fraccion. Los irracionales se presentan como los nimeros que no pueden ser expresados
en forma de fraccion. Con respecto al otro sistema de representacion utilizado, el
Sistema de Numeracién Decimal Ampliado, los decimales son expresados con notacion
decimal limitada e ilimitada periddica con periodo nueve o cero. Los racionales se
representan con notacion decimal limitada o ilimitada periddica y, los irracionales, con
notacion decimal ilimitada no periddica. Por ello, nos planteamos:

Quinto: Disefar y poner en practica un experimento de ensefianza del sistema de
los niimeros decimales, en el que lo decimal y la numeraciéon decimal sirvan como
elementos organizadores de los demds conjuntos numéricos.

Las respuestas a las preguntas de investigacion y la obtencion de los objetivos
planteados lo hacemos partiendo de los siguientes supuestos que formulamos como
conjeturas.

La primera se basa en la idea de que, por un lado, los alumnos, futuros maestros
de Primaria, muestran grandes dificultades cuando se enfrentan a actividades numéricas
donde se pone en juego mas el pensamiento estructural y procesual que el operacional.
De esta manera, seleccionan los numeros decimales, entre otros numeros, o los
relacionan con otros sistemas numéricos, teniendo en cuenta mas su escritura decimal
que su estructura. También, en las situaciones en las que se representan nimeros en la
recta numérica la conversion a la notacion decimal es una estrategia mayoritaria. En
este sentido, consideramos que una organizacion diferente, en el que lo decimal y la
numeracion decimal sirvan como elementos organizadores de los demés conjuntos
numéricos, puede favorecer un cambio en las concepciones de los alumnos del sistema
numérico de los decimales.

Por otro lado, los alumnos con un nivel alto en formacién matematica
caracterizan el conjunto de los nimeros decimales de forma errénea dentro de los
sistemas numéricos. Sin embargo, se presentara como tendencia mayoritaria identificar
nimero decimal con nimero real. De esta manera, y con respecto a la representacion de
numeros reales en la recta numérica, consideramos que el procedimiento mas utilizado

es aplicar el sentido operacional del nimero expresado en la escritura decimal.
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2.3 MARCO CONCEPTUAL
A efectos de disefiar y caracterizar los diferentes elementos del marco
conceptual que pasamos a describir. Debemos sefialar brevemente que la investigacion
realizada estd compuesta por tres estudios que son analizados en los capitulos sucesivos:
1. Estudio exploratorio.
2. Estudio experimental.
3. Estudio definitivo.
Que seran presentados metodologicamente en el apartado siguiente, ahora
conviene indicar que en el Estudio exploratorio, nos planteamos un trabajo que consiste
en una primera exploracion cuya finalidad es analizar la problematica de los nlimeros
decimales y sus distintas representaciones y sus relaciones con otros sistemas
numéricos, en los alumnos de la Facultad de Formacién del Profesorado de la
Especialidad de Maestro de Educacion Infantil en el afio 2004, de la Universidad de Las
Palmas de Gran Canaria (ULPGC).
En el Estudio experimental, llevado a cabo en los afios 2006 y 2007, partimos
del mismo tema relativo a los decimales, pero lo limitamos profundizando en el analisis
de la dimension conceptual del nimero y sus diferentes formas de representarlo.
En el Estudio definitivo, realizado en el afo 2008, principalmente se abordan
también el andlisis de la dimension conceptual del nimero y sus diferentes formas de
representacion antes y después de la puesta en practica de un experimento de ensefianza
guiado por conjeturas, disefiado para este fin.
El marco conceptual de la investigacion esta constituido, pues, por los marcos
conceptuales de los estudios correspondientes. En este caso presentamos los aspectos
determinantes que son elementos de la configuracion del marco conceptual:
a) La Competencia Matemadtica Formal (CMF).
b) La Competencia Cognitiva (CC).
c) La Relacion entre el Enfoque Logico Semiotico (ELOS) y el Conocimiento
Matematico para Ensefiar (MKT).

d) Las asignaturas donde se realizan los estudios: Desarrollo del Pensamiento
Matematico y su Didactica (DPMD), Didactica de las Matematicas I (DMI)
y Matematicas y su Didactica (MD).

e) Los conocimientos matematicos de los futuros profesores de Matematicas

(maestros o profesores de Secundaria) (CMFM o CMFPS)
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Estos aspectos se distribuyen de la forma siguiente en los marcos conceptuales
correspondientes. Por un lado, los marcos conceptuales correspondientes de los estudios
tienen en comun el abordar las Competencias Matemdatica Formal y Cognitiva, la
relacion entre ELOS y MKT y los conocimientos matematicos de los futuros profesores
(CMFM o CMFPS). Por otro lado, se diferencian, no solo en las muestras y en los
cursos, sino también en las asignaturas en las que se desarrollan. Para el Estudio
exploratorio, tenemos la asignatura Desarrollo del pensamiento Matematico y su
Didactica (DPMD) de ULPGC; para el Estudio experimental las asignaturas son
Didactica de la Matematica I (DMI) de la Universidad de La Laguna (ULL) y
Matematicas y su Didactica (MD) de ULPGC; y para el Estudio definitivo, Matematicas
y su Didactica (MD) de ULPGC.

Por todo ello, en el esquema siguiente podemos representar el marco conceptual

de la investigacion, Figura 2.1.

MARCO
CONCEPTUAL
ESTUDIO
EXPLORATORIO
CMF MARCO
CC CONCEPTUAL
Asignatura: MD | ESTUDIO
Asignatura: DPMD ELOS Y MKT DEFINITIVO
CMFM
Asignatura: DMI
CMFPS

MARCO CONCEPTUAL
ESTUDIO
EXPERIMENTAL

Figura 2.1: Esquema del Marco Conceptual

A continuacion, se estudian los aspectos del marco conceptual mencionados

anteriormente.
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2.3.1 La Competencia Matematica Formal

En Educacién Matematica se identifican y se separan, a efectos tedricos, una
serie de campos diferenciados que en la practica educativa interactian y operan
conjuntamente: conocimiento matematico, aprendizajes, enseflanza, procesos de
ensenanza-aprendizaje, etc. Esta separacion se observa en la mayor parte de las
investigaciones en Didactica de la Matemdatica que tienen un sesgo hacia lo

epistemologico, cognitivo o pedagogico. En este sentido Socas (2011) sefiala:

... No parece ésta una propuesta acertada ya que se encuentran estrechamente
relacionados entre si, pero aun mds, no parece razonable entender los
problemas o fenomenos de ensefianza/aprendizaje de la Matemadtica desde estos
andlisis parciales; el andlisis logico semiotico nos ofrece una propuesta
integradora y nos define las relaciones principales a determinar en las
diferentes situaciones problematicas para entender estos fenomenos y actuar en
consecuencia.
Antes de abordar la Competencia Matemdtica Formal, haremos una breve
referencia del Enfoque Logico Semiotico (ELOS) que Socas (2012) lo define de la

manera siguiente:

Es una propuesta teorico-prdctica (formal-experimental) que pretende aportar

instrumentos para el andalisis, la descripcion y la gestion de las situaciones

problematicas o fenomenos de naturaleza diddctica matemdtica, que ocurren en
el Microsistema Educativo desde una perspectiva centrada en la Semiotica, en
la Logica y en los Modelos de Competencias (Semiosis).

Para abordar esta propuesta se toma como referencia los aspectos logicos y
Semidticos la Fenomenologia de Pierce (1987). De esta manera, si se pretende estudiar
cualquier fenémeno (situacion problematica) se analizard a partir de un contexto
determinado y mediante tres referentes organizados como primero, segundo y tercero.
En este andlisis tienen lugar nociones primarias de naturaleza epistemologica que son
descritas en términos de semiosis, asi se define la funcidon semidtica primaria o basica la

que viene determinada por los referentes signo, objeto y significado (Socas, 2001),

Figura 2.2.
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Significado

Signo Objeto

Figura 2.2: Referentes de la funcion semiotica

En este sentido la nocioén de representacion semiotica queda determinada por
esos referentes: signo, objeto y significado, y caracterizada como un Signo que:

1. Tiene ciertos caracteres que le son propios (contexto)

2. Establece una relacion diadica con el significado

3. Establece una relacion triddica con el significado a través del objeto, esta

relacion triadica es tal que determina al signo a una relacion diadica con el
objeto y al objeto a una relacion diaddica con el significado (Hernandez,
Noda; Palarea y Socas 2004, p. 171).

Con respecto al Sistema Educativo, el Enfoque Logico Semiotico (ELOS) toma
como punto de partida el “Microsistema educativo”, constituido, por una parte, por tres
elementos basicos: Profesor, Alumno y Disciplina. Y por otra, por dos componentes: La
Sociocultural y la Institucion escolar. La Didactica de la Matematica analiza
fundamentalmente el funcionamiento del microsistema educativo y de ¢l deriva el
espacio sistémico que podemos caracterizar como Didéctico y que constituye el primer
Sistema Didactico de la Matematica (Socas, 2012).

El microsistema educativo se representa mediante la relacion triangular

siguiente, Figura 2.3.
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Profesor

Alumn
Matematicas umno

Figura 2.3: Semiosis del Microsistema Educativo

El conocimiento matematico, alumnos, profesores y sus tres relaciones
didacticas esenciales quedan contextualizados por las componentes sociocultural e
institucional. Las tres relaciones didacticas esenciales que se distinguen son las
siguientes:

a) Relacion 1: Entre el conocimiento matematico y el alumno, que denomina:

“Aprendizaje de la matematica escolar como cambio conceptual”.

b) Relacion 2: Entre el conocimiento matemdtico y el profesor, que se
denomina: “Adaptacion del contenido matematico curricular en materia para
ensefiar’”.

¢) Relacion 3: Entre el conocimiento matematico y el profesor a través del
alumno, que denomina: “Interacciones”.

De esta manera, los tres elementos y las tres relaciones esenciales determinan el
proceso de ensefianza-aprendizaje contextualizado en las componentes del triangulo
didactico.

Uno de los conceptos tratados por Socas (2011) relacionados con el
microsistema y macrosistema educativos es el Sistema Didactico fundamental de la
Didactica de la Matematica, sistema constituido por dos planos diferenciados. Uno de
ellos, el microsistema educativo, que verifica el proceso de matematizacion de la
cultura, estd regido por los curriculos oficiales, se lleva a cabo en las instituciones
escolares; en ¢l participan profesores y alumnos y debe ser considerado desde la
perspectiva de la Didéctica de la Matematica como un todo holistico. Estd inmerso en

dos escenarios, el escenario institucional, en el que se desarrolla el proceso de
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ensenanza-aprendizaje, y el escenario sociocultural, donde se refleja el conocimiento
matematico objeto de ensenanza-aprendizaje. En el otro plano, el macrosistema
educativo, se situa la reflexion y el andlisis del plano anterior. En este sentido, Socas

(2011) senala:

Cuando esta reflexion y andlisis se realiza con la pretension de crear
conocimiento cientifico estamos hablando de la disciplina Didactica de la
Matematica y de un conocimiento que denominamos didactico matematico.

Por cllo, el estudio del microsistema educativo conlleva conocer sus
componentes, sus tres elementos y sus relaciones esenciales. En este sentido,
destacamos el conocimiento matematico curricular y las tres relaciones esenciales que
caracterizan, de forma respectiva, a los modelos de competencia: matematico formal,
cognitivo y de ensefianza. A continuacion, daremos las definiciones de dichos modelos

de competencia segiin Socas (2011).

El modelo de competencia formal se caracteriza por los aspectos conceptuales y
fenomenologicos de los contenidos matemadaticos curriculares implicados en la
situacion problematica a tratar, es decir, explicita tanto la organizacion logico-
formal de los objetos implicados (conceptos, relaciones y procedimientos que le
caracterizan) como el conjunto de situaciones y fenomenos que pueden ser
analizados mediante la organizacion logica-formal de los objetos matemdticos
implicados.

El modelo de competencia cognitivo retoma los aspectos anteriores
(modelo formal), y ademas se refiere a las funciones cognitivas especificas de
los objetos tratados y a los aspectos estructurales del aprendizaje, es decir,
simula los procesos cognitivos implicados en la ejecucion de un usuario ideal
del campo conceptual analizado.

El modelo de competencia de enserianza, retoma igualmente los aspectos
anteriores (modelo cognitivo) y se refiere, ademas, a las acciones, a los
procesos de comunicacion, a los mediadores, a las situaciones, a los contextos,
etc. que se dan en la ensenianza.

Estos tres modelos conforman los referentes que describe la Semiosis General
que planifica y gestiona la investigacion en el microsistema educativo (Socas, 2001,

2007 y 2010). De forma esquematica se expresa de la manera siguiente, Figura 2.4.
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Figura 2.4: Semiosis General que planifica y gestiona la investigacion en el

microsistema educativo

A continuacién, abordaremos la Competencia Matematica Formal para el
Algebra y los sistemas numéricos.

A efectos de establecer el modelo de Competencia Matematica Formal para los
campos numérico, algebraico y analitico mostramos la posicion adoptada desde el
Enfoque Logico Semiotico (ELOS) sobre la cultura Matematica, la naturaleza de los
objetos matematicos y el papel del lenguaje matematico en la Matematica.

En Socas (2012) se describe su posicion sobre la cultura matematica en la que
define ademas términos como modelizacion, campos conceptuales, objetos matematicos

y sistema de signos.

La cultura Matemdtica es considerada como una disciplina multiforme, que
emerge y se desarrolla como una Actividad Humana de Resolucion de
Problemas. Los problemas tienen una caracteristica comun “la busqueda de
regularidades o patrones” y el problema Matemdtico por excelencia es la
“modelizacion”. La Cultura Matematica crea un Sistema de Signos propios
para expresar los comportamientos regulares o patrones y este conjunto de
regularidades o patrones se organiza en “campos conceptuales”. Los elementos
de estos campos conceptuales son “los objetos matematicos”. Estos objetos se
“encarnan’, es decir se hacen observables y ostensibles mediante el sistema de
Signos.

Los objetos del campo conceptual, los signos que los representan y sus

significados estan estrechamente relacionados. Dichas relaciones se expresan mediante
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la “Semiosis” o Modelo de Competencia que describe la fenomenologia asociada a los
objetos matematicos con respecto a los signos y significados (Figura 2.2).

Por otro lado y con relacion a la complejidad de los objetos del Algebra se puede
observar como ésta opera en dos niveles: semantico y sintactico. En el nivel semantico,
los signos algebraicos son dados con un significado claro y preciso. En el nivel
sintactico, los signos pueden ser operados mediante reglas sin referencia directa a

ningun significado. Socas (2010) aplica esta dualidad a los objetos de las Matematicas:

Es decir, en general, los objetos de las Matemdticas (numeros, lenguaje
algebraico, funciones, etc.) se presentan bajo un aparente dilema con estatus
diferentes: el estatus operacional, de cardcter dinamico, donde los objetos son
vistos como un proceso; y el estatus conceptual, de cardcter estatico, en el que
los objetos son vistos como una entidad conceptual. Ambos estatus constituyen,
obviamente, los dos integrantes de los objetos de la Matemdtica.

Este autor considera necesario caracterizar esta dualidad operacional/conceptual
en el Algebra, o sea, relacionar los signos con los objetos algebraicos y sus significados.
Esta dualidad del objeto matematico ha sido utilizada e interpretada de formas
diferentes por autores tales como: Hiebert y Lefevre (1986), Douady (1986), Socas
(2001), etc.

Socas (2010) hace referencia a los trabajos de Hiebert y Lefevre (1986), en los
que esta dualidad se desarrolla bajo las nociones de conocimiento conceptual y
procedimental. Se menciona que estos autores explicitan de forma sencilla la
convivencia en Matematicas de los dos tipos de conocimiento. Se dan las definiciones,
las caracteristicas diferentes de cada uno de ellos y las relaciones entre los dos tipos de
conocimiento.

En cuanto a las definiciones tenemos:

a) El conocimiento conceptual se caracteriza como un conocimiento rico en
relaciones. Puede ser pensado como conectado conformando una red de conocimiento.
Se trata de un conocimiento que no puede aprenderse sin significado.

b) El conocimiento procedimental, se construye en dos partes: una se compone
del lenguaje formal, o sistema de representacion simbdlico de las Matematicas y otra,
consiste en algoritmos o reglas para completar tareas matemadticas. En resumen, el
conocimiento matematico procedimental engloba dos clases de informacion: una que

consiste en la familiaridad con los simbolos aislados del sistema y con las convenciones
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sintacticas para la configuracion aceptable de simbolos y, otra, en reglas o
procedimientos para resolver problemas matematicos.

En relacion con las caracteristicas diferentes de cada uno de ellos, se manifiesta,
por una parte, que el conocimiento conceptual es rico en relaciones y depende de la
cantidad e intensidad de las conexiones que se dan entre las redes de representacion
interna; se trata de un conocimiento que no puede aprenderse sin significado y, por otra,
el conocimiento procedimental, es dependiente del sistema de representacion simbolica
e implica el conocimiento de las reglas sintdcticas; se trata de un conocimiento que
puede generarse a partir de aprendizajes rutinarios.

De las relaciones que establecen entre los dos tipos de conocimiento
destacamos:

a) El conocimiento procedimental se beneficia del conocimiento conceptual,

puesto que:

- los simbolos adquieren significado, al existir una conexiéon con el
conocimiento conceptual que representan,

- se retienen mas facilmente los procedimientos, puesto que se encuentran
conectados a una red de representaciones internas,

- los procedimientos se pueden utilizar mas facilmente pues, dado que se
aumenta el numero de representaciones internas, se puede dirigir y
ejecutar mas eficientemente el procedimiento, se promueve la
transferencia y se reduce el nimero de procedimientos requeridos.

b) EI conocimiento conceptual se beneficia del conocimiento procedimental, ya que
los simbolos mejoran los conceptos y pueden generarlos. Ademads, el
conocimiento conceptual puede convertirse en conocimiento procedimental y
los procedimientos promover los conceptos.

La dualidad operacional-conceptual en el marco del Enfoque Logico Semidtico
(ELOS) (Socas, 2001), se analiza en términos de la funcidon semidtica que deriva del
plano denotativo 'y connotativo de la triada:  signo-objeto-significado.

Esquematicamente se representa asi en la Figura 2.5.

SIGNO OBJETO | SIGNIFICADO - PLANO

(conceptual) DENOTATIVO

SIGNO | OBJETO | SIGNIFICADO P PLANO
(procedimental) CONNOTATIVO

Figura 2.5: Plano denotativo y connotativo de la triada: signo-objeto-significado
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El punto de partida es la posicion de Pierce (1987), en la que el signo se presenta
como una relacion triddica entre un Representamen, su Objeto y el Interpretante. Cada
signo esta relacionado con tres instancias separables analiticamente: representamen (es
un signo en cierto aspecto o caracter que le conecta con el objeto); objeto (es signo para
algin objeto al que equivale ese pensamiento) e interpretante (es signo para algun
pensamiento que lo interpreta).

La triada de Pierce se expresa en el Enfoque Logico Semiotico (ELOS) mediante
la triada: signo-objeto-significado. Explicitar las relaciones que se dan en esta triada en
los dos planos de la funcioén semidtica es la finalidad para determinar conceptualmente
el papel de los objetos y los signos en el lenguaje algebraico y una forma de expresar la
dualidad operacional-conceptual. En este enfoque la dualidad se determina separando el
significado en dos: significado conceptual y procedimental, y modelizando tales
relaciones mediante el trapecio formado por los dos tridngulos, signo-objeto-significado
(conceptual) y signo-objeto-significado (procedimental), de la forma siguiente (Figura

2.6):

@ Significacion dindmica
- Significacion semantica
- Significacion sintactica (semidtica)

Denotacién: Es la significacion conceptual, y el
contenido légico, cognoscitivo o demostrativo

4_

@ §1,g,11,1§_09i10n y designacién semantica

SIGNIFICADO SIGNIFICADO CONCEPTUAL
PROCEDIMENTAL emmmm ZE_ - (Concepto)

SIGNO OBJETO

Figura 2.6: Representacion de la dualidad operacional-conceptual en el

enfoque ELOS
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En este esquema se modelizan las diferentes relaciones que caracterizan la
dualidad operacional/conceptual, en las que podemos identificar las descritas en
relacion al conocimiento conceptual y procedimental desarrollado en Hiebert y Lefevre
(1986).

La primera es la relacion entre el signo y el conocimiento conceptual, que se
denomina “denotacion” del signo y se caracteriza como la significacion conceptual. La
segunda, es la relacion entre el signo y el significado procedimental que se denomina
“significacion dindmica” y estd caracterizada por las dos clases de informacioén que
engloba el conocimiento procedimental y que se llaman ‘“significaciéon semantica” y
“significacion sintactica”, respectivamente. La tercera es la relacion entre el significado
conceptual y el procedimental. Las restantes relaciones las considera cuestiones
abiertas, por ejemplo: La relacion signo-objeto o las relaciones objeto-significado
conceptual o procedimental.

La Competencia Matematica Formal toma en consideraciéon a la Matematica
como una Disciplina Cientifica, que tiene unas caracteristicas y un orden légico propio,
y muestra la organizacion formal de su campo conceptual en relacion con los conceptos,
fenémenos y funciones implicados. Ademas, estos se organizan desde la perspectiva
logica semidtica que se ha considerado. Analiza la Competencia Matematica Formal
para los campos conceptuales: Numeros, Algebra y Anélisis, haciendo énfasis en los
contenidos matematicos del curriculo no universitario.

La Competencia Matematica Formal para los campos conceptuales mencionados
queda caracterizada por la siguiente semiosis que tiene como referentes las tres
componentes del campo conceptual: operaciones, estructuras y procesos, y como
contexto: las situaciones problematicas, el lenguaje (expresivo y descriptivo) y los

argumentos. El esquema atribuido al campo conceptual es el siguiente (Figura 2.7):
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MODELIZACION

SUSTITUCION GENERALIZACION

FORMAL

TECNICAS ESTRUCTURAS

Operaciones
OPERACIONES

Estructuras

ALGORITMOS/ CONCEPTOS/ PROPIEDADES
REGLAS DEFINICIONES

Figura 2.7: Semiosis general del campo conceptual

Se describe la dualidad de los objetos matematicos (el estatus operacional, de
caracter dinamico, los objetos son vistos como un procedimiento; y el estatus
conceptual, de caracter estatico, los objetos son vistos como una entidad conceptual) en
relacioén con el conocimiento matematico conceptual/procedimental del campo tratado.
De esta manera, se caracterizan: las operaciones, por la semiosis que describe el
significado procedimental; las estructuras, por la semiosis que describe el significado
conceptual, y los procesos, por las relaciones que tienen lugar entre el significado
procedimental y conceptual. Los procesos se caracterizan por la semiosis que genera los
tres referentes matematicos denominados: sustitucion formal, generalizacion y
modelizacion, procesos que son constitutivos de la disciplina matematica.

Conviene sefialar que el esquema de la Figura 2.7 expresa la tres relaciones
fundamentales de toda semiosis, en este caso: operaciones y procesos, operaciones y
estructuras y operaciones y procesos a través de las estructuras. En la que cada
componente de la semiosis general estd caracterizada por otros tres referentes que
describen una nueva semiosis. La componente Operaciones queda determinada por la
semiosis: operaciones, algoritmos (reglas) y técnicas; la componente Estructuras por:
conceptos (definiciones), propiedades y estructuras; y la componente Procesos por:
sustituciones formales, generalizacion y modelizacion.

La organizacion de los campos conceptuales mencionados estd contextualizada

en las situaciones problematicas que se abordan en el campo conceptual, en el Lenguaje
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(Representaciones) y Argumentos (Razonamientos) que se utilizan en el desarrollo de la
situacion problematica.
La contextualizacién del campo conceptual se expresa de forma esquematizada

de la forma siguiente (Figura 2.8):

RAZONAMIENTOS

JUSTIFICACION
(ARGUMENTACION)

DESCRIPCION

ELABORACION

RESOLUCIQ (PRODUCCION)

Situaciones

problematicas
IDENTIFICACION

Re

PLANTEAMIENTO RECONOCIMIENTO TRANSFORMACION
(CONVERSION)

resentaciones

Figura 2.8:Semiosis de la contextualizacion del campo conceptual

Del mismo modo, los tres componentes del contexto (Situaciones problematicas,
Representaciones y Argumentos) quedan determinados por las respectivas semiosis. En
el caso de las Situaciones problematicas: identificacion, planteamiento y resolucion; en
Representaciones: reconocimiento, transformacion (conversion) y elaboracion
(produccidn); y en Argumentos: descripcion, justificacion y razonamientos.

Este modelo es un instrumento de gran utilidad, por ejemplo, para analizar
significados atribuidos a los objetos matematicos desde la perspectiva institucional,
curriculo, libros de texto mediante la elaboracion de un mapa de los contenidos tratados.
Véase el ejemplo que se adjunta en la Figura 2.9, del andlisis del tema de Fracciones y

Decimales de 1°ESO, tomado de Socas (2010).
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FRACCIONES Y DECIMALES (12 ESO)

PROCESOS
Sustitucién formal

« Cambio de representacién decimal a fraccionaria y viceversa
« Representacion en la recta numérica
« Representacion discreta y continua

Generalizacion

« Fraccion generatriz de una expresién decimal exacta y periddica
« Fraccion decimal y sistema de numeraciéon decimal ampliado

Modelizaciéon

« Situaciones probleméticas que involucren ntimeros fraccionarios y
decimales (porcentajes de cantidades...)

OPERACIONES
« Operaciones aditivas

- Operaciones
multiplicativas

« Ordenar fracciones y
decimales

Algoritmos

« Reducir fracciones a comtin
denominador

« Sumar y restar niimeros
decimales y fracciones con
distinto denominador

« Multiplicar y dividir
decimales y fracciones

Técnicas
« Redondeo de un niimero

racional en escritura
decimal peri6dica

» Representacion en la recta de
los nlimeros racionales

Fracciones y Decimales
(Curriculo)

» Fracciones y decimales en
entornos cotidianos

« Diferentes significados y usos
de las fracciones

« Fracciones equivalentes

« Operaciones con fracciones:
suma, resta, producto y
cociente

« Fraccion generatriz de un
decimal exacto

» Ordenacion de fracciones y
decimales exactos

« Porcentajes

« Célculo mental y escrito

ESTRUCTURAS

« Fraccion como parte de la
unidad (parte-todo)

« Numerador y
denominador

« Fraccion como medida,
cociente, razon, y
operador

« Fracciones equivalentes
» Fracciones irreducibles

« Fraccion y nimero
racional

« Fraccién decimal y no
decima

« Fraccién decimal y
nimero decimal

+ Expresion decimal

decimales de 1° ESO

Figura 2.9: Ejemplo de mapa de contenidos matemdticos del tema de fracciones y

El mapa de los contenidos matematicos considerado se completa explicitando el

contexto en el que se desarrollaran los objetos matematicos del campo conceptual en el
nivel tematico considerado. Asi, para el caso del ejemplo (Figura 2.9), las situaciones
problematicas, las representaciones y los razonamientos implicados en el tratamiento de

las fracciones y decimales de 1. ° de la ESO, quedan explicitados en la Figura 2.10.
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Escrituras y razonamientos: fracciones y nimeros decimales

ESCRITURAS (representaciones)
- Escritura fraccionaria, decimal,
porcentajes, mixta

« Representacion digital (fraccionaria,
decimal, porcentajes, mixta)

» Representaciones analdgicas discretas
y continuas (colecciones, recta
numérica y areas)

RAZONAMIENTOS
« Esquemas: partes-todo, operativos (+, x) y

(-,/), y semanticos

« Usos de la fraccion: parte-todo, cociente, razén, medida,
operador y porcentaje

« Sentido numérico (estimacion: fraccionaria,
decimal y porcentajes)

« Agrupar y desagrupar en el sistema de numeracion deci-
mal ampliado

« Deductivos: Esquemas e Inclusién numérica

« Inductivos (relaciones de igualdad)

comparacion, de particion de un todo
. Situaciones de particién y reparto
. Situaciones de medida

. Situaciones de representaciones y cambios

SITUACIONES PROBLEMATICAS

. Situaciones de parte-todo, de unién de partes, de transformaciéon (operador), de

. Situaciones de porcentajes de cantidades discretas y continuas

Figura 2.10: Contexto

Este modelo sobre la Competencia Formal es también utilizado en las

situaciones en las que se pretende analizar los contenidos matematicos de una tarea

matematica y se explicita mediante los objetos del campo conceptual en términos de las

operaciones, estructuras y procesos implicados, asi como, el contexto en el que se

desarrolla la tarea. Ademas de explicitar los contenidos matematicos de la tarea, estos se

pueden situar en relacion con los Estadios de Desarrollo del Objeto Matematico

(EDOM) que son: semiotico, estructural o autonomo (Véase la Competencia Cognitiva,

representada en el esquema de la Figura 2.12).

Se puede realizar el andlisis del contenido para cada una de las tareas mediante

un diagrama de doble entrada, que se recoge en la Tabla 2.1.
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Estadios de
Desarrollo
Dominios Ambitos Semiotico Estructural Auténomo
de actividad
matematica desde la
competencia formal
Sistemas de - Reconoce
Representacion (SR) - Transforma (Conversion)
- Elabora (Produce)
Situacion Problema - Identifica
- Plantea
- Resuelve
Razonamientos - Describe
- Justifica (argumenta)
- Razona
Operaciones - Operaciones
- Algoritmos (Reglas)
- Técnicas
Estructuras - Conceptos (Definiciones)
- Propiedades
- Estructuras
Procesos - Sustitucion Formal
- Generalizacion
- Modelizacion

Tabla 2.1: Tabla para el andlisis del contenido matematico

2.3.2 Competencia Cognitiva

El Modelo de Competencia Cognitivo (MCC) desde el enfoque Logico
Semidtico (ELOS), que constituye parte del marco conceptual de nuestro trabajo,
describe la competencia del sujeto en relacion a los objetos matematicos de un
determinado nivel tematico.

Esta competencia, tal y como se ha comentado con anterioridad, se define y
analiza tomando como referencia la Fenomenologia de Peirce (1987), como ya hemos
mencionado anteriormente, en la que el punto de partida de su teoria es la nocion de

Signo que lo define de la siguiente manera:

Un Signo o Representamen es algo que representa algo para alguien en algun
aspecto o cardcter. Se dirige a alguien, es decir, crea en la mente de esa
persona un signo equivalente o, quizds aun mas desarrollado. A este signo
creado, yo lo llamo el Interpretante del primer signo. El Signo esta en lugar de
algo, su Objeto. Representa a este objeto no en todos sus aspectos, pero con

referencia a una idea que he llamado Fundamento del Representamen (Pierce,
1987).
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Asi, se contempla en su teoria la Semiosis o Funcion semidtica que viene
caracterizada por la relacion triddica: Representamen (signo), objeto e Interpretante
(significado) que fue recogida en la Figura 2.2.

Como hemos indicado con anterioridad, el Enfoque Légico Semidtico (ELOS),
toma en consideracion estas ideas que son adaptadas para analizar y comprender,
planificar y gestionar, las situaciones problemdticas o fendmenos didacticos
matematicos en Educacion Matemadtica. En el caso de la competencia cognitiva esta
caracterizada por la triada, tal y como se expresara posteriormente en la Figura 2.12: el
Significado que tiene el objeto del campo conceptual y que éste se explicita mediante
sus sistemas de representacion, los Niveles de Comprension del objeto, estadios de
desarrollo cognitivo, y las Dificultades y Errores en el aprendizaje del objeto
matematico.

Dado el interés del Modelo de Competencia cognitivo a continuacion haremos
una descripcion de estos elementos haciendo hincapié¢ en las dificultades y errores.

El Significado de los objetos del campo conceptual esta determinado por el
Modelo de Competencia Formal (MCF) que describe tanto el campo conceptual del
objeto, como sus funciones y su fenomenologia en el nivel tematico en que estamos
tratando el objeto matematico, en el caso que nos ocupa lo hemos analizado para el
sistema numérico de los decimales. En este caso, el Modelo de Competencia Formal
considera los tres aspectos de los numeros decimales: el funcional, el fenomenologico y
el conceptual, que organiza, como hemos visto en la Figura 2.9 y Figura 2.10, y
describe, en esta situacion, al considerar el conocimiento matematico curricular de los
nimeros decimales en 1°ESO, el significado institucional que se atribuyen a los mismos
en este nivel tematico.

De esta manera, la primera componente del Modelo de Competencia cognitivo,
los sistemas de representacion, quedan caracterizados por la semiosis: Situado (signos
que dependen del contexto), Analdgico (signos de tipo grafico) y Digital (signos
alfanuméricos).

La segunda componente la constituye los Niveles de Comprensiéon que se
caracterizan por los estadios de desarrollo cognitivo Semidtico, Estructural y
Auténomo, de los sistemas de representacion de los objetos matematicos.

En efecto, los objetos matemdticos se comunican mediante sistemas de
representacion semidticos (SRS). Existen diferentes tipos de representacion que

favorecen una comprension mas amplia de los conceptos, pero manifestamos que la
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preocupacion de los matematicos y profesores de que el alumnado confunda los objetos
matematicos con las representaciones conlleva la eleccion de sistemas formales frente a
otros mas visuales o caracterizados como representaciones mas intuitivas.

El dominio de un SRS formal es més una meta que un camino, en el que aparece
una sucesion de estadios de desarrollo cognitivo que se dan hasta producir competencia
en el uso de éste. ELOS opta por la organizacion de estos estadios mencionada en el
parrafo anterior y que desarrollamos a continuacion.

El estadio Semiotico es aquél en el que el alumno aprende y usa los signos
nuevos con los significados que les suministran los signos antiguos ya conocidos y
usados por ¢él. El estadio Estructural se reconoce cuando el sistema nuevo se estructura
segun la organizacion del antiguo, sin embargo, aparecen en este estadio dificultades
cognitivas para el alumnado, ya que determinados comportamientos de los signos no
pueden ser explicados en términos del sistema antiguo. En estos casos se recurre a la
observacion de regularidades y comportamientos patrones para dotarlos de significado.
El estadio Auténomo es aquél en el que los signos actian con significados propios,
independientemente del sistema anterior.

En cuanto a las dificultades y errores, que es la tercera componente de la
semiosis denominada Modelo de Competencia Cognitivo, se considera que el
aprendizaje de las Matematicas crea muchas dificultades a los alumnos y que son de
naturaleza distinta y que se pueden estudiar desde varios puntos de vista, segun se
ponga énfasis en el desarrollo cognitivo de los alumnos, curriculo de matematicas y
métodos de ensefianza. En Socas (1997) las dificultades se agrupan en cinco grandes

categorias asociadas a:

1. la complejidad de los objetos de las matematicas.

2. los procesos de pensamiento matematico.

3. los procesos de ensefianza desarrollados para el aprendizaje de las
matematicas.

4. los procesos de desarrollo cognitivo de los alumnos.

5. las actitudes afectivas y emocionales hacia las matematicas.

A continuacidon realizamos una reflexion mas detallada de cada una de estas

categorias.
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En relacion con las dificultades asociadas a la complejidad de los objetos
matematicos consideramos que estos se presentan bajo un aparente dilema con estatus
diferentes: el estatus operacional, de caracter dindmico, en el que los objetos son vistos
como un proceso, y el conceptual, de caracter estatico, en el que los objetos son vistos
como entidad conceptual. Estos dos aspectos del objeto ponen de manifiesto la
naturaleza abstracta y la complejidad de los conceptos matematicos.

Asimismo, la comunicacion de los objetos matematicos se realiza a través de los
signos matematicos con la ayuda del lenguaje habitual que favorece la interpretacion de
estos signos. En este sentido, ponemos de manifiesto que los aspectos del lenguaje de
las Matemadticas que difieren de la lengua comun, son los que hacen referencia al
lenguaje de los signos, y que son fuente de confusion en muchos alumnos. Esto estd
relacionado también con la naturaleza abstracta de los conceptos matematicos que es
entendida como un proceso de abstraccion caracterizado por diferentes etapas
(estudiadas en parrafos anteriores: semidtico, estructural autbnomo).

Las dificultades asociadas a los procesos de pensamiento matematico se ponen
de manifiesto en la naturaleza logica de las Matematicas y en las rupturas que se dan
necesariamente en relacion con los modos de pensamiento matematico. El saber
matematico anterior produce modelos implicitos para resolver los problemas
matematicos. Muchas veces estos modelos son adecuados, pero otras, por el contrario,
aparecen como dificultades para el saber matematico nuevo. Estas dificultades, en
general, no se pueden evitar ya que forman parte normal de la construccion del
conocimiento matematico.

Las dificultades asociadas a los procesos de ensefianza desarrollados para el
aprendizaje de las Matematicas tienen que ver con la institucion escolar, con el
curriculo y con los métodos de ensenanza de la misma.

Las dificultades asociadas a los procesos de desarrollo cognitivo de los alumnos
se relacionan con los estadios generales del desarrollo intelectual, representado cada
uno de ellos, por el modo caracteristico de razonamiento y por tareas que los alumnos
son capaces de hacer.

Por ultimo, con relacion a las dificultades asociadas a actitudes afectivas y
emocionales, sabemos que muchos alumnos tienen sentimientos de tensiéon y miedo
hacia las Matematicas. La naturaleza jerarquica del conocimiento matematico, la actitud

de los profesores de Matematicas hacia sus alumnos, los estilos de ensefianza y las
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actitudes y creencias hacia las Matematicas que les son transmitidas, son aspectos que
influyen en esa aversion.

Las dificultades se concretan en la practica en obstaculos. Parece necesario
realizar un comentario sobre esta nocion.

El concepto obstaculo lo introdujo por primera vez el filésofo francés Bachelard
(1938) en el contexto de las ciencias experimentales y bajo la denominacion de
obstaculo epistemoldgico. El traslado del concepto de obstaculo epistemolédgico al
campo de la Didactica de la Matematica es objeto continuo de debate, ya que plantea
dificultades descritas, entre otros, por Brousseau (1983) o Sierpinska (1985).

Un obstéaculo es un conocimiento adquirido, no una falta de conocimiento. Tiene
un dominio de eficacia. El alumnado lo aplica para producir respuestas adaptadas en un
cierto contexto en el que el dominio de ese conocimiento es eficaz y adecuado. Cuando
¢éste se utiliza fuera de ese contexto genera respuestas inadecuadas, incluso incorrectas;
el dominio se presenta falso. Es resistente, y resultard mas resistente cuanto mejor
adquirido esté, o cuanto mas haya demostrado su eficacia y su potencia en el anterior
dominio de validez. Es indispensable identificarlo e incorporar su rechazo en el nuevo
saber y aun asi después de haber notado su inexactitud, continua presentandose
esporadicamente.

En este marco descrito en Socas (1997), se consideran que los obstaculos que se
presentan en el sistema didactico pueden organizarse del siguiente modo: la presencia
de obstaculos cognitivos, didacticos y epistemoldgicos y cuyas relaciones se representa

graficamente de la siguiente manera, tal y como se recoge en la Figura 2.11:

Obstaculos
Obstaculos Didacticos Cognitivos

Obstaculos
Epistemologicos

Figura 2.11: Organizacion de los obstaculos

Los obstaculos cognitivos, se producen en la adquisicion de nuevos esquemas

conceptuales por parte del alumnado. Los didacticos, se derivan de organizaciones de
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las Matematicas en el sistema escolar. Los obstaculos epistemologicos son los que
tienen lugar en el desarrollo del pensamiento matematico.

La presencia de obstaculos epistemologicos fuera de los obstaculos cognitivos
(véase representacion grafica), se justifica por la impresion de que los obstaculos
epistemologicos deben su existencia a la aparicion y resistencia de ciertos conceptos
matematicos a lo largo de la historia, asi como la observacion de conceptos andlogos en
los alumnos, mas que a la confirmacion de la resistencia de esas concepciones en los
alumnos de hoy. Esta condicion parece esencial, por la disparidad de las normas que
rigen la construccion del conocimiento matematico en la historia y la construccion del
conocimiento matematico en el contexto escolar; el analisis historico puede ayudar al
didactico en su busqueda de nucleos de resistencia al aprendizaje matematico, pero no
puede, en ningin caso, aportar por si solo la prueba de la existencia de tal o cual
obstaculo para los alumnos de hoy.

Este modelo de competencia cognitivo nos facilita el estudio de los errores
dentro del andlisis de los significados que los estudiantes atribuyen al objeto
matematico. El estudio de los errores cometidos en la ensefianza-aprendizaje de la
Matematica se afronta bajo la consideracion de que la mente del alumno no es una
pagina en blanco. El alumno tiene un conocimiento anterior que le parece suficiente y
establece en su mente cierto equilibrio. Por ello, la principal razon para que se produzca
la asimilacion del nuevo conocimiento es que éste debe tener significado para el
alumno, para lo cual, ha de responder a las preguntas que ¢l mismo se ha formulado. En
ningln caso el nuevo conocimiento se afiade al antiguo, al contrario, le crea un conflicto
al alumno, porque le provoca una reestructuracion nueva del conocimiento total,
produciéndose posteriormente una acomodacion de la estructura anterior, que le permite
recobrar el equilibrio perdido. Asi, entendemos que el error va a tener distintas
procedencias, pero siempre, se considerard como un esquema cognitivo inadecuado y no
solo como consecuencia de la falta de conocimiento o del despiste.

La tercera componente de la semiosis, que describe el Modelo de Competencia
Cognitivo del Enfoque Logico Semiotico (ELOS), es el de las dificultades y errores y
del significado que los alumnos tienen de los objetos tratados, en la que el error es
considerado desde tres perspectivas diferentes: afectividad, ausencia de sentido y
obstaculo. Estos tres elementos se organizan a su vez en semiosis distintas: la

afectividad en, emociones, actitudes y creencias; la ausencia de sentido en, semidtico,
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estructural y autébnomo; y los obstaculos en, epistemologico, didactico y cognitivo, que
permiten hacer analisis mas finos del error.

En Socas (1997) se apunta que los errores que tienen su origen en actitudes
afectivas y emocionales son de naturaleza diversa: falta de concentracion (excesiva
confianza), distracciones debidas a la presencia de palabras clave o de rasgos
perceptuales, bloqueos, olvidos, omisiones, creencias, actitud negativa hacia las
Matematicas, etc.

Asimismo, los que tienen su origen en ausencia de sentido, se originan en los
diferentes estadios de desarrollo que se dan en los sistemas de representacion semidtico,
estructural y autonomo.

Finalmente, los que tienen su origen en un obsticulo son consecuencia del
propio desarrollo del pensamiento matematico, de organizaciones de las Matematicas en
el sistema escolar o de adquisiciones de nuevos esquemas conceptuales por parte del
alumnado.

En resumen, en este marco de referencia, el Modelo de Competencia Cognitivo

se representa mediante el esquema siguiente, que se recoge en la Figura 2.12.

OBSTACULOS

Dificultz

AFECTIVIDAD

Errores

AUSENCIA DE
SENTIDO

DIGITAL AUTONOMO

stadios de
desarrollo cognitivo

Sistemas de
representacio
SITUADO

ANALOGICO SEMIOTICO ESTRUCTURAL

Figura 2.12: Modelo de Competencia Cognitivo

La evaluacion y el diagnostico de los errores de los alumnos juegan un papel
importante en la labor del docente, ya que este conocimiento puede promover un mejor

aprendizaje del alumnado.
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El analisis de los errores tiene un doble interés. De una parte, sirve para ayudar a
los profesores a organizar estrategias generales y especificas para conducir mejor la
ensenanza y el aprendizaje de las Matematicas; se debe insistir en aquellos aspectos que
generan mas dificultades. De otra, contribuye a una mejor preparacion de estrategias de
correccion de estos.

Las estrategias de prevencidon tienen como objetivos evitar o minimizar los
obstaculos para que puedan ser superados, dotar de sentido a los objetos y al
pensamiento matematico y crear un clima de actitudes afectivas y emocionales positivas
hacia las Matematicas.

Las estrategias de remedio vienen determinadas por el diagnostico inicial del
error y por el posicionamiento del profesor. Asi, el docente que se sitia en el paradigma
cognitivo considera que el error lo ha construido el alumno, y es, por tanto, una
estructura cognitiva del dominio de éste. La estrategia de remedio pasa porque el
estudiante modifique esa estructura cognitiva erronea y la sustituya por la correcta, para
ello, el profesor debe facilitar actividades que provoquen conflicto y haga tambalear

dicha estructura.

2.3.3 Conocimientos matematicos de los futuros profesores de Matematicas

Aballe (2000) realiza un estudio sobre el nivel de conocimiento matematico de
futuros maestros de Primaria. Administrd6 un cuestionario compuesto de actividades
(académicas o realistas) con contenido matemadtico basico (espacial, magnitudinal,
numérico, etc.) a 216 estudiantes del primer ciclo, matriculados en la Facultad de
Ciencias de la Educacion de la Universidad de Cadiz. Las edades estan comprendidas
entre los 18 y 25 afios.

Los resultados indican que se manifiestan importantes lagunas, en una
proporcion no despreciable de ellos. Destacamos los datos relativos a las cuestiones
relacionadas con operar con decimales y fracciones y con ordenar decimales. En el
primer caso, el problema se encuentra con el lugar de la coma; en el segundo, los

errores tienen que ver con algun método deficiente (p-ej.

1 1 2 3 7 3x7
—+ —= = 0 — X — =i) y, en el tercero, ordenando decimales se hallan los
3 4 7 4 4 4

siguientes errores:
a) El 37% no reconoce la igualdad: 0,370 = 0,37. Entre estos la mayoria

responde que 0,370 es mayor que 0,37.
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b) El 4% ordena la serie dada de la siguiente forma: 0, 1987 < 0,370 < 0,038 <
0,37 < 0,5. Se toma el numero tras la coma como tal cual.

c) Otro 4%: 0, 1987 < 0,038 < 0,037 < (0o =) 0,37 < 0,5; considera que un
nimero con diezmilésimas ha de ser menor que otro que solo tiene
milésimas, y asi sucesivamente.

d) Un 3% expresa: 0, 038 < 0,370 < (0 =) 0,37 <0,1987 < 0,5.

Por lo general, se concluye que las principales deficiencias se engloban en
dos grupos relacionados con:

a) La construccion de los conceptos matematicos.

b) Las herramientas matemadticas de aplicacion; problematica metodologica.
Por ejemplo: uso de formulas o algoritmos ciegos frente a razonamientos o

estimaciones.

Los conocimientos matematicos de los alumnos de primero de la Especialidad
de Maestro han sido analizados en varios estudios entre los que destacamos: Palarea y
otros (2001) y Hernandez y otros (2003). En estos trabajos la prueba se ha disefiado
teniendo en cuenta cinco areas, que se corresponden con los siguientes bloques de
contenidos: Numeros y Operaciones (Competencia en la utilizacion de ntmeros y
operaciones. Manejo de la proporcionalidad), Medida (Competencia en la utilizacion de
procedimientos y sistemas de medida convencionales. Estimacion y célculo de
longitudes, superficies y volumenes), Geometria (Capacidad espacial. Reconocimiento
de los movimientos en el plano), Analisis de datos, estadistica y probabilidad
(Capacidad para interpretar y representar conjuntos de datos e informaciones
estadisticas. Capacidad de predecir resultados probabilisticos. Reconocimiento de
c6digos) y Algebra (Capacidad para comprender y utilizar el lenguaje algebraico). Las
cuestiones estan disefiadas no solo para que se puedan analizar conocimientos y
destrezas sino para detectar habilidades para aplicar procedimientos y resolver
problemas.

Los resultados obtenidos se organizan en torno a las siguientes variables: actitud
hacia las Matematicas, estudios precedentes, modalidad de estudios y universidad de
procedencia, ademds se analizan los errores mas significativos cometidos por el

alumnado.

Los alumnos procedentes de COU o Bachillerato LOGSE han realizado las
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modalidades de Ciencias: 16%; Ciencias Sociales: 25%; Lingiiistico: 13% y Arte: 0.5%,
habiendo obtenido en la Selectividad o PAU las puntuaciones siguientes COU (6.2),
Bachillerato LOGSE (6.1) y Formacion Profesional (7.4).

Sus puntuaciones en Matematicas en los niveles de Primaria (aprobados, 22%;
notables, 45%; sobresalientes 30%) y Secundaria Obligatoria (aprobados, 33%;
notables, 44%; sobresalientes, 20%) son superiores a las obtenidas en el Bachillerato

(aprobados, 65%; notables, 22%; sobresalientes, 4%).

De estos alumnos, un 46% expresa tener una actitud buena hacia las
Matematicas, mientras un 6% muestra una actitud muy buena, un 6% negativa y un

42% baja. Podemos considerar que se trata de una muestra bastante heterogénea.

El porcentaje de “aciertos por bloque” es: en Numeros y operaciones, 42%; en
Medida, 48%; en Geometria, 59%; en Analisis de datos, estadistica y probabilidad, 74%
y en Algebra, 57%. En relacion con los “estudios precedentes”, hay, en general,
bastante similitud entre los resultados de los alumnos de COU y Bachillerato, en contra
de la opinion de que estos ultimos estan peor preparados. En relacion con el andlisis por
“modalidad de estudios”, se observa, en algunas cuestiones, que los alumnos de
Ciencias obtienen mejores resultados, pero no son especialmente significativos.

Estos resultados muestran enormes deficiencias de los alumnos que inician los
estudios de Magisterio en conocimientos basicos de Matematicas, pero sobre todo llama
especialmente la atencion el escaso éxito en aquellas cuestiones en las que los alumnos
no necesitan realizar calculos, sino realizar estimaciones o aplicar el sentido comun, por
ejemplo, en problemas en los que sobra o falta algin dato, pero no se encuentran
diferencias significativas respecto a estos conocimientos bésicos y a los errores que
cometen, segiin procedencia o modalidad.

Todo ello lleva al grupo de trabajo a pensar en la posibilidad de desarrollar
programas de Matematicas para la formacion de Maestros, comunes a todas las
especialidades, que deben partir de una realidad que es analoga e independiente de la
procedencia de los mismos. El trabajo pretende elaborar una base de conocimiento
didactico - matematico, util para la investigacion y para el andlisis de politicas
educativas que tienen que ver con la formacion de estos profesores.

Nortes Checa y otros (2003) llevan a cabo una investigacion en la que se analiza
la evolucion de las respuestas dadas a un cuestionario de 30 preguntas, encontradas en

un trabajo anterior (Herndndez, Noda, Paralea y Socas, 2001) sobre los conocimientos
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matematicos de maestros en formacion a nivel nacional, con alumnos de la Universidad
de Murcia. La muestra se compone de 240 alumnos de 2. °y 3. ° de las diplomaturas de
maestros. Se consideraron como variables de corte la edad, género y especialidad la
titulacion. Se han encontrado diferencias significativas por género a favor de los
alumnos varones. Las diferencias por edad no son significativas y sin embargo si lo son
por especialidades (los resultados mas bajos en 2° de la Especialidad de Francés) en el
bloque de Geometria y en el de Analisis de datos, estadistica y probabilidad. Los
resultados obtenidos por bloques de contenidos fueron los siguientes:

a) En Numeros y Operaciones, de las seis cuestiones planteadas solo en cuatro
aparecen las respuestas bien por encima del 50%, se alcanza el 66,9% de
aciertos en las correspondiente a proporcionalidad y estimacion.

b) En Medida, se formularon 6 cuestiones siendo los resultados mejores que en
el bloque anterior, en 8 de ellos el resultado de respuestas bien superd el
50%, alcanzando el 83,4% en el caso de superficies equivalentes.

¢) En Geometria, las cinco preguntas obtienen respuestas correctas en mas del
50% de los casos, llegando al 77,7% en la cuestion de capacidad espacial.

d) En Analisis de datos, Estadistica y Probabilidad, se obtiene un porcentaje de
respuestas bien que supera el 50% en todas las cuestiones. Se alcanza casi el
99% en la interpretacion de un grafico estadistico.

e) En Algebra, de 5 cuestiones solo tres alcanzan porcentajes por debajo del
50%. La puntuacion mas baja la obtiene un item de sustitucion con el 33,9%.

Los resultados globales por bloques de contenidos son superiores en este estudio
a los obtenidos en el estudio nacional (Herndndez, Noda, Palarea y Socas, opt. cit),
teniendo a su vez menor dispersion.

En Hernandez y otros (2008) se estudian los resultados de alumnos de la
Facultad de Educacion de la Universidad de la Laguna resolviendo problemas que
ponen en juego procesos de generalizacion y modelizacion.

En este estudio se analiza cdmo el conocimiento operacional subyace, de forma
mayoritaria, en la resolucion de las actividades propuestas, muchas veces, sin éxito.
Esto pone de manifiesto que el énfasis que la ensefianza de las Matematicas pone en el
pensamiento operacional puede estar originando dificultades y obstaculos al alumnado
en la aplicacion, por ejemplo, de heuristicos y estrategias en la resolucion de problemas
mas asociados a un pensamiento estructural o procesual. Ademads, todo ello propicia

dificultades en la consecucion de las competencias matematicas.
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En Socas y otros (2009), se presenta un nuevo estudio con alumnos de la
especialidad de Maestros de la Facultad de Educacion de la Universidad de La Laguna,
sobre el predominio del desarrollo del pensamiento operacional en la ensenanza de las
Matematicas y sus posibles consecuencias. A partir del andlisis de una coleccion de
tareas y actividades resueltas por los alumnos, muchas veces, sin éxito, se pone de
manifiesto como es el pensamiento operacional el que subyace, mayoritariamente, en la
resolucion de las mismas. Estos resultados vuelven a poner de manifiesto como el
énfasis que la ensefianza de las Matematicas pone en el pensamiento operacional, puede
estar creando dificultades y obstaculos al alumno en la aplicacion, por ejemplo, de
heuristicos y estrategias en la resolucion de situaciones problematicas que estdn mas
asociadas a un pensamiento estructural e incluso procesual, y como este pensamiento
operacional crea dificultades en la consecucion de ciertos aspectos de la competencia

matematica.

2.3.4 Conocimiento matematico y didactico para la ensefianza en el Enfoque
Légico Semiotico (ELOS) y su relacion con el Conocimiento Matematico para
enseiiar (MKT)

Ball, Hill y Bass (2005), ya describian el conocimiento matematico para ensefar

del siguiente modo:

Se trata de una clase de conocimiento profesional de las matemdticas distinta de
la requerida por otras profesiones que utilizan las matematicas de manera
intensiva, tales como ingenieria, fisica, contabilidad, o la carpinteria.

En la conceptualizacion del Conocimento Matematico para ensefar (MKT),

Schilling y Hill (2007) reflexionan y consideran que:

los profesores no solo necesitan realizar calculos basicos por si mismo, también
necesitan proveer a los estudiantes de explicaciones de por qué se trabaja con
ciertos procedimientos, diagnosticar errores en los procedimientos de los
estudiantes, comprender procedimientos correctos no estandares.

Hill, Ball y Schilling (2008), definen el conocimiento matematico para la

ensenanza (MKT) como el que utiliza el profesor en el aula para producir instruccion y

crecimiento en el alumno.
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Clasifican el conocimiento puesto en juego por el profesor en dos clases:
conocimiento del contenido y conocimiento pedagdgico del contenido; y distinguen a su

vez seis categorias, tal y como se muestra en la tabla siguiente.

CONOCIMIENTO DEL CONTENIDO CONOCIMIENTO PEDAGOGICO DEL
CONTENIDO

Conocimiento comun | Conocimiento Conocimiento del | Conocimiento del

del contenido (CCK) especializado del | contenido y los | curriculo

contenido (SCK) estudiantes (KCS)

Conocimiento en el Conocimiento del

Horizonte Matematico contenido y la
ensefianza (KCT)

Tabla 2.2: Conocimiento matematico para ensenar

Para abordar el conocimiento del contenido consideran tres categorias.
Conocimiento Comun del Contenido (CCK), Conocimiento Especializado del
Contenido (SCK), y Conocimiento en el Horizonte Matematico.

Para el conocimiento pedagogico del contenido, establecen otras tres categorias,
a saber: Conocimiento del Contenido y los Estudiantes (KCS), Conocimiento del
Contenido y la Ensefianza (KCT), y Conocimiento del Curriculo.

El Conocimiento comun del contenido (CCK) es descrito por estos autores de la

forma siguiente:

El conocimiento que es usado en el trabajo de la ensefianza, en las formas
comunes con las que es usada en muchas otras profesiones u ocupaciones que
también utilizan las matematicas.

El Conocimiento Especializado (SCK) se define como:

El conocimiento matemadtico que permite a los profesores participar
particularmente en tareas de enseiianza, incluyendo como representar con
precision las ideas matemadticas, dar explicaciones matematicas para reglas
comunes y procedimientos, y examinar y comprender métodos de solucion, no
usuales, a los problemas.

Estos investigadores consideran también, cuando hablan del Conocimiento
Matematico en el Horizonte, que el conocimiento del contenido debe apoyarse en una
vision mas amplia de los mismos, de tal forma que le permita al profesor proyectarlos

hacia otros niveles educativos.
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También, en cuanto al Conocimiento del Contenido y los Estudiantes (KCS) lo
centralizan en la comprension de los profesores de como los estudiantes aprenden un
contenido particular.

La relacion que establecemos con las categorias anteriores y la herramienta
tedrica que nos proporciona ELOS, tal y como la hemos descrito en apartados anteriores
de este capitulo, es la siguiente:

CCK, SCK y Conocimiento del Curriculo son tratados en la Competencia
Matematica Formal (CMF), que proporciona una organizacion del conocimiento
matematico y que nos permite analizar los contenidos que se dan en una situaciéon
problematica, y en los Estadios de Desarrollo de los Objetos Matematicos (EDOM).
KCS se corresponde con la Competencia Cognitiva (CC) y, finalmente, KCT con la
Competencia de Ensenanza (CE).

Conviene recordar, también, como se describié en el apartado 2.3.1, las tres
actividades basicas que debe desarrollar todo profesor en relacion con las Matematicas
en el microsistema educativo, segun ELOS: Aprendizaje de la matemadtica escolar como
cambio conceptual, adaptaciéon del contenido matematico curricular en materia para
ensefar e interacciones.

Estas consideraciones permiten establecer la relacion entre las actividades
basicas de todo profesor de Matematicas, los conocimientos implicados y las

herramientas teoricas y técnicas necesarias, como se recoge en la Tabla 2.3.

ACTIVIDADES BASICAS CONOCIMIENTOS HERRAMIENTA
ELOS MKT TEORICAS-
TECNICAS
Adaptacion del contenido matematico curricular CCK Analisis de contenido:
como materia para ensefiar SCK - CMF
— : - EDOM
Conocimiento curricular
Aprendizaje de la matematica escolar como KCS CC (Competencia
cambio conceptual cognitiva)
Interacciones KCT CE (Competencia de
ensefianza)

Tabla 2.3: Relacion de ELOS con MKT
En ELOS, a diferencia del MKT, la Competencia Matematica formal, la

Competencia Cognitiva y la Competencia de ensefianza estan descritas y relacionadas

mediante las diferentes semiosis.

94




2.3.5 Asignaturas que cursan los alumnos de la investigacion

Presentamos en este epigrafe los proyectos docentes de las asignaturas que
cursan los alumnos de la investigacion: Desarrollo del Pensamiento Matemadtico y su
Didéactica, Didactica de la Matematica [ y Matemadtica y su Didactica. En este tltimo
caso, se aflade la adaptacion realizada para el Estudio definitivo. En este sentido,
queremos matizar que los proyectos docentes de las asignaturas de la ULPGC presentan

la misma estructura.

2.3.5.1 Proyecto Docente de la Asignatura Desarrollo del Pensamiento Matematico y
su Diddactica

El Proyecto Docente de la Asignatura Desarrollo del pensamiento Matematico y
su Didactica. Este Proyecto contiene informacion relativa a los siguientes aspectos:
Descripcion de la Asignatura, temario, objetivos, metodologia y evaluacion.

A continuacion presentamos el desarrollo de los puntos anteriores.

Descripcion de la asignatura:

En cuanto a la descripcion de la Asignatura comentamos que se imparte en el
primer afio de la Especialidad de Maestro de Educacion Infantil y es una asignatura
anual, de tipo troncal y de nueve créditos, cinco tedricos y cuatro practicos.

En esta asignatura se tratan contenidos matematicos y didacticos necesarios en la
formacion del maestro para abordar el proceso de ensehanza y aprendizaje de las
matematicas en la etapa infantil.

Temario:

Los contenidos se han presentado en unidades de aprendizaje que presentan
conexiones entre ellas y que se procurard mostrarlas al impartir las clases. Las unidades
estan constituidas por apartados relacionados y en los que no hay uniformidad en su
extension. Por ello, cabe destacar de que estos no estdn pensados para ser impartidos en
un tiempo homogéneo. Ademas, atendiendo a las necesidades del curso, el Programa
podria sufrir algunos cambios siempre que no se altere lo sustancial de éste.

En general, abarca el estudio de los bloques tematicos: Curriculo de Infantil y
Primaria, Desarrollo del pensamiento Logico-Matematico en esta etapa, Numeros y
Operaciones, Magnitudes y Geometria. En los bloques anteriores se presentan los
aspectos didacticos correspondientes, hemos de mencionar que en el relativo a los
Numeros y Operaciones se hace hincapié en la ensefianza y aprendizaje del sistema

numérico de los numeros naturales, después de presentar una vision global del resto.
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La siguiente tabla (Tabla 2.4) contiene las unidades de aprendizaje que

componen el Temario.

UNIDADES DE APRENDIZAJE

El curriculo de la Educacion Infantil y el de Primaria

Desarrollo del Pensamiento Logico-Matematico en la Etapa Infantil

Sistemas Numéricos. Numeros Naturales y Operaciones.

Enseflanza y aprendizaje de los Numeros Naturales y de las Operaciones Aritméticas

Las Magnitudes y su Didactica

Iniciacion a la Geometria

N[N | |W (N~

Materiales y Recursos Didécticos

Tabla 2.4: Unidades de aprendizaje de la asignatura Desarrollo del Pensamiento

Matematico y su Didactica

Objetivos:

- Reconocer el papel de las Matematicas en el desarrollo del pensamiento de los
alumnos, al mejorar su razonamiento 16gico, precision, rigor, abstraccion y capacidad
para valorar conclusiones.

- Reconocer la utilidad préctica y social de las Matematicas.

- Comprender que las Matematicas constituyen un importante hilo conductor
dentro del Sistema Escolar.

- Conocer las caracteristicas del pensamiento matematico, de su lenguaje y de los
objetos matematicos.

- Comprender los fines de la ensefianza de las Matematicas y el sentido de éstas en
la Ensefianza Obligatoria.

- Conocer los factores que inciden en la ensefianza y aprendizaje de las
Matematicas y las tendencias actuales en la Educacion Matematica.

- Conocer y desarrollar técnicas docentes y de aprendizaje de las Matematicas.

- Conocer los contenidos matematicos y su didactica en los niveles de Educacion
Infantil y Primaria.

Metodologia:
Las modalidades organizativas, formas distintas de organizar y llevar a cabo los

procesos de ensefianza-aprendizaje, que se siguen son los siguientes:

- Clases teoricas.

- Clases practicas.
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- Trabajos en grupo o individuales.

- Tutorias.

- Clases teoricas
Se desarrollardan de forma expositiva, se fomentara la participacion activa del
alumnado y se hard uso de medios audiovisuales y otros recursos.

Se utilizaran fundamentalmente para:

1. Facilitar informacion.

2. Generar procesos de comprension, a partir de los conocimientos previos que
los alumnos tengan sobre los conceptos que constituyen el objeto de la
ensefianza.

3. Estimular la motivacién, mediante la justificacion de la importancia de los

contenidos, tanto desde la perspectiva matematica como didactica.

Estas clases se llevaran a cabo de forma expositiva, pero propiciando la
participacion activa del alumnado al que se le planteard cuestiones relativamente
sencillas cuyas soluciones se corresponden con los conocimientos que se pretenden
alcanzar, es decir, en cierto modo se practicard el método heuristico. De esta manera,
también se pretende conseguir la motivacion de los alumnos y observar sus reacciones
para adecuar, en consecuencia, la explicacion al ritmo de asimilacion del grupo.

Las clases tedricas se estructuran en tres partes: introduccion, desarrollo y
sintesis.

Con la introduccion se tratara de disponer a los alumnos hacia el aprendizaje del
tema. Comprende unos minutos de motivacion en los que se procura que se interesen
por su contenido.

En esta fase, se procura ademas, establecer un didlogo con los alumnos sobre el
conocimiento que ellos poseen sobre el tema que se esta tratando, para detectar errores y
para hacernos una idea acerca del nivel de conocimiento que poseen. En otras ocasiones
lo que se hace es realizar una prueba inicial y valorarla antes del desarrollo de los
contenidos, para actuar en consecuencia.

A continuacién, se indican los conocimientos previos requeridos para el
seguimiento del tema, presentacion de los objetivos de aprendizaje, y se muestran los

contenidos de forma esquematizada. También se recomienda una bibliografia adecuada.
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En el desarrollo se procura presentar los contenidos de forma ordenada, ldgica,
entretenida, dialogante, critica e insistiendo en aquellos aspectos que generan mas
dificultades, y se complementa con ejemplos sencillos, aplicaciones practicas y
ejercicios. El diagndstico inicial (valoracion de las respuestas al primer cuestionario) de
los errores determina la estrategia de remedio que podemos seguir que consiste en hacer
preguntas o proponer actividades que provoquen conflicto y haga tambalear la
estructura cognitiva erronea.

Al final de cada parte del tema que tenga cierta entidad, o al final del propio
tema, se hard una sintesis en la que se destacan las ideas principales, y se relacionan
convenientemente los contenidos.

Se debe sefialar la conveniencia de realizar en el transcurso de la exposicion las
reiteraciones que se consideren oportunas y de centrar la atencion en los conceptos
esenciales.

Por tltimo, no debe olvidarse que estas clases se enriquecen notablemente con el
empleo de medios audiovisuales, fundamentalmente el proyector de imagenes. A este
respecto, se cree conveniente entregar previamente las diapositivas impresas, ya que, al
disponer de ellas, el estudiante centra mas su atencion en intentar entender lo que se le

presenta, en lugar de solo tomar apuntes.

- Las clases practicas

Unas se dedicaran a la resolucion de problemas y a la realizacion de actividades,
mientras que otras, al trabajo con el material didactico. Se realizaran en el Laboratorio
de Didactica de las Matematicas. Asi pues, se distinguen fundamentalmente tres tipos:

1. Resolucion de ejercicios y problemas.

2. Précticas con materiales didacticos.

3. Practicas de laboratorio.

Las primeras vienen a completar lo tratado en las clases tedricas. Se dedicaran a
la resolucion de problemas y ejercicios propuestos en aquellas, y al planteamiento y
discusion de cuestiones abiertas. Estas practicas se realizaran de forma individual o en
pequenios grupos. En ambos casos, se sugiere a los alumnos anotar cada uno de los
pasos dados en la resoluciéon con la finalidad de llevar a cabo el examen de todo el
proceso con posterioridad. Igualmente, se intentard poner en practica el modelo de

Miguel de Guzméan (2006) para la resolucion de problemas.
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Con el fin de promover la actividad investigadora, se presentaran no solo
ejercicios de rutina, sino también aquéllos que propicien una actividad creadora,
siempre, claro estd, adecuados a la capacidad del alumnado.

Otro tipo de clases practicas son las que se llevan a cabo en el Laboratorio de
Didactica de las Matematicas, encaminadas al conocimiento y manipulacion de
materiales didécticos.

Los materiales vienen determinados por la propia condicion de la titulacion. En
las sesiones presenciales, para cada uno de los Bloques de contenido se realizaran
practicas con el material didactico, que complementaran en todo momento la teoria. Asi,
por ejemplo, en el bloque de Numeracion, trabajaremos con las Regletas de Cuisenaire,
con los Bloques Multibésicos de Dienes, y con los abacos, entre otros materiales. En el
Bloque de Geometria, se trabajard fundamentalmente con los geoplanos, los tAngrams y
las formas espaciales desmontables.

Finalmente, las practicas con ordenador tienen como objetivo afianzar los
conocimientos adquiridos, mediante el uso de Internet como herramienta didactica y
programas informaticos relacionados con los temas de la asignatura. Ademas, se
utilizaran documentos, articulos, libros electrénicos y una diversidad de software

educativo disponible en Internet, relacionados con la Didactica de las Matematicas.

- Trabajos en grupos o individuales

El trabajo en grupos es considerado por muchos especialistas en educacion de
interés primordial para el aprendizaje en general y, por supuesto, para el aprendizaje de
las Matematicas, dada su coherencia con la naturaleza social y colectiva del trabajo
cientifico.

Consisten en la elaboracion de temas o proyectos relacionados con el Programa.
Estos se complementan con los Trabajos individuales, que comprenden por lo general la
lectura comentada de articulos sobre Didactica de la Matematica, la realizacion de
actividades y la resolucion de problemas propuestos, asi como la elaboracion de
materiales didacticos adecuados para su utilizacion en la Educacion Primaria.

- Las tutorias

En el Plan de Organizacién Docente de nuestro Centro, el profesorado a tiempo
completo tiene asignadas seis horas semanales como tiempo minimo dedicado a

tutorias.
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Durante estas horas, los alumnos acuden a nuestras dependencias con el animo
de que les sea resuelta cualquier cuestion relacionada con la asignatura. El hecho de que
la mayoria de los alumnos utilicen las tutorias solo en los dias anteriores a los exdmenes
desvirtia totalmente la finalidad que deberian tener dentro de la ensefianza de la
asignatura. Es evidente que la masificacion de las clases influye negativamente en la
vinculacion entre el alumno y la asignatura y, en consecuencia, en su participacion en
las tutorias.

A pesar de todo, se puede conseguir una mayor utilizacion de las tutorias si, al
hilo de los razonamientos (en demostraciones, problemas,....) se proponen ejercicios
tales como completar algun paso de la demostracion, o aplicar el teorema que se acaba
de enunciar a la resolucion de algun ejercicio muy relacionado con ¢él. La experiencia
demuestra que, si se consigue que los alumnos sigan la argumentacion durante la clase,
ello les dara valor para enfrentarse con el ejercicio propuesto con el fin de confirmar sus
recientes conocimientos. La tutoria se convierte entonces en el medio mas eficaz para
comprobar que su resolucion es correcta. En nuestra opinion, la clave del éxito de las
tutorias reside en conseguir transmitir al alumno la necesidad de llevar la asignatura “al
dia”.

Finalmente, se sefiala que toda metodologia que se proponga no debe ser poco
flexible y cerrada, sino todo lo contrario, por lo que podra se modificada en funcién de
la evaluacion que alumnos y profesores realicen de los resultados obtenidos mediante su

aplicacion.

Evaluacion:

En la actualidad, la evaluacion se considera como un elemento del curriculum
que le proporciona validez y coherencia. La evaluacion se hace mas global y atiende a
casi todos los aspectos que intervienen en el proceso educativo.

En nuestro caso, conscientes de la necesidad de no limitarse a la realizacion de
unas pruebas escritas y de la importancia que debe adquirir la relacién profesor-alumno
en el proceso evaluador, se propone que éste se constituya de la forma siguiente:

Se realizaran algunas pruebas escritas, donde se planteardn cuestiones sobre
conceptos elementales vistos en teoria y se propondran problemas con un nivel de
dificultad gradual, con los que se pueda apreciar el grado de asimilacion de los
conceptos por parte de los estudiantes. Las calificaciones obtenidas en estas pruebas se

complementaran con las calificaciones de los trabajos en grupos e individuales.
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En definitiva, para la obtencién de la calificacion final se sumaran las notas
obtenidas en los dos apartados siguientes:

a) Pruebas escritas (hasta 7 puntos).

b) Participacion activa del alumnado en clase, practicas con el ordenador y

trabajos individuales o en grupo (hasta 3 puntos).

Bibliografia:

La adquisicion del conocimiento cientifico se puede realizar a través de dos vias
esenciales: el proceso de investigacion y las fuentes de informacion. Este punto se
ocupa de la segunda via.

Los profesores tenemos la responsabilidad de inculcar a los alumnos la
necesidad de la actualizacién permanente, para lo cual resulta imprescindible el manejo
de la bibliografia actual, no solo libros, sino también revistas especializadas, creando
un sentido critico hacia los mismos.

En la bibliografia de la guia didactica se distinguen dos clases de textos:

* Los basicos, que tratan con claridad toda o la mayor parte de la asignatura
(se indican los temas o bloque tematicos para los que se recomienda).

* Los complementarios, indicados por su utilidad en capitulos o partes
especificas del programa y que proporcionan informacion adicional a los
textos anteriores.

En cualquier caso, es necesario inculcar en el alumno la idea de que en la
mayoria de los casos los apuntes de clase no son suficientes y que la bibliografia es un
complemento necesario a las explicaciones del profesor.

Terminamos la presentacion de la asignatura realizando un mapa de los
conocimientos matematicos curriculares de los nimeros racionales e irracionales y su
didactica.

Los contenidos que forman parte de la unidad de aprendizaje (3): Sistemas
Numéricos. Numeros Naturales y Operaciones. El analisis de los contenidos
curriculares se hara a través del Mapa de contenidos descrito en (Socas, 2010), es decir,
del campo conceptual numérico referido a los niimeros racionales e irracionales de esta
unidad. Este Mapa se completa explicitando el contexto en el que se desarrollan los
objetos matematicos.

Los contenidos relativos a los nimeros racionales e irracionales se expresan en

la Tabla 2.5.
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LOS NUMEROS RACIONALES E IRRACIONALES Y SU DIDACTICA

Fracciones. Introduccion historica. Situaciones de uso
Equivalencia de fracciones. El nimero racional

Propiedades del nimero racional

Operaciones con fracciones y nimeros racionales

Fracciones decimales. Numeros decimales

Los nimeros irracionales

Orientaciones curriculares

Desarrollo cognitivo y aprendizaje del nimero racional
Situaciones y recursos para el aprendizaje del nimero racional

WA N kWD =

Tabla 2.5: Contenidos de la unidad de aprendizaje (3)

El Mapa de los contenidos del campo conceptual y el contexto es el siguiente,

segun se recoge en las tablas 2.6 y 2.7, respectivamente.

PROCESOS

Sustitucion formal
¢ Cambio de representacion decimal a fraccionaria y viceversa
*  Representacion en la recta numérica
*  Representacion continua

Generalizacién
*  Fraccion generatriz de una expresion decimal periddica
*  Fraccion decimal y sistema de numeracion decimal ampliado

Modelizacién
¢ Situaciones problematicas que involucran nimeros decimales y fraccionarios

102




OPERACIONES
Operaciones aditivas
Operaciones multiplicativas
Ordenar fracciones y decimales
(fracciones)

Algoritmos

Reducir fracciones a comun
denominador.

Sumar y restar fracciones con
igual y distinto denominador
Sumar y restar decimales en
escritura decimal.

Multiplicar y dividir fracciones
Multiplicar y dividir decimales
en escritura decimal.

Técnicas

Representacion en la recta de
numeros irracionales cuadraticos.
Calculo de la fraccion generatriz
de un racional

NUMEROS RACIONALES E
IRRACIONALES Y SU
DIDACTICA
(Contenidos matematicos)
. Fracciones. Situaciones de

uso.

*  Equivalencia de
fracciones. El ntmero
racional.

*  Operaciones con
fracciones 'y  nimeros
racionales.

. Fracciones decimales.

Numeros decimales.
. Los nimeros irracionales.

ESTRUCTURAS

Fraccioén como par ordenado
de enteros, segunda
componente no nula.
Fraccién como parte —todo,
cociente, medida, razon y
transformacion.

Fracciones equivalentes.
Numero racional.
Propiedades del numero
racional.

Propiedades de la
ordenacion de Q.

Densidad de Q.

Fracciéon decimal y no
decimal.

Fraccién decimal y niimero
decimal.

Los decimales como
subconjunto de Q.
Relaciones entre conjuntos
numericos.

Expresion decimal.
Expresion decimal infinita
no periédica y numero
irracional.

I=R-Q

Numeros  algebraicos 'y
trascendentes.

\/E,Jr,eycp.

Notacion radical.
Teorema de Pitagoras.

Tabla 2.6: Contenidos operacionales, estructurales y procesuales
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Escrituras y razonamientos (Cuestionario 1)

ESCRITURAS RAZONAMIENTOS
(REPRESENTACIONES) * Esquemas: Parte-todo,
operativos ((+,x) y (-

e Escritura fraccionaria, ,/)) y semanticos.
decimal, de radicales, mixta, * Usos de la fraccion:
simbolos especiales y Parte-todo, medida,
expresiones algebraicas. cociente, razoén y

* Representaciones  digitales: transformacion.
Escritura decimal, * Deductivos: Esquemas
fraccionaria, de radicales, e inclusion numérica
mixta, simbolos especiales y * Inductivos (Relaciones
expresiones algebraicas de igualdad)

* Representaciones analogicas
continuas (diagramas
rectangulares, lineales y recta)

SITUACIONES PROBLEMATICAS
¢ Situaciones de Parte-todo
* Situaciones de representaciones y cambios
* Situaciones de medida
* Situaciones de reparto
¢ Situaciones de razon
e Situaciones de transformacion
¢ Situaciones descontextualizadas

Tabla 2.7: Contexto

2.3.5.2 Proyecto Docente de la Asignatura Didactica de las Matematicas 1
En este apartado realizamos una presentacion de la asignatura Didactica de las
Matematicas I de forma anédloga a la anterior: Descripcion de la asignatura, objetivos,

contenidos, metodologia y evaluacion.
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Descripcion de la asignatura:

Con esta asignatura se pretende que el estudiante de la Facultad de Matematicas
adquiera una vision global de la Didactica de las Matematicas que le facilite la
organizacion de la ensefianza y aprendizaje de las Matematicas en los centros de
Secundaria. Asi, nos proponemos que el futuro profesor sea capaz de desarrollar un
analisis didactico y un desarrollo curricular desde la perspectiva didactica de los
contenidos Matematicos que deberan ser objeto de estudio por los alumnos del ciclo 12-
16 afios. Esta asignatura es optativa de 7,5 créditos y que se imparte en el primer

cuatrimestre.

Objetivos y destrezas:

- Objetivos:

a) Apreciar como el andlisis, la evolucion y la construccion del conocimiento
matematico incide en la enseflanza aprendizaje de las Matematicas.

b) Contextualizar el aprendizaje matematico segin las teorias cognitivas que
sirven de fundamento a la educacion.

c) Identificar los factores socioculturales que influyen en la educacion
matematica.

d) Conocer los diferentes elementos que deben conformar un curriculo de
Matematicas asi como su papel en el curriculo escolar.

e) Ser conscientes de la importancia que tiene basar la ensefianza de las
Matematicas en la resolucion de problemas reales y en la interpretacion de fenémenos
cotidianos destacandose el papel de la Tecnologia.

f) Ser capaces realizar y utilizar el analisis didactico y la organizacion curricular
del conocimiento matematico de la secundaria para seleccionar programas, reelaborar,
analizar y evaluar los conocimientos y las competencias matematicas.

- Destrezas:

a) Elaborar estrategias heuristicas para la resolucion de problemas.

b) Conocer e interpretar el decreto del curriculum de educacion secundaria
obligatoria y, la importancia que adquiere en el mismo, el desarrollo de competencias
basicas en la educacion secundaria.

c) Diseflar y gestionar programaciones de aulas por competencias en

Matematicas.

105



d) Elaborar y usar los distintos materiales curriculares asi como ser capaces de
seleccionarlos en base a criterios justificados.
e) Conocer los métodos e instrumentos basicos para la evaluacion de los

contenidos matematicos de la secundaria.

Contenidos:

PARTE I: CARACTERISTICAS, ESTRUCTURA Y ORGANIZACION DEL
AREA DE DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS.

TEMA 1: Estructura y naturaleza de las Matematicas.

TEMA 2: Las Matematicas y la Educacion.

TEMA 3: Aspectos psicoldgicos de la ensefianza y aprendizaje de las
Matematicas de la Educacion Secundaria Obligatoria.

TEMA 4: Competencias basicas en la Educacion Secundaria Obligatoria.

TEMA 5: Las programaciones de aula de Matematicas.

TEMA 6: Modelos de intervencion en la ensefianza y aprendizaje de las
Matematicas.

PARTE II: MATERIALES Y RECURSOS.

TEMA 7: La Resolucion de Problemas.

TEMA 8: La Historia de las Matematicas en su enseflanza.

TEMA 9: El material didactico y las representaciones semidticas.

TEMA 10: Interdisciplinariedad y transversalidad en la ensenanza de las
Matematicas.

PARTE III: DIDACTICA ESPECIFICA DE LAS MATEMATICAS DE LA
E.S.O.

TEMA 11: Numeros y operaciones.

TEMA 12: El Lenguaje algebraico

TEMA 14: Medida, estimacion y calculo de magnitudes.

TEMA 15: Representacion y organizacion del espacio.

TEMA 16: Interpretacion, representacion y tratamiento de la informacion.

TEMA 17: Tratamiento del azar.

Metodologia:
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Se combinara exposicion tedrica del conocimiento didactico con trabajo practico
adecuado. Se elaborard de cada tema el conocimiento técnico necesario para el trabajo
practico Entre las tareas mas comunes se procedera a:

- Analizar documentos.

- Realizar cuestionarios y elaborar informes.

- Analizar y estudiar secuencias de aprendizaje.

- Experimentar con materiales didacticos y curriculares relacionados, con los

aspectos practicos requerido por la disciplina. Los alumnos deberan,

individualmente o por grupos, disefiar, desarrollar y evaluar una Programacion
de aula sobre uno de los contenidos de Matematicas de la Educacion Secundaria

Obligatoria.

La Programacion de aula serd expuesta en clase para su defensa y discusion.
Debido a las caracteristicas esencialmente practicas del curso, los alumnos deberan

asistir obligatoriamente a las clases.

Evaluacion:

- Prueba de conocimientos de los temas tratados: 40 %.
- Programacion de aula y presentacion: 20 %.

- Elaboracion de cuestionarios e informes: 15 %

- Trabajo en grupo sobre un material didactico 15 %

- Asistencia y participacion: hasta 10 %.

2.3.5.3 Proyecto Docente de la Asignatura Matematicas y su Didactica. Adaptacion
realizada para el desarrollo del Estudio Definitivo

Hacemos ahora una presentacion analoga a la del Proyecto Docente de la
asignatura: Desarrollo del Pensamiento Matematico y su Didéctica.

Presentamos la Guia Docente de la asignatura Matematicas y su Didactica de la
carrera de Maestro Especialista en Educacion Musical del curso 2008/09. Este programa
se desarrolla en el segundo cuatrimestre del primer afio de esta carrera.

Comenzamos resaltando que el objetivo fundamental de esta Guia es
proporcionar al alumnado una formacion bésica sobre Matemadticas y su Didactica,
introduciendo las nociones necesarias para que éste eleve el nivel de conocimientos
hasta unas condiciones idoneas que le permitan ejercer en un futuro como maestro y les

sean utiles tanto desde un punto de vista formativo como profesional.
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La Guia se ha estructurado en bloques tematicos que presentan conexiones entre

ellos y que se procurard mostrarlas en la imparticion de las clases. Los temas que

conforman cada bloque estan constituidos por apartados relacionados mas o menos

entre si y en los que no hay uniformidad en su extension. Por ello, cabe destacar de que

estos no estan pensados para ser impartidos en un tiempo homogéneo. Ademas,

atendiendo a las necesidades del curso, el Programa podria sufrir algunos cambios

siempre que no se altere lo sustancial de éste.

Contenidos:

La asignatura de Matematicas y su Didactica se ha organizado en nueve temas,

estructurados en tres bloques tematicos, tal y como se muestra en el siguiente cuadro:

Bloque teméticos

Temas

1. Did4ctica del namero

1. Los niimeros naturales y su Didactica. Sistemas
de Numeracion

2. Analisis didactico de los Numeros enteros

3. Didactica de las fracciones y los Decimales

4. Materiales y Recursos Didacticos para la
ensefianza - aprendizaje de la Numeracion

II. Didactica de la Medida y la Geometria

5. Didactica de 1a Medida

6. Didactica de la Geometria

7. Materiales y Recursos Didacticos para la
enseflanza - aprendizaje de la Medida y la
Geometria

III. Didéactica de la Estadistica

8. Estadistica Descriptiva
9. Materiales y Recursos didacticos para la
ensefianza — aprendizaje de la Estadistica

Tabla 2.8: Bloques temdticos de la asignatura Matematicas y su Diddctica

Las unidades de aprendizajes, relativo a la investigacion realizada, se vinculan

con el Primer Bloque. Los temas se estructuran siguiendo la organizaciéon de los

Sistemas Numéricos y el tratamiento de las dificultades, obstaculos y errores en el

aprendizaje de las Matematicas que se proponen en Socas (1997), tal y como se observa

en la Tabla 2.9:

Bloque teméticos

Tema

1. Did4ctica del namero

1. Los niimeros naturales y su Did4ctica. Sistemas
de Numeracion

2. Analisis didactico de los Numeros enteros

3. Numeros, numerales, sistemas numéricos y
sistemas de numeracioén

4. Dificultades, obsticulos y errores en el
aprendizaje de las Matematicas

Tabla 2.9: Bloque: Numeros y operaciones
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El tema de los Materiales y Recursos Didacticos para la ensefianza- aprendizaje
de la Numeracion se trata de forma particular, como apartados en los tres primeros

temas del bloque.

Objetivos y competencias:

Los objetivos se han redactada desde el punto de vista del alumno, de modo que
su formulacion sea lo mas detallada posible, precisa (evitando los términos
innecesarios) y concreta (no usando verbos y adjetivos de significacion vaga). Entre

todos destacamos:

1. Dominar los contenidos matematicos de la Educacion Primaria, tanto en
sus aspectos conceptuales, como didacticos

2. Reconocer la utilidad practica y social de las Matematicas

3. Conocer los medios, materiales y recursos didacticos usuales en la
enseflanza — aprendizaje de las Matematicas

4. Adquirir destrezas en el empleo de instrumentos, técnicas y material
didactico en esta area

5. Conocer las dificultades, obstaculos y errores en el aprendizaje de las

Objetivos Matematicas
6. Fomentar que los errores, mas que indicadores del fracaso en

Matematicas, se pueden constituir en elementos que ayuden al maestro
en la elaboracion de estrategias de prevencion y remedio

7. Impulsar los recursos informaticos y el uso de Internet como una
herramienta didactica
8. Reconocer el importante papel que representan los materiales

didacticos, tanto reales como virtuales, en la ensefianza-aprendizaje de
las Matematicas

Tabla 2.10: Objetivos

En relacion con el término competencia, lo entendemos como la disposicion en
una persona de conocimiento o habilidades para realizar apropiadamente una actividad
Short (1985). Las competencias que se contemplan en este Proyecto, que algunas de
ellas se han tomado de los Libros Blancos de las distintas titulaciones
(http://www.aneca.es/activin/activin_conver LLBB.asp), se resumen en las

siguientes:

1. Conocer un conjunto de contenidos matematicos suficientemente amplio que
le permita realizar con seguridad su funciéon docente.

2. Conocer, interpretar y representar situaciones o problemas.

3. Utilizar estrategias de investigacion, propuesta y resolucion de problemas

tanto en situaciones no escolares como escolares.
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9.

Usar y hacer usar a los alumnos los nimeros y sus significados, ser capaz de
medir y usar relaciones métricas, ser capaz de representar y usar formas y
relaciones geométricas del plano y del espacio y ser capaz de analizar datos
en situaciones diversas.

Reconocer las Matematicas como instrumento de modelizacion de la
realidad.

Saber utilizar programas informadticos generales y matematicos y las
tecnologias de la informacion para mejorar el proceso de ensefianza-
aprendizaje.

Conocer los procesos de simbolizacién matematica, de las representaciones
inactivas a las simbolicas, pasando por las iconicas.

Aplicar el conocimiento previo de los errores, en el aprendizaje de un topico
matematico, en el disefio de una secuencia didactica.

Averiguar las causas de sus errores, cometidos en actividades planteadas.

10. Disenar secuencias didacticas de Matematicas para Primaria.

Metodologia:

Las modalidades organizativas, formas distintas de organizar y llevar a cabo los

procesos de ensefanza-aprendizaje, que se siguen son los siguientes:

Clases teoricas.
Clases practicas.
Trabajos en grupo o individual.

Tutorias.

Las clases teoricas

Se desarrollardan de forma expositiva, se fomentara la participacion activa del

alumnado y se hara uso de medios audiovisuales.

Se utilizaran fundamentalmente para:

4.
5.

Facilitar informacion.
Generar procesos de comprension, a partir de los conocimientos previos que
los alumnos tengan sobre los conceptos que constituyen el objeto de la

ensenanza.
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6. Estimular la motivacion, mediante la justificacion de la importancia de los

contenidos, tanto desde la perspectiva matematica como didactica.

Estas clases se llevaran a cabo de forma expositiva, pero propiciando la
participacion activa del alumnado al que se le planteard cuestiones relativamente
sencillas cuyas soluciones se corresponden con los conocimientos que se pretenden
alcanzar, es decir, en cierto modo se practicard el método heuristico. De esta manera,
también se pretende conseguir la motivacion de los alumnos y observar sus reacciones
para adecuar, en consecuencia, la explicacion al ritmo de asimilacion del grupo.

Las clases tedricas se estructuran en tres partes: introduccion, desarrollo y
sintesis.

Con la introduccion se tratara de disponer a los alumnos hacia el aprendizaje del
tema. Comprende unos minutos de motivacion en los que se procura que se interesen
por su contenido.

En esta fase, se procura ademads, establecer un didlogo con los alumnos sobre el
conocimiento que ellos poseen sobre el tema que se esta tratando, para detectar errores y
para hacernos una idea acerca del nivel de conocimiento que poseen. En otras ocasiones
lo que se hace es realizar una prueba inicial y valorarla antes del desarrollo de los
contenidos, para actuar en consecuencia.

A continuacién, se indican los conocimientos previos requeridos para el
seguimiento del tema, presentacion de los objetivos de aprendizaje, y se muestran los
contenidos de forma esquematizada. También se recomienda una bibliografia adecuada.

En el desarrollo se procura presentar los contenidos de forma ordenada, ldgica,
entretenida, dialogante, critica e insistiendo en aquellos aspectos que generan mas
dificultades, y se complementa con ejemplos sencillos, aplicaciones practicas y
gjercicios. Asimismo, el diagnostico inicial (valoracién de la prueba inicial) de los
errores determina la estrategia de remedio que podemos seguir que consiste en hacer
preguntas o proponer actividades que provoquen conflicto y haga tambalear la
estructura cognitiva erronea.

Al final de cada parte del tema que tenga cierta entidad, o al final del propio
tema, se hard una sintesis en la que se destacan las ideas principales, y se relacionan
convenientemente los contenidos.

Se debe sefialar la conveniencia de realizar en el transcurso de la exposicion las
reiteraciones que se consideren oportunas y de centrar la atencion en los conceptos

esenciales.
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Por ultimo, no debe olvidarse que estas clases se enriquecen notablemente con el
empleo de medios audiovisuales, fundamentalmente el proyector de imagenes. A este
respecto, se cree conveniente entregar previamente las diapositivas impresas, ya que, al
disponer de ellas, el educando centra mas su atencion en intentar entender lo que se le

presenta, en lugar de solo tomar apuntes.

- Las clases practicas

Unas se dedicaran a la resolucion de problemas y a la realizacion de actividades,
mientras que otras, al trabajo con el material didactico. Se realizaran en el Laboratorio
de Didactica de las Matematicas. Asi pues, se distinguen fundamentalmente tres tipos:

1. Resolucion de ejercicios y problemas.

2. Précticas con materiales didacticos.

3. Précticas de laboratorio.

Las primeras vienen a completar lo tratado en las clases tedricas. Se dedicaran a
la resolucion de problemas y ejercicios propuestos en aquellas, y al planteamiento y
discusion de cuestiones abiertas. Estas practicas se realizaran de forma individual o en
pequenios grupos. En ambos casos, se sugiere a los alumnos anotar cada uno de los
pasos dados en la resolucion con la finalidad de llevar a cabo el examen de todo el
proceso con posterioridad. Asimismo, se intentard poner en practica el modelo de
Miguel de Guzméan (2006) para la resolucion de problemas.

Con el fin de promover la actividad investigadora, se presentardn no solo
ejercicios de rutina, sino también aquéllos que propicien una actividad creadora,
siempre, claro estd, adecuados a la capacidad del alumnado.

Otro tipo de clases practicas son las que se llevan a cabo en el Laboratorio de
Didactica de las Matematicas, encaminadas al conocimiento y manipulacion de
materiales didécticos.

Los materiales vienen determinados por la propia condicion de la titulacion. En
las sesiones presenciales, para cada uno de los Bloques de contenido se realizaran
practicas con el material didactico, que complementaran en todo momento la teoria. Asi,
por ejemplo, en el bloque de Numeracion, trabajaremos con las Regletas de Cuisenaire,
con los Bloques Multibésicos de Dienes, y con los abacos, entre otros materiales. En el
Bloque de Geometria, se trabajard fundamentalmente con los geoplanos, los tAngrams y

las formas espaciales desmontables.
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Finalmente, las practicas con ordenador tienen como objetivo afianzar los
conocimientos adquiridos, mediante el uso de Internet como herramienta didactica y
programas informaticos relacionados con los temas de la asignatura. Ademas, se
utilizaran documentos, articulos, libros electrénicos y una diversidad de software

educativo disponible en Internet, relacionados con la Didactica de las Matematicas.

- Trabajos en grupos o individuales

El trabajo en grupos es considerado por muchos especialistas en educacion de
interés primordial para el aprendizaje en general y, por supuesto, para el aprendizaje de
las Matematicas, dada su coherencia con la naturaleza social y colectiva del trabajo
cientifico.

Consisten en la elaboracion de temas o proyectos relacionados con el Programa.
Estos se complementan con los Trabajos individuales, que comprenden por lo general la
lectura comentada de articulos sobre Didactica de la Matematica, la realizacion de
actividades y la resolucion de problemas propuestos, asi como la elaboracion de
materiales didacticos adecuados para su utilizacion en la Educacion Primaria.

En este curso se propone como trabajo individual, después del estudio del
Bloque I, la realizacion de un informe relativo al analisis de los errores cometidos en la
prueba inicial, practicada en el tema, Numeros, numerales, sistemas numéricos y
sistemas de numeracion, y fundamentado en la teoria estudiada (Socas, op.cit). Para
ello, se le proporciona al alumno un esquema donde se organizan las preguntas que éste
debe formularse y cuyas respuestas se presentan por escrito, al final de curso: (Es

correcta mi respuesta?, ;qué error he cometido? y ;cudl puede ser la causa?

- Las tutorias

En el Plan de Organizacién Docente de nuestro Centro, el profesorado a tiempo
completo tiene asignadas seis horas semanales como tiempo minimo dedicado a
tutorias.

Durante estas horas, los alumnos acuden a nuestras dependencias con el animo
de que les sea resuelta cualquier cuestion relacionada con la asignatura. El hecho de que
la mayoria de los alumnos utilicen las tutorias solo en los dias anteriores a los exdmenes
desvirtia totalmente la finalidad que deberian tener dentro de la ensefianza de la

asignatura. Es evidente que la masificacion de las clases influye negativamente en la
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vinculacion entre el alumno y la asignatura y, en consecuencia, en su participacion en
las tutorias.

A pesar de todo, se puede conseguir una mayor utilizacion de las tutorias si, al
hilo de los razonamientos (en demostraciones, problemas,....) se proponen ejercicios
tales como completar algun paso de la demostracion, o aplicar el teorema que se acaba
de enunciar a la resolucion de algun ejercicio muy relacionado con ¢l. La experiencia
demuestra que, si se consigue que los alumnos sigan la argumentacion durante la clase,
ello les dara valor para enfrentarse con el ejercicio propuesto con el fin de confirmar sus
recientes conocimientos. La tutoria se convierte entonces en el medio mas eficaz para
comprobar que su resolucion es correcta. En nuestra opinion, la clave del éxito de las
tutorias reside en conseguir transmitir al alumno la necesidad de llevar la asignatura “al
dia”.

Finalmente, se sefiala que toda metodologia que se proponga no debe ser poco
flexible y cerrada, sino todo lo contrario, por lo que podra se modificada en funcién de
la evaluacion que alumnos y profesores realicen de los resultados obtenidos mediante su

aplicacion.

Evaluacion:

En la actualidad, la evaluacion se considera como un elemento del curriculum
que le proporciona validez y coherencia. La evaluacion se hace mas global y atiende a
casi todos los aspectos que intervienen en el proceso educativo.

En estos momentos se habla fundamentalmente de los siguientes tipos de

evaluacion:

a) La evaluacion inicial, permite hacerse una idea del nivel de conocimiento de
los alumnos que comienzan el curso.

b) La evaluacion formativa, se lleva a cabo durante todo el proceso de
ensenanza-aprendizaje con la finalidad de reestructurarlo y reforzarlo. Sirve
de retroalimentacion, al informar al profesor sobre aquellos aspectos que
presentan deficiencias, lo que permite a éste introducir o modificar aquellos
elementos que considere oportunos. El error como un elemento mas del
proceso de aprendizaje pone de manifiesto las concepciones erroneas, la
construccion defectuosa de conceptos o relaciones, o, simplemente, las
lagunas de conocimiento; por tanto, da una informacion importantisima que

permite llevar a cabo una reorientacion de las actividades de aprendizaje con
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el fin de que sean superadas. Para Socas (1997): todo error puede ser el
principio de un buen aprendizaje.

La evaluacion sumativa, se realiza al final del proceso y trata de medir el
rendimiento del alumno, normalmente con el fin de asignarle una
calificacion. Seria el tipo de evaluacion empleado en los examenes parciales

o finales que suelen realizarse en un curso académico.

En nuestro caso, conscientes de la necesidad de no limitarse a la realizacion de

unas pruebas escritas y de la importancia que debe adquirir la relacién profesor-alumno

en el proceso evaluador, se propone que éste se constituya de la forma siguiente:

Se realizaran algunas pruebas escritas, donde se plantearan cuestiones sobre

conceptos elementales vistos en teoria y se propondran problemas con un nivel de

dificultad gradual, con los que se pueda apreciar el grado de asimilacion de los

conceptos por parte de los estudiantes. Las calificaciones obtenidas en estas pruebas se

complementaran con las calificaciones de los trabajos en grupos e individuales.

De la misma manera, Arnal-Arnal (1987) atribuyen a la evaluacién cuatro

funciones, que se tendran en cuenta en este proceso:

a)

b)
c)

d)

Diagnéstico: propio de la evaluacion inicial y a través de la que el profesor
puede conocer, en parte, la realidad, posibilidades y limitaciones del alumno.
Funcion de control: se comprobara el logro de los objetivos.

Funcion pronostico: a partir del conocimiento inicial del alumno, el profesor
puede hacer prondsticos de modo técnico o intuitivo sobre lo que puede
exigirse a un sujeto o a un grupo.

Funcion orientadora: aspecto que se apoya en el hecho de que todos y cada
uno, en cuanto a personas, valemos y servimos para algo y es a la evaluacion
a quien corresponde descubrir en cada alumno posibilidades y estimular su

desarrollo.

En definitiva, para la obtencion de la calificacion final se sumardn las notas

obtenidas en los dos apartados siguientes:

c)
d)

Pruebas escritas (hasta 7 puntos).
Participacion activa del alumnado en clase, practicas con el ordenador y

trabajos individuales o en grupo (hasta 3 puntos).

Organizacion docente de la asignatura y distribucion de créditos ETCS:
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A continuacion se expone una distribucion aproximada del tiempo disponible
para tratar cada uno de los Bloques del programa.

De acuerdo con Plan de Estudios (del curso 2008-09), a la asignatura de
Matematicas y su Didactica le corresponden un total de 4,5 créditos en el segundo
cuatrimestre, lo cual se traduce en 45 horas de clase que se distribuyen en 15 semanas a
razén de 3 horas de clase por semana.

La distribucion del tiempo que se plantea a continuacion se entiende que no es
estricta, aunque seria ideal llevar a cabo el programa cumpliendo con los tiempos que se
indican. Sin embargo, la experiencia docente muestra que cada curso es distinto: las
necesidades y capacidades varian de uno a otro, por tanto, se debe ser flexible a la hora
de interpretar los esquemas adjuntos.

- Créditos actuales (LRU): 4,5 (2 T + 2,5 P)

- Créditos ECTS: 4 N° de horas de trabajo del alumno: 100

Hemos estimado una asignacion de 25 horas/crédito ETCS, lo que supone un
total de 100 horas de trabajo del alumno en el curso, equivalentes a 6,6 horas/semana en
el cuatrimestre. La distribucion en actividades de estas horas seria la siguiente:

a) 32 horas presenciales (con una reduccioén de hasta el 30% de la docencia

presencial respecto a los 4,5 créditos LRU actuales).

b) 12 horas de clases tedrico-practicas en el Laboratorio de Matematicas (1
hora/semana).

c) 12 horas teorico-practicas en el Aula de Informatica Docente (1
hora/semana).

d) 6 Horas de clases tuteladas.

e) 2 horas de evaluacion.

f) 68 horas no presenciales, distribuidas como sigue:

- 15 horas para actividades tuteladas (Trabajos para exponer o entregar,
Practicas con materiales didacticos: 1 hora/semana).

- 53 horas de actividades independientes, que el alumno deberd realizar con el
fin de alcanzar los objetivos y competencias de la asignatura (estudio de los
contenidos tedricos y practicos, actividades formativas relacionadas con la
asignatura como asistencia a cursos, conferencias, jornadas, utilizaciéon del
Campus Virtual ULPGC — Plataforma Educativa Moodle: 3,5 horas/semana).

Esquemadticamente se podria escribir:
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Informacién ETCS
- Créditos ETCS: 4 Horas de trabajo del alumno: 100

Horas presenciales: 32

- Horas teéricas (HT): 12

- Horas précticas (HP): 12

- Horas de clases tuteladas (HCT): 6
- Horas de evaluacion: 2

Horas no presenciales: 68

- Trabajos tutelados (HTT): 15
- Actividad independiente (HAI): 63

Tabla 2.11: Distribucion de horas presenciales y no presenciales

Organizacion Docente de la Asignatura
Contenidos HT | HP | HCT | HTT | HAI
Bloque II:
Didactica de la Medida y la Geometria. 4 4 2 5 18
Bloque I:
Didactica del Numero 4 4 2 5 18
Bloque III:
Did4ctica de la Estadistica 4 4 2 5 17

Tabla 2.12: Organizacion docente de la asignatura

Fuentes bibliograficas:

La adquisicion del conocimiento cientifico se puede realizar a través de dos vias
esenciales: el proceso de investigacion y las fuentes de informacion. Este punto se
ocupa de la segunda via.

Se entiende que todo profesor universitario debe estar en contacto con la mas
reciente informacion bibliogréfica, lo que le permitird conocer la evolucion continua de
su materia y los nuevos planteamientos psicopedagogicos en relacion con el proceso de
enseflanza-aprendizaje de la misma.

Para Cuartero (1987): Solo desde el conocimiento de las novedades mas
relevantes que se van produciendo en nuestra ciencia, es factible (aunque sea
condicion necesaria pero no suficiente) llegar a transmitir a los alumnos que las
Matematicas no estan acabadas en ningun sentido, sino que son un organismo vivo, en

evolucion constante, en un proceso continuo de creacion y renovacion.
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Los profesores tenemos la responsabilidad de inculcar a los alumnos la
necesidad de la actualizacién permanente, para lo cual resulta imprescindible el manejo
de la bibliografia actual, no solo libros, sino también revistas especializadas, creando
un sentido critico hacia los mismos.

En la bibliografia de la guia didactica se distinguen dos clases de textos:

* Los basicos, que tratan con claridad toda o la mayor parte de la asignatura

(se indican los temas o bloque tematicos para los que se recomienda).

* Los complementarios, indicados por su utilidad en capitulos o partes
especificas del programa y que proporcionan informacion adicional a los
textos anteriores.

En cualquier caso, es necesario inculcar en el alumno la idea de que en la

mayoria de los casos los apuntes de clase no son suficientes y que la bibliografia es un

complemento necesario a las explicaciones del profesor.

2.4 MARCO METODOLOGICO
La investigacion realizada es de tipo cualitativa y se ha desarrollado en tres
momentos diferentes. Estos momentos se corresponden con los tres estudios que la
componen: Estudio exploratorio (1), Estudio experimental (2) y Estudio definitivo (3).
A continuacidn tratamos de describir, de forma breve, los marcos metodologicos
de los estudios planteados, ya que estos se abordaran de forma mas detallada en los
capitulos siguientes.
El primer momento consiste en la preparacion e implementacion del Estudio
exploratorio que tiene como finalidad principal obtener una vision general de las
destrezas y habilidades que de los decimales tienen los alumnos futuros maestros. Este
consiste en la realizacion del conjunto de tareas siguientes:
a) Disefio y andlisis de los contenidos matematicos de un cuestionario (C1) de
38 preguntas de varias opciones, con la herramienta que nos proporciona el
Enfoque Logico Semidtico.

b) Administracion del cuestionario (C1) a un grupo de 36 alumnos del primer
curso de la Especialidad de Maestro de Educacion Infantil en el afio 2004.

c) Obtencién y andlisis de los resultados.

El segundo momento se corresponde con la preparacion e implementacion del
Estudio Experimental. En este trabajo partimos del mismo tema relativo a los

decimales, pero lo limitamos profundizando en el analisis de la dimension conceptual
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del nimero y sus diferentes formas de representarlo. En este sentido, atendemos a los
siguientes aspectos:

a) Significado conceptual del nimero decimal.

b) Relaciones con otros conjuntos numéricos: N, Z, D, Q, Iy R.

¢) Representaciones: notacion decimal, fraccionaria, la de los radicales y la
recta numérica.

Este estudio se lleva a cabo con dos poblaciones distintas (8 y 38 alumnos,
respectivamente), en cuanto al nivel de formacion matematica, que definimos alto y
medio, y en dos periodos diferentes, afio 2006 y 2007, respectivamente. Consiste, en un
primer momento, afio 2006, en el disefio, administraciéon y correcciéon de un nuevo
cuestionario (C2), que consta de tres preguntas sobre estructuras y procesos, al grupo de
alumnos con un nivel alto en formacién matematica. En un segundo momento, afo
2007, se administra y corrige el cuestionario (C2) a los alumnos con nivel medio en
formacion matematica. Todo esto ha contribuido también a la revision del cuestionario
y que nos sirvid de instrumento para la recogida de datos.

De igual manera que en el estudio exploratorio, para describir y analizar los
conocimientos matemadticos involucrados en las tareas que forman parte de los
instrumentos construidos en este trabajo se aplicard la Competencia Matematica Formal.

El analisis de las dificultades y errores cometidos por el alumnado en estas tareas
se llevara a cabo mediante la Competencia Cognitiva. Esto solo nos permitird conjeturar
sobre el origen de estos errores, al no disponer de entrevistas.

El tercer momento lo constituye la preparacion y desarrollo del Estudio
definitivo, llevado a cabo con un grupo de 28 alumnos futuros maestros de Primaria en
el curso 2008-09. Este estudio es un experimento de ensefianza dirigido por conjeturas.
De esta manera, en este caso se ha implementado un cuestionario (C2) y se ha
desarrollado, en un programa de formacion de Matematica, un experimento de
ensenanza guiado por conjeturas y se han realizado entrevistas individuales e informes
elaborados por los alumnos. Este momento (3. °) de la investigacion se ha desarrollado
en tres fases, a saber:

a) Fase de diagnostico y discusion a priori, se administra un cuestionario (C2)
se corrigen las pruebas y se seleccionan algunos alumnos que son
entrevistados.

b) En la fase segunda, la retroalimentacion se genera, especialmente, a partir de

dos unidades de aprendizaje: “Numeros, numerales, sistemas numéricos y sistemas de
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numeracion” 'y “Dificultades, obstaculos y errores en el aprendizaje de las
Matematicas”. La primera, trata del estudio de los nimeros y sus diferentes escrituras
considerando como elemento organizativo “lo decimal” y “la numeracion decimal”. De
manera concreta para su elaboracion nos apoyamos en una organizacion de “lo decimal”
y “la numeracion decimal” en el entorno escolar, en el que el conjunto de los nimeros
decimales es considerado como un sistema numérico que permite conectar y dar sentido
a los diferentes numeros y la escritura decimal es una representacion que debe ser
diferenciada del namero decimal y que permite establecer relaciones significativas con
las otras representaciones o escrituras de los diferentes niimeros. La segunda,
“Dificultades, obstaculos y errores en el aprendizaje de las Matematicas”, supone
proporcionar al alumnado un conocimiento teorico, técnico y practico que permita
analizar y reflexionar sobre el objeto nimero y sus diferentes escrituras y como estas
confusiones entre el objeto matematico y sus escrituras generan dificultades que a veces
se convierten en obstaculos. La elaboracion de esta unidad de aprendizaje constituye
una adaptacion para este alumnado del capitulo: Dificultades, obstaculos y errores en el
aprendizaje de las matemdticas en la Educacion Secundaria de Socas (1997).

En definitiva, este conocimiento pretende proporcionar a los estudiantes un
conjunto de herramientas tedricas, técnicas y practicas, que les sirvan para reflexionar
sobre las causas de los errores que han cometido al contestar las preguntas del
cuestionario.

c¢) En la tercera fase, de revision y produccion, se vuelve administrar el mismo
cuestionario y de igual forma que al principio, se selecciona una muestra de alumnos
para ser entrevistados (entrevistas finales o de la tercera fase que fueron también
audiograbadas). Asimismo, en esta fase, se les pide a cada alumno una tarea concreta
que denominamos, produccion, en la que cada alumno presenta un informe escrito sobre
sus dificultades, obstaculos y errores con los niimeros y sus escrituras, en relacion con
las tres preguntas del cuestionario, y referidas a los resultados expresados en la primera
prueba del cuestionario, que se les habia devuelto fotocopiado.

Esto nos ha permitido observar la evolucion y discusion de los resultados,
mediante las diferentes actividades realizadas y documentos aportados en el
experimento de ensefanza.

El analisis de las dificultades y errores cometidos por el alumnado en estas

tareas se llevard a cabo mediante la Competencia Cognitiva.
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En la siguiente tabla (Tabla 2.13) recogemos de forma resumida el marco

metodoldgico de la investigacion descrito con anterioridad.

MARCO METODOLOGICO DE LA INVESTIGACION

MARCO METODOLOGICO DEL ESTUDIO EXPLORATORIO

Poblacion: Alumnos del afio 2004 (36 alumnos) Fases:

- Disefio del Cuestionario (C1)

- Analisis del contenido matematico de C1
-Administracion y correccion de C1.

MARCO METODOLOGICO DEL ESTUDIO EXPERIMENTAL

Poblacion: Fases:
Alumnos del afio 2006 y alumnos del afio 2007 (8 | - Disefio del Cuestionario 2 (C2)
y 38 alumnos, respectivamente) - Analisis del contenido matematico de C2

-Administracion y correccion de C2
-Estudio de casos de alumnos del afio 2006

MARCO METODOLOGICO DEL ESTUDIO DEFINITIVO

Poblacion: Alumnos del curso 2008-09 (28 Administracion del
alumnos cuestionario C2
) FASE 1: - " —
. . . ., Discusion a priori
Diagnosis y discusion a —
. Correccion de pruebas
priori .
y eleccion de alumnos
para entrevistarlos
Puesta en practica del
FASE 2: L en p
. ., Experimento de
Retroalimentacion y ~
. ., . Ensefianza
discusion a posteriori - — —
Discusion a posteriori
Administracion del

cuestionario C2

Correccion de pruebas
y eleccion de alumnos
para entrevistarlos

FASE 3:
Revision y Produccion

Produccion: Informe
escrito

Tabla 2.13: Marco metodologico

2.4.1 la investigacion de disefio
En este apartado consideramos en primer lugar, los aspectos generales de la
investigacion de disefio (2.4.2.1) y, en un segundo lugar, los experimentos de ensefianza

transformativos y dirigidos por conjeturas (2.4.2.2).

2.4.2.1 Aspectos generales de la Investigacion de Diserio
El desarrollo de este punto lo hemos realizado tomando como referencia el
trabajo de Molina (2006).

La investigacion de disefio o investigacion basada en disefo es una metodologia
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de naturaleza principalmente cualitativa que ha sido aplicada y desarrollada en la
investigacion educativa. Estd mostrando ser de utilidad en el campo de la Didactica de
la Matematica y las Ciencias (Kelly, 2003).

Surgen de un intenso interés por entender el pensamiento de los nifios, y de la
necesidad de producir teoria que ayude a guiar la practica educativa en el aula y a
identificar practicas de ensefianza-aprendizaje eficaces, permitiendo adaptar las
condiciones de la enseflanza, para afectar la probabilidad de ciertos resultados o
sucesos. Se busca proveer conocimiento sistematico y garantizado sobre el aprendizaje
y producir teorias que guien la toma de decisiones de ensefianza hacia la mejora del
aprendizaje del alumno (Confrey, 2006).

Los estudios de disefio tienen sus raices en las entrevistas clinicas, los
experimentos de ensefianza rusos, la psicologia de Piaget y en el constructivismo radical
y social.

Parece ser que el uso de este término, investigacion de disefo, es adjudicado en un
principio a Collins (1992) y Brown (1992).

Collins (1992) distingue entre ciencias de lo artificial o de disefio y ciencias
naturales o analiticas, haciendo hincapi¢ en la importancia de tratar la educacion como
una ciencia de diseflo, no como una ciencia analitica, para poder determinar co6mo
diferentes disefios de ambientes de aprendizaje contribuyen al aprendizaje, cooperacion,
motivacion y demads variables dependientes del proceso ensefianza- aprendizaje (Collins
y otros, 2004; Confrey, 2006). En este sentido, Collins hace las siguientes
recomendaciones:

- Involucrar a los docentes como investigadores.

- Comparar innovaciones.

- Llevar a cabo valoraciones objetivas.

- Seleccionar innovaciones prometedoras.

- Involucrar competencia/habilidad multidisciplinar.

- Variar sistematicamente.

- Realizar revisiones frecuentes.

- Evaluar el éxito utilizando criterios multiples.

Brown (1992) describe los estudios de disefio como totalidades organizadas en
torno a ambientes de trabajo que son estudiados, ideados para desarrollar teorias de

aprendizaje y favorecer su diseminacion. Recomienda a los investigadores que deben
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considerar las aulas y laboratorios como lugares donde pueden emerger avances
teoricos.
Shavelson y Towne (2002), segin cita Confrey, 2006, definen este tipo de

estudios como:

Enfoques analiticos para examinar mecanismos que comienzan con ideas
teoricas que son testadas a lo largo del disefio, implementacion y estudio
sistemdtico de herramientas educativas (curriculo, métodos ensenianza, applets
informaticos) que dan cuerpo al mecanismo conjeturado inicialmente.

Estos autores clasifican esta metodologia de investigacion dentro de las
investigaciones que pretenden responder a la pregunta ;cémo y por qué esta pasando
algo?

DiSessa y Cobb (2004) describen estos estudios como intentos de entender y

mejorar procesos educativos, que son iterativos y situados y estan basados en teoria.

Confrey (2006) considera que estas investigaciones tratan de documentar que:

qué recursos y conocimiento previo ponen en juego los alumnos en la tarea,

como interaccionan los alumnos y docentes, como son creadas las anotaciones y

registros, como emergen y evolucionan las concepciones, qué recursos se usan, y

como es llevada a cabo la ensefianza a lo largo del curso de la instruccion,

mediante el estudio del trabajo de los alumnos, de grabaciones de videos y de
evaluaciones de la clase.

Kelly (2003) establece que la principal consideracion de esta metodologia es que
el uso de métodos que conectan los procesos de actuacion con los resultados tiene el
poder de generar conocimiento de aplicacion directa a la practica. Se persigue
comprender los procesos de ensefianza y aprendizaje cuando el investigador actia
activamente como un educador, abordando simultanea e iterativamente los procesos
cientificos de descubrimiento, exploracion, confirmacion y diseminacion.

El objetivo es producir conocimiento, apoyado por la evidencia, que guie la toma
de decisiones de la practica educativa para mejorar el aprendizaje de los alumnos. No se
pretende prescribir practicas de ensefianza sino, en términos de Confrey (2006), marcos
explicativos acompafiados de datos, evidencias y argumentos. Confrey entiende por
marcos explicativos modelos de resultados probables, intimamente conectados a sus
teorias, tan potentes como su unién a evidencias, que proceden de maultiples
interacciones en ambientes auténticos; tan rigurosos como la documentacion y analisis

que subyace a los aspectos anteriormente sefialados y tan validos como Ttiles sean para
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personas experimentadas en contextos similares. Concretamente, estos estudios son de
gran utilidad para investigar el desarrollo de conocimiento en ambientes enriquecidos,
en los que emergen ideas que dificilmente se desarrollan en ambientes naturales.

Los estudios de disefio son, por tanto, generadores, complejos, iterativos,
multivariables, multiniveles, intervencionistas y orientados por la teoria y hacia la
practica (Cobb y otros, 2003; Shavelson, Phillips, Towne y Feuer, 2003).

Asimismo, consideramos como caracteristicas fundamentales de estos estudios
las siguientes:

a) La complejidad de los ambientes de ensefianza provoca la necesidad de
distinguir entre aquellos elementos que son objeto de estudio y aquellos que se
consideran accidentales o condiciones del entorno (Barab y Squire, 2004; Cobb y otros,
2003).

b) Involucran multiples variables, muchas de ellas no pueden ser controladas.

¢) Se desarrollan en contextos de la vida real donde se produce algun tipo de
aprendizaje. La multiplicidad de contextos en los que estos estudios pueden tener lugar
es, junto con el tipo de personas involucradas, uno de los factores que ocasiona la
existencia de muy diversos tipos de estudios de disefio. Entre ellos destacamos los
experimentos de ensefianza trasformativos y dirigidos por una conjetura, de Confrey y
Lachance (2000), que detallamos mas adelante.

d) Intervienen diferentes tipos de participantes en su disefio, para utilizar
diferentes experiencias en su produccion y analisis. Siempre se encuentra el docente
implicado en el proceso de investigacion.

e) Las teorias que se desarrollan durante el proceso del experimento son
especificas a un dominio de aprendizaje y explicativas de la actividad del disefio. Estos
estudios no proveen de grandes teorias de aprendizaje, sino que tienen un alcance
tedrico intermedio. No obstante, estas teorias son esenciales para la mejora de la
educacion, entendida como un proceso generativo a largo plazo (Cobb y otros, 2003).

DiSessa y Cobb (2004) destacan la utilidad de estos estudios para el desarrollo
de constructos tedricos utiles para detectar orden, regularidades y patrones, en los
complejos contextos en los que se desarrollan.

f) Se caracterizan por un refinamiento progresivo ya que el disefio es
constantemente revisado a partir de la experiencia (Collins y otros, 2004). La
investigacion tiene lugar a través de ciclos continuos de disefio, puesta en practica,

andlisis y redisefio. Los investigadores que emplean esta metodologia hacen, testan, y
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refinan conjeturas sobre la trayectoria de aprendizaje basandose en la evidencias que
van obteniendo en el transcurso de la investigacion, colaborando o actuando como
docentes y recogiendo extensos registros sobre lo que los alumnos, los docentes y los
investigadores aprenden a lo largo del proceso (Disefio Basado en Investigacion
Colectiva (DBRC), 2003).

g) El andlisis y resultados de los estudios de disefio conlleva el andlisis de
multiples aspectos del disefio asi como el desarrollo de una descripcion, que define el
disefio en la préctica, a partir del analisis retrospectivo del proceso de investigacion
(Barab y Squire, 2004).

En cuanto a la evaluacion comentamos que autores (Cobb y otros, 2001; Cobb y
otros, 2003; Confrey, 2006; DBRC, 2003; Dede, 2004; Kelly, 2003, 2004; Shavelson y
otros, 2003) consideran cuatro aspectos que deben ser estudiados: fiabilidad,
replicabilidad, capacidad de generalizacion y utilidad.

La fiabilidad esta relacionada con el grado en que las inferencias obtenidas del
analisis retrospectivo sean razonables y estén justificadas, ya que, a partir de un
conjunto de datos se pueden hacer andlisis retrospectivos diferentes. La fiabilidad se
mide teniendo en cuenta el grado en que se presentan:

a) Un analisis sistematico que involucra la refutacion de conjeturas.

b) La utilizacion de criterios explicitos en las argumentaciones y afirmaciones
finales de tal manera que permitan a otros investigadores controlar el
analisis. Por ello, es necesario realizar una descripcion de cada una de estas
fases y que se fundamenten las inferencias realizadas.

¢) Otros investigadores, no todos relacionados con el contexto en el que se
tomaron los datos, que realicen una critica del analisis.

La replicabilidad se refiere a que las variables del proceso de aprendizaje
estudiado se puedan repetir potencialmente en otros contextos o situaciones. Por ello,
deben diferenciarse de aquellas que son dependientes del contexto.

La capacidad de generalizacion no esta relacionada con la representatividad de
la muestra sino con la posibilidad de que otros utilicen los productos obtenidos en la
investigacion para promover aprendizajes en otros contextos. La capacidad de
generalizacion depende del desarrollo de teorias de ensefianza especificas de un
dominio y por esta razon se recomienda llevar a cabo varios estudios basados en el

mismo disefo, pero adaptados a cada situacion, lo que permite profundizar en las teorias
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describiendo regularidades comunes a las situaciones tratadas. En este sentido, Molina

(2006) en su tesis doctoral comenta:

No se persigue obtener leyes universales e inmutables, sino crear modelos de
modos probables de andamiaje que conducen a resultados de aprendizaje
exitosos, por medio de teorias, materiales y enfoques instruccionales y
resultados progresivos, que permiten guiar la ensefianza relativa a contenidos
especificos. De este modo, estos estudios proveen informacion a los docentes, de
utilidad para dar sentido a sus experiencias en la practica. Son investigaciones
similares a los estudios de casos y etnograficos, en tanto que buscan aportar
detalles y especificidad de complejas interacciones prolongadas en el tiempo,
mds que establecer patrones representativos y generales.

La utilidad se refiere a que los resultados obtenidos deben dejar claro lo que
conlleva para la ensefianza. Este tipo de investigaciones reducen la desconexion que se
da entre la investigacion y la practica. Se les permite a los docentes utilizar los
resultados para adaptar, comprobar y modificar las secuencias de ensefianza en sus

clases.

2.4.2.2 Experimentos de enserianza transformativos y dirigidos por conjeturas

El estudio definitivo que se recoge en este informe es un experimento de
ensenanza transformativo dirigido por conjeturas, en términos de Confrey y Lachance
(op.cit).

Estos experimentos se llevan a cabo en el aula y estdn generalmente orientados a
investigar nuevas estrategias de enseflanza o analizar diferentes enfoques para el
tratamiento educativo de conceptos matematicos, su caracteristica fundamental es la
conjetura que define y actia de guia en el proceso investigativo.

El marco tedrico que lo sustenta es el constructivismo y que se complementa
desde una perspectiva sociocultural y una sensibilidad al pensamiento de los alumnos, al
reconocerse que, mediante la atencidon al pensamiento del alumno, se pueden detectar
relaciones, preguntas, representaciones, soluciones y, en general, posibilidades que se
escapan en ocasiones a la vision de los expertos.

La investigaciébn es en si misma una intervencion en el aula, aportando
informacion directa de como llevar los resultados a la practica.

En los siguientes puntos, que enumeramos a continuacion, desarrollamos las
caracteristicas de este disefio, segun Confrey y Lachance:

a) La conjetura y el marco tedrico.
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b) Desarrollo del experimento de ensefianza.

¢) Recogida de datos y analisis.

d) Evaluacion de la investigacion.

Para ello, tomamos como guia el resumen que Molina (2006) hace de estas

caracteristicas.

La conjetura y el marco tedrico

Los experimentos de este tipo se basan en una conjetura o inferencia basada en
pruebas incompletas o no concluyentes. Es revisada y elaborada a lo largo del proceso
de investigacion. No existen hipdtesis que hay que probar sino que la conjetura es la
guia de la investigacion, existiendo, ademads, objetivos y preguntas de investigacion a
las que se pretende dar respuestas.

Confrey y Lachance explican que la conjetura no esta fijada de antemano desde
el principio de la investigacion, sino que evoluciona constantemente a medida que la
investigacion progresa. En la conjetura se distinguen dos dimensiones: una de contenido
matematico y otra pedagdgica. Esta ultima dimension orienta al investigador en cémo
necesita ser organizada la clase para la ensefanza y qué tipos de actividades,
herramientas y recursos son necesarios para trabajar el contenido en cuestion. De
acuerdo con ella se van a claborar los elementos de instruccion de la intervencidn, a
saber: el curriculo, la interaccion en el aula, la ensefianza y la evaluacion. La conjetura
es una manera de reconceptualizar las estrategias con las que se abordan el contenido y
la pedagogia de un conjunto de objetos matematicos incluyendo, entre otros aspectos,
coémo las Matematicas deben ser organizadas, conceptualizadas o ensefiadas para un fin
educativo concreto.

La conjetura, para poder ser interpretada, debe estar situada en una teoria que la
relacione con otros aspectos de la educacion o de las Matematicas. La teoria sirve para
estructurar las actividades y la metodologia en el experimento de ensefianza, ayuda a
conectar las dos dimensiones de la conjetura, determina qué se cuenta como evidencia, e
influye en la elaboracion de las categorias de observacion y en la interpretacion de los
datos. La teoria, asi como la ideologia de los investigadores, interacciona con la
construccion y articulacion de la conjetura, influenciando todos los componentes de la

ensenanza disefiados para operativizar la conjetura.
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Desarrollo del experimento de ensefianza

Debido al papel fundamental que desempefia la conjetura en el disefio es
importante que se profundice, de forma previa al desarrollo del experimento, en su
comprension y definicion. Para ello pueden realizarse estudios preliminares relativos a
ciertos aspectos de la conjetura, si asi se considera necesario. Los resultados de estos
estudios deben incorporarse al plan general de disefio de la investigacion. La obtencion
de productos de varias formas y estructuras, permite asegurar que la conjetura llegara a
una diversidad de publico que podra contribuir a su desarrollo.

A continuacion realizamos una descripcion del papel en la intervencion en el
aula de cuatro elementos principales de la ensefianza: el curriculo, la interaccion en el
aula, el docente y la evaluacion.

Con respecto al curriculo, la conjetura determina que contenidos se deben tratar
durante la intervencion en el aula asi como tener en cuenta los que se han abordado en
lo que ha transcurrido de curso. Esto supone, que en el caso en el que el docente y el
investigador no sean la misma persona, obligar a mantener ciertos compromisos con el
docente. El curriculo no se disefia por completo desde un principio, ya que algunas
decisiones relativas al experimento se tomaran teniendo en cuenta lo que ocurra en las
intervenciones previas.

Las actividades deben ser disefiadas de forma flexible y abierta, para poder
adaptarlas en funcion de las respuestas e innovaciones aportadas por los alumnos. La
interaccion del investigador con los alumnos permite profundizar en diversos aspectos
del contenido, siempre observandolo desde la Optica de la conjetura. Los cambios en el
curriculo serdn mas significativos y mayores en numero que los que se dan en la
conjetura, ésta debe sufrir simples elaboraciones y refinamientos evolutivos.

El investigador deberd decidir como va a estructurarse la ensefianza teniendo en
cuenta las dos dimensiones de la conjetura, nombradas con anterioridad. El tipo de
actividades seleccionadas determinard, de alguna manera, el tipo de interaccion
esperada en el aula durante la intervencion. La forma en la que se lleva a cabo las
interacciones en el aula es decisiva para planificar los métodos de recogida de datos.

Con respecto al papel del docente es importante saber que éste viene
caracterizado por la conjetura y por las actividades elegidas. Debe conocer la conjetura
en profundidad, intervenir en el analisis preliminar y final de los datos y en la

planificacion de las sesiones. Constituye un miembro del equipo investigador.
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Las actividades de evaluacion del aprendizaje y progreso del alumnado deben
comunicarse y ser consistentes con el contenido, la pedagogia, el marco tedrico de la
conjetura y con los otros componentes de la intervencion. Los resultados de la
evaluacion no solo aportaran datos relacionados con el impacto de la intervencion, sino
informaran sobre el proceso de intervencion. Esto guiard la evolucion de la conjetura y
del curriculo. Confrey y Lachance aconsejan realizar diferentes tipos evaluaciones a lo

largo de la investigacion.

Recogida de datos y analisis

En este tipo de investigaciones deben utilizarse multiples métodos de recogida
de datos, tales como: grabar las sesiones de interaccion en el aula en video y tomar
notas, realizar evaluaciones individuales de los alumnos y tomar muestras de sus
trabajos escritos, y anotar los pensamientos y reflexiones de los investigadores sobre la
interaccion.

En este disefio de investigacion son necesarios dos tipos de analisis de datos, los
cuales tienen lugar en momentos diferentes.

El primero es denominado analisis preliminar y continuo y se refiere al estudio
de los datos después de cada intervencion. Los resultados de este analisis guian la toma
de decisiones con respecto a futuras intervenciones y contribuyen a facilitar la revision
y el desarrollo de la conjetura.

El segundo es denotado andlisis final, en el que se estudian el proceso de
investigacion y todos los datos recogidos. Este andlisis permite construir un relato
coherente de la evolucion de la conjetura y del pensamiento de los alumnos a lo largo de
la intervencion. Asimismo, los métodos que se utilizaran dependeran de los usados para

recoger los datos, los resultados del andlisis preliminar y la conjetura en si misma.

Evaluacion de la investigacion

Estos autores, Confrey y Lachance, consideran que por las caracteristicas de este
tipo de investigacion no se pueden aplicar los estandares de calidad que se siguen en
otras mas tradicionales: validez interna, validez externa, fiabilidad y objetividad. Por
ello, proponen como indicadores de la calidad de la investigacion, la calidad de los
procesos internos de la investigacion y su impacto potencial en la practica.

A continuacion haremos una descripcion de estos indicadores de calidad.

a) La calidad de los procesos internos
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Se proponen como medidas para la evaluacién el poder explicativo de la
conjetura, la racionalidad de la reconstruccion de la historia del proceso de
investigacion y la fidelidad a la posicion ideologica.

La calidad de la conjetura puede ser considerada como un asunto de validez
aparente, juzgada por observadores externos. Al final del estudio, investigadores y
docentes pueden evaluar la validez aparente de la conjetura elaborada, analizando su
contenido, su camino de evolucion, la pedagogia y el marco tedrico.

La calidad del proceso puede analizarse evaluando la coherencia de la historia
que describe la relacion dialéctica entre la conjetura y los sucesos ocurridos en el aula.
Debido a ello, es necesario aportar datos tanto preliminares como del analisis final.

La fidelidad del estudio a su posicion ideoldgica puede ser juzgada a través de
una audiencia externa que valore si los datos obtenidos del alumnado son
suficientemente auténticos y extensos, para convencer al lector de las argumentaciones
que se estan realizando.

Del mismo modo, es importante que los datos sean creibles, fiables y que se
puedan confirmar. Para ello, los investigadores necesitaran demostrar que se ha
reconstruido de forma correcta lo que los alumnos estaban experimentando. También
deben describir con detalle las decisiones metodologicas y analiticas tomadas, y probar
que los resultados proceden de los datos recogidos. Es importante presentar argumentos
convincentes que confirmen los resultados de la investigacion.

b) Valoracion del impacto potencial

Supone evaluar el modo en que los resultados estan conectados con un cambio
alcanzable. Para ello, estos autores proponen los siguientes criterios:

* Viabilidad: Los productos de la investigacion deben ser viables de aplicar y

utiles en todas las aulas.

* Sostenibilidad: Los productos de calidad deberan resistir y mantener sus
impactos durante un periodo considerable de tiempo. Esto solo podra
verificarse con el paso del tiempo, pero puede ser evaluado mediante
comparacion con otro tipo de productos.

* Naturaleza convincente: Los resultados y productos de la investigacion
deben convencer de la necesidad del cambio a los docentes afectados.

* Adaptabilidad: Los productos deben ser adaptables a multiplicidad de

contextos.
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* (apacidad generativa: La conjetura debe aportar a lo docentes un modo
poderoso de volver a conceptualizar una variedad de sucesos, relaciones y
practicas.

Confrey y Lachance plantean que estos criterios son demasiado ambiciosos para

un solo equipo de investigacion. Sin embargo, consideran que conforme la investigacion
y la practica se encuentren mas integrada, los investigadores desarrollaran su capacidad

de evaluar estos criterios de forma previa a la implementacion de los estudios.

2.4.2 Evaluacion

Por un lado, la evaluacion del experimento de ensefianza se fundamenta en las
caracteristicas de la de este tipo de investigaciones, ampliamente tratadas en el apartado
anterior.

Por otro lado, los resultados que se obtienen de las tareas planteadas a los
alumnos, seran evaluados utilizando las herramientas de ELOS: el analisis de contenido
matematico, segun la Competencia Matematica Formal, y el andlisis de los errores,
siguiendo la Competencia Cognitiva.

La Competencia Matematica Formal (CMF) es un instrumento de gran utilidad,
por ejemplo, para analizar significados atribuidos a los objetos matematicos desde la
perspectiva institucional, curriculo, libros de textos mediante la elaboracién de un mapa
de los contenidos tratados (véase la Competencia Matematica Formal).

La Competencia Cognitiva (CC) nos ofrece un instrumento para analizar el
origen del error que es estudiado desde tres perspectivas diferentes: afectividad,
ausencia de sentido y obstaculo (véase la Competencia Cognitiva).

Del mismo modo, para organizar y analizar la informacién utilizamos varios
procedimientos de andlisis: tablas, esquemas de andlisis, redes sistémicas (Bliss, Monk,
y Ogborn, 1983), transcripciones de las entrevistas, informes y triangulacién de los

datos.
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CAPITULO 3. ESTUDIO EXPLORATORIO CON ESTUDIANTES
PARA MAESTROS

3.1 INTRODUCCION

32 PLANTEAMIENTO DEL ESTUDIO. PREGUNTAS DE
INVESTIGACION, OBJETIVOS Y CONJETURA

3.3 METODOLOGI{A

3.4 FASES DEL EXPERIMENTO

3.5 DESCRIPCION Y ANALISIS DE LOS RESULTADOS

3.6 DISCUSION Y CONSIDERACIONES FINALES
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3.1 INTRODUCCION

En este capitulo se describe el estudio exploratorio con estudiantes para maestro.

Se comienza con el problema de investigacion, las preguntas que formulamos,
los objetivos y conjeturas que planteamos.

Se especifica, a continuacion, la metodologia aplicada haciendo énfasis en los
aspectos relativos a la poblacion, a los instrumentos de recogida de datos y a la
evaluacion.

De la misma manera, describimos las fases del experimento en las que se
tendran en cuenta el disefio y administracion del cuestionario (C1). En este apartado,
también, se afiade un analisis de los contenidos matematicos del cuestionario.

Se finalizard con la presentacion de los resultados obtenidos y con las
consideraciones finales que formulamos.

Parte de los contenidos de este capitulo se recoge en el trabajo de Moreno, Socas

y Hernandez (2004).

3.2 PLANTEAMIENTO DEL ESTUDIO. PREGUNTAS DE INVESTIGACION,
OBJETIVOS Y CONJETURA

Sabemos que muchos alumnos terminan sus estudios no universitarios con ideas
confusas sobre los nimeros [Robinet (1986), Fischbein (1994)], y, éstas no se subsanan
correctamente en los estudios universitarios. Especial interés para la Didactica de la
Matematica tiene la imagen mental que el profesor y el maestro adquieren sobre los
Sistemas Numéricos en general y los nimeros decimales en particular.

En el ambito de la formacion del profesorado de Matemadticas de Educacion
Secundaria, (Socas, 2001) estudia a 67 alumnos de 5.°, curso de Ciencias Matematicas,
especialidad de Matematicas Fundamental de la Universidad de la Laguna (ULL),
durante los cursos 1993-97, mediante la realizacion de actividades en las que se pedian
que sefialaran qué numeros estaban representados por determinadas expresiones
semidticas. Observa en estos alumnos dos tendencias en relacion con los niimeros
decimales. La primera: “el nimero decimal como sinénimo de ntimero real” (85%). La
segunda: “el nimero decimal como numero expresado mediante una escritura numérica
con coma” (15%).

Tomando como antecedente estos resultados en estos alumnos nos cuestionamos
coémo responderan los alumnos que estudian para maestros en cuestiones analogas. Nos

planteamos para ello un trabajo que consiste en una primera exploracion cuya finalidad
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es analizar la problematica de los nimeros decimales y sus distintas representaciones y
sus relaciones con otros sistemas numeéricos, en los alumnos de la Facultad de
Formacion del Profesorado de ULPGC. Inicialmente nos hacemos las siguientes
preguntas:

a) (Qué competencias tienen nuestros alumnos de la Facultad en relacion con
los nimeros decimales?

b) (Qué imagen mental tienen del nimero decimal?

c) (Establecen correctamente las relaciones entre los diferentes Sistemas
Numéricos: NCZCDCQCR, QUI=R y ONI=0?

Por ello, nos planteamos el siguiente objetivo general:

a) Estudiar y valorar los conocimientos y destrezas del alumnado acerca de los
decimales.

b) Analizar qué significados conceptuales y procedimentales tienen los
alumnos sobre los decimales y qué relaciones establecen entre los conjuntos
numeéricos.

Asimismo, conjeturamos que en estos alumnos se va a presentar con mayor

frecuencia la segunda tendencia, encontrada en el trabajo de Socas (op.cit), en relacion
con los niumeros decimales: “el nimero decimal como numero expresado con una

escritura con coma”.

3.3. METODOLOGIA

Para describir y analizar los conocimientos matematicos involucrados en las
tareas que forman parte de los instrumentos construidos en este trabajo, se aplicara el
Modelo de Competencia Formal. Esto nos permite delimitar la validez de las cuestiones
planteadas, anticipar conflictos potenciales en las respuestas de los alumnos y evaluar
los significados personales de los alumnos.

El andlisis de las dificultades y errores cometidos por el alumnado en estas
tareas se llevard a cabo mediante el Modelo de Competencia Cognitivo. Esto solo
permitira conjeturar sobre el origen de estos errores, al no disponer de entrevistas.

La poblacion fue 36 alumnos, correspondientes al primer curso de Maestros de
la Especialidad de Educacion Infantil, de la Facultad de Formacion del Profesorado de

la Universidad de Las Palmas de Gran Canaria.
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En cuanto a las fases e instrumentos de recogida de datos, podemos decir que el
estudio se plantea en una Unica fase de indagacion inicial en el que se aplica un

cuestionario como instrumento de recogida de datos.

3.4. FASES DEL EXPERIMENTO
El estudio se inicia con el disefio de un cuestionario del que se lleva a cabo un
andlisis de contenido matematico de cada pregunta, se prosigue con la administracion de

¢ste a la poblacion elegida y se concluye una correccion y evaluacion de los resultados.

3.4.1. Disefio, administracion y correccion del cuestionario

Para recoger informacidon que nos permita encontrar respuestas a las preguntas
formuladas se elabord un cuestionario (C1, Anexo 1) con 38 preguntas, la mayoria de
respuestas multiple. Se ha disefiado teniendo en cuenta tres aspectos de los niimeros
decimales: funcional, fenomenologico y conceptual, que organizan el modelo de
competencia formal de los nimeros decimales y describen el significado institucional
que se atribuye a los mismos en este nivel tematico.

En el aspecto funcional distinguimos el uso y la utilidad de los niimeros
decimales en diferentes contextos. En el aspecto fenomenoldgico distinguimos: el
orden, la densidad, las representaciones, asi como las relaciones con los otros nimeros.
En el aspecto conceptual consideramos los significados conceptual y procedimental de
los nimeros decimales.

A efectos practicos se distribuyen en los siguientes ejes tematicos:

a) Significado conceptual de nimero decimal.

b) Significado procedimental: Operaciones con nimeros decimales.

¢) Orden en los numeros decimales.

d) Densidad de los nimeros decimales.

e) Representaciones.

f) Relaciones con otros conjuntos numéricos.

g) Uso y utilidad de los nimeros decimales.

Las cuestiones estan disefiadas no solo para que se puedan estimar los
conocimientos y destrezas, sino para detectar habilidades, para aplicar procedimientos y

resolver problemas.
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Las preguntas tienen su origen en los siguientes trabajos, a saber: Brown en Hart
(1981), Centeno (1988), Socas (2001), asi como actividades tomadas de libros de texto
de Educacion Secundaria y de elaboracion propia.

Las tareas en su conjunto se relacionan con el primer objetivo, mientras que,
fundamentalmente, las cuestiones numero 13, 14, 18, 21, 22, 23, 24, 29, 31, 34 y 37,
con el segundo objetivo.

El cuestionario se realizoé en dos sesiones, en dias distintos, de una hora cada
una, en la primera semana de clases después de las vacaciones de Navidad del afio 2004.

La correccion del cuestionario nos permitira expresar el primer objetivo, estudiar
y valorar los conocimientos y destrezas del alumnado acerca de los decimales, en
términos de competencias especificas que tienen los alumnos encuestados. Se
consideraran tres niveles de competencias: alta, mas del 75%, media entre el 25% y el
75%, y baja menos del 25%. El segundo objetivo, analizar qué significados
conceptuales y procedimentales tienen los alumnos y qué relaciones establecen entre los
conjuntos numéricos, serd analizado en términos de dificultades y errores que tienen los

alumnos.

3.4.2. Analisis del contenido matematico segun la competencia matematica formal
(CMF) del cuestionario C1

La Competencia Matematica Formal (CMF) para los campos numérico,
algebraico y analitico queda caracterizada, segiin Socas (2010) por la semiosis que tiene
como referentes las tres componentes del campo conceptual: operaciones, estructuras y
procesos, y como contexto: las situaciones problemadticas, el lenguaje y los argumentos,
como se ha indicado en el capitulo 2. Brevemente, el campo conceptual y el contexto

quedan esquematizados de la forma siguiente (Figura 3.1):

MODELIZACION
RAZONAMIENTOS

GENERALIZACION A?@wgs
DESCRIPCION JUSTIFICACION

(ARGUMENTACION)

SUSTITUCION
FORMAL

) ELABORACION
RESOLUCI (PRODUCCION)

TECNICAS ESTRUCTURAS

o . Situacion

peraciones Estructuras problemifica Representaciones

OPERACIONES 0S/  PROPIEDADES IDENTIFICACION 5
ALGORITMOS/ CONCEPT - PLANTEAMIENTO RECONOCIMIENTO TRANSFORMACION
REGLAS DEFINICIONES (CONVERSION)

Figura 3.1: Esquema del campo conceptual y contexto
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El primero de los esquemas expresa los diferentes dominios de la actividad
matematica, en relacion con el campo conceptual desde la perspectiva formal y sus
diferentes relaciones. Esto quiere decir que se describe la dualidad de los objetos
matematicos en relacion con el conocimiento matematico conceptual/procedimental del
campo que se estudia. Cada componente (operaciones, estructuras y procesos) a su vez
estd determinada por otras tres componentes que describen una nueva semiosis. La
componente “Operaciones” queda determinada por la semiosis: operaciones, algoritmos
(reglas) y técnicas; la componente “Estructuras” por: conceptos (definiciones),
propiedades y estructuras; y la componente “Procesos” por: sustituciones formales,
generalizacion y modelizacion.

El segundo de los esquemas describe la contextualizacion del campo conceptual.
Las componentes del contexto son: Situaciones problematicas que se abordan en el
campo conceptual, Lenguaje (Representaciones) y Argumentos (Razonamientos) que se
utilizan en el desarrollo de la situacion problematica. Del mismo modo, las tres
componentes del contexto, quedan determinadas por las respectivas semiosis. Para las
Situaciones problemadticas: identificacion, planteamiento y resolucion; para las
Representaciones  (lenguaje): reconocimiento, transformacion (conversion) vy
elaboraciéon (produccion); y para Argumentos: descripcion, justificacion y
razonamientos.

Este modelo (CMF) se puede utilizar como instrumento para realizar andlisis de
significados atribuidos a los objetos matematicos desde la perspectiva institucional,
curriculo y libros de textos.

En este punto tomamos la CMF como instrumento para analizar los contenidos
matematicos de cada pregunta del Cuestionario C1, implementado en el Estudio

Exploratorio que tratamos en este capitulo.

Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 1

La situacion problematica que se plantea es la siguiente:

1. Escribe:
a) Seis décimas 0,6
b) Tres centésimas ~ ...........

c¢) Cuatro milésimas ~ ...........
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d) Treinta y siete milésimas ...........

¢) Cuarenta centésimas  ............

Se pretende que el resolutor transforme una escritura decimal verbal en una
escritura decimal simbolica. Por ello, como sistema de representacion tenemos el de
Numeracion Decimal Ampliado. Los é&mbitos son el reconocimiento, y la
transformacion. Al tratarse de una transformacion dentro del sistema se da un proceso.
En este proceso se ponen en juego las reglas de escritura del Sistema de Numeracion
Decimal Ampliado, que constituyen operaciones, y los conceptos de décima, centésima
y milésima. Estos conceptos son objetos de la estructura que constituye el Sistema de
Numeracion Decimal Ampliado. Por otra parte, y en relacion con los razonamientos,
podemos decir que nos encontramos con la relacién Parte- Todo, transformacion de una

escritura a otra y analogia.

Analisis del contenido matematico de la pregunta n.® 2

La situacion problematica que se plantea es la siguiente:

2. Elige la respuesta correcta:
a) 735,6125="735x 10000 + 6125
b) 735,6125 =735+ 6/10000 + 1/1000 + 2/100 + 5/10
c) 735,6125="735+6/10+ 1/100 + 2/1000 + 5/10000

Se trata de reconocer la propiedad del Sistema de Numeracion Decimal
ampliado de la descomposicion polindmica de un nimero decimal. Por lo que se pone
en juego una estructura. En la actividad se presenta solo la descomposicion de la parte
decimal en los distintos 6rdenes de unidades (inferiores a la unidad). Para ello, se
pretende que se haga una lectura de la expresion decimal de la siguiente manera: 735
unidades, 6 décimas, 1 centésima, 2 milésimas y 5 diezmilésimas.

Este procedimiento pertenece al dominio de las operaciones.

También este resultado se expresa en suma de fracciones decimales. Tiene lugar,
por tanto, una conversion entre las representaciones decimal y fraccionaria, y que
constituye un proceso. Este proceso se relaciona con la operacion a través de la

estructura para obtener la igualdad correcta.
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En cuanto a los sistemas de representacion tenemos la notacion decimal y la
fraccionaria y los &mbitos son reconoce y transforma.
Los razonamientos son: La relacion Partes — Todo, descomposicion y

transformacion.

Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 3

La actividad que se plantea es la siguiente:

3. Efectuar:
a)0,1-513=
b)3,17:0,01 =

Se trata de que el alumno aplique que

b
(x*—=x:—; ay b=0yaybe Z):
a

a
b
a) Multiplicar el nimero por una décima es lo mismo que dividirlo por 10.

b) Dividir el nimero por una centésima es lo mismo que multiplicarlo por 100.

Por ejemplo:

0,1 - 513 = - 5,13 = 513 : 10 = 0,513
Conversion Multiplicar Dividir por
a fraccion un numero la unidad
decimal por una seguida de
(Proceso) fraccion ceros

(Estructura) (Operacion)

Por ello, se plantea una actividad en la que se utilizan la notacion decimal y la
fraccionaria y que se inicia con un proceso, convertir la expresion decimal a fraccion
decimal, que se relaciona con una operacion a través de una estructura. Posteriormente
se aplica una estructura, el concepto de multiplicacién de una fraccion por un nimero,
en la que se hace uso del algoritmo de la division por la unidad seguida de ceros.

Los razonamientos que se dan son: Esquemas (x, /), la Relacion Parte-Todo y la

conversion entre representaciones.
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Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 4

La situacion problematica que se plantea es la siguiente:

4. El nimero de habitantes de una ciudad es de 4727986. Si tomamos como
unidad:
a) el millar, el nimero de habitantes se expresara ....................
b) el millén, el nimero de habitantes se expresara .....................

c) la decena de millon, el nimero de habitantes se expresara ......................

En cada apartado de la tarea se propone realizar un cambio de unidad para
representar una cantidad de magnitud. Estd tomada de Centeno (1988) y le atribuye el
objetivo de recodificar un nimero entero en un contexto de medida.

El sistema de representacion es el Sistema de Numeracion Decimal Ampliado.

Se pretende que el alumno coloque la coma, que indica la unidad elegida para el
cambio, detras de la cifra que sefala dicha unidad. En la actividad se da un proceso,
cambio de unidad, que se relaciona con la regla anterior a través de la estructura que es
el Sistema de Numeracién Decimal.

Los razonamientos son: Relacion Parte-todo y la conversion entre unidades de

un mismo sistema.

Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 5

La tarea que se plantea es la siguiente:

Esta es la unidad

El area sombreada €s: ..........cccceveeeeveieennenennnen. (En escritura decimal)

141



Esta tarea esta tomada de Brown (1981) y se le asigna el objetivo: trabajar los
decimales a partir de la medida, en la que se realiza la subdivision de la unidad, en un
contexto continuo.

En la situacion problematica planteada se pide realizar un cambio de registro de
la representacion en diagrama rectangular a la notacion decimal. Se pone en practica un
proceso. El alumnado debe contar las unidades enteras y las décimas (2,2). Este ultimo
procedimiento constituye una operacion. El proceso se relaciona con la operacion a
través de la estructura.

Los razonamientos principales son: La relacion Parte-todo, agrupar-desagrupar

en el Sistema de Numeracién Decimal Ampliado y la transformacion.

Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 6

La situacion problematica que se plantea es la siguiente:

6. (Qué parte de la unidad representa el numero de bolas negras en cada

apartado?

QOO 00O
OOOOOOO 000 O

Estaes launidad

Estaes launidad

b)

En ambos apartados se pide un cambio de registro de la representacion en

diagramas de puntos a la notacion fraccionaria. Este procedimiento constituye un
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proceso. El alumno debe contar, lo que constituye una operacion, el total de bolas que
compone la unidad y las bolas negras que se toman y expresar la relacion mediante una
fraccion. Se aplica el concepto de fraccion como relacion Parte-Todo. Las fracciones
que se obtienen son equivalentes. Por lo tanto, pertenecen al dominio de las estructuras.
Se pone en juego la relacion de un proceso con la operacion a través de la estructura.
Los razonamientos principales son: La relacion Partes-Todo, la transformacion y

la proporcionalidad.

Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 7

La actividad que se plantea es la siguiente:

7. ({Cual es el mayor de los numeros: 0,09; 0,385; 0,1814?

Se trata de una actividad, extraida de Brown (op.cit), en la que se comparan
nimeros decimales, expresados en notacion decimal, para elegir el mayor de los tres. Se
pretende que el alumnado aplique el procedimiento que consiste en considerar como
mayor el que mayor tenga la parte entera. Si tienen la misma parte entera se compara la
parte decimal, afiadiendo ceros a la derecha para que tenga igual nimero de cifras
decimales y se elige como el mayor el que mas décimas tenga, si éstas son distintas. Si
tienen las mismas décimas, se procede a repetir la comparacion con las centésimas, y asi
sucesivamente hasta la Ultima cifra. Este procedimiento pertenece al dominio de las
operaciones.

En cuanto al razonamiento se pone en juego la relacion Parte-todo y la

comparacion de elementos.

Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 8

La situacion problematica que se plantea es la siguiente:

8. Sefiala el nimero mas préximo a 0,18 entre los siguientes:

0,1 10 02 20 0,01 2
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Esta actividad, tomada de Brown, es del mismo tipo que la anterior, pero el
alumnado debe elegir el mayor de los que més se aproximan al niimero dado, se trata de

una aproximacion por exceso.
Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 9

La situacion problematica que se plantea es la siguiente:

I. Colocar el nimero que corresponde en la casilla en blanco en cada

':-‘ce-:‘re

apartado:

a)

b)

c) "

-+
“+
-
-+
+
-~
+

-

d) T T e e
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En la situacion problemadtica planteada se pide hallar un numero decimal
asociandolo con un punto que estd sefialado en la recta. Se presenta la recta con la
suficiente informacion para poder llevar a cabo la actividad. El punto pertenece a un
intervalo cuyos extremos son nimeros decimales, expresados en notacion decimal, que
se encuentra dividido en diez partes iguales. Los dos extremos del intervalo se sitian a
la derecha del cero o a la izquierda. Por ello, podemos decir que los sistemas de
representacion que se utilizan son la recta decimal y la notacién decimal y se pide un
reconocimiento de estos sistemas y una conversion que va de la recta a la notacion
decimal. Este ultimo contenido supone un proceso. Asimismo, tenemos implicitas, en
un principio, las estructuras: nimero decimal, recta decimal y Sistema de Numeracion
Decimal. Del mismo modo, el alumno debe manejar los convenios para representar los
nimeros positivos y negativos en la recta, aspecto relacionado con la técnica para
representar nimeros en la recta y, por lo tanto, con el dominio de las operaciones. El
punto coincide con una de las diez partes o con la mitad de una de ellas. Aparece asi la
relacion Partes — Todo y la conversion entre representaciones como razonamientos y el
concepto punto medio de un segmento. Ademas se aplican los conceptos, relativos al
Sistema de Numeracion Decimal, de décima y centésima. También se pone en juego el
orden de los decimales. Estos conceptos pueden ser considerados como estructuras.
Asimismo, para finalizar la actividad el alumno debera contar hacia la derecha o a la
izquierda décimas o centésimas, a partir de un entero o de un decimal no entero.
Consideramos por tanto, que el dominio operaciones tiene también como ambito la
operacion contar.

Debemos afiadir que en la descripcion del andlisis de los contenidos
matematicos de una actividad se dan tres relaciones fundamentales, a saber: operaciones
y procesos, operaciones y estructuras, y operaciones y procesos a través de las
estructuras (Socas, 2010).

Los razonamientos son: La relacion Parte-Todo y conversiones entre

representaciones.

Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 10

La situacion problematica que se plantea es la siguiente:

10. Ordena de menor a mayor los siguientes nimeros:
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-0,99 0,63 -1,5 1,4 -1,6 0,1524

Esta pregunta aborda el concepto de orden en los numeros decimales. Se trata
por tanto, de una estructura. El alumno debe aplicar un procedimiento para ordenarlos a
saber:

a) Los negativos son menores que los positivos.

b) Los positivos se ordenan segiin método expuesto en la pregunta n° 7.

c) Los negativos se ordenan de menor a mayor teniendo en cuenta que:

Sild =1|p| = a < b.
Se trata de una estructura que se relaciona con una operacion.

Los razonamientos son: La relacion Partes-Todo y la comparacion de elementos.

Analisis del contenido matematico de la pregunta n.” 11

La actividad que se plantea es la siguiente:

11. ;Cual de las siguientes ordenaciones de numeros es correcta?

a. 3/4<4/3<7/6
b. 5/4<-7/6 <4/3
c. 2/3<3/4<5/4

Se pretende que el alumno identifique la ordenacion correcta de tres racionales
expresados en notacion fraccionaria. Para ello, se pone en juego la estrategia mas
conocida que consiste en expresar las fracciones de cada apartado mediante fracciones
equivalentes de igual denominador y comparar posteriormente los numeradores. Esta
actividad pertenece al dominio de las operaciones.

Los razonamientos que se ponen en juego son: Relaciéon Partes-Todo,

Proporcionalidad y la comparacion de elementos.

Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 12

La situacion problematica que se plantea es la siguiente:
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12. Fabrica una cadena de 99 eslabones con 251 gramos de oro. ;Cuanto

pesara cada eslabon?

Se trata de una situacion problematica contextualizada en la que est4 involucrada
la division decimal como concepto y como algoritmo. El resultado es un racional no
decimal, expresado en notacion decimal infinita periddica. Por lo que el alumno debe
dar una aproximacion decimal del resultado de la division. Esta actividad pertenece al
dominio de las estructuras en la que se hace uso de operaciones (algoritmo de la
division y la aproximacion)

Los razonamientos son: La relacion Partes-Todo, el esquema (x,/) y la

aproximacion.

Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 13

La situacion problematica que se plantea es la siguiente:

13. ;Cual es el numero mas proximo a 59:190?

0,003 0,03 03 3 30 300 300

Actividad, tomada de Brown, en la que el alumnado debe efectuar la division de
dos enteros, sacando cifras decimales hasta las milésimas y comparar el resultado con
los siete nimeros dados. Se trata por tanto una actividad que pertenece al dominio de las
operaciones.

Los razonamientos son: La relacion Partes-Todo, el esquema (x,/) y la

aproximacion.

Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 14

La situacion problematica que se plantea es la siguiente:

14. ;Cuales de los siguientes numeros son iguales a 0,5?
a) 0,500

b) 0,49999...

c) 12

d) 0,49
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e) 5x 107
f) 50%

Se presentan distintas maneras de expresar el nimero decimal 0,5, que
constituye una estructura. Los sistemas de representacion son la notacion decimal, la
fraccionaria, la notacion en forma de porcentaje y la notacion en forma de potencia.
Aparecen otras escrituras que no se corresponden con las del nimero. El alumno debe
realizar cambios de registros para igualar, en los casos que proceda, a 0,5. En el
apartado b), habra que determinar la fraccion generatriz y simplificarla, lo que define
una operacion. En el apartado c), habra que dividir el numerador por el denominador,
estamos asi en una operacion. Del mismo modo, los apartados e) y f) expresar los
numeros dados en forma de fraccion y de ésta a notacion decimal. Se trata de un
proceso relacionado con la operacion a través de la estructura.

Los razonamientos son: relacion Partes-Todo, esquema (x,/) y transformacion.

Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 15

La tarea que se plantea es la siguiente:

15. Observa el diagrama que se adjunta. ;Cudl es el nimero que estd mas proximo a

V29

a) 1
b) 1,2
c) 1,5
d 2

En esta situacion aparecen las notaciones decimal, radical y el sistema de
representacion de la recta numérica. Se pretende que el alumnado interprete, haciendo
uso de la recta, que 1,5 estd mas proximo a V2 que el resto. Los valores criticos y que
merecen ser analizados son 1,2 y 1,5. Por un lado, deberé asignar al punto marcado en

la recta, en el intervalo (1, 2), el nimero decimal 1,5 (estructura). Para ello debe contar
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(operacion) una unidad y media (la unidad se presenta dividida en dos partes iguales).
Por tanto, se trata de un cambio de registro de la recta a la notacion decimal (proceso)
que es llevado a cabo con un recuento (operacion), pero sabiendo que lo que se hace es

la representacion del numero decimal 1,5 (estructura). Por otro lado, hay que estimar
que 1,5 estd mas cerca de V2 que 1,2. Para ello se puede contar la diferencia entre las

décimas de cada valor con las de /2. Se trata de un proceso, cambio de registro a
notacion decimal del irracional, que se relaciona con una operacion, restar las décimas,
a través de la estructura.

Los razonamientos son: relacion Partes — Todo, transformaciéon de

representaciones y aproximacion.

Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 16

La situacion problematica que se plantea es la siguiente:

16. Dado el numero 4,256197. Se pide:
a. Redondea a unidades.........oooovvvvviiiiiiiiiiii
b. Redondea a CentéSimas. .......uuueeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeenes

Redondea a milESImas........eeeveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeees

a o

Redondea a clenmiléSimas.......ooeeeveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee.

Se pretende que se aplique la técnica de redondeo a una expresion decimal finita
que representa a un numero decimal. Esta actividad pertenece al dominio de las
operaciones.

Los razonamientos son: relacion Partes-Todo, agrupamiento en el Sistema de

Numeracion Decimal Ampliado y aproximacion.

Analisis del contenido matematico de la pregunta n.® 17

La situacion problematica que se plantea es la siguiente:

17. Redondea a centésimas los siguientes niimeros:

a. 13/17
b. 127/438 ...
c. 1173
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En este item el alumno debe aplicar la técnica de redondeo a centésimas a un
numero expresado en notacion fraccionaria. En primer lugar deberd obtener la expresion
decimal correspondiente a la fraccion y, posteriormente, redondear a la centésima. En
un principio, hay un cambio de registro de la notacién fraccionaria a la decimal
(proceso), efectuando la division entre el numerador y el denominador (operacion),
sabiendo que ambas expresiones representan a la misma estructura. Finalmente, se
aplica la técnica de redondeo (operacion) al resultado.

Los razonamientos son: relacion Partes-Todo, el Esquema (x,/), la aproximacion

y la transformacion de representaciones.

Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 18

La situacion problematica que se plantea es la siguiente:

18. Obtener la expresion decimal de cada fraccion:

) A75/100 ..o

Se presenta una actividad en la que el alumno debe realizar un cambio de
registro de la notacién fraccionaria a la decimal. Constituye un proceso que se relaciona
con la operacion division a través de la estructura nimero decimal.

Los Razonamientos son: El esquema (x,/), la relacion Partes-Todo y

transformacion de representaciones.

Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 19

La actividad que se plantea es la siguiente:
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19. Relacionar la expresion decimal con la fraccion correspondiente.

218,73
0,075
3,5
0,056
0,375

a) 75/1000 b) 7/2 c) 21873/100 d) 3/8 e) 7/125

En este caso tenemos cinco nimeros decimales expresados cada uno en dos
registros distintos, la notacion decimal y la fraccionaria, y que el alumno tiene que
asociar. Se plantea un cambio de registro de la notaciéon decimal a la fraccionaria,
hallando la fraccion generatriz. Tratamos un proceso que se relaciona con la técnica
para hallar la fraccion generatriz a través de la estructura de nimero decimal.

Los razonamientos son: La relacion Partes-Todo, la de igualdad y la

transformacion de representaciones.

Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 20

La situacion problematica que se plantea es la siguiente:

20. Dos chicos tienen la misma cantidad de dinero en el bolsillo. Uno piensa ahorrar
1/4 de su dinero; el otro, 5/20 del suyo. Marca la respuesta correcta:
a. 5/20y 1/4 son iguales
b. 1/4 es mas que 5/20

c. 5/20 es mas que Y4

Los numeros presentes en la tarea se expresan en notacion fraccionaria. El

. 5 1 . : :
resolutor debe considerar que 20 y 1 son iguales al ser fracciones equivalentes. Se

trata de una estructura, el concepto de fracciones equivalentes, que se relaciona con la
técnica para comprobar fracciones equivalentes (operacion).

Los razonamientos son: relacion Partes-Todo y proporcionalidad.
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Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 21

La situacion problematica que se plantea es la siguiente:

21. ;Cual de las siguientes fracciones le corresponde un nimero decimal?

a. 17/60
b. 21/(7-5)°
c. 31120
d. 3/28

Se pretende que el alumno analice cudl de las fracciones esta representada de la

forma: a€EZ y n, mEN.

nSm ;
Se pone en juego el concepto de fraccion decimal (estructura) relacionado con la
técnica para descomponer el denominador en productos de factores primos (operacion).

Los razonamientos son: La relacion Partes-Todo y la descomposicion.

Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 22

La tarea que se plantea es la siguiente:

22. Encuentra una fraccion decimal equivalente a cada una de las siguientes:

a. S5/ i
b, 7/2 i
C. 23/20 oo
d. 87/5 e

Se pretende la aplicacion de la técnica, para obtener una fraccion decimal
equivalente a la dada, siguiente: Buscar un nimero entero, n, tal que al multiplicar el

numerador y el denominador de la fraccion por dicho numero, n, se obtiene en el

: : : .5 25x5 125
denominador la unidad seguida de ceros (P.ej.:—=—x=—). Se trata de una
4 25x4 100

actividad en la que se ponen en juego los conceptos de fraccion decimal y la
equivalencia de fracciones, relacionada con una operacion, la técnica anterior.
Los razonamientos: El esquema (x,/), la relacion Partes-Todo y la

proporcionalidad.
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Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 23

La situacion problematica que se plantea es la siguiente:

23. ;Cual es la fraccion generatriz de 3,5124 ?

a) 35124/9000
b) 35124/999
c) 35089/9990
d) 35089/999

El alumno debe aplicar la regla para hallar la fracciéon generatriz de una

expresion decimal infinita periddica mixta. Por tanto:

a) Los sistemas de representacion son: El Sistema de Numeracion Decimal
Ampliado y la notacion fraccionaria.

b) Se realiza un cambio de registro de la notacién decimal a la fraccionaria
(proceso) aplicando la regla (operacion), conociendo que la expresion
fraccionaria elegida y la decimal dada representan al mismo niimero racional
(estructura).

¢) Los razonamientos son: La relacion Partes-Todo, la transformacion entre

representaciones y relaciones de igualdad.

Analisis del contenido matematico de la pregunta n.’ 24

La situacion problematica que se plantea es la siguiente:

1. Marca con un Si los nimeros decimales y explica brevemente tu

respuesta:
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10/5

JT

-7/3
0,666...

()

-3

1,35

1,73205008....

T-5

0,5

3-4/3

-1/3
1,48

1+w/§
2

Se pretende que el alumnado identifique nimeros decimales entre varios
nameros reales y que dé una explicaciéon o argumento de su respuesta. Con respecto a
los argumentos queremos constatar si el alumnado confunde nimero con
representacion, en particular, nimero decimal con niimero con coma.

Los niimeros vienen expresados en notacion decimal (abreviada y expandida, en
el que caso de presentar periodo), notacion fraccionaria y notacion radical. Asimismo,

aparece el simbolo especial, &, para este irracional trascendente. Se presenta una terna

: . 10 2 .
de simbolos que representan el mismo numero decimal: 2 = 35" (w/i ) . La presentacion

de registros distintos de un mismo numero puede ocasionar en algunos alumnos una
dificultad en el reconocimiento de la estructura, al identificar el objeto con la
representacion o con la operacion.

En la actividad se ponen en juego los sistemas numéricos de los racionales
decimales (fracciones decimales) o racionales no decimales (fracciones no decimales),

irracionales (algebraico o trascendente) y reales. Asimismo, tenemos las relaciones
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entre sistemas numéricos: NCZCDCQCR; ICR;, QUI=R y QNI={. Estos
objetos constituyen estructuras. Para saber si un niimero es decimal el resolutor debe
averiguar si el numero puede ser expresado mediante una fracciébn decimal o con
notacion decimal finita. De esta manera, puede aparecer el proceso de sustitucion

formal cuya relacion con las operaciones debe ser a través de la estructura. Por ejemplo:

2
En el caso de la igualdad, 2 =? = (w/i) , se realizan conversiones entre las
. . ) 10 ., . .
distintas notaciones hallando el cociente de 35 o una fraccion decimal equivalente y

2
simplificando la expresion (ﬁ ) . El célculo del cociente o de la fraccion equivalente a

una dada y la simplificacion de la expresion, constituyen operaciones. La igualdad se
produce al establecer la relacion del proceso con la operacion a través de la estructura.

De la misma manera, podra aplicar las relaciones entre los conjuntos numéricos
para clasificar los numeros, a saber:

a) Los enteros son nimeros decimales.

b) Hay racionales que no son decimales (fracciones no decimales).

¢) Los irracionales no son decimales.

d) Hay numeros reales que no son decimales (racionales no decimales e

irracionales).

Los razonamientos son los siguientes: Relacion Partes-Todo, clasificacion,

inclusion jerarquica, negacion, conversion entre representaciones, la proporcionalidad y

el esquema (x,/).

Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 25

La situacion problematica que se plantea es la siguiente:
24. Indica entre qué niimeros enteros se encuentra cada uno de los siguientes

nameros:

©) 43 e
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En la situacion problematica se trabaja la aproximacion por defecto y por exceso
de niimeros decimales no enteros con decimales enteros. La técnica que se aplica es la
siguiente:

a) Si el nimero es positivo, se toma la parte entera como la aproximacion por

defecto. La aproximacién por exceso es el entero siguiente a ésta.

b) Si el numero es negativo (-3,5), se toma como aproximaciéon por defecto al
posterior (4) de la parte entera (3) precedida del signo negativo (-4) y, como
aproximacion por exceso, al siguiente entero de la aproximacion por defecto
(-3).

Se pone en juego el orden de los numeros decimales (estructura) que se relaciona

con la técnica anterior (operacion).

Los razonamientos son: La aproximacion y la Relacion Partes-Todo.

Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 26
La situacion problematica que se plantea es la siguiente:

26. Intercalar un decimal entre 1,23 y 1, 24.

Se pone en juego la densidad de los nimeros decimales y la aplicacion de una
técnica para intercalar un nimero decimal entre dos. Los niimeros vienen representados
en notacion decimal. Se relaciona por tanto una estructura con una operacion.

En cuanto los razonamientos empleados nos encontramos con la relacion Partes-

Todo. El alumno debe describir el procedimiento utilizado para intercalar el decimal.

Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 27

La situacion problematica que se plantea es la siguiente:

27. (Cuantos numeros pueden escribirse entre 1,23 y 1,247 Razona la
respuesta.

Se pregunta por la densidad de los nimeros decimales, lo que constituye una

estructura. El sistema de representacion es el Sistema de Numeracion decimal

Ampliado. En cuanto a los razonamientos se pide que el resolutor argumente su

respuesta.
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Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 28

La situacion problematica que se plantea es la siguiente:

28. Representa en la recta numérica:
a) \2 b) 0,75  ¢)0,333.... d) -2 e)11/4 2,75 g)3/4
h) 22

Se trata de una situacion en la que hay que representar algunos nimeros reales

en la recta numérica. Los nimeros vienen expresados en notacion decimal, fraccionaria
y la de los radicales. Por lo tanto, contamos con las representaciones recta numeérica,

notacioén decimal, fraccionaria y radical.

: . 3 11
Se presentan nUmeros racionales decimales (0’75=Z; 2’75=Z) y no

5 1 : .
decimales (0,3 = 5) e irracionales cuadraticos (\/E; —2 y 242 ). Dos de los nimeros

) . 3 11 )
vienen expresados en dos registros distintos: (0,75 = Z; 2,75 = Z)' La presentacion de

registros distintos de un mismo numero puede ocasionar en algunos alumnos una
dificultad en el reconocimiento de la estructura, al identificar el objeto con Ia
representacion o con la operacion y asignarle, por tanto, dos puntos distintos de la recta
a la estructura.

De esta manera, aparecen las estructuras: recta numérica, nimero natural, entero,
decimal, racional, irracional y real.

El proceso que principalmente tiene lugar es la conversion entre la
representacion digital (notacién decimal, fraccionaria o radical), correspondiente del
namero, y la analdgica (recta numérica).

Para representar un niimero racional en la recta se debe expresar en forma de
fraccion. Por ello, en algunos casos, hay una conversion entre las representaciones
digitales y, posteriormente, en todos los casos se aplica la técnica para representar

fracciones en la recta. Esta técnica estd fundamentada en el calculo de la mediatriz de
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un segmento si la fraccion es binaria o en el teorema de Thales si la fraccion no es
binaria. Aunque sabemos que la técnica basada en el teorema de Thales es valida para
cualquier fraccion.

Si el numero es irracional y cuadratico, como es esta situacion, se representa
haciendo uso del teorema de Pitagoras.

Estos teoremas pertenecen al dominio de las estructuras y los métodos de
representacion al de las operaciones.

La conversion entre representaciones y las técnicas de representacion en la recta
se deben relacionar a través de las estructuras.

El mapa conceptual (Figura 3.2) que refleja la representacion de numeros reales

en la recta y que hemos aplicado para llevar a cabo este analisis es el siguiente:

Reales
Irracionales Racionales
. Fracciones Fracciones no
Trascendentes Algebraicos . .
decimales decimales
No ‘o Fracciones Fracciones
L. Cuadraticos . . ..
Cuadraticos binarias no binarias

Exacta.
Constr.
mediatriz

Exacta. Teor.
De Thales

Exacta. Teor.
de Pitagoras

Aproximada

Figura 3.2: Mapa conceptual de la representacion de numeros reales en la recta

En cuanto a los razonamientos nos encontramos con: relacion Partes — Todo,

razonamiento proporcional, clasificacion y transformaciones entre representaciones.
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Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 29

La situacion problematica que se plantea es la siguiente:

29. Rellena la tabla contestando SI o NO en cada cuadro, sin dejar ninguno en

blanco.

Natural Entero Decimal | Racional Irracional Real

-2,062

35.521

3/5

JT

-1/2

0,63

NG

0,123456...

3,14

V81

En esta actividad se presenta un conjunto de diez numeros que deben se
clasificados en naturales, enteros, decimales, racionales, irracionales y reales. Estos
numeros vienen expresados en notacion decimal, fraccionaria y de radicales. Ademas
aparece el simbolo s para este irracional. No hay racionales, no decimales, expresados
en notacion decimal infinita periddica ni fraccionaria.

Los nimeros 7 y 3,14 pueden constituir un conflicto para algunos alumnos que
confunden niimero decimal con aproximacion decimal de un nimero real.

La respuesta considerada como correcta viene determinada por la organizacion
de los sistemas numéricos que adoptamos en el estudio, y que mostramos en el esquema

siguiente (Figura 3.3)
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Numeros Reales

Nimeros Racionales:  Admiten una Numeros Irracionales: Admiten una
escritura  decimal finita o infinita escritura decimal infinita no periédica.
periodica,

Numeros no Decimales: Fracciones no decimales.
Admiten una escritura decimal infinita periodica.

Nimeros Decimales: Fracciones
decimales. Admiten escritura
decimal finita.

—————————— -
— e — —— —

—_—

Numeros Decimales Numeros Decimales no Fracciones  generatrices Fracciones  generatrices

Enteros. Enteros. de expresiones decimales de expresiones decimales
periddicas puras. periddicas mixtas.

Nimeros Nuimeros
Decimales: Decimales:
Naturales. Enteros

negativos.

Figura 3.3: Organizacion de los sistemas numéricos, adoptada en el estudio

Las definiciones involucradas en esta organizacion son las siguientes:

a) El conjunto de los numeros reales es la union del de los racionales con el de
los irracionales. Los conjunto de los racionales y de los irracionales son
disjuntos.

b) Un nimero racional se expresa mediante una fraccion y sus equivalentes.
También puede ser expresado mediante notaciéon decimal finita o infinita

periodica.
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¢) Un nimero decimal se expresa mediante una fraccidon decimal y sus
equivalentes. También puede ser expresado mediante notaciéon decimal
finita.

d) Un nimero entero es la solucion de la resta (y sus equivalentes):
a-0=+4+a,a €N o 0-a = -a,a € N. También, namero
natural precedido del signo + (positivos) o del signo — (negativos) (Peacock,
1830). Puede ser expresados mediante fracciones decimales.

e) Un niimero natural es la propiedad que tienen en comun los conjuntos finitos
equipotentes entre si. También, los que se utilizan para contar el nimero de
elementos de un conjunto finito. Puede ser expresados en forma de fraccion
decimal.

f) Un nUmero irracional es el que no puede ser expresado mediante una
fraccion. Puede ser expresado mediante notacidn decimal infinita no
periddica.

Las propiedades implicadas son:

a) Todo numero natural es entero, decimal, racional, no irracional y real.

b) Todo nimero entero es decimal, racional, no irracional y real.

¢) Todo nimero racional es no irracional y real.

d) Todo numero irracional es real.

Por todo ello, podemos decir que esta actividad pertenece fundamentalmente al

dominio de las estructuras. Las estructuras presentes son los sistemas numéricos y la
relaciones entre ellos, tal y como hemos comentado anteriormente. Algunas veces se

puede realizar cambios de registro para clasificar un nimero. Por ejemplo, para saber si

: . : 355210
35521 es decimal basta con expresarlo en forma de fraccion decimal: 0 Estos

cambios de registros estan relacionados con las siguientes operaciones: el algoritmo de
la divisién decimal, calculo de una fraccion equivalente y calculo de la raiz cuadrada
(exacta o inexacta). Esta relacion entre proceso y operacion debe realizarse a través de
la estructura correspondiente.

En cuanto a los razonamientos tenemos: La relacion Partes-Todo, la inclusion
jerarquica, la clasificacion, la negacion, la conversion entre representaciones y la

proporcionalidad.
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Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 30

La situacion problematica que se plantea es la siguiente:

30. Rodea en cada apartado la operacion que dé resultado mayor.

a) 8x4 o 8:4
b) 8x04 o 8:04
c) 0,8x04 o 08:04

En esta situacion problematica se analiza si el alumno generaliza de forma
incorrecta a los decimales un resultado que se da con las operaciones multiplicacion y
division de nimeros naturales, a saber:

a) La multiplicacion implica aumento.

b) Ladivision implica disminucion.

Se pone en practica una tarea que pertenece al dominio de las estructuras en la
que intervienen los conceptos de multiplicacion y division de decimales y los
algoritmos de estas operaciones.

En cuanto a los sistemas de representacion se utiliza el Sistema de Numeracion
Decimal Ampliado.

El razonamiento es el esquema (x,/).

Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 31

La situacion problematica que se plantea es la siguiente:

31. (La division de nimeros decimales es siempre un nimero decimal?

Se pide al alumno realizar una reflexion y una argumentacion sobre la propiedad

de la division de nimeros decimales que dice que no es ley de composicion interna

1 3 5 . .. ..
(5 : 5= g). Deberé buscar contragjemplos. Esta actividad pertenece al dominio de las
estructuras y se relaciona con el de las operaciones, a través del algoritmo de la division
de fracciones.
Los razonamientos: La justificacion, el esquema (x,/), busqueda de

contraejemplos.
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Analisis del contenido matematico de la pregunta n.® 32

La actividad que se plantea es la siguiente:

32. Inventa una historia para esta suma: 6,4 +2,3 =8, 7.

En esta situacion aparecen los datos expresados en notaciéon decimal. Se
pretende que el alumnado disefie un problema cuya resolucion sea: 6,4 +2,3 =8, 7. Esta
actividad constituye un proceso en el que se hace uso de la estructura dada.

Los razonamientos son: Esquema (+,-) y la relacion Partes-Todo.

Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 33

La situacion problematica que se plantea es la siguiente:

33. Inventa una historia para esta division: 1,5 : 0,6 = 2,5.

Situacién andloga a la anterior, pero en este caso se aplica el esquema
multiplicativo. Asimismo, la tarea planteada puede constituir un conflicto para algunos
alumnos puesto que se indica un ejemplo en la que la division de decimales implica

aumento.

Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 34

La situacion problematica que se plantea es la siguiente:
34. Realiza los siguientes céalculos:
a) 14,85 +3,074  b) 200,01 —32,007 ¢)17,74x3,1416 d) 17,74 :3, 1416
Se pretende que el alumno ponga en préctica los algoritmos de las operaciones
con numeros decimales. Estos nimeros vienen expresados en notacion decimal. Se
trata, por tanto, de una actividad que pertenece al dominio de las operaciones.

Los razonamientos son: Los esquemas aditivos y multiplicativos y la relacion

Partes-Todo.

163



Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 35

La situacion problematica que se plantea es la siguiente:

35. Mediante fracciones efectia:

a. 3,5+2,13=
b. 2,7-3,172=
c. 7,23x3,6=
d 7,14:2,1=

En un principio se plantea una conversion de la notaciéon decimal a la
fraccionaria de cada término de la operacion y, posteriormente, aplicar el algoritmo
correspondiente. Por ello, las notaciones que intervienen son la decimal y la
fraccionaria.

Se produce, en primer lugar, un proceso en el que se hace uso del célculo de la
fraccion generatriz de un nlimero decimal y en el que se establece la igualdad a través
del conocimiento de la estructura. En segundo lugar, las fracciones obtenidas se operan.

Los razonamientos empleados son: La relacion Partes-Todo y los esquemas

aditivo y multiplicativo.

Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 36

La situacion problematica que se plantea es la siguiente:

36. Un trozo de queso pesa 0,923 kg. Un kg cuesta 27,50 euros. Halla el

precio del queso. ;Qué operacion tienes que realizar?

a) 27,50+ 0,923  ¢) 27,50: 0,923 d) 0,923 x 27,50 e)27,50-0,923

Se pretende, de forma fundamental, que el alumno identifique la operacion que
resuelve un problema que esta en un contexto de medida.

La notacion que se utiliza en la actividad es la decimal.

En esta tarea se relaciona un proceso, situacion problematica en la que
intervienen numeros decimales, con la estructura multiplicativa.

El razonamiento es el esquema (x,/).
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Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 37

La situacion problematica que se plantea es la siguiente:

37. Calcula los productos:

0,73 x 0.4 =
0,362 x 0,84 =

En cada apartado de esta situacion se plantea la multiplicacion de dos racionales
expresados en notacion decimal. Hemos de destacar que en el segundo apartado los
racionales vienen expresados en notacion decimal infinita, periddica y abreviada.
Consideramos que en este caso el alumnado va a tener mas dificultad que en el primero.

Se pretende que el alumnado realice, previamente, una conversion de la notacion
decimal a la fraccionaria para, posteriormente, realizar la multiplicacion de las
fracciones. Por tanto, se da inicialmente un proceso que es la conversion entre
representaciones. Este proceso implica el uso de la técnica (la mas habitual) para hallar
la fraccidn generatriz y considerar que ambas expresiones (la decimal y la fraccionaria)
representan la misma estructura (nimero racional correspondiente). En el analisis
seguimos el esquema en el que se organiza la obtencion de la fraccion generatriz de un
racional, que se adjunta en la Figura 3.4. Posteriormente, se aplica el algoritmo para
multiplicar fracciones, lo que constituye una operacion.

Los razonamientos son: La relacion Partes-Todo, los esquemas (+,-) y (x,/) y

relaciones de igualdad.
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Notacion
decimal finita

Y

Se convierte a

Fraccion
decimal

Mediante

Racional

Viene expresado

Notacion

decimal
periodica pura

Se convierte a

Y

Fraccion no |

Notacion
decimal
periodica mixta

Se convierte a

Y

decimal Se

Procedimiento
algebraico

Procedimiento
aritmético

Mediante

Procedimiento
algebraico
(mas habitual)

convierte a

pura

Expresion periodica

Procedimiento
aritmético

Figura 3.4: Esquema en el que se organiza la obtencion de la fraccion generatriz de un

racional

Analisis del contenido matematico de la pregunta n.° 38

La situacion problematica que se plantea es la siguiente:

38. ;Cual es el resultado de la operacion : 23,45 x 10° — 45000/10°?

a. 23000
b. 23405
c. 23450

En esta actividad hay que calcular el resultado de la resta de dos niimeros

racionales, por lo que pertenece al dominio de las operaciones. La notacion empleada es

mixta, se combina la decimal con la fraccionaria y con la de las potencias.

Los razonamientos son: la relacion Parte-todo, el esquema (+,-) y el esquema

(x,/).
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3.5. DESCRIPCION Y ANALISIS DE LOS RESULTADOS

En primer lugar, daremos los resultados en relacion con los dos objetivos

planteados en el estudio.

En relaciéon con el primer objetivo: Estudiar y valorar los conocimientos y

destrezas del alumnado acerca de los decimales, observamos que la mayoria de los

alumnos tiene competencias altas en las cuestiones siguientes (mas del 75% es capaz

de):

- Significado procedimental: Operaciones con nimeros decimales:

Realizar sumas y restas de nimeros decimales, expresados en escritura
decimal.

Multiplicar un nlimero por una décima.

Buscar el decimal que se aproxima mas a 59 : 190, entre varios.

Redondear a centésimas y a milésimas el nlimero 4,256197.

- Orden en los numeros decimales:

Ordenar nimeros decimales positivos segln su escritura decimal.
Ordenar fracciones.
Indicar entre que nlimeros enteros se encuentra un decimal positivo.

Intercalar un decimal entre 1,23 y 1,24.

- Representaciones:

Pasar de la representacion grafica (contexto discreto) a la escritura
decimal o a la fraccion decimal de un numero.

Situar nimeros decimales positivos en la recta numérica.

Elegir como posibles formas de representar el 0,5: 0,500 (89%); 1 /2
(100%) y 50% (78%).

Representar en la recta un nlimero racional.

Elegir, entre varios, el decimal que se aproxima a 2% representado en la

recta numérica.

- Uso y utilidad de los nimeros decimales:

Usar la ampliacion del Sistema de Numeracion Decimal para representar
los nimeros decimales.

Elegir la operacion correcta para resolver un problema.

Interpretar una expresion numérica en la que se hace uso de la notacién
cientifica. Elegir como solucion de la division 251 + 99, en una

situacion contextualizada, una aproximacion decimal.
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* Averiguar si dos fracciones son equivalentes en una situacion
contextualizada.
La mayoria de los alumnos tiene competencias medias en las cuestiones
siguientes (entre el 25% y el 75% es capaz de):
- Significado procedimental: Operaciones con nimeros decimales:
* Multiplicar dos numeros decimales expresados en escritura decimal.
* Operar nimeros racionales en escritura decimal periddica.
* Dividir un nimero por una centésima.
* Redondear a unidades y a cienmilésimas.
* Redondear a centésimas 13/17, 127/438 y 11/3.
* Obtener la expresion decimal de una fracciéon cuyo denominador es una
potencia de 10.
* Encontrar una fraccion decimal equivalente a 87/5.
*  Elegir la fraccion generatriz de 0,5124.
- Orden en los numeros decimales:
* Ordenar numeros decimales, positivos y negativos.
- Densidad de los numeros decimales:
* Reconocer la densidad del conjunto de los decimales.
- Representaciones:
* Pasar de la representacion grafica de un numero decimal, en un contexto
continuo, a su escritura decimal.
* Situar nimeros decimales negativos en la recta numérica.
* Representar en la recta numérica un nlimero irracional.
- Uso y utilidad de los nimeros decimales:
* Inventar una historia para la suma: 6,4 +2,3 =8,7.
La mayoria de los alumnos tiene Competencias bajas en las cuestiones
siguientes (menos del 25% es capaz de):
- Significado conceptual de nimero decimal
* Identificar nimeros decimales entre diferentes niimeros reales: naturales,
enteros, decimales, racionales, irracionales.
* Igualar 0,5 con 0,4999...
- Significado procedimental: Operaciones con nimeros decimales:
* Encontrar una fraccion decimal equivalente a cada una de las siguientes:

5/4,77/2, 23/20.
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* Redondear a centésimas 1/13.

* Reconocer que la division de decimales no es siempre un decimal.

* Dividir decimales expresados en escritura decimal.

* Efectuar mediante fracciones una operacion de numeros decimales
expresados en escritura decimal.

- Orden en los numeros decimales:

* Indicar entre qué numeros enteros se encuentra un decimal negativo.

- Densidad de los nimeros decimales

* Indicar cuantos nimeros decimales pueden escribirse entre dos dados.

- Representaciones:

* Recodificar un numero entero, es decir, expresar un nimero entero
mediante un nimero decimal cuando tomamos como unidad un orden
mayor, por ejemplo: la unidad de millar.

- Relaciones con otros conjuntos numéricos:

* Identificar y relacionar numeros entre los distintos conjuntos numéricos.

- Uso y utilidad de los nimeros decimales:

* Inventar una historia para la division: 1,5 + 0,6 =2.,5.

Si ahora tomamos en consideracion las tres capacidades generales asociadas a
cualquier objeto matematico: reconocer y diferenciar, formular y manipular el objeto, de
los resultados anteriores relativos a las capacidades especificas analizadas, podemos
observar que estos alumnos tienen dificultades para reconocer y diferenciar y formular
los numeros decimales, no tanto para operar con ellos, salvo en operaciones
relacionadas con la division.

Como ya hemos mencionado con anterioridad el segundo objetivo: analizar qué
significados conceptuales y procedimentales tienen los alumnos sobre los decimales y
qué relaciones establecen entre los conjuntos numéricos, serd analizado en términos de
dificultades y errores que tienen los alumnos. Dada la amplitud del cuestionario y el
amplio nimero de errores obtenidos, hemos seleccionado para el andlisis las preguntas
4c (8%), 14b (8%), 21 (5,6%), 22 (0%), 24 (0%), 29 (0%), 31 (3%), 33 (22%), 35¢ (6%)
y 37b (33%) por pertenecer a las que tienen un porcentaje bajo en la eleccion de la
respuesta correcta. Hemos de decir que encontramos dificultades a la hora de detectar la
naturaleza de los errores, debido a que la mayoria del alumnado no afiadié explicaciones

a sus respuestas, a pesar de ser solicitadas en el transcurso de las sesiones.
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De manera especial abordamos el analisis de las preguntas 24, 27 y 29 del
cuestionario, que tienen que ver con las dificultades conceptuales, con los problemas
asociados a la densidad y con el reconocimiento y la relacién entre los diferentes
nimeros y conjuntos numeéricos, respectivamente. Igualmente, hemos afiadido el estudio
de las respuestas de la pregunta 28. La importancia de la inclusion radica en que la
representacion en la recta de numeros reales conecta, mediante procesos, las
representaciones decimal y fraccionaria, para los racionales, y con la radical, para los
irracionales cuadraticos. Todo ello, siempre y cuando el alumno identifique las
estructuras: niamero racional, irracional y real. Igualmente, lo hemos ejemplificado en
estas cuestiones porque estas preguntas son incluidas, salvo matices, en los trabajos
siguientes, constituyendo parte del cuestionario del estudio definitivo, y que nos
pueden servir en la biisqueda de comportamientos comunes.

En primer lugar consideramos la pregunta ntimero 4, en particular el apartado c,
en ¢l se pide expresar el nimero de habitantes de una ciudad, 4727986, tomando como
unidad la decena de millon. Los errores més frecuentes son: 472.798.600 y 47.279.860.

No se gestiona correctamente qué operaciones hay que aplicar para representar
una cantidad cuando se toma como unidad una distinta a la fundamental del sistema. No
se eligen de forma correcta los multiplos y submultiplos de esta nueva unidad y, por lo
tanto, el lugar que ocupa la coma en la escritura.

En la pregunta 14, se presentan distintas maneras de expresar el nimero decimal
0,5 en la que encontramos la expresion decimal 0,499999... que ha sido elegida solo
por el 8%. Conjeturamos que el alumno ha considerado una aproximaciéon y no ha
buscado la fraccion generatriz de dicho ntimero, tal y como pretendiamos.

En la pregunta nimero 21, hay que elegir entre varias la fraccion que representa
un nimero decimal. El error més frecuente es sefialar a todas las opciones. Posiblemente
se identifica nimero decimal con niimero expresado en notacion decimal con coma.

En la pregunta ntimero 22 se plantea buscar una fraccion decimal equivalente a
una dada. El mayor porcentaje de acierto se obtiene en el tultimo apartado; hecho que se
da por la aplicacion del alumnado de la estrategia que consiste en multiplicar el
numerador y el denominador de cada fraccion por dos. El resto de respuesta incorrectas,
en su conjunto, presenta el error en el concepto de fraccion decimal. Para algunos
coincide con un cociente de nimeros decimales no enteros (5/4, 11,5/9,2). Para otros se

confunde con el de fraccion inversa de una dada (5/4, 4/5).
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La pregunta numero 24, cuyo objetivo es obtener informacion sobre el concepto
de numero decimal que los alumnos encuestados poseen. El recuadro siguiente recoge la

pregunta tal y como la presentamos:

24.Marca con un Si los numeros decimales y explica brevemente tu

respuesta:

-7/3
0,666...

o}

2)

-3

1,35

1,73205008....

7T -5

0.5
3-43

-1/3
1,48

1+\/§
2

Sefialamos que esta pregunta no es contestada correctamente por ninguno de los
36 alumnos. En las respuestas dadas encontramos tres comportamientos:

- A (8,3%): Elegir solo como decimales las escrituras decimales con coma.

171



- B (30,6%): Se marcan como decimales a todos excepto a todas o algunas

fracciones, y algunos de los irracionales, no expresados con notacion

decimal, se excluyen o se dejan sin contestar. Los enteros no son

considerados como decimales.

- C(41,7%): Seleccionar a todos como decimales, excepto a los enteros.

La red sistémica que recoge los argumentos dados por alumno y por expresion

semiotica es la siguiente, Figuras 3.5y 3.6:

Argumentos =

Figura 3.5:

Hace

cambio de
registro

a notacion

decimal

No hace
cambio de registro
a notacion

decimal

Incluye el
resultado como
decimal

Excluye el
resultado como
decimal

<

Por estar en notacion decimal con coma

Por ser un decimal periédico

Por ser un simbolo que representa a

\un decimal,

Por pertenecer a otro conjunto
numérico: Z

Por ser un nimero exacto

Red sistéemica de los argumentos de los alumnos que hacen cambio de

registro a notacion decimal
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Por estar en notaciéon decimal con coma

Por ser decimal periédico

Incluye < Por estar comprc.:nd|do entre dos
enteros consecutivos

Por ser una fraccion

No hace Por ser un decimal exacto
cambio de registro
a notaci6én —
decimal
Por pertenecer a otro conjunto numérico: N, Z o |

Argumentos_‘ Por no tener valor numérico (0)

Excluye L .
Por ser una expresion numerica con operaciones

Por ser una fraccion

Figura 3.6: Red sistémica de los argumentos de los alumnos que no hacen cambio de

registro a notacion decimal

Los errores mas comunes y significativos cometidos por los alumnos son los
siguientes:

a) Identifican el nimero decimal como un niimero con coma o con la escritura
decimal (tendencia mayoritaria).

b) Clasifican a los nimeros como no decimales por la ausencia de coma en su
representacion.

¢) Seleccionan a los numeros decimales tomando como referencia las
fracciones y la escritura decimal.
* Las fracciones no son decimales.

1 /4 no es decimal porque es una fraccion.

* Las fracciones son nimeros decimales.

-1/3 es decimal porque es un numero fraccionario.
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* Los niimeros decimales son el resultado de una division.
-1/3 es decimal porque al resolver la division no da exacta.
1 /4 es decimal porque es una fraccion y su resultado da un numero
decimal ya que el numerador es menor que el denominador.
La posicion mas comun es que los nimeros decimales son los numeros con
coma o los que se pueden expresarse mediante un escritura decimal con coma.
Para mostrar las dificultades y errores que cometen los alumnos en el problema

de la densidad, hemos seleccionado la pregunta 27:
27. ;Cuantos nimeros pueden escribirse entre 1,23 y 1,24? Razona la respuesta

En esta pregunta se da un 36% de aciertos. El resto, 64%, tiene dificultades para
reconocer, formular y manipular los infinitos nimeros decimales entre 1,23 y 1,24.

El error mas comun cometido, es considerar que solo hay un niimero finito de
numeros decimales, en particular nueve o diez nimeros. Las respuestas mas comunes se
describen en la Figura 3.7.

27. ;Cuantos nameros pueden escribirse entre 1,23 y 1,24? Razona la respuesta.

.4,231/' 4,282, 4,238 4,284 ; 4,235 | /‘t, 236 ; 4,333 ; 4,238 + 4,239 4,24, |
Porque del 4,23 al 4,24 hay nvere espacics husta etear al 4, 234.

27. ;Cuéntos nameros pueden escribirse entre 1,23 y 1,24? Razona la respuesta.

A miweros: 123174,232,4,233; 1123V, 4,235,
M236; 1723 4238, A239

27. (Cuantos m:gneros pueden escribirse entre 1,23 y 1,247 Razona la} respuefta. ,
| ’{%2 34, 4'237, 4'233, 4‘2,3\1' 1'239, 4'986, 4237, 4233, 4'239,

EA2Y). = podidan coxnthii 48 0= mcls -
Figura 3.7: Respuestas de alumnos
En otros estudios relativos a la densidad, se observan las mismas dificultades;
por ejemplo, en el realizado por Brown y recogido en Hart (1981), los alumnos de 15

afios dieron respuestas similares a las anteriores, a la pregunta sobre cuantos nimeros

distintos podrias escribir comprendidos entre 0,41 y 0,42, con un porcentaje del 38%.
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Con respecto a la pregunta 28, que trata de representar nimeros reales en la recta
numérica, observamos que los que responden (97,2%) utilizan la estrategia de realizar la
conversion a notacion decimal de los numeros dados y, después, realizar una
representacion aproximada. El mapa conceptual descrito en el analisis de contenido
matematico de esta pregunta no se detecta en estos alumnos. Se da asi un pensamiento
mas operacional que estructural y procesual.

La pregunta 29, que tiene por objeto obtener informaciéon sobre el
reconocimiento y la relacién que los alumnos establecen entre nimeros de los diferentes
conjuntos numeéricos.

Veamos los diferentes errores encontrados.

Un ejemplo de respuesta bastante comun se recoge en el Cuadro 3.1:

Natural | Entero | Decimal | Racional | Irracional | Real
-2,062 8 No ST | No No No
35.521 s7 ST | No | No No Sv
3/5 St No No ST No <7
% St No | U | Mo No S7
-12 S No | Mo s{ No | No
0,63 7 No Siv Neo No S~
-7 >i No | Na MNo v | No
0,123456... c | No I No No <
314 ST NS T | No No SV
JB1 SY No | Ne No ST gr

Cuadro 3.1

Se puede observar como:

a) Todos los niimeros que son identificados mediante una escritura con coma
son decimales (st es considerado como 3,14).

b) Los reales son todos excepto los negativos.

¢) Todos son naturales.

d) Elunico entero es el 35521.

En el Cuadro 3.2 se observa otro tipo de interpretaciones erréneas que parte de

una idea correcta: todos los niimeros son reales.
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De nuevo, las interpretaciones erroneas conducen a:

Natural Entero Decimal | Racional Irracional Real
2,062 o < . © © of
35.521 sf Ao %o s Ao o
3/5 AD S 0 0 Ao Si
-
% ) \ e 0 o Si
-1/2 NO o 33 sf o a0
0,63 © o J - - st
-1 RO O o o s7 al
0,12345%... | o < e 1o o <
3,14 No s( st o Ao s
81 Ao AQ no No el s/
Cuadro 3.2

a) Los decimales son los que explicitamente llevan coma, no los que sean

susceptibles de escribirse como una expresion decimal con coma.

También surgen otras interpretaciones como:

a) Las fracciones son los inicos racionales.

b) Las raices son irracionales.

Un tercer tipo de respuestas, se recoge en el Cuadro 3.3, y parte nuevamente de

la misma idea correcta anterior: todos los nimeros son reales, sin embargo, ahora la
unica condicion para los decimales es que no sean enteros.
Otro tipo de interpretacion erronea es la consideracion de ser un niimero natural

si no es negativo.
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Natural Entero Decimal | Racional Irracional Real
-2,062 Noe |No |af No No =1
35.521 =1 s [ No Ne No 5(,
35 =1 No =1 No Re S
z (¢ Ne | s No s =X
-12 No Ne | sl No No =L
0,63 al No | s No No =X
-1 No Ne | s No 5 { sl
0,1234%... | </ Ne | af No NS =1
3,14 ol No | Sl N No | 31
JBl o g/ No | s{ No s¢

Cuadro 3.3

En el Cuadro 3.4, encontramos nuevamente que todos los nimeros son reales
salvo s, aunque en este caso se refleja la duda del alumno. Se vuelve a identificar a los

nimeros decimales como cualquier nimero, excepto los enteros.

Natural Entero Decimal | Racional Irracional Real
-2,062 o No | st No NO Si
35.521 <\ s\ NO WO NYe) St
35 S| NO = S O | st
z NO NGO S| NO Si SY0)
-12 NGO NO | St St NO Si
0,63 S\ R No NO St
-7 NO NO | St NO S\ S\
01234%6... | o NO | < <0 NO s
3,14 S\ NO | si NO NO Si
1 WO | s N | S =X Si

Cuadro 3.4

El Cuadro 3.5 es una confirmacion de los datos obtenidos anteriormente: todos
son reales y todos son decimales menos los enteros (ahora la duda esta en la raiz
cuadrada de 81). No obstante hay una identificacion especial en este grupo de

estudiantes: La identificacion entre nimero decimal e irracional.

177



Natural Entero Degirnel | Racional Irracional Reall
_2,062 5, ‘ ,/U,O 5/ . Wﬁ _ﬂ/‘ 5/0
35.521 s, <, AD s, O v
3/5 < O 5, Q) s, S
x A> Do | s A 3 S¢'
-12 =, O | S WO 507 S,
0,63 5. Ao s, 200 s, ’ <,
-ﬁ b Y ' O = f A = r &
0,123456... _5,' ) §/‘\ /f@ 5, 5’/“
3,14 ;{ / w 5{ //\0 S’ ﬁjﬁ
VBl ) /' . Sr o )1' S

Cuadro 3.5

Los Cuadros 3.6 y 3.7, nos muestran un elemento comin que parece regir la
organizacion mental de estos alumnos: todos los nimeros son decimales, menos los

enteros que son naturales y en consecuencia reales, Cuadro 3.6, o menos los enteros que

son identificados como enteros, Cuadro 3.7.

Natural Entero Decimal | Racional Irracional Real
-2,062 No 5 5 S 3 No
35.521 4 = No o <
3/5 Ao So 4 “ $¢ No
i No S S S > Ko
12 \/2) S ?L\ o >3 Mo
0.63 Na ¢ 5 5 S¢ Ma
-7 No S S0 5 5 /"
0,123456... o 5 5 o x I
3,14 Ao N S S0 Za add
A s | s | N9 & s | #

Cuadro 3.6
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Natural Entero Decimal | Racional Irracional Real
2,062 NG NO < ] /&D‘
35.521 NO =3 NO ST NO N
305 Ko | RO | <, ST
4 N &) NO SU Sh
a2 P00 Ko | s+ NO
0,63 RO NO SA N
-7 MO NO | sV ND
0,123456... | MO N | =7 a7
314 No Np | sT <
81 <7 | sy | MO &

Cuadro 3.7

El ultimo ejemplo, Cuadro 3.8, también confirma la situacion anterior: todos los
numeros son decimales menos los enteros. Sin embargo, ahora el estudiante tiene

muchas dudas y no encuentra un referente claro para los dos enteros que no son

decimales (al 35.521, lo situa correctamente como natural y a la /81, como racional).

Natural Entero Decimal | Racional TIrracional Real
-2,062 S NO Sy NO
35.521 S,‘ S; NO N 19
35 51 B | sv | NO
= - 8¢ | si NO
-12 No | ST N O
0,63 S Sh NO
-7 NO | Sy ST
0,123456... S, S |' NO
3,14 5 ) S l‘ Ao
Bl Y] NO S f‘
Cuadro 3.8

En resumen, hemos encontrado dos comportamientos, descritos en la pregunta
n® 24, en las respuestas de los decimales: A y C con porcentajes 19,4% y 61,1%,

respectivamente.
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En la pregunta 31, se pide al alumno realizar una reflexién y una argumentacion

sobre la propiedad de la division de numeros decimales que dice que no es ley de
composicion interna (5:§=g). Debera buscar contracjemplos. En este caso, los

alumnos que responden negativamente utilizan como argumento que la division de
decimales puede dar un entero y, por tanto, no es decimal. Encontramos el error de
excluir a los enteros de los decimales.

En la pregunta 33, se pide inventar una historia para 1,5 : 0,6 = 2, 5.

Los errores encontrados son los siguientes:

a) Se propone la actividad descontextualizada.

b) Se invierte el papel de los términos, es decir: 0,6 : 1,5.

c) Los datos se sustituyen por otros.

d) Se proponen situaciones problematicas que no se corresponden con la

operacion division.
e) Se plantean enunciados de problemas de reparto, pero sin sentido. Por

ejemplo:

Enrique tiene 1,5 chapas que quiere repartir entre sus 0,6 amigos. ;Cuantas le tocardn a
cada uno?

En este caso se observa que el alumno aplica los conocimientos adquiridos sobre
los nimeros naturales a los decimales.
En cuanto a la pregunta 35, en la que se pide efectuar mediante fracciones las

siguientes operaciones:

a. 3,5+2,13=
b. 2,7-3,172=
c. 7,23x3,6=
d 7,14:2,1=

El alumnado que responde incorrectamente presenta errores en el proceso de
conversion de la notacion decimal a la fraccionaria. El error encontrado es en particular

el siguiente: Por ejemplo, para el apartado a:
2

35+ 2,13= 3 + —.
5 13

180



En la pregunta 37b, se pide efectuar la multiplicacion de dos racionales
expresados en notacion decimal periddica pura y abreviada.

Los errores encontrados son los siguientes:

a) 0,362 x 0,84 = 0,30408

b) 0,362 x 0,84 = 0,34408

¢) 0,362 x 0,84 = 362 x 84.

Conjeturamos que la causa de estos errores se debe a una falta de conocimiento

relativa a las operaciones con racionales, expresados en esta notacion.

3.6. DISCUSION Y CONSIDERACIONES FINALES

En general los errores dependen de los contenidos de las tareas presentadas, sin
embargo, hay algunos errores que se han repetido en la relacion con los niimeros
decimales y los Sistemas Numéricos. En resumen:

a) Los alumnos muestran confusiéon con la terminologia: naturales, enteros,

decimales, etc.

b) Las relaciones (NCZCDCQCR;, QUI=R y QNI=J) entre los

Sistemas Numéricos no se establecen de forma clara.

¢) La identificacion de los numeros se lleva a cabo por su escritura y no por sus

propiedades numéricas.

Esta ultima situacion no se detecta unicamente en los nimeros decimales, sino
también en los numeros racionales. Estos son identificados por su escritura fraccionaria,
es decir, el namero racional se identifica como el cociente de dos nimeros enteros.

En general, algunos de estos errores también han sido descritos en trabajos
anteriores y con otros grupos de alumnos, tal y como sefialan (Robinet (1986),
Fischbein (1994) y Socas (2001)).

Asimismo, como hemos indicado con anterioridad, en Socas (2001), se
describen para alumnos de 5.°, curso de la Licenciatura de Matematicas, dos tendencias
en relacion con los nimeros decimales. La primera: “el nimero decimal como sindénimo
de numero real” (85%). La segunda: “el numero decimal como numero expresado
mediante una escritura numérica con coma” (15%). En este trabajo con estudiantes de la
Especialidad de Educacion Infantil, tomabamos la segunda posicién como conjetura
para un grupo de alumnos con una formaciéon matematica mas débil. Hemos de sefialar

de los resultados obtenidos, que de nuevo nos encontramos con las dos posiciones
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extremas, solo que ahora la mds significativa es la segunda, lo que evidencia la
conjetura de partida, ademads, ahora nos encontramos también con otras posiciones
intermedias que entremezclan las dos posiciones extremas, en este grupo de alumnos.

Por otra parte, queremos indicar que la presencia en las Facultades de Formacion
del Profesorado de estos niveles de dificultad asociados a los Sistemas Numéricos, en
general, y a los nimeros decimales, en particular, nos sugiere la necesidad de cuidar el
tratamiento de estos aspectos en la formacion del profesorado, organizando propuestas
de ensefianza-aprendizaje mds coherentes y en consonancia con estos errores
preconcebidos. Pensamos que muchos de los errores tienen su origen en una ausencia de
sentido, concretamente estdn relacionados con cuestiones que se han desarrollado
erroneamente en la Educacion Primaria y Secundaria. De aqui, que sea importante
poner de manifiesto estas imagenes mentales erroneas de los alumnos para tratar de
corregirlas al disefiar Programas de Formacion del Profesorado.

En estas propuestas de formacion y dado el origen del error, debe existir una
participacion activa del estudiante en las tareas en las que se debe provocar conflicto en
la mente del alumno a partir de la inconsistencia de sus propios errores, forzdndolo a
participar activamente en la resolucion del conflicto, sustituyendo los falsos de niimero

decimal por la comprension conceptual adecuada.

182



CAPITULO 4. ESTUDIO EXPERIMENTAL CON ESTUDIANTES
PARA PROFESORES DE SECUNDARIA Y MAESTROS

4.1 INTRODUCCION

42 PLANTEAMIENTO DEL ESTUDIO. PREGUNTAS DE
INVESTIGACION, OBJETIVOS Y CONJETURA

4.3 METODOLOGIA

44  ANALISIS DEL CONTENIDO MATEMATICO DEL
CUESTIONARIO C2

4.5 ESTUDIO EXPERIMENTAL CON ESTUDIANTES PARA
PROFESORES DE SECUNDARIA: PRIMERA FASE

4.6 ESTUDIO EXPERIMENTAL CON ESTUDIANTES PARA
MAESTROS: SEGUNDA FASE

4.7 DISCUSION Y CONSIDERACIONES FINALES

183




4.1 INTRODUCCION

En este capitulo se aborda un estudio experimental llevado a cabo con dos
grupos distintos de individuos y en dos periodos temporales también diferentes.

Tratamos, por un lado, los elementos comunes a las dos situaciones que son: el
planteamiento del problema con sus preguntas de investigacion, objetivos y conjetura, la
metodologia aplicada y el andlisis de contenido matematico del cuestionario. Por otra
parte, se describen y se analizan los resultados obtenidos con la implementacion del
instrumento de evaluacion a cada grupo. Finalmente, se realiza una discusion de los

resultados y se concluye el capitulo con consideraciones finales.

4.2 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA. PREGUNTAS DE
INVESTIGACION, OBJETIVOS Y CONJETURA

Los resultados del estudio exploratorio del afio 2004 y las aportaciones de
trabajos anteriores [Robinet (1986), Fischbein (1994) y Socas (2001)], expuestos en los
capitulos anteriores, nos han servido para plantearnos un nuevo estudio experimental.
En este trabajo partimos del mismo tema relativo a los decimales, pero lo limitamos
profundizando en el anélisis de la dimension conceptual del nimero y sus diferentes
formas de representarlo. En este sentido, atendemos a los siguientes aspectos:

a) Significado conceptual del nimero decimal.

b) Relaciones con otros conjuntos numéricos: N, Z, D, Q, [ y R.

c) Representaciones: notacion decimal, fraccionaria, radical y la recta

numérica.

Este estudio se lleva a cabo con dos poblaciones distintas, en cuanto al nivel de
formacién matematica, que definimos alto y medio, y en dos momentos diferentes, afo
2006 y 2007, respectivamente. Consiste, en un primer momento, aiio 2006, en el disefio,
administraciéon y correccion de un nuevo cuestionario, C2 (Anexo 1), al grupo de
alumnos con un nivel alto en formacién matematica. En un segundo momento, afo
2007, se administra y corrige el cuestionario C2 a los alumnos con nivel medio en
formacion matematica. Todo esto ha contribuido también a la revision del cuestionario
que nos sirvié de instrumento para la recogida de datos.

En cuanto a las preguntas que nos hacemos para los dos grupos de alumnos
tenemos:

a) ¢Qué significados le atribuyen a cada sistema numérico y, en particular, al de

los decimales?
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b) (Como relacionan los distintos sistemas numéricos: N, Z, D, Q, I y R?

¢) (Qué papel desempefia la notacion decimal en las relaciones entre los
conjuntos numeéricos y en la representacion de nimeros reales en la recta?

Nos planteamos los siguientes objetivos generales:

a) Recoger informacion acerca del objeto nimero decimal y analizar el tipo de
relaciones que los alumnos establecen entre el niimero decimal y los otros
conjuntos numeéricos.

b) Analizar como los alumnos caracterizan el nimero decimal y cémo lo
discriminan en relacion con los demas niimeros.

c) Estudiar los métodos que utilizan los estudiantes para representar diferentes
numeros en la recta.

Estos objetivos los desglosamos en los siguientes objetivos especificos:

a) Estudiar comportamientos comunes en las respuestas.

b) Determinar los argumentos esgrimidos por el alumnado en la eleccion y
exclusion de un niamero real como decimal.

c) Estudiar los procedimientos empleados para representar numeros en la recta.

d) Analizar y diagnosticar los errores cometidos por los estudiantes en
actividades en las que se ponen en juego estructuras y procesos.

Finalmente, conjeturamos, por un lado, que los alumnos con un nivel alto en
formacién matematica caracterizan el conjunto de los numeros decimales de forma
erronea dentro de los sistemas numéricos. Se presenta como tendencia mayoritaria
identificar numero decimal con numero real. Asimismo, y con respecto a la
representacion de nUmeros reales en la recta numérica, consideramos que el
procedimiento mas utilizado es aplicar el sentido operacional del nimero expresado en
la escritura decimal.

Por otro lado, pensamos, sin embargo, que en los alumnos con nivel medio en
formacién matematica la tendencia mayoritaria es la de identificar nimero decimal con
numero expresado en notacion decimal con coma. Con respecto a la representacion de
nameros en la recta, mantenemos que estos estudiantes también utilizan el sentido

operacional del niumero representado con notacion decimal.
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4.3. METODOLOGIA

El andlisis de los conocimientos de los estudiantes estudiados en este trabajo
experimental lo vamos a realizar utilizando el Enfoque Logico Semidtico, en particular
la Competencia Matematica Formal y la Competencia Cognitiva. Las caracteristicas que
conforman estas competencias se han estudiado en el Capitulo 2.

De igual manera que en el estudio exploratorio, para describir y analizar los
conocimientos matematicos involucrados en las tareas que forman parte de los
instrumentos construidos en este trabajo se aplicard la Competencia Matematica Formal.
Esto nos permite delimitar la validez de las cuestiones planteadas, anticipar conflictos
potenciales en las respuestas de los alumnos y evaluar los significados personales de los
alumnos.

El andlisis de las dificultades y errores cometidos por el alumnado en estas
tareas se llevara a cabo mediante la Competencia Cognitiva. Esto solo permitira
conjeturar sobre el origen de estos errores, al no disponer de entrevistas.

En cuanto a la poblacion, distinguimos dos grupos de alumnos encuestados en
fases distintas.

El primero lo constituyen un licenciado en Matemadticas, seis alumnos que
estudian el tercer curso de la misma Licenciatura y un alumno de Ingenieria Técnica. El
tamafio de la muestra es de 8 sujetos.

El segundo, se corresponde con 38 alumnos estudiantes del primer curso de la
Especialidad de Maestro de Educacion Musical del curso 2007/08.

Con respecto a las fases, el trabajo lo secuenciamos en dos fases. La primera,
consiste en el disefio de un cuestionario, su puesta en practica con los alumnos del
primer grupo y su posterior correccion. La segunda solo consiste en la administracion y
correccion del cuestionario anterior a los alumnos del segundo grupo.

Con respecto a los instrumentos de recogida de datos, se disena un cuestionario.

Este nuevo cuestionario (véase Anexo 1) esta compuesto por tres preguntas. La
primera, consta de 23 expresiones numéricas, que denotamos como items (1.1, 1.2, 1.3,

.., 1.23), que los alumnos deben identificar como numeros naturales, enteros,
decimales, racionales, irracionales o reales. Esta relacionada con el primer objetivo:
recoger informacion acerca del objeto nimero decimal y analizar el tipo de relaciones
que los alumnos establecen entre el nimero decimal y los otros conjuntos numéricos.

La segunda, consta de 19 expresiones numéricas, que denominamos items (2.1,

2.2,23, ..., 2.19), que los alumnos deben identificar como nimero decimal o no; en
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ambos casos debe aportar una breve explicacion que justifique su respuesta. Esta
relacionada con el segundo objetivo: analizar como los alumnos caracterizan el nimero
decimal y como lo discriminan en relacion con los demds nameros.

La tercera, consta de ocho expresiones numéricas, que nominamos items (3.1,
3.2,3.3,...,3.8) que los alumnos deben representar en una recta graduada con unidades
y décimas. Estd relacionada con el tercer objetivo: analizar los métodos que utilizan
para representar diferentes niimeros en la recta numérica.

Las preguntas anteriores tienen su origen en una reduccion del cuestionario Cl1,
instrumento de recogida de datos del Estudio Exploratorio del afio 2004 descrito en el
Capitulo 3, a las preguntas nimero 24, 28 y 29, que son también adaptadas. Las
modificaciones se han realizado teniendo en cuenta los siguientes aspectos:

a) Los numeros elegidos deben ser representativos de los conjuntos numéricos

que intervienen en el estudio: N, Z, D, Q, Iy R.

b) Los nimeros deben ser representados en, al menos, dos representaciones
distintas. En estas tareas contamos con la notacion decimal, la fraccionaria,
la radical, simbolos especiales (& y m —5)y recta numérica.

c) La relacion que el alumno establece entre objeto y representacion
consideramos que puede ser analizada también presentando una misma
estructura en varios registros distintos.

d) El predominio de un pensamiento operacional sobre el estructural y
procesual se puede estudiar presentando estructuras representadas con
expresiones semidticas que contengan operaciones, por ejemplo:

1+\/§, 3—\/5, 7T -5, etc.

e) La identificacion de un nlimero real con una aproximacion decimal se puede

. 3
contemplar presentado parejas como: 3,14; 7w y g; 0,6666...
, . 1 1 ,
De esta manera, en la pregunta nimero 24 solo se sustituye 1 por 5 Asi, se

. ., ) . ) 1
presenta un decimal no entero en notacién fraccionaria y decimal (5 =0,5). Esta

situacion no se contemplaba anteriormente.

En la pregunta nimero 28, se sustituyen -2 y 22 por ~24/2. Se elimina

Ve pero se mantiene 2,75. Se afiaden racionales no decimales expresados en notacion
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fraccionaria y en notacion decimal periddica mixta. Este Gltimo es un niimero racional

. 2
mayor que la unidad. Estos nimeros son: — y 2,23333...

La pregunta niimero 29, se reelabora considerando ahora el conjunto de

representaciones semioticas siguientes:

Representaciones semidticas

- 2,062

35.521

3
5
2

1

2

0,63

7

0,123456...

3,14

0

12

0,666...
(2)
1,35
1,73205008...
-5

0,5
33
1++/5

W | — [N

Tabla 4.1: Representaciones
Por otra parte, las tres nuevas preguntas conservan estructuras comunes, hecho
que nos puede permitir principalmente analizar la consistencia de las respuestas de los

alumnos participantes en el estudio. En la siguiente tabla (Tabla 4.2) ofrecemos la

relacidn entre dichas estructuras.
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REPRESENTACIONES SEMIOTICAS RELACIONADAS
Primera Pregunta Segunda Pregunta Tercera Pregunta

2 2 -
0 0 -
1+/2 1+/2 -
T T -
10 10 :

5 5
7 7 '

3 3

0,666... 0,666... 2
3
(2) (2) |
1,35 1,35 -
1,73205008... 1,73205008... -
-5 -5 -
0,5 0,5 -
3-V3 3-V3 )
1+/5 1+/5 i

2 2

Tabla 4.2: Relaciones entre representaciones

En la primera fase, el cuestionario se administré de forma individual y en dos
sesiones distintas a un grupo de alumnos de ULL (Licenciado en Matematicas, alumnos
que estudian el tercer curso de la misma Licenciatura y alumno de Ingenieria Técnica).
En una sesion inicial se planted la primera pregunta y, en una segunda, las otras

restantes. La distribucion de los participantes se recoge en la Tabla 4.3.

LICENCIADO/A ESTUDIANTE
3° Matematicas
Matematicas (U.L.L)
(12,5 %) (75 %)
Ingenieria técnica
(12,5 %)

Tabla 4.3: Poblacion

La correccion del cuestionario se lleva a cabo realizando la busqueda de

comportamientos, argumentos y errores comunes entre las respuestas de los alumnos
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participantes. Esto nos permitird analizar no solo los objetivos generales planteados,
sino también los especificos.

En la segunda fase, el cuestionario se administrd, de igual manera que en el caso
anterior, de forma individual y en dos sesiones distintas al grupo de 38 alumnos
estudiantes del primer curso de la Especialidad de Maestro de Educacion Musical. En
una sesion inicial se planteo la primera pregunta y, en una segunda, las otras restantes.

La correccion del cuestionario se llevdo a cabo realizando la busqueda de
comportamientos, argumentos y errores comunes entre las respuestas de los alumnos.
Para organizar y analizar la informacion utilizamos varios procedimientos de analisis:

tablas, esquemas de analisis y redes sistémicas (Bliss, Monk y Ogborn, 1983).

4.4. ANALISIS DEL CONTENIDO MATEMATICO DEL CUESTIONARIO C2
El andlisis del contenido matematico se realiza siguiendo la organizacion del
conocimiento matematico que se corresponde con la de la Competencia Matematica
Formal del marco conceptual. Dicha organizacion esta descrita en los capitulos 2 y 3 de
esta Memoria. A modo de sintesis, la Competencia Matematica Formal y la
contextualizaciéon del campo conceptual quedan reflejadas en los siguientes esquemas
(Figura 4.1), que han sido desarrollados (Capitulo 2) y se han utilizado para el anélisis

de contenido de las diferentes tareas (Capitulo 3).

MODELIZACION
RAZONAMIENTOS

GENERALIZACION A%M\'OS
DESCRIPCION JUSTIFICACION

(ARGUMENTACION)

SUSTITUCION
FORMAL

) ELABORACION
RESOLUCI (PRODUCCION)

TECNICAS ESTRUCTURAS

Situacion

Operaciones Estructuras

roblematica. Representaciones
OPERACIONES p N
ALGORITMOS/ ~ CONCEPTOS/ PROPIEDADES IDENTIFICACION ) A NTEAMIENTO RECONOCIMIENTO TRANSFORMACION
REGLAS DEFINICIONES (CONVERSION)

Figura 4.1: Organizacion y contextualizacion del campo conceptual

A continuacion, procedemos a realizar el andlisis del contenido del cuestionario

C2.
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Analisis del contenido matematico de la pregunta numero 1

La situacion problematica es la siguiente:

Contesta con un Si o con un No en la casillas correspondientes a cada niimero.

Natural

Entero

Decimal

Racional

Irracional

Real

0,123456...

3,14

0

12

0,666...

(2)

1,35

1,73205008...

-5

0,5
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Se presenta un conjunto de 23 representaciones semidticas que corresponden a
distintos niimeros y que deben ser clasificados en naturales, enteros, decimales,

racionales, irracionales y reales. Aparecen numeros racionales decimales

3 10

2
(-2,062; 35521, g; 2 =? (w/i) ; 0,63; 3,14; 0 y 0,5), racionales no decimales

(—Z; 0,6666...; 1,35 y l) e irracionales
3 3

1+

;/g ). El nimero 2

(=7; 0,1234567..; 1+42; m 7 -5; 1,73205008...; 3-/3 y
se representa en registros distintos.

La existencia de registros distintos para un mismo numero puede servirnos para
constatar la existencia de alumnos que lo identifican por la escritura y no por sus

propiedades, dando respuestas distintas segun el registro. Asimismo, esta singularidad
. : . 10 2 :
nos puede permitir encontrar estudiantes que conciben a 35 y (w/i) , por ejemplo,

como operaciones y no como estructuras, contestando de manera diferente segun la
operacion indicada.
La presencia de & y 3,14 puede poner de manifiesto la existencia de la

confusién del nimero con una aproximacion decimal del mismo, dando la misma
. 3
respuesta para ambos. Del mismo modo para 3 y 0,6666...

Las notaciones que se utilizan son: la decimal (abreviada o expandida, para el
caso de presentar periodo), la fraccionaria y con radicales.

La respuesta considerada como correcta viene determinada por la organizacion
de los sistemas numéricos que adoptamos en el estudio, y que mostramos en el esquema

siguiente (Figura 4.2), ya comentada en el Capitulo 3.
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Numeros Reales

Nimeros Racionales:  Admiten una Numeros Irracionales: Admiten una
escritura  decimal finita o infinita escritura decimal infinita no periédica.
periodica,

| Nimeros Decimales: Fracciones I Numeros no Decimales: Fracciones no decimales.
| decimales. Admiten escritura Admiten una escritura decimal infinita periddica.
I decimal finita. I
- -
Numeros Decimales Numeros Decimales no | Fracciones  generatrices Fracciones  generatrices
Enteros. Enteros. de expresiones decimales de expresiones decimales
I | periodicas puras. periddicas mixtas.
| Nimeros Nuimeros I
|| Decimales: Decimales:
I Naturales. Enteros |
negativos. |
— -

Figura 4.2: Organizacion de los sistemas numéricos

Las definiciones involucradas en esta organizacion son las siguientes:

a) El conjunto de los numeros reales es la union del de los racionales con el de
los irracionales. Los conjunto de los racionales y de los irracionales son
disjuntos.

b) Un numero racional se expresa mediante una fracciéon y sus equivalentes.
También puede ser expresado mediante notacién decimal finita o infinita
periddica.

¢) Un nimero decimal se expresa mediante una fraccion decimal y sus
equivalentes. También puede ser expresado mediante notacién decimal

finita.
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d) Un nimero entero es la solucion de la resta (y sus equivalentes):

a-0

=+4+a,a €N o 0- a =

—a, a € N. También

se puede

representar mediante una fraccion decimal. Para alumnos con una formacion

matematica menos fuerte se puede considerar el significado de niimero

natural precedido de un signo + (positivo) o — (negativo) (Peacock, 1830).

e) Un numero natural es la propiedad que tienen en comun los conjuntos finitos

equipotentes entre si. También, puede caracterizarse el conjunto de los

naturales por el uso que se hace de ellos: Los que se utilizan para contar

conjuntos finitos. Asimismo pueden ser expresados en forma de fraccion

decimal.

f) Un namero irracional es el que no puede ser expresado mediante una

fraccion. Puede ser expresado mediante notacion decimal infinita no

periddica.

Las propiedades implicadas son:

a) Todo numero natural es entero, decimal, racional, no irracional y real.

b) Todo numero entero es decimal, racional, no irracional y real.

¢) Todo numero racional es no irracional y real.

d) Todo numero irracional es real.

Por ello tenemos como solucion la recogida en la Tabla 4.4.

Natural Entero Decimal Racional Irracional Real

- 2,062 NO NO Si SI NO Si
35.521 Si Si Si Si NO Si
3 NO NO Si Si NO SI

5
2 Si Si Si Si NO Si
1 NO NO Si Si NO St

2

0,63 NO NO Si Si NO Si
i ﬁ NO NO NO NO Si Si
0,123456... NO NO NO NO Si Si
3,14 NO NO Si Si NO Si
0 Si Si Si Si NO Si
12 NO NO NO NO st st
T NO NO NO NO Si Si
10 Si Si Si Si NO Si

5
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7 NO NO NO Si NO Si

3
0,666... NO NO NO Si NO Si
Si Si Si Si NO Si

(2)

135 NO NO NO Si NO Si
1,73205008... NO NO NO NO Si Si
-5 NO NO NO NO Si Si
0,5 NO NO Si Si NO Si
3.3 NO NO NO NO St St
1+ \/g NO NO NO NO Si Si

2
1 NO NO NO Si NO Si

3

Tabla 4.4: Solucion de la primera actividad

Por lo tanto, podemos decir que esta actividad pertenece fundamentalmente al
dominio de las estructuras. Las estructuras presentes son los sistemas numéricos y la
relaciones entre ellos, tal y como hemos comentado anteriormente. Algunas veces se

pueden realizar cambios de registro para clasificar un nimero. Por ejemplo, para saber

355210
si 35521 es decimal basta con expresarlo en forma de fraccion decimal: 0 Estos

cambios de registros estan relacionados con las siguientes operaciones: el algoritmo de
la division decimal, calculo de una fraccion equivalente y célculo de la raiz cuadrada
(inexacta). Esta relacién entre proceso y operacion debe realizarse a través de la
estructura correspondiente.

En cuanto a los razonamientos tenemos: La relacion Partes-Todo, la inclusion
jerarquica, la clasificacion, la negacion, la conversion entre representaciones y la

proporcionalidad.

Analisis del contenido matematico de la pregunta nimero 2

La actividad propuesta es la siguiente:

2. Marca con un Si los nimeros decimales y con un No los restantes, explica

brevemente tus respuestas.
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0,6666...

(2)

-3

1,35

1,73205008...

T -5

0,5

3-43
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1,48

1+\/§

Se pretende que el alumnado identifique nimeros decimales entre varios
nameros reales y que dé una explicacion o argumento de su respuesta.

Los niimeros vienen expresados en notacion decimal (abreviada y expandida, en
el que caso de presentar periodo), notacion fraccionaria y la notacion de los radicales.
Asimismo, aparece el simbolo especial, r, para expresar los irracionales trascendentes:
Ty mw-S5.

Se presenta la terna de simbolos que representan el mismo nimero decimal:

10 2 ) . 1 .
2=?=(’\/§) . Del mismo modo, tenemos el decimal, 5, expresado también en

notacion decimal, es decir, 0,5. La presentacion de registros distintos de un mismo
nimero puede ocasionar en algunos alumnos una dificultad en el reconocimiento de la
estructura, al identificar el objeto con la representacion.

La existencia de representaciones semidticas en las que intervienen operaciones
nos puede ayudar a estudiar el predominio del pensamiento operacional sobre el
estructural y el procesual. En este sentido, podemos conjeturar, basandonos en nuestra
experiencia, que algunos alumnos van a considerar diferente la operacion y su resultado.

En la actividad se ponen en juego los sistemas numéricos de los racionales
decimales (fracciones decimales) o racionales no decimales (fracciones no decimales),
irracionales (algebraico o trascendente) y reales. Asimismo, tenemos las relaciones
entre sistemas numéricos: NCZCDCQCR; ICR;, QUI=R y QNI={. Estos
objetos constituyen estructuras. Para saber si un niimero es decimal el resolutor debe
averiguar si el numero puede ser expresado mediante una fracciéon decimal o con
notacion decimal finita. De esta manera, puede aparecer el proceso de sustitucion

formal cuya relacion con las operaciones debe ser a través de la estructura. Por ejemplo:

) 10 2 ) :
En el caso de la igualdad, 2 =? = (w/i) , se realizan conversiones entre las

distintas notaciones hallando el cociente de 35 o una fraccion decimal equivalente y
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2
simplificando la expresion (ﬁ ) . El célculo del cociente o de la fraccion equivalente a

una dada y la simplificacion de la expresion constituyen operaciones. La igualdad se

produce al establecer la relacion del proceso con la operacion a través de la estructura.

Igualmente, podra aplicar las relaciones entre los conjuntos numéricos para

clasificar los nimeros, a saber:

a) Los enteros son nimeros decimales.

b) Hay racionales que no son decimales (fracciones no decimales).

¢) Los irracionales no son decimales.

d) Hay numeros reales que no son decimales (racionales no decimales e

irracionales).

Los razonamientos son los siguientes: relacion Partes-Todo, clasificacion,

inclusion jerarquica, negacion, conversion entre representaciones, la proporcionalidad y

el esquema (x,/).

Una posible respuesta es la recogida en la Tabla 4.5.

S
-39

Se puede expresar mediante una fraccion decimal o equivalentes:
39
39 = -—
10

Esté expresado en notacion decimal finita

S

Se puede expresar mediante una fraccion decimal o equivalentes:

0
100

Esta expresado en notacion decimal finita
Es un niimero natural y estos son decimales

i

N | =

1 5

Se trata de una fraccion decimal: — = —
2 10

Se puede expresar en notacion decimal finita: 0,5

S

Se puede expresar mediante una fraccion decimal o equivalentes:

200
100

Esta expresado en notacion decimal finita
Es un niimero natural y estos son decimales

NO

Se puede expresar mediante notacion decimal infinita no periddica
Los irracionales no son decimales

No se puede expresar en forma de fraccion. En caso contrario \/E seria
racional y llegamos a un absurdo

\/E es irracional, entonces 1+ /2 es irracional

S

10 20

Se trata de una fraccion decimal: — = E

Esta expresado en notacion decimal finita: 2
Es un niimero natural y estos son decimales
Es el nimero 2 que ya esta estudiado

NO

Se puede expresar mediante notacion decimal infinita no periddica
Los irracionales no son decimales
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NO

Se trata de una fraccion no decimal: fraccion irreducible cuyo
denominador tiene una descomposicion en productos de factores primos
distinta de 2"5™; n y m &N . También se puede decir que 3 no es
divisor de ninguna potencia de 10

Puede ser expresado mediante notacién decimal periddica: - 2,33333...

Se trata de un racional no decimal

0,6666...

NO

Puede ser expresado mediante una fraccibon no  decimal:
6 2 .
0,6666...= 5 = g (Idem caso anterior)

Esta expresado mediante notacion decimal periddica
Se trata de un racional no decimal

i

2 10 20
Se trata de una fraccion decimal: (w/i ) =—

5 10
Esta expresado en notacion decimal finita: 2

Es un niimero natural y estos son decimales

Es el nimero 2 que ya esta estudiado

i

Es un niimero entero y estos son decimales
Se  puede expresar mediante una  fraccion  decimal o

300
100

Esté expresado en notacion decimal finita.

equivalentes: =3 = —

1,35

NO

Puede ser expresado mediante una fraccibon no  decimal:

Esta expresado mediante notacion decimal periddica
Se trata de un racional no decimal

1,73205008...

NO

Se puede expresar mediante notacion decimal infinita no periddica
Los irracionales no son decimales

NO

Se puede expresar mediante notacion decimal infinita no periddica

Los irracionales no son decimales

No se puede expresar en forma de fraccion. En caso contrario JT seria
racional, por lo que se llega a un absurdo

JT es irracional, entonces JT — 5 es irracional

0,5

S

Se puede expresar mediante una fracciéon decimal: 0,5 = E
Esta expresado en notacion decimal finita

Es 5 y esta estudiado anteriormente

3-43

Se puede expresar mediante notacion decimal infinita no periddica
Los irracionales no son decimales

No se puede expresar en forma de fraccion. En caso contrario \/§ seria
racional y llegamos a un absurdo

\/§ es irracional, entonces 3 — \/§ es irracional

NO

Se trata de una fraccion no decimal: fraccion irreducible cuyo
denominador tiene una descomposicion en productos de factores primos
distinta de 2"5™; n y m &N . También se puede decir que 3 no es
divisor de ninguna potencia de 10

Puede ser expresado mediante notacién decimal periddica: - 0,3333...

-Se trata de un racional no decimal

1,48

S

Se puede expresar mediante una fraccion decimal o equivalentes:

g - 148
100

Esta expresado en notacion decimal finita
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NO | - Se puede expresar mediante notacion decimal infinita no periddica
- Los irracionales no son decimales

1+ \/g - No se puede expresar en forma de fraccion. En caso contrario \/g seria
racional y llegamos a un absurdo

1+\/§

es irracional

- \/g es irracional entonces

Tabla 4.5: Solucion de la segunda actividad

Analisis del contenido matematico de la pregunta nimero 3
La tarea es la siguiente:

3. Representa en la recta numérica y explica el procedimiento utilizado :
a)V2  1)0,75  ©)0,333... d)-242 e) % 2,75 g

3 h) 2,2333...

Se trata de una situacion en la que hay que representar algunos numeros reales
en la recta numérica. La recta se presenta dividida en unidades y décimas. Los nlimeros
vienen expresados en notacion decimal, fraccionaria y la de radicales. Por lo tanto,
contamos con las representaciones recta numérica, notaciéon decimal, notacion

fraccionaria y notacion con radicales.
, . . 3 ,
Se presentan niimeros racionales decimales (0,75 =Z; 2,75) y no decimales

2
(0,333..; 3 y 2,23333...) e irracionales cuadraticos (w/i y —2\/5). Uno de los

: . . 3 .,
nimeros viene expresado en dos registros distintos: (0,75 =Z). La presentacion de

registros distintos de un mismo numero puede ocasionar en algunos alumnos una
dificultad en el reconocimiento de la estructura, al identificar el objeto con la
representacion o con la operacion y asignarle, por tanto, dos puntos distintos de la recta.

De esta manera, aparecen las estructuras: recta numérica, nimero natural, entero,

decimal, racional, irracional y real.
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El proceso que principalmente tiene lugar, es la conversion entre la
representacion digital (notacion decimal, fraccionaria o con radicales), correspondiente
del numero, y la analdgica (recta numérica).

Para representar un niimero racional en la recta se debe expresar en forma de
fraccion. Por ello, en algunos casos, hay una conversién entre las representaciones
digitales y, posteriormente, en todos los casos se aplica la técnica para representar
fracciones en la recta. Esta técnica esta fundamentada en el calculo de la mediatriz de
un segmento si la fraccion es binaria o en el teorema de Thales si la fraccion no es
binaria. Aunque sabemos que la técnica basada en el teorema de Thales es valida para
cualquier fraccion.

Si el numero es irracional y cuadratico, como es esta situacion, se representa
haciendo uso del teorema de Pitagoras.

Estos teoremas pertenecen al dominio de las estructuras y los métodos de
representacion al de las operaciones.

La conversion entre representaciones y las técnicas de representacion en la recta
se deben relacionar a través de las estructuras.

A continuacién, se muestra el mapa conceptual (Figura 4.3), que ya hemos
mencionado en el Capitulo 3, que refleja la representacion de nimeros reales en la recta

y que hemos aplicado para llevar a cabo este analisis.

Reales
Irracionales Racionales
. Fracciones Fracciones no
Trascendentes Algebraicos . .
decimales decimales
No o Fracciones Fracciones
L. Cuadraticos . . . .
Cuadriticos binarias no binarias

Exacta.
Constr.
mediatriz

Exacta. Teor.
De Thales

Exacta. Teor.
de Pitagoras

Aproximada

Figura 4.3: Mapa conceptual de la representacion de numeros reales en la recta
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En cuanto a los razonamientos nos encontramos con: relacion Partes — Todo,

razonamiento proporcional, clasificacion y transformaciones entre representaciones.

Una posible solucion de la tarea se muestra en las siguientes figuras (Figura 4.4,
Figura 4.5 y Figura 4.6).

S
W |

: 3

0,333...=

3

Figura 4.5: Representaciones de 0,75, 2,75y 1/3
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Figura 4.6: Representacion de —2:2

4.5 ESTUDIO EXPERIMENTAL CON ESTUDIANTES PARA PROFESORES
DE SECUNDARIA: PRIMERA FASE

Esta primera fase se inicia con el disefio de un cuestionario de tres preguntas, en
el que se hace un analisis de contenido matematico de cada pregunta, mostrado en el
apartado anterior, se prosigue con la administracion de éste a los alumnos con un nivel
alto en formacion matematica en el afio 2006 y una posterior correccion y evaluacion de

los resultados. Este trabajo se recoge parcialmente en el articulo de Moreno, Socas y

Hernandez (2007).

4.5.1 Descripcion y analisis de los resultados

Con relacion a la primera pregunta:

A tenor de las respuestas de los alumnos, en relacion con la primera pregunta,
encontramos cinco tipos de comportamiento que pasamos a describir a continuacion:

a) Comportamiento A (12,5%): Los nimeros decimales son nimeros con coma,

como se observa en el Cuadro 4.1.
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Natural Entero Decimal | Racional | Irracional | Real
-2,062 N o sz sz O st
35.521 no NO st - o =
315 =y ~NO RN sx ) ST
2 sz ST st D=t a0 sx
|12 ~O o 0 sz a0 sz
0,63 o It k= sz NO sz
7 IS N0 I\ S~ =5 sx
0,123456... 5 ~ = 5 s =
3,14 nOo KO 5T ST N =3
0 sz s N =% N ST
1+42 o @ ~o ro S st
I ro NO A0 O sT. sz
10/5 e NO 20 s3 :: st
B ~NO No ~o sz N0 st
0,666... . o - ot o -
(\/5 )2 A0 No e NO ST ST
1 3§ ~O ~NO sS= Ly NO s
1,73205008.... s w© o - o -
I-5 No ~NO 0 N a3 st
0,5 el NO ST B [N} ST
3-43 = Ao ~o o sz ST
a+5)n o o o o - P
wmo :a_ 1 e 0 hE s T st

Cuadro 4.1

En este caso los nimeros decimales son identificados por su escritura decimal

con coma.

b) Comportamiento C' (37,5%): D contiene

enteros, como se observa en el Cuadro 4.2.

a todos los niimeros excepto los

[Natwral — [Entero | Decimal | Racional | Irracional | Real
2,062 wo o o o i
[35521 5 O B o INL) v
3is to 8O B 5t B =i
2 5 \‘ =3 N NVP/ = N ’
-112 MO a0 s B 10 )
[0.63 o MO i ER) o
7 Mo o ! 43 <
0,123456.... o o 5 NT 5 5
3,14 1o N e N 51
o E o Y S0 v
1532 b e o <i
] o i in )
Tois o < N 51
i vo BN b o
[0,666.. NO o e o s
2y S : N
135 it b WD B
(173205008 | v | nio 5 o 5y B
I-5 B BE : s K
05 ) D ; A o 1
3-43 Mo M Wb 5
(152 D i ;

Cuadro 4.2

1 Los comportamientos hallados se han denominado con las letras A, B, C, D,..., O (véase Capitulo 6). En
este caso, los que no figuran significa que no se han presentado.
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Este tipo de comportamiento se caracteriza porque, para estos alumnos, todos los
nameros son decimales excepto los enteros, tal y como se observa en la tabla.

En este grupo de alumnos se observa también dificultades para tomar en cuenta
que QN I= O y R=QUI. Por ejemplo, en algunas situaciones, -2,062 es un
nimero real, pero no es racional ni irracional. Del mismo modo, hallamos errores
relacionados con la inclusion de Z en D, por ejemplo: 2 es un entero, pero no decimal.

c) Comportamiento F (25%): D y R son isomorfos (Cuadro 4.3).
En este caso, el alumnado considera que todos los nimeros son decimales. Por

tanto, se establece un cierto isomorfismo entre D y R.

Natural Entero Decimal | Racional | Irracional | Real
-2,062 No No S/ = K0 S0
35.521 NO o S 5S¢ N0 S
305 Ko o | o | s ) 50
2. S = S S¢ nNo =
A2 NO No | S/ 50 po | s
0,63 NO NO | 5 S0 po | sé
-7 NO No | 5l No S| s
0,123456... NO No o0 Ne S¢ i
3,14 No NO 50 S - No S,
0 NO s | & @ No 5
1+2 No o S¢ Ao S0 | S
2t Mo No S, No S0
1075 5/ s/ S =h Ao S
B A0 | e o o R
0,666... No Ao S R No S
(\2Y si s 50 S No E
1,35 No ) N0 S ER No S
1,73205008.... o N 5 Ao =% S
o5 seo 1o o 80 % 5
0.5 No No %5 s No B
3-43 No Ko 5, No o0 5
a+5)n A0 No 5/ No B s
173 NO No 50 S5 No S
| ¥
Cuadro 4.3

d) Comportamiento M: D y Q son isomorfos.
En esta situacion, los alumnos identifican el conjunto de los nimeros decimales
con el de los racionales (12,5%). En este grupo, también se encuentra algiin alumno

que excluia a los enteros (Cuadro 4.4).
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Natural Entero Decimal | Racional | Irracional | Real
-2,062 e wo SA Sy Vo St
35.521 N si EH Si No s
3/5 No No s s wo si
2 5% st s s W s
7‘/7* I No wo st st NOo st
0,63 wo N = s\ wo st
7 Wy vo No | N si S
0,123456... W Wo &\ < wo EX
3,14 we Ne sk sA w o s
0 i s\ S \ o s
2 | v | we | w. | we 5,
11 We o Vo o St 5
10/5 s 51 s s Wo St
=713 Vo wo s st wo 5
0,666... No Ne st s NO E
(‘/5)2 s\ 5\ \ s wo >4
1,35 o WO s} s e 5
1,73205008.... oo N O st s No o | s
II-5 o wo P 51 O ‘ st
0,5 ) wo No s 53 W 5
3-8 | we 1) Wo wo BN s
a+5n o No Wo WMo 5 EX
173 wo e 1 5 ~o | s
Cuadro 4.4

En esta situacion, observamos como el alumno considera correctamente a i
como irracional, sin embargo, la expresion -5 es clasificado como decimal.
Posiblemente, el alumno identifica la expresion s, en el primer caso, como una
estructura, y en el segundo 7 -5, como una operacion y no como una estructura y su
pensamiento operacional le lleva a una aproximacion decimal que identifica como
decimal. En este grupo se identifican alumnos que dudan sobre si el cero es irracional o
no, siendo racional.

e) Comportamiento N: D estd formado por los enteros y los nimeros

expresados en escritura decimal finita o infinita periddica (Cuadro 4.5).

Natural | Entero ‘D eeeee I [ Racional [ Irracions al ‘Real
2062 o R [ wo | o
35.521 0 no < 0 wo | &
375 1o 0 0O <l NG "]
z =t St S0 ) v | Sl |
-2 NG w0 ) o NO =
[063 [ Y = w0 N | S
7 w0 o O NO s o
[0.123456. &Y G NO WO 2| =)
B 0 o | o w0 FEEN
0 W0 \ & s SEE
[1+v2 O 16 NG WO | = s
o 80 ] NG wO B 3 |
105 E) ol NO NO Ell
i o XS] ~G Y NO El
0,666, 0 60 © i NO sl
2y E a o 5 vo | sl
13 w | w0 | = W | g |
[1,73205008.... ) ¥ w0 w0 =) o |
-5 w0 o W0 ) s) E
05 w0 N0 o\ NO KO s |
3-43 ) 0 0 O s o
a+5 w0 W | 0| O B 1
3 NG wg_ | w0 N SO )

Cuadro 4.5
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Para este Ultimo grupo, los niimeros decimales son los enteros y los niimeros

expresados en escritura decimal finita o infinita periddica (12,5%).

Ademas, para este grupo, encontramos alumnos que no establecen de forma

correcta la inclusion de D en Q, de manera que 35.521 es decimal, pero no racional,

como observamos en la tabla anterior.

Se pone de manifiesto, también, cierta confusion en el uso del punto o coma en

la escritura decimal de un nimero para separar la parte entera de la parte decimal. Asi,

una respuesta mayoritaria es clasificar a 35.521 como decimal y no entero.

En la siguiente tabla (Tabla 4.6) se recogen las relaciones de inclusion que

establecen entre los diferentes Sistemas Numéricos y se muestran los porcentajes de

alumnos en términos de relaciones: correcta, incorrecta y no contesta.

NCz zCD DCQ QCR ICR oNni=yg QUI=R
Correcta 87,5% 37,5% 12,5% 87,5% 87,5% | 62;5% 62;5%
Incorrecta 12,5% 62,5% 75% 25% 25%
No contesta 12,5% 12,5% 12,5% 12,5% 12,5%

Tabla 4.6: Relaciones de inclusion y porcentajes

En ella se observa que las principales dificultades estan en las relaciones entre N

y Z con D y la relacién entre D y Q.

En las siguientes tablas (Tabla 4.7 y Tabla 4.8) recogemos con detalle los

comportamientos encontrados en cada columna y los errores que se cometen en la de los

decimales y su relacion con las restantes, respectivamente.

COMPORTAMIENTOS

a) Los naturales son los nimeros positivos y el cero (12,5%)
b) La respuesta correcta, salvo matices con algunos de los numeros 35.521, O,

N 10 2
5 (v2) @7.5%)
a) La respuesta correcta, salvo matices con algunos de los numeros 35.521, O,
10 2
z 5 (ﬁ) (100%)
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a) D~ R-Z (25%)
b) D = R (37,5%)
o0 D = Q(12,5%)

D d) Los decimales son los nimeros expresados con notacion decimal con coma (A)
(12,5%)
e) Los decimales son los nimeros expresados en notacion decimal finita o infinita
periddica (12,5%)
a) Larespuesta correcta, salvo matices con 0,666... y 7 —5 (62,5%)
Q b) Los racionales son los expresados con notacion fraccionaria y enteros (25%)
a) Larespuesta correcta (37,5%)
I b) Los irracionales y 0,666... (37,5%)
c¢) Los expresados con notacion radical (raices no exactas) y 7T (12,5%)
R a) La respuesta correcta (100%)
Tabla 4.7: Comportamientos
ERRORES
a) Los enteros no son decimales (E1) (37,5%)
b) Todo nimero expresado con notacion decimal con coma es decimal (E2) (37,5%)
¢) Todas las fracciones son decimales (E3) (75%)
d) Ninguna fraccion es decimal (E5% (25%)
e) Algunos o todos los irracionales, no expresados con notacion decimal con coma, son decimales
(E6) (62,5%)
f) Hay decimales que no son racionales (E9) (25%)
g) Los decimales son los niimeros expresados en notacion decimal finita o infinita periddica (E7)
(12,5%)
h) D= R-Z (E12) (25%)
iy D = R (E13)(37,5%)
) D = Q(E15)(12,5%)

Tabla 4.8: Errores

Con relacion a la segunda pregunta:

En la segunda pregunta el alumnado debe identificar el nimero decimal y dar

una explicacion de la respuesta. De esta manera, podemos ver qué argumentos utilizan

en cada caso para identificarlo o discriminarlo.

El andlisis de esta parte del cuestionario nos permite determinar los siete

argumentos siguientes:

a) Todos son decimales menos los enteros. Un numero es decimal si tiene

décimas, centésimas...

2 Los errores detectados en las respuestas de los alumnos se han denominado por E1, E2, ... , E16 (véase
Capitulo 6). Los que no figuran significa que no se han cometido.
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b)

2

Todos son decimales menos los enteros. Un niimero es decimal si tiene parte
decimal no nula.

Todos son decimales menos los enteros. Un nimero o su valor es decimal si
estd entre dos enteros o no es entero.

Todos son decimales. Los decimales son los que estdn representados en el
sistema numérico decimal.

Todos son decimales excepto los irracionales. Un niimero, c, es decimal si
daybe Z: alb=c.

Todos son decimales, porque pueden expresarse como un nimero seguido de
una coma y decimales.

Todos son decimales excepto los que tienen expresion decimal infinita no

periddica.

Estos argumentos quedan recogidos en las redes siguientes (Figura 4.7 y Figura
4.8).

Por estar en notacion decimal con coma

Por estar en notacién decimal con
Incluye el coma finita

resultado como < Por estar en notacién decimal infinita
Hace decimal periddica

cambio de

registro Por estar comprendido entre dos
\cntcros

Notacion
decimal =

Por pertenecer a los enteros

Por estar en notacién decimal sin coma

Excluye el
resultado como Por estar en notacién decimal infinita no
Argumentos = decimal periddica

Notacion fraccionaria — Incluye como decimal- Por ser una fraccion

No hace
cambio de registro
a notacién

decimal

Figura 4.7: Red de argumentos de los alumnos que hacen cambio de registro
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(p

Por estar en notacion decimal con coma finita

or estar en notacion decimal con coma

Por estar en notacion decimal infinita peridédica
Incluye < Por ser una fraccion

Por estar comprendido entre dos enteros

Por estar representado en el SND ampliado
No hace

cambio de registro

a notacion (

Argumentos = -

Por la escritura decimal sin coma
decimal

< Por pertenecer a otro conjunto numérico: Z o I
Excluye

Por estar en notacion decimal
infinita no periédica

\.

Figura 4.8: Red de argumentos de los alumnos que no hacen cambio de registro

Como se indic6 al comienzo de este trabajo, las preguntas 1 y 2 del cuestionario
se propusieron en momentos diferentes; ello nos permitié analizar la consistencia o no
de los argumentos utilizados. Se observan, en general, algunos cambios. Los mas
relevantes son:

a) La exclusion de las fracciones como parte del conjunto de los decimales en

la primera pregunta al incluirlas en la segunda.

b) Contrariamente, la de incluir los irracionales como decimales en la primera

pregunta al excluirlos en la segunda.

Las argumentaciones erroneas de los alumnos las podemos organizar en cuatro
grupos:

a) Identificar el nimero decimal como un niimero con coma o con la escritura
decimal.

b) Seleccionar a los decimales tomando como referencia las fracciones y la
escritura decimal.

c¢) Clasificar a los nimeros como no decimales por la ausencia de coma en su
representacion.

d) Seleccionar a los nimeros decimales tomando como referencia el orden.
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En la Tabla 4.9 recogemos con detalle

encontrados en esta pregunta.

los comportamientos y los errores

COMPORTAMIENTOS ERRORES

a) Los decimales son todos, menos los enteros a) Los enteros no son decimales (E1) (25%)

(C) (25%) b) Todas las escrituras con coma representan
b) Todos son decimales (F) (37,5%) numeros decimales (E2) (87,5%)
c¢) Todos excepto c¢) Todas las fracciones son decimales (E3)

(100%)
1+ \/5, 3- \/§ y I+ ﬁ (12,5%) d) Algunos o todos los irracionales, no
2 expresados con notaciéon decimal con coma,

d) Todos, excepto los irracionales (M) (D es Q) son decimales (E6) (75%)

(12,5%)

Tabla 4.9: Comportamientos y errores

Con relacion a la tercera pregunta:

En la tercera pregunta el alumnado encuestado ha puesto en practica diferentes

procedimientos para representar las ocho expresiones numéricas:

a) Utilizar la escritura decimal para representar los nimeros exactamente o por

aproximacion en la recta numérica.

b) Aplicar el método basado en el teorema de Pitagoras para representar V2.

c) Representar una fraccion con el método fundamentado en el teorema de

Thales: Division de un segmento en partes congruentes.

d) Considerar a ~2~/2 como el doble de -2 y éste como el simétrico de V2.

e) Situar una fraccidon en la recta numérica dividiendo la unidad en partes

iguales, pero de forma aproximada.

En la Tabla 4.10 reflejamos los porcentajes de alumnos por numero y

procedimiento.

ﬁ 0,75 0,333... _zﬁ 2/3 2,75 Ya 2,2333...
A 50% 87,5% 87,5% 25% 62,5% 87,5% 75% 87,5%
B 12,5%
C 12,5% 12,5%
D 12,5%
E 12,5%

Tabla 4.10: Porcentajes de alumnos por numero y procedimiento

Conviene sefalar que, en algunas representaciones, los alumnos recurren a

procedimientos mixtos o combinaciones de los anteriores. En la Tabla 4.10 no hemos

considerado esta division y hemos tenido en cuenta para el porcentaje el procedimiento

mas determinante de los realizados por el alumno.
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Sabemos que, en el contexto de la recta numérica, el uso de la escritura decimal
para representar nimeros reales, no es un procedimiento eficaz. Sin embargo, en este

estudio se observa que es el método utilizado con mayor frecuencia.
Asimismo, obtenemos que V2 no es representado por el 25% de los alumnos y

22 por el 50%.

Estudio particular: Los casos de las alumnas MA y C

Después de la representacion global de los resultados, analizamos, a titulo de
ejemplo, los casos de MA (Licenciada en Matematicas) y C (titulada en Ingenieria
Técnica).

MA considera que los numeros decimales son aquellos nimeros que no son
enteros ni irracionales. Cuando contesta a la pregunta 2 del cuestionario mantiene los
mismos criterios que usd en la pregunta 1, de manera que sus respuestas en dicha

pregunta 2, son del tipo:

-3,9 “es decimal, tiene un decimal. Es decimal puro”.

0 “No es decimal, no tiene decimales”.

10/5 “No es decimal, es un entero”.

-7/3 “Es decimal, puede ser representado como decimal”.
7 “No es decimal, es irracional”.

0,666... “Es decimal, es decimal periddico”.

1,73205008... “No es decimal, es irracional”.

La tercera cuestion relativa a la representacion en la recta numérica, la aborda

utilizando tres procedimientos diferentes:

a) Aplicar el método basado en el teorema de Pitdgoras para representar \2 Y,
en el caso de —24/2, aplicar el mismo procedimiento, utilizando un tridngulo
rectangulo isosceles cuyos catetos miden 2 unidades.

b) Utilizar la escritura decimal para representar los numeros en la recta

numérica. Esta situacion la desarrolla en:

0,75 “A partir de cero (unidad) he tomado siete décimas y cinco centésimas

partiendo de que estaba dividida la unidad en décimas”.
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2,75 “A partir de la unidad 2, tomo siete décimas y 5 centésimas”.

3 /4 “Equivale a 0,75. Lo hago igual que caso b”.

2,2333... “A partir de la unidad 2, tomo 2 décimas y 3 centésimas (3
milésimas...). Lo sitio de manera aproximada. Si no, lo paso a decimal y lo

represento”.

c) Representar una fraccion con el método fundamentado en el teorema de

Thales: division de un segmento en partes congruentes.

0,333... “Equivale a 3/9. Divido la unidad en 9 partes iguales y tomo 3”:

2/3 “Divido la unidad en tres partes iguales y tomo 2”.

MA, es una alumna que identifica los numeros decimales como aquellos
numeros que son isomorfos a las fracciones propias e impropias (no enteros) y descarta
como tales a las fracciones impropias (enteros) y a los irracionales. En la
representacion, utiliza técnicas propias de la representacion decimal, fraccionaria o de
los irracionales algebraicos, salvo en el caso de 2,2333.... A pesar de los errores, se
puede observar un cierto equilibrio entre el uso en el campo numérico del pensamiento

operacional y estructural.

La alumna C, identifica los numeros decimales como aquellos nimeros que
estan expresados o son susceptibles de expresarlos, al cambiar de registro, con cifras
decimales significativas. Para esta alumna dejan de ser decimales, Gnicamente, los
numeros enteros. Cuando contesta a la pregunta 2 del cuestionario mantiene los mismos
criterios que usé en la pregunta 1, de manera que sus respuestas en dicha pregunta 2,
son del tipo: “Si, si tiene cifras decimales o puede ser escrito con cifras decimales
significativas” y “No, si no tiene cifras decimales o no puede ser escrito con cifras
decimales significativas”.

La tercera cuestion relativa a la representacion en la recta numérica la aborda
utilizando dos procedimientos:

a) Utilizar la escritura decimal para representar los irracionales algebraicos en

la recta numérica. Como este procedimiento tiene dificultades, acude a una

representacion aproximada.
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Para representar \/E , sefiala: “Esta entre 1,4y 1,5”:
En el caso de -24/2, lo considera como el doble de -2 y éste como el
simétrico de 2 . Indica que ~24/2 se representa: “A partir del caso anterior, se mide la

distancia de 0 a V2, se toma el doble y se mide esa misma distancia hacia la izquierda a

partir del cero”.

b) Utilizar la idea de representar el nimero mediante una fraccion y situar ésta
en la recta numérica dividiendo la unidad en partes iguales, pero de forma

aproximada.

0,75 “Es 3 /4, se divide la distancia entre 0 y 1 en cuatros trozos y se coge la
mitad de la segunda mitad”.

0,333... “Equivale a 1/3. Se divide la distancia entre 0 y 1 en tres trozos iguales
y se marca en el primero”.

2/3 “Se divide la distancia entre 0 y 1 en tres trozos iguales y se toman los dos
primeros”.

2,75 “A partir de 2, se divide en cuatro partes la distancia entre 2 y 3 y se toman
las tres primeras”.

3 /4 “Se divide en 4 la distancia entre 0 y 1 y se marca donde llegue la tercera
division”.

2,2333... “Se parte de 2. Si fuese 2,25 se dividiria en cuatro trozos la distancia
entre 2 y 3 y se tomaria la primera division. Como es un poco menos, se marca

un poco antes”.

C, es una alumna que identifica los numeros decimales como aquellos nlimeros
que son isomorfos a las fracciones propias e impropias (no enteros) con los irracionales,
ya que estos pueden ser expresados con cifras decimales significativas y descarta como
tales a las fracciones impropias (enteros).

En la representacion, utiliza técnicas propias de las representaciones decimal y
fraccionaria o combinaciones de ambas; en casos de dudas por la inexactitud de la
técnica, usa la aproximacion. La primera la utiliza para los irracionales algebraicos; la
segunda, para las fracciones 2/3 y 3 /4, y la combinacion de ambas para los restantes

Ccasos.
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C, es una alumna que manifiesta un pensamiento claramente operacional y lo

pone en juego para dar respuesta a las diferentes preguntas del cuestionario.

4.5.2 Consideraciones finales

En el estudio con alumnos que tienen una buena formacion matematica hemos
encontrado cinco comportamientos diferenciados. Si lo comparamos con resultados
anteriores, tenemos que en Socas (2001) se describen, para alumnos de la Licenciatura
de Matematicas, dos tendencias, a saber:

a) El namero decimal sinonimo de niimero real (85%).

b) El numero decimal como aquel numero expresado mediante una escritura

numérica con coma (15%).

Asimismo, en el estudio anterior, Moreno y otros (2004), se encuentra, en
alumnos de 1.°, de la titulacion de Maestro, especialidad de Educacion Infantil, las
mismas posiciones extremas anteriores, pero la mas significativa es la segunda:

a) El nimero decimal como niimero expresado mediante una escritura numérica

con coma.

En este trabajo también hemos encontrado, tal y como se ha mencionado
anteriormente, las dos tendencias anteriores:

a) Numero decimal como sinénimo de niamero real (25%).

b) Numero decimal como niimero expresado mediante escritura numérica con

coma, pero con ciertos matices relacionados con la presencia (o no) de
infinitas cifras decimales periodicas (o no) (25%).
Sin embargo, hemos observado otra tendencia:

¢) Numero decimal como sinénimo de nimero racional (12,5%).

En relacion con los errores, los resultados anteriores nos permiten identificar en

las formas de pensar de los alumnos cuatro grupos:

a) Numero decimal es cualquier nimero que admita una representacion en el
Sistema de Numeracién Decimal.

b) Numero decimal es cualquier nimero que esté expresado mediante una
escritura con coma o que pueda expresarse de ese modo si se realiza el
correspondiente cambio de registro.

¢) Numero decimal es el que viene expresado mediante una escritura decimal

finita (se incluyen a los enteros) o decimal infinita y periddica.
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d) Numero decimal es aquel en cuya representacion aparece una coma.

Hemos identificado, también, cinco procedimientos o combinaciones de ellos
para representar expresiones numéricas en la recta numérica.

Cuando analizamos los casos de MA y C, observamos que son alumnas con
comportamientos diferenciados en relacion con los numeros decimales, con los
Sistemas Numéricos y con las formas de representar los nimeros en la recta numérica.
La primera, muestra cierto equilibrio entre el uso en el campo numérico del
pensamiento operacional y estructural, mientras que la segunda manifiesta un
pensamiento claramente operacional que lo pone en juego para dar respuesta a las
preguntas del cuestionario sobre numeros.

Encontramos, finalmente, en relacion con los nimeros decimales, en un grupo
de alumnos que tienen una buena formacion matematica, comportamientos y practicas
en los que se utiliza “lo decimal” como un lenguaje sin definiciones precisas, mas
propio de usos y practicas fuera del sistema didactico. Cabria esperar de estos alumnos
usos y practicas en el sistema didactico en los que se utilizara “el decimal” como un

lenguaje con definiciones precisas.

4.6 ESTUDIO EXPERIMENTAL CON ESTUDIANTES PARA MESTROS:
SEGUNDA FASE

El trabajo que nos proponemos en esta segunda fase sigue el marco de referencia
planteado en el estudio anterior. Por ello, se inicia con la administracion del
cuestionario C2 a los alumnos de la ULPGC con un nivel medio en formacion
matematica en el afo 2007 y se finaliza con la correccion y evaluacion de los
resultados. Los siguientes apartados abordamos la descripcion y analisis de los

resultados obtenidos y la exposicion de las conclusiones

4.6.1 Descripcion y analisis de los resultados

Primera pregunta

En relacion con las respuestas dadas en la primera pregunta podemos recoger y
estudiar los datos por columnas, mostrandose asi los significados atribuidos a cada
Sistema Numérico. Para ello se recopilan comportamientos comunes entre las

respuestas de los 38 alumnos.
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Para la columna de los naturales encontramos como respuestas mas frecuentes
las siguientes:

a) Los naturales son los numeros positivos y el cero (18,4%).

b) Los naturales son los de la tabla salvo matices (Por ejemplo con el 35.521 o
con el 0 que son excluidos) (39,5%).

Para los enteros tenemos:

a) Los enteros de la tabla salvo matices (55,3%).

Para la columna de los decimales observamos:

a) Los decimales son los nimeros expresados con notacion decimal con coma
(Comportamiento A) (57,9%).

b) Los niimeros decimales son todos excepto los enteros (Comportamiento C)
(28,9%).

¢) Los decimales son las escrituras con coma y fracciones (Comportamiento B)
(10,5%).

Los racionales son:

a) Los expresados en notacidn fraccionaria (15,8%).

b) Los positivos y el cero (15,8%).

c) Las fracciones positivas (10,5%).

d) Todos excepto las expresiones numéricas en las que aparecen signos de
operaciones (7,9%).

e) Los no elegidos como irracionales (7,9%).

En la columna de los irracionales tenemos:

a) Los no elegidos como racionales (34,2%).

b) Los negativos (21,1%).

c) Los expresados con notacion radical o fraccionaria (7,9%).

d) Los expresados con notacion radical (5,3%).

e) Ninguno (5,3%).

Los numeros reales “son todos” es la respuesta mayoritaria con un 26,3%. Se
dan otros tipos de respuestas tales como: todos excepto las expresiones que contienen
raiz o los que estdn en notacion fraccionaria, los nimeros positivos, considerar R y N
1somorfos, etc.

Los datos por fila nos proporcionan informaciéon, por un lado, sobre las

relaciones de inclusion entre los Sistemas Numéricos y, por otro, sobre la aplicacion o

217



no del mismo tratamiento a estructuras iguales. Asimismo, se puede observar la
frecuencia en la que cada estructura es elegida como natural, entero, decimal. ..

En este sentido, observamos que no se establecen correctamente las relaciones
entre conjuntos numéricos. Asi, nimeros elegidos de forma correcta como naturales y
enteros, sin embargo son excluidos como decimales. Por ejemplo, el 35.521 es excluido
por el 84,2% como decimal, pero es elegido por el 84,2% como entero y por el 92,1%
como natural. Por lo general se da que si un ntimero es elegido como entero es excluido
como decimal. En el siguiente grafico (Tabla 4.11) mostramos este resultado para el

namero 2 (item 1.4).

ftem 1.4

40 7
35 1
30 A
25 1
20 A
15 1
10 A

N Z D Q I R

BSij

34

0

22

4

33

BNo

36

26

OBlanco

2

8

Tabla 4.11: Diagrama de barras

También se da la situacion en la que se elige un nimero correctamente como
racional, por ejemplo -7/3, pero incorrectamente como irracional, ya que, por ejemplo
se identifican a estos con los negativos.

Otro caso lo hallamos en 1+4/2, que es elegido como irracional por el 34,2%,
pero es excluido como real por el 31,6%. Hay un 23,7% que no establece la pertenencia

de éste a los reales.
) 10 2
En cuanto a las igualdades, 2 = 35 = (ﬁ ) , observamos que el alumnado no las

establecen por lo general correctamente. La respuesta dada a cada expresion es diferente
y parece depender del significado atribuido a cada conjunto numérico, de la realizacion
o no de cambio de registro o de la identificacion de operaciones en vez de estructuras.

Por ejemplo, un alumno clasifica a 2 como natural, entero, no decimal, racional, no
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L 10 .
irracional y real; pero, a 35 lo excluye como entero a pesar de elegir como enteros a

2
{35521, 0, 2, (w/i) } Otra situacion es la del estudiante que clasifica de igual manera

) 10 ) . o
que el anterior al 2, pero a 35 como natural, no entero, decimal, no racional, irracional

y real. En esta caso, se considera que:

a)
b)
c)
d)
e)
f)

Los naturales son los nimeros positivos.

Los enteros son los de la tabla, salvo matices.

Los decimales son todos excepto los enteros.

Los racionales son todos excepto los expresiones que indican operaciones.
Los irracionales son los expresados en forma de fraccion.

Los reales son los positivos.

Con respecto a los errores detectados en esta pregunta consideramos

principalmente los que hemos hallado en las respuestas de la columna de los decimales

y su relacion con las restantes, y que se obtienen en gran parte de los comportamientos

descritos con anterioridad. De esta manera distinguimos ocho errores a saber:

a)
b)

c)
d)

e)

f)

2)
h)

Los niumeros enteros no son decimales (E1) (50%).

Todo numero expresado en notacion decimal con coma es decimal (E2)
(94,7%).

Todas las fracciones representan nimeros decimales (E3) (42,1%).

Ninguna fraccion es decimal (ES) (44,7%).

Algunos o todos los irracionales, no expresados en notacion decimal con
coma, son decimales (E6) (47,5%).

Hay decimales que no son racionales (E9) (71,1%).

Hay decimales que son irracionales (E10) (55,3%).

Hay decimales que no son reales (E11) (36,84%).

Segunda pregunta

En la segunda pregunta, hemos estudiado el tipo de eleccion realizada por el

alumno y la explicacion que la acompafia. De esta manera, podemos detectar

comportamientos comunes y argumentos para excluir o elegir un nimero como decimal.

Los comportamientos comunes que hemos encontrado son los siguientes:
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a)

b)

Se marcan como decimales los nimeros expresados con notacion decimal
con coma (A) (42,1%).

Se seleccionan como decimales a todos excepto los enteros (C) (15,6%).
Comportamiento que define una posicidon en la que se entremezclan los
comportamientos anteriores (B) (28,9%). Se suelen marcar las expresiones
que se corresponden con escrituras decimales con coma, se excluyen a los
enteros, se eligen todas o algunas fracciones y algunos de los irracionales (no

expresado en notacion decimal) son excluidos o se dejan en blanco.

Se da que los comportamientos mayoritarios en la primera pregunta estan

presentes también en la segunda, pero con porcentajes inferiores.

Los argumentos (A1) que se aplican para elegirlo son:

a)
b)

c)

d)

Porque esta en notacién decimal con coma (A1) (71%).

Porque es una expresion decimal periddica (A7) (15,8%).

Porque se puede, realizando un cambio de registro, expresar en notacion
decimal con coma (A2) (34,2%).

Porque es una cantidad inexacta o al realizar el cambio de registro a notacion
decimal se obtiene una cantidad inexacta (A3) (7,9%).

Porque expresan partes no enteras de la unidad o al realizar el cambio de
registro a notacion decimal se obtiene una cantidad que indica partes no
enteras de la unidad (A4) (7,9%).

Porque es una fraccion (A13) (5,3%).

Los argumentos (Bi) que se aplican para excluirlo son:

a)
b)

d)

Porque es un nimero expresado con una escritura sin coma (B1) (23,7%).
Porque el numero pertenece a otro conjunto numérico (B5) (N, Z, No Z, Q o
I). Este argumento también se aplica después de realizar el cambio de
registro a la notacidon decimal (65,8%).

Porque es una cantidad exacta o al realizar el cambio de registro a notacion
decimal se obtiene una cantidad exacta (B3) (5,3%).

Porque es una expresion numérica en la que aparecen nimeros y signos de

operaciones (B9) (5,3%).
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e) Porque es una fraccion (B6) (13,2%).
f) Porque el cero “no tiene valor” (B11) (5,3%).

En este caso podemos decir, tal y como se observa, que el niimero es elegido

como decimal por la escritura y, es excluido, por la pertenencia a otro conjunto o por la

escritura.

Con estos argumentos podemos elaborar una red que relaciona los argumentos
con el cambio de registro a la notaciéon decimal. Esta red es aplicable a cada alumno y

por item. Como se expresa, a modo de ejemplo, en la Figura 4.9 y Figura 4.10.

Por estar en notacion decimal con coma

Incluve el < Por ser cantidad inexacta
resultado como
Hace .
decimal
cambio de
registro Por ser partes no enteras de la
\unidad
a notacion
decimal
-
Por pertenecer a otro conjunto
numérico
Argumentos = Excluye el
resultado como .
decimal Por ser cantidad exacta
No hace

cambio de registro
a notacion

decimal

Figura 4.9: Red de argumentos de los alumnos que hacen cambio de registro a la

notacion decimal
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Por estar en notaciéon decimal con coma

Incluye < Por ser cantidad inexacta

Por ser partes no enteras de la

No hace \unidad
cambio de registro
., ( Por la escritura decimal sin coma
a notacion —
decimal Por la escriturs: .
: Por ser cantidad exacta
decimal

Por ser partes enteras de la unidad
Argumentos
—

Por pertenecer a otro conjunto numérico: N, Z, Qo |

D ,
. or no tener valo
Excluye < Por no tener valor

Por ser una expresion numérica
con operaciones
Por otro tipo, i6
P Por ser una fraccién

de escritura
Por no estar en notacion decimal

con coma

\

Figura 4.10: Red de argumentos de los alumnos que no hacen cambio de registro a

la notacion decimal

Los comportamientos estan determinados por los argumentos utilizados y
podemos ver qué argumentos acompafian a cada comportamiento. En la Tabla 4.12

mostramos la correspondencia entre argumentos y comportamientos.

COMPORTAMIENTOS ARGUMENTOS
A Al, A4,BI1,B9,B5,B6yBl1
B Al, A2, A4,B1,B5yBllI
C Al,A2,A3,B1,B3yBS5

Tabla 4.12: Correspondencia entre comportamientos y argumentos

Se pone de manifiesto que hacer el cambio de registro a la notacion decimal
determina de forma general los comportamientos B y C.

En cuanto a la consistencia de las respuestas dadas hasta el momento podemos
decir que se observa fundamentalmente un ligero aumento en la exclusion de los

enteros, en la segunda pregunta, que va del 50% al 65,9%. Por lo general existe, en
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ambas preguntas, la tendencia a elegir de forma mayoritaria a los nimeros con coma

como decimales, le siguen los expresados en notacion fraccionaria (no enteras, en la

1++/5 .
segunda pregunta), T, T-5 y +TI’ después 1442 y 3 ~3 (y /7 enla primera

pregunta) y, por ultimo, los enteros.

Los errores cometidos por los alumnos son los siguientes:

a) Los enteros no son decimales (E1) (65,9%).

b) Todo nuimero expresado en notacion decimal con coma es decimal (E2)
(94,7%).

¢) Todas las fracciones representan nimeros decimales (E3) (50%).

d) Ninguna fraccion es decimal (ES) (42,1%).

e) Algunos o todos los irracionales, no expresados en notacion decimal con
coma, son decimales (E6) (63,2%).

En la Tabla 4.13 ponemos de manifiesto la relacion entre los errores y los

argumentos.

ERRORES ARGUMENTOS
El Bl, B3, B5 y Bl
E2 AlyA7
E3 A2, A4y Al3
E5 B1,B5yB6
E6 A2y A3

Tabla 4.13: Correspondencia entre errores y argumentos

Podemos comentar que la informacion que nos aporta los datos de la tabla es que
la escritura y el proceso, cambio de registro a la notacion decimal, influyen de forma

general en los resultados obtenidos.

Tercera pregunta
En la tercera pregunta el alumnado ha puesto en practica diferentes
procedimientos para representar las ocho expresiones numéricas. En la experiencia

anterior (afio 2006) hemos clasificado estos procedimientos de la forma siguiente:

a) Utilizar la escritura decimal para representar los numeros en la recta

numérica.
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Aplicar el método basado en el teorema de Pitdgoras para representar V2.
Representar una fraccion con el método fundamentado en el teorema de
Thales: Division de un segmento en partes iguales.

Considerar a —24/2 como el doble de —+/2 y éste como el simétrico de V2.
Situar una fraccién en la recta numérica dividiendo la unidad en partes

iguales, pero de forma aproximada.

En esta investigacion hemos observado que los procedimientos (b) y (c) no se

aplican para representar las fracciones (o para cada fraccion generatriz de una escritura

decimal) y los irracionales (\/5 y 242 ), respectivamente. Sin embargo, el

procedimiento (a) es utilizado por el 84,2 % de los estudiantes. La combinacion de los

procedimientos (a) y (e), el primero, para las escrituras decimales y, el segundo, para las

fracciones, se da en un 2,6 % . De la misma manera, la de los procedimientos (a) y (d),

el primero para las escrituras decimales y fracciones y, el segundo, para los irracionales,

también se daun 2, 6 % .

Los errores hallados son los siguiente:

a)

b)

c)

d)

2)

h)

)

A % se le hace corresponder un punto en la recta distinto que a 0,75.

g< 0,75.
4

) 2 3 ) )
Las fracciones 5 y Z son interpretadas, respectivamente, como 2,3 y 3.4.

0,75y 0,333... se sitlian a la izquierda del cero (7,9%).
0,75 es situado entre 0 y 0,1.

V2 se iguala a 2 o se aproxima a 4 (7,9%).

242 sele asigna, en unos casos, el punto correspondiente al cero y, en
otros, el del -1 (10,5%). También se situa en el mismo punto que -1,4.

- 242 es situado entre -1 y 0 (2,6%).

Elegir una unidad, distinta a la tomada en la pregunta, para situar una

fraccion en la recta numérica por el procedimiento (e).

V2 se igualaaly -2\2 a-l.
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Resultados relacionados con la aplicacion y correccion del cuestionario C2
Durante la aplicaciéon del cuestionario no se necesitaron, por lo general,
explicacion sobre las consignas. En este sentido destacamos que las preguntas
formuladas estaban relacionadas con no recordar algin tema en particular, sobre todo

los conjuntos numéricos y las técnicas para representar reales en la recta. Un ejemplo de
pregunta que formularon varios alumnos fue: ;Se me pregunta por 3 0 por su

resultado?

Contestaron a todas las preguntas excepto un 5,3% que no contest6 a la tercera.

Todos los alumnos terminaron la prueba en el tiempo estimado de una hora por
sesion, por lo que se considera adecuado el tiempo previsto.

Con respecto a las preguntas, podemos senalar, a partir de la correccion del
cuestionario y con el objetivo de clarificar las respuestas, que en la tercera seria
conveniente, por un lado, afiadir al enunciado la condicién de que el alumno elabore una
explicacion escrita y breve del procedimiento aplicado. Por otra parte, ofrecer la

posibilidad de representar por separado cada niimero.

4.6.2 Consideraciones finales

En este estudio hemos encontrado tres comportamientos diferenciados. Si lo
comparamos con resultados anteriores, tenemos que en Socas (2001) se describen, para
alumnos de la Licenciatura de Matematicas, dos tendencias, a saber:

¢) El niamero decimal sinonimo de niimero real (85%).

d) El niimero decimal como aquel nimero expresado mediante una escritura

numérica con coma (15%).

Asimismo, en el estudio anterior, Moreno y otros (2004), se encuentra, en
alumnos de 1.°, de la titulacion de Maestro, especialidad de Educacion Infantil, las
mismas posiciones extremas anteriores, pero la mas significativa es la segunda:

a) El nimero decimal como niimero expresado mediante una escritura numérica

con coma.

En el trabajo del afio 2006 también hemos encontrado, tal y como se ha
mencionado anteriormente, las dos tendencias anteriores:

a) Numero decimal como sinénimo de niamero real (25%).
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b) Numero decimal como nimero expresado mediante escritura numérica con
coma, pero con ciertos matices relacionados con la presencia (o no) de
infinitas cifras decimales periodicas (o no) (25%).

Sin embargo, encontramos otra tendencia:

¢) Numero decimal como sinénimo de nimero racional (12,5%).

En este estudio hallamos también el comportamiento (A) como mayoritario, en
el que el nimero decimal es el que estd expresado con notacion decimal con coma
(57,9% en la primera pregunta y 42,1% en la segunda). Asimismo, observamos un
segundo comportamiento en el que los decimales son todos menos los enteros, pero no
necesariamente se establece que todos son reales. Por ello algunos de estos alumnos
consideran numero decimal sinénimo de numero real no entero. No se dan las

tendencias de nimero decimal sinonimo de nimero real ni sinonimo de racional.

En relacion con los errores, los resultados nos permiten identificar en las formas

de pensar de los alumnos dos grupos:

a) Numero decimal es cualquier nimero que esté expresado mediante una
escritura con coma o que pueda expresarse de ese modo si se realiza el
correspondiente cambio de registro.

b) Numero decimal es aquel en cuya representacion aparece una coma.

Finalmente, en relacion a la tercera pregunta, hemos identificado cinco
procedimientos o combinaciones de ellos para representar expresiones numéricas en la
recta numérica, en los que el mas aplicado es el de utilizar la notacién decimal con un

84,2%.

4.7 DISCUSION Y CONSIDERACIONES FINALES

De forma general, se presentan mejores resultados en el primer grupo que en el
segundo.

Con respecto al primer objetivo consideramos que la organizacion de los
sistemas numéricos que guia el andlisis de contenido matematico, no esta presente en el
alumnado. Se presentan ideas poco claras sobre los conjuntos numéricos y las relaciones

que se establecen entre ellos.
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El primer grupo de alumnos se fija para clasificar los nimeros dados en
aspectos, entre otros, relacionados con el signo (positivo) del nimero y con las
escrituras: decimal, fraccionaria y la de los radicales. Mientras que en el segundo grupo
aplican, ademas, el criterio de ser una expresion numérica que contiene operaciones: Un
7,9 % elige como nimeros racionales a todos excepto las expresiones numéricas que
contengan operaciones.

Las respuestas dadas, en su mayoria, para los naturales y enteros son, salvo
matices, las correctas para ambos grupos ((N: 87,5%, Z: 100%) y (N: 39,5%, Z: 55,3%),
respectivamente). Esta situacion no se da con el resto de los conjuntos numéricos,
excepto para los reales (100% y 26,3%, respectivamente). En la Tabla 4.13 describimos

los significados que los alumnos tienen sobre cada conjunto, pero con mayor porcentaje.

PRIMER GRUPO (ANO 2006) SEGUNDO GRUPO (ANO
2007)
N 10 La respuesta correcta salvo
La respuesta correcta salvo matices con 35.521, 0, ? Y | matices con 35.521 (39,5%)
2
(ﬁ) (87,5%)
Z 10 Los enteros de la tabla salvo

La respuesta correcta salvo matices con 35.521, 0, ? Y | matices (55,3%)

(\/5)2 (100%)

D -D=R (37,5%) Los numeros expresados con
- Los numeros expresados con escritura decimal con coma | escritura decimal con coma
(12,5%) (57,9%)

Q - Larespuesta correcta , salvo matices (0,666...y T —5) | - Los expresados con

(62,5%) notacion fraccionaria
- Los expresados en forma de fraccién y los enteros (15,8%)
(25%) - Los positivos y el cero
(15,8%)

I - Larespuesta correcta (37,5%) Los no elegidos como racionales
- Los irracionales y 0,666... (37,5%) (34,2%)

R La respuesta correcta (100%) La respuesta correcta (26,3%)

Tabla 4.13: Significado mas frecuente de cada conjunto numérico

Tal y como se observa, en ninglin caso, se distinguen entre fracciones decimales
y no decimales, conceptos basicos en la organizacion establecida.
En cuanto a las inclusiones entre conjuntos numéricos se presentan, en ambos

grupos, mayores dificultades enlade Zen D y lade D en Q.

En relacién con el segundo objetivo, podemos comentar que los resultados
obtenidos sobre los decimales en cuanto a comportamientos y, como consecuencia, en

cuanto errores vienen determinados por lo significados asignados a estos niimeros,
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expresados en los argumentos, y por la manera de gestionarlos al presentarlos en
sistemas de representacion distintos. Por ejemplo, nos encontramos con alumnos que

consideran que los niimeros decimales son los nimeros expresados en escritura decimal
: : 1
con coma que asignan valores diferentes a 0,5 y a 2 En este caso, nos encontramos con
tres situaciones:
1 : . : : :
a) 0,5y — representan escrituras distintas (decimal y fraccionaria) y, por tanto
2 b b
numero distintos.
, . 1 ., .
b) 0,5 representa un nimero decimal y > una operacion y como no es lo mismo
la operacion que el resultado no se establece la igualdad.
1 .
C) 5= 0,5, luego son decimales.

En la Tabla 4.14 mostramos como se presentan mas, situaciones andlogas a las
dos primeras del ejemplo, para los alumnos del segundo grupo que para los del primero.

Se consideran las tres preguntas.

PRIMER GRUPO (ANO 2006) | SEGUNDO GRUPO (ANO
2007)
PRIMERA PREGUNTA
No se establece:
10 2 37,5% 89.5%
2-5=(+2)
SEGUNDA PREGUNTA
No se establece: 000 .
10 2 () A
2-5=(+2)
SEGUNDA PREGUNTA
1 0 0
No se establece: 5 =0,5 0% 47,4%
TERCERA PREGUNTA
3 0 .
No se establece: 0,75 = 2 0% 55,3%

Tabla 4.14: Porcentajes del no establecimiento de la igualdad de estructuras,

representadas de formas distintas

Debemos comentar que la definicion de nimero decimal dada en el analisis del
contenido matematico no aparece en los argumentos del alumnado. En ninguno de los
grupos no se da la distincion entre fracciones decimales y no decimales, al igual que en

la primera pregunta.
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En relaciéon con los comportamientos destacamos que solo en el segundo grupo
aparece el que consiste en elegir como decimales solo los que estan representados con
notacion decimal con coma con 42,1%; ademas, se constituye como mayoritario. En los
dos grupos se da el comportamiento de seleccionar a todos como decimales excepto los
enteros, pero con porcentajes distintos: 25 % y 15,6 %, para el primer y segundo grupo
respectivamente. De igual manera, solo en el primer grupo se observa el
comportamiento caracterizado por elegir a todos como decimales (37,5%).

De la comparacion de los esquemas realizados para los argumentos esgrimidos
por los dos grupos podemos observar los argumentos comunes y no comunes.

Con respecto de los comunes diremos que se toman como referencia la escritura
decimal (con coma o sin coma) y la pertenencia a los enteros o a los irracionales para
seleccionar o no a los nimeros como decimales.

Para los no comunes, el primer grupo atribuye las escrituras decimal finita, la
infinita periodica y la fraccionaria, a los decimales, y la infinita no periodica a los
irracionales. En el primer grupo aparecen también dos argumentos que no se dan en el
segundo. Estos estan relacionados con el orden y con la existencia de un sistema de
representacion (SND) para todos los reales, respectivamente.

En el segundo grupo se aplican argumentos que podemos decir que estin
relacionados con la medida y que no se utilizan en el primero. Otros argumentos
presentes solo en este grupo estan relacionados con el significado atribuido al cero, la
consideracion de las fracciones como no decimales, la identificacion de algunas
escrituras con operaciones en vez de con estructuras y la no coincidencia de la escritura
con la notacion decimal con coma.

Con respecto al tercer objetivo concluimos que para el primer grupo el mapa
conceptual que guid el andlisis de contenido matemadtico se observa parcialmente. Se

hace uso del teorema de Pitagoras, para los irracionales cuadraticos, y del teorema de

3 . : .
Thales, para 3 y 2 aunque en este Ultimo caso no se aplica a todos los racionales de

la lista. Sin embargo, para ambos grupos, es el uso de la notacidn decimal el
procedimiento que se utiliza de forma mayoritaria para representar de forma exacta o
aproximada cualquier nimero real de la lista (75% y 84,2%, respectivamente). Esto
pone de manifiesto que el proceso, conversion entre la representacion digital y la
analdgica (recta numérica) no se hace a través de la estructura. El alumnado no se

plantea qué estructura es la que tiene que representar para poder aplicar el
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procedimiento adecuado. Por ello decimos que se utiliza mas el sentido operacional del

namero que el estructural y procesual.

Con respecto a los errores distinguimos comunes de los no comunes a las dos
muestras. Los comunes son los siguientes:

E1: Los enteros no son decimales.

E2: Todo niimero expresado en notacion decimal con coma es decimal.

E3: Todas las fracciones representan numero decimales.

E6: Algunos o todos los irracionales, no expresados con notacion decimal con

coma, son decimales.

Estos errores pueden estar relacionados con el cambio de registro a la notacion
decimal y con la identificacion de los decimales con la escritura decimal con coma.

Entre los errores no comunes se tiene:

Para el primer grupo:

E7: Son decimales los expresados con notacion decimal finita e infinita

periddica.

El12: D=R-Z.
E13: D=R.
E15: D=Q.

Para el segundo grupo:
E5: Ninguna fraccion es decimal.
E10: Hay decimales que son irracionales.

E11: Hay decimales que no son reales.
3 .
A 1 se le hace corresponder un punto distinto de la recta que a 0,75.

Estos errores pueden estar relacionados con el cambio de registro a la notacion
decimal, la identificacion de los decimales con la escritura decimal con coma, el
significado atribuido a algunas escrituras como operacion y los significados dados a los
demas conjuntos numéricos y relaciones entre ellos.

Pensamos que muchos de estos errores tienen su origen en una ausencia de
sentido, concretamente estdn relacionados con cuestiones que se han desarrollado

erroneamente en la Educacion Primaria y Secundaria.
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Con respecto a lo que la conjetura planteada sostiene diremos que se verifica en
este estudio experimental, salvo algun matiz. Tenemos que para el primer grupo hemos
encontrado las tendencias siguientes:

d) Numero decimal como sinénimo de namero real (37,5%).

e) Numero decimal como numero expresado mediante escritura numérica con

coma, pero con ciertos matices relacionados con la presencia (o no) de
infinitas cifras decimales periodicas (o no) (25%).

Sin embargo, encontramos otra tendencia:

f) Numero decimal como sindénimo de niumero racional (12,5%).

Para el segundo grupo, tal y como ya hemos comentado, hallamos también el
comportamiento (A) como mayoritario, en el que el nimero decimal es el que esta
expresado con notacion decimal con coma (57,9% en la primera pregunta y 42,1% en la
segunda). Se observa un segundo comportamiento en el que los decimales son todos
menos los enteros, pero no necesariamente se establece que todos son reales. Por ello
algunos de estos alumnos consideran numero decimal sinébnimo de nimero real no
entero. No se dan las tendencias de nimero decimal sinénimo de numero real ni
sinébnimo de racional.

Ambos grupos aplican el sentido operacional del nimero en su representacion
decimal para representar cualquier numero real en la recta.

De esta manera, encontramos en relacion con los niumeros decimales, en un
grupo de alumnos, con niveles de formacién matemadtica distintos, comportamientos y
practicas en los que se utiliza “lo decimal” como un lenguaje sin definiciones precisas,
mas propio de usos y practicas fuera del sistema didactico. Cabria esperar de estos
alumnos usos y practicas en el sistema didactico en las que se utilizara “el decimal”
como un lenguaje con definiciones mas precisas.

Finalmente, los diferentes resultados obtenidos en este estudio nos permitieron

disefiar e implementar el estudio definitivo.
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CAPITULO 5. ESTUDIO DEFINITIVO CON ESTUDIANTES PARA
MAESTROS

5.1 INTRODUCCION

5.2 METODOLOGIA

5.3 RESULTADOS DE LA FASE DE DIAGNOSTICO

5.4 RESULTADOS DE LA FASE DE REVISION

5.5 COMPARACION DE RESULTADOS DE LAS FASES DE
DIAGNOSTICO Y REVISION

5.6 RESULTADOS DE LA TAREA DENOMINADA PRODUCCION

5.7 DISCUSION DE LOS RESULTADOS

5.7 CONSIDERACIONES FINALES
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5.1 INTRODUCCION

Este capitulo contiene la informacion relativa al Estudio definitivo realizado en
esta investigacion.

Comenzamos con la presentacion de la metodologia aplicada que abarca,
inicialmente, la exposicion de los objetivos, cuya explicacion se ha abordado en el
Capitulo 2, y de la conjetura planteada. También, comentamos la muestra elegida para
el estudio y describimos las fases del experimento y los instrumentos de recogida de
datos. En este sentido, se presenta y se describe el esquema del experimento de
ensenanza llevado a cabo. Distinguimos tres fases: diagndstico, retroalimentacion y
revision. Asimismo, se abordan los siguientes puntos, contenidos en las fases anteriores:

- Disefio y administracion del cuestionario (C2) (Anexo 1).

- Disefio y administracion de la unidad tematica: Nimeros, numerales, sistemas
numeéricos y sistemas de numeracion.

- Disefio y administracion de la unidad tematica: Dificultades, obstaculos y
errores en el aprendizaje de las Matematicas.

- Las entrevistas.

- La tarea denominada Produccion.

Seguidamente, se exponen los resultados obtenidos en las fases de diagnostico y
revision y se lleva a cabo una comparacion de los mismos. Del mismo modo, se
presentan los resultados obtenidos en la tarea denominada Produccion.

Continuamos, realizando una discusion de los resultados obtenidos en las fases
de diagnodstico y revision. Para ello, interpretamos los datos obtenidos haciendo uso de
nuestro Marco Conceptual (Capitulo 2). También, confrontamos estos resultados con
los obtenidos en investigaciones similares, recogidas en el Capitulo 1.

Finalizamos con la exposicion de las conclusiones con respecto a los objetivos y

conjetura planteados.

5.2 METODOLOGIA
En este epigrafe tratamos los siguientes elementos del marco metodolédgico:
- Objetivos y conjetura de investigacion. Poblacion y muestra.
- Fases e instrumentos de recogida de datos.
El tratamiento se lleva a cabo con el desarrollo de estos elementos en los

subapartados siguientes.
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5.2.1 Objetivos y conjetura de investigacion. Poblacion
A continuacion exponemos los objetivos, conjetura y poblacion de este estudio.
Nos limitamos solo a la descripcion de estos elementos de la metodologia, ya que la

explicacion de ellos se ha tratado en el Capitulo 2.

Objetivos:

a) Recoger informacion acerca del objeto numero decimal y analizar el tipo de
relaciones que los alumnos establecen entre el nimero decimal y los otros
conjuntos numéricos. En definitiva, encontrar la organizacion que el
alumnado posee de los otros conjuntos numéricos (N, Z, Q, I y R) desde los
decimales.

b) Analizar como los alumnos caracterizan el nimero decimal y como lo
discriminan en relacion con los demas niimeros.

c) Estudiar los métodos que utilizan los estudiantes para representar diferentes
nameros en la recta.

d) Disenar y poner en practica un experimento de enseflanza del sistema de los
numeros decimales, en el que lo decimal y la numeracion decimal sirvan
como elementos organizadores de los demas conjuntos numéricos.

Conjetura:

La conjetura esta basada en la idea de que estos alumnos, con una formacion
matematica por lo general equivalente a la que sostienen los curriculos de la Educacion
Secundaria o el Bachillerato, muestran grandes dificultades cuando se enfrentan a
actividades numéricas en las que se pone en juego mas el pensamiento estructural y
procesual que el operacional. De esta manera, seleccionan los nimeros decimales, entre
otros niumeros, o los relacionan con otros sistemas numéricos, teniendo en cuenta mas
su escritura decimal que su estructura. Asimismo, en las situaciones en las que se
representan numeros en la recta numérica pensamos que la conversion a la notaciéon
decimal es una estrategia mayoritaria. Sin embargo, consideramos que una organizacion
diferente (Figura 5.1), tal y como comentamos mas adelante, de la ensefianza de los
sistemas numéricos puede favorecer un cambio en las concepciones de los alumnos del

sistema numeérico de los decimales.

Poblacion:
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La muestra elegida fue de 28 estudiantes de primer curso de la especialidad de

Maestro de Educacion Musical de la ULPGC.

5.2.2 fases e instrumentos de recogida de datos

Para la evaluacion de los objetivos planteados inicialmente en este trabajo se ha
disefiado e implementado un experimento de ensefianza guiado por conjeturas y un
cuestionario, y se han realizado entrevistas e informes individuales.

El experimento de ensefianza se organiza en tres fases, tal y como se sefiala en la
Figura 5.2.

Comenzamos comentando la organizacion del experimento de ensefianza. La
primera fase es de diagnostico y de discusion a priori, la segunda es de
retroalimentacion y discusion a posteriori y la tercera es de revision y produccion.

En la primera fase, diagnostico y discusion a priori, se utiliza un cuestionario
cuyo disefio y administracion trataremos en el siguiente punto, se corrigen las pruebas y
se seleccionan seis alumnos que son entrevistados.

La administracién del cuestionario se realiza en dos sesiones distintas, para
analizar la consistencia de las respuestas. Las entrevistas (entrevistas iniciales) tienen
por objeto obtener con mayor precision la informacion que nos aportan las respuestas
comunes de los encuestados que son audiograbadas. Asimismo, se realiza una discusion
a priori con todo el grupo, sobre las diferentes respuestas dadas en el cuestionario.

En la fase segunda, la retroalimentacion se genera, especialmente, a partir de dos
unidades de aprendizaje: “Numeros, numerales, sistemas numéricos y sistemas de
numeracion” y “Dificultades, obstaculos y errores en el aprendizaje de las Matematicas”

La primera, trata del estudio de los nimeros y sus diferentes escrituras
considerando como elemento organizativo “lo decimal” y “la numeracion decimal”. De
manera concreta para su elaboracion nos apoyamos en una organizacion de “lo decimal”
y “la numeracion decimal” en el entorno escolar, en el que el conjunto de los nimeros
decimales es considerado como un sistema numérico que permita conectar y dar sentido
a los diferentes numeros y la escritura decimal es una representacion que debe ser
diferenciada del namero decimal y que permite establecer relaciones significativas con
las otras representaciones o escrituras de los diferentes nimeros. En el siguiente
esquema (Figura 5.1) se recoge la organizacion conceptual de la propuesta, descrita

también en los capitulos 3 y 4.
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Numeros Reales

Nimeros Racionales:  Admiten una Numeros Irracionales: Admiten una
escritura decimal finita o infinita escritura decimal infinita no periédica.
periodica,
{———.———-—-—-— —
| Nimeros Decimales: Fracciones I Numeros no Decimales: Fracciones no decimales.
| decimales. Admiten escritura Admiten una escritura decimal infinita periddica.
I decimal finita. I
- -
Numeros Decimales Numeros Decimales no | Fracciones  generatrices Fracciones  generatrices
Enteros. Enteros. de expresiones decimales de expresiones decimales
I | periodicas puras. periddicas mixtas.
| Nimeros Nuimeros I
|| Decimales: Decimales:
I Naturales. Enteros |
negativos. |

Figura 5.1: Organizacion de los sistemas numeéricos y de los sistemas de numeracion

La segunda, “Dificultades, obstidculos y errores en el aprendizaje de las
Matematicas”, supone proporcionar al alumnado un conocimiento teodrico, técnico y
practico que permita analizar y reflexionar sobre el objeto nimero y sus diferentes
escrituras y como estas confusiones entre el objeto matematico y sus escrituras generan
dificultades que a veces se convierten en obstaculos. La elaboracion de esta unidad de
aprendizaje constituye una adaptacion para este alumnado del capitulo: Dificultades,
obstaculos y errores en el aprendizaje de las Matematicas en la Educacion Secundaria
de Socas (1997). En definitiva, este conocimiento pretende proporcionar a los

estudiantes un conjunto de herramientas teoricas, técnicas y practicas, que les sirvan
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para reflexionar sobre las causas de los errores que han cometido al contestar las
preguntas del cuestionario.

En la tercera fase, revision y produccion, se vuelve administrar el mismo
cuestionario y de igual forma que al principio se selecciona una muestra de alumnos
para ser entrevistados (entrevistas finales o de la tercera fase que fueron también
audiograbadas). Igualmente, en esta fase, se les pide a cada estudiante una tarea
concreta que denominamos, produccion, en la que cada alumno presenta un informe
escrito sobre sus dificultades, obstaculos y errores con los nimeros y sus escrituras, en
relacion con las tres preguntas del cuestionario, y referidas a los resultados expresados
en la primera prueba del cuestionario, que se les habia devuelto fotocopiado.

Esto nos ha permitido observar la evolucion y discusion de los resultados,
mediante las diferentes actividades realizadas y documentos aportados en el
experimento de ensefanza.

EXPERIMENTO DE ENSENANZA

Fases

v

Fase 2:
Retroalimentacion y
discusion a posteriori

Fase I:
Diagnostico y
discusion a priori

Fase 3:
Revision y produccion

Tareas Tareas

. B Administracion  Correccion de  Produccion:
Administracion Discusion  Correccion de del

cusi pruebas y Informe
del a priori pruebas y cuestionario en  eleccionde  escrito
cuestionario en eleccion de dos sesiones alumnos que  alumnado
dos sesiones alumnos que . ., S

son Puesta en Discusion o, i<1ad

§ L e . . entrevistados

. X practica del a posteriori ¢
entrevistados

cxpcrimcnlo

Figura 5.2: Fases del experimento de ensefianza

Disefio y administracion del cuestionario

Se administra el cuestionario 2, cuyo andlisis de contenidos matematicos se ha
realizado en el apartado 4.4 de esta memoria, en dos partes: Parte 1? (tarea una, con 23
items) y Parte 2% (tareas dos y tres, con 19 y 8 items, respectivamente) y que los

alumnos contestan en dos fases diferentes: Diagndstico y Revision.
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Como hemos comentado con anterioridad, la primera pregunta, consta de 23
expresiones numeéricas, que denotamos como items 1.1, 1.2, 1.3, ..., 1.23, que los
alumnos deben identificar como numeros naturales, enteros, decimales, racionales,
irracionales o reales. Tiene como finalidad recoger informacion acerca del objeto
numero decimal y analizar el tipo de relaciones que los alumnos establecen entre el
nimero decimal y los otros conjuntos numéricos.

La segunda, consta de 19 expresiones numéricas, que denominamos items 2.1,
2.2,2.3, ..., 2.19, que los alumnos deben identificar como numero decimal o no; en
ambos casos deben aportar una breve explicacién que justifique su respuesta. Tiene
como finalidad analizar como los alumnos caracterizan el numero decimal y cémo lo
discriminan en relacion con los demas niimeros.

Y la tercera, consta de ocho expresiones numéricas, que denominamos items 3.1,
3.2,3.3, ...,3.8 que los alumnos deben representar en una recta graduada con unidades y
décimas. Tiene como finalidad analizar los métodos que utilizan para representar
diferentes nimeros en la recta numérica.

La poblacion elegida fue de 28 estudiantes de primer curso de la especialidad de
Maestro de Educacion Musical de la ULPGC. Los alumnos seran identificados en este
trabajo mediante un codigo numérico: 1, 2, 3,...,28, que se corresponde con el orden
alfabético.

Para organizar y analizar la informacion utilizamos varios procedimientos de
analisis: tablas, esquemas de andlisis, redes sistémicas (Bliss, Monk, y Ogborn, 1983),
transcripciones de las entrevistas, informes y triangulacion de los datos.

El experimento de ensefianza se ha desarrollado en las tres fases mencionadas
anteriormente: diagndstico y discusion a priori, retroalimentacion y discusion a
posterioriy la de revision y produccion.

En la primera, para el diagnostico, se administrd el cuestionario a los alumnos
individualmente en dos sesiones distintas para analizar la consistencia de las respuestas,
y se realizd una discusion a priori con todo el grupo, sobre las diferentes respuestas
dadas en el cuestionario. Se corrigieron las pruebas y se selecciond una muestra de
alumnos, en funcién del comportamiento y errores cometidos en las respuestas, para ser
entrevistados (entrevistas previas o de la fase primera que fueron audiograbadas). Estas
entrevistas tienen por objeto obtener con mayor precision la informacion que nos

aportan las respuestas comunes de los encuestados.
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En la segunda fase de retroalimentacién se pone en practica el experimento de
ensenanza disefado en el marco del programa de formacion y se realiza una discusion a
posteriori con todo el grupo de clase.

En la tercera fase de revision, se vuelve administrar el mismo cuestionario y de
igual forma que al principio se selecciona una muestra de alumnos para ser
entrevistados (entrevistas finales o de la tercera fase que fueron también
audiograbadas). Asimismo, en esta fase, se le pide a cada alumno una tarea concreta que
denominamos, produccion, en la que cada alumno presenta un informe escrito sobre sus
dificultades, obstaculos y errores con los niimeros y sus escrituras, en relacion con las
tres preguntas del cuestionario, y referidas a los resultados expresados en la primera
prueba del cuestionario, que se les habia devuelto fotocopiada.

Esto nos ha permitido observar la evolucion y discusion de los resultados,
mediante las diferentes actividades realizadas y documentos aportados en el
experimento de enseflanza. Todo ello en consonancia con la idea sostenida por Socas
(1997) de que:

Las estrategias de ensefianza deben ir encaminadas a detectar los errores y provocar el
conflicto en los alumnos, fomentando ideas que permanezcan activas mas alla de la clase de
Matematicas y capacitandoles para evaluar si sus ideas o métodos son o no correctos en una

determinada tarea matemadtica.

Disefio y administracion de la unidad tematica: Numeros, numerales, sistemas

numeéricos y sistemas de numeracion

El disefio y planificacion de esta unidad se enmarca en el Programa de
Formacion, disefiado para el curso 2008/09, dentro de la asignatura Matematicas y su
Didactica de la Especialidad de Maestro de Educacion Musical.

A continuacion relatamos las competencia, objetivos y contenidos que se han

tenido en cuenta en esta unidad.
Las competencias que se trabajan son:
a) Encontrar regularidades, relaciones y patrones.
b) Utilizar diferentes representaciones (representaciones digitales y analogicas).

c) Usar el lenguaje simbolico, formal y técnico y sus operaciones.

d) Argumentar.
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2
h)

)
k)

Reflexionar sobre los argumentos matematicos y explicar y justificar los
resultados.

Entender la extension y limites de los conceptos matematicos.

Comunicar el proceso y la solucion de problemas.

Conocer los procesos de simbolizacion matematica, de las representaciones
enactivas a las simbolicas, pasando por las iconicas.

Saber utilizar programas informaticos generales y matematicos y las
tecnologias de la informacion para mejorar el proceso de ensefianza-
aprendizaje.

Usar y hacer usar a los alumnos los nimeros y sus significados.

Conocer y aplicar los medios, materiales y recursos didacticos usuales en la

ensefianza — aprendizaje de los nimeros decimales.

Los objetivos son:

a)

b)

c)

d)

2)

h)

Conocer los problemas matematicos y de la vida cotidiana o laboral que
resuelve la construccion de los nimeros decimales.
Conocer el esquema en el que se utilizan los numeros decimales para

organizar los Sistemas Numéricos.

Establecer correctamente las relaciones existentes entre los Sistemas
Numéricos.
Saber interpretar en un diagrama la relacion de inclusion: NCZC DCQ.

Conocer procedimientos para representar numeros en la recta numérica.
Comprender que la notacion decimal no es la méas adecuada para representar
numeros racionales en la recta numérica.

Reconocer la importancia de representar los numeros decimales con dos
Sistemas de Representacion distintos (notacion decimal y la fraccionaria)
para evitar la identificacion de nimero decimal con nimero con coma.

Saber que se suele sostener que la notacion decimal facilita el aprendizaje de
los algoritmos de las operaciones con decimales, al apoyarse en el
conocimiento de los algoritmos de las operaciones con niimeros naturales
(expresados en el Sistema de Numeracion Decimal).

Realizar cambios de registro de la notacion decimal a la fraccionaria y

viceversa.
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j) Reconocer la conveniencia de hallar la fraccion generatriz para operar
numeros dados en notacion decimal infinita periddica.

k) Operar con nimeros racionales en distintos sistemas de representacion.

1) Ordenar numeros racionales expresados de formas distintas.

m) Valorar el uso del Sistema de Representacion ampliado como sistema para
representar los nimeros reales.

n) Conocer las dificultades, obstaculos y errores en el aprendizaje de los
decimales al nivel de la Educacién Primaria.

0) Reconocer el importante papel que representan los materiales didacticos,
tanto reales como virtuales, en la ensefianza-aprendizaje de los decimales.

p) Conocer los contenidos oficiales relativos a este topico en la Educacion

Primaria.

Los contenidos matematicos se determinan teniendo en cuenta los tres aspectos
que caracterizan a los numeros decimales, a saber: funcional, fenomenoldgico y
conceptual.

El aspecto funcional, toma en consideracion el uso y la utilidad de los nlimeros
decimales en diferentes contextos.

El fenomenologico, lo componemos con las nociones relativas al orden, la
densidad, las operaciones, las representaciones y las relaciones entre los numeros.

El conceptual, incluye el significado conceptual y procedimental de los nlimeros
decimales.

Los contenidos didacticos se escogen siguiendo el marco conceptual propuesto,
en el aspecto de las dificultades, obstidculos y errores en la ensefanza de las
Matematicas. Por ello, se pone énfasis en la importancia del conocimiento de los errores
por parte de los futuros maestros, que cometen los escolares al trabajar con los
decimales, para abordar el proceso de ensefianza. De la misma manera, se presentan
materiales didécticos reales o virtuales para trabajar de forma reflexiva estos conceptos
con sus futuros alumnos.

En la Tabla 5.1 mostramos los contenidos distribuidos por apartados y

subapartados.
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NUMEROS, NUMERALES, SISTEMAS NUMERICOS Y SISTEMAS DE NUMERACION

1. Introduccién

2. Concepto de numero decimal. Relacion de los
decimales con los enteros

3.1. Notacion decimal 3.2. Obtencion de
3. Los numeros decimales expresados en el | expresiones decimales: técnica de la division
Sistema de Numeracion Decimal Ampliado decimal 3.3. Interés de la notacién decimal 3.4.
Otras notaciones: ejemplos

4.1. Definiciones 4.2. Propiedades 4.3. Las

4. Operaciones con nimeros decimales . . ., .
operaciones en el Sistema de Numeracion Decimal

Ampliado
5. La representacion de los nimeros decimales en | 5.1. Representacion 5.2.  Comparacion  de
la recta numérica: la recta decimal decimales en la recta numérica. Densidad. D no

completa la recta

6. Comparacion de decimales segin otras | 6.1 Comparacion de decimales representados en
representaciones notaciéon fraccionaria 6.2. Comparacion de
decimales representados en notacion decimal

7.1. Introduccion del concepto de niumero racional
7.2. Otra forma de representacion de los niimeros
racionales:  expresiones decimales infinitas
7. Relacion de los ntmeros decimales con los | periddicas 7.3. Conversion de una expresion
racionales decimal periddica a fraccion: fraccién generatriz
7.4. Aproximaciones decimales de un nimero
racional 7.5. Operaciones con nimeros racionales
7.6. Los racionales en la recta numérica. Densidad.
Q no completa la recta

8. Relacion de los numeros decimales con los
reales

9. Errores que cometen los escolares con los
decimales

10.1 Materiales didacticos reales: Bloques
Multibasicos, Abacos, Barajas de fracciones, etc.
10.2 Materiales didacticos virtuales: Uso de
paginas Web con recursos para la ensefianza de los
decimales

10. Algunos recursos didacticos para la ensefianza
y el aprendizaje de los decimales

11. Los decimales en los documentos oficiales de
la Educacion Primaria

Tabla 5.1: Contenidos de la unidad tematica: Numeros, numerales, Sistemas numéricos
v Sistemas de numeracion

La planificacion, metodologia y evaluacién que se siguen son las propuestas en
el proyecto docente de la asignatura.

En la fase de retroalimentacion y con respecto a la presentacion del tema:
Numeros, numerales, sistemas numéricos y sistemas de representacion, la iniciamos con
una introduccidon en la que se abordan aspectos funcionales e historicos del topico.
Seguidamente, se procede a construir el Sistema Numérico de los Decimales y su
relacion con el resto de los otros sistemas. Todo ello se desarrolla destacando el papel
que desempefian “lo decimal” y “la numeracion decimal” como elementos
organizadores de las relaciones entre los numeros y sus representaciones.

Para ello, elegimos como estrategia un proceso, ya iniciado en el tema de los

enteros, formulado en tres pasos. En el primero, se construye el concepto de nimero
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decimal, a partir de la necesidad de ampliar el conjunto de los enteros para resolver, de
forma parcial, el problema de que la division de enteros no es siempre posible.
Consideramos que estos nuevos numeros son las soluciones de las ecuaciones:
x 10" =a; aEZ y n€N. Se relacionan estos nimeros con los anteriores por lo que
se trabaja la idea de que los enteros son también decimales. En el segundo paso, después
de abordar los aspectos fenomenologicos descritos anteriormente, procedemos a
construir el conjunto de los racionales como aquellos numeros soluciones de las
ecuaciones: x-b=a;, a,b€Z y b=0. Se estudia la relacion de inclusion de los
decimales en los racionales. En el tercer paso, se construye el conjunto de los reales
como unioén disjunta de los racionales e irracionales y, estos ultimos, como aquéllos que
no pueden ser expresados en forma de fraccidon, pero si con una expresion decimal
infinita no periddica. Se trabaja la relacion de inclusion de los decimales en los reales.
Todo este trabajo se acompaia con un conjunto de actividades en las que el
alumnado ponga en practica los tipos de pensamiento: operacional, estructural y

procesual.

Disefio y administracion de la Unidad Tematica: Dificultades, obstaculos y errores
en el aprendizaje de las Matematicas

En este caso hemos realizado una adaptacion del capitulo Dificultades,
obstaculos y errores en el aprendizaje de las Matematicas en la Educacion Secundaria,
escrito por Socas en Rico y otros (1997). Para ello, se ha respetado el texto completo
exceptuando los ejemplos en los que se requiere una formacion matematica con un nivel
superior a la de los estudiantes de Maestro en la Educaciéon Musical. Estas situaciones
son sustituidas por otras que se dan en estos niveles o en inferiores.

A continuacidon comentamos las competencias, objetivos y contenidos que se

han tenido en cuenta en esta unidad.

En relacion con las competencias destacamos:

a) Aplicar el conocimiento de los errores, en el aprendizaje de un topico

matematico, en el disefio de una secuencia didactica.

b) Averiguar las causas de sus errores, cometidos en actividades planteadas.
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Con respecto a los objetivos consideramos como fundamental conseguir que el
alumnado conozca una teoria, articulada en las dificultades, obstaculos y errores en el

aprendizaje, que le sirva de guia en su labor docente futura.

Los contenidos, tal y como hemos comentado, son los estudiados en el capitulo

del trabajo mencionado anteriormente. En la Tabla 5.2 se recogen:

DIFICULTADES, OBSTACULOS Y ERRORES EN EL APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS

1. INTRODUCCION

2. DIFICULTADES EN EL APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS

2.1. Dificultades asociadas a la complejidad de los objetos matematicos

2.2. Dificultades asociadas a los procesos de pensamiento matematico

2.3. Dificultades asociadas a los procesos de ensefianza desarrollados para el aprendizaje de las
matematicas

2.4. Dificultades asociadas a los procesos de desarrollo cognitivo de los alumnos

2.5. Dificultades asociadas a las actitudes afectivas y emocionales hacia las matematicas

OBSTACULOS EN EL APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS

ERRORES EN LAS MATEMATICAS

5. ERRORES EN EL APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS: EVALUACION Y
DIAGNOSTICO

6. ESTRATEGIAS DE PREVENCION Y REMEDIOS

W

Tabla 5.2: Contenidos de la unidad tematica: Dificultades, obstaculos y errores en el

aprendizaje de las Matematicas

En el siguiente esquema (Figura 5.3) mostramos la idea basica que hemos
desarrollado en la presentacion de la unidad , en la fase de retroalimentacion, y que

explicamos en los parrafos siguientes.

Error

Definicién Tiene su origen

Su conocimiento
Esquema cognitivo no

adecuado

En un obstaculo.

El diagnéstico inicial provee de En ausencia de
informacion, al profesorado, sobre los sentido.
conocimientos del alumnado vy, asi,
poder mejorar el proceso de ensefianza
y aprendizaje de las Matematicas.

Anélisis

1Ol
Nos conduce de errores

como
profesionales a
tomar

En actitudes afectivas
y emocionales

Observamos

Estrategias de prevencion su origen

y remedios
Finalidad

Evitar o) superar los - -
Cémolo ™| La estrategia de remedio pasa porque el

obstaculos. i i o
remediamos | ajymno modifique esa estructura cognitiva
Dotar de sentido a los objetos errénea y la sustituya por la correcta, para
y al pensamiento matematico. ello, el profesor deb_e facilitar actividades
) » . que provoquen conflicto y haga tambalear
Crear actitudes positivas hacia esa estructura cognitiva errénea.

las Matematicas.
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Figura 5.3: Esquema de la unidad tematica: Dificultades, obstaculos y errores en el

aprendizaje de las Matematicas

El profesor que se sitia en la Teoria Cognitiva del Aprendizaje, considera que el
error lo ha construido el alumno, y es, por tanto, una estructura de su dominio. Socas
(1997) destaca el papel en la superacion del error que desempefia la estrategia de
remedio en la ensefianza y aprendizaje, tal y como hemos mencionado en el capitulo 2.

Este trabajo se acompana con actividades de dos tipos:

a) El alumnado busca, explica y propone como remediar los errores en

producciones de escolares que se les proponen.

b) El alumno analiza sus propios errores cometidos en algunas actividades y se

le plantea buscar sus causas.

La planificacion, metodologia y evaluacién que se siguen, son las propuestas en

el proyecto docente de la asignatura.

Las entrevistas
Hemos realizado entrevistas audiograbadas a alumnos seleccionados por
categorias de respuestas detectadas en las correcciones de las pruebas, en las fases de
diagnostico y revision. La finalidad fundamental de éstas es aclarar datos y profundizar
en las respuestas del cuestionario del alumnado. Los resultados de su anélisis nos han
servido de guia sobre la toma de decisiones con respecto a futuras intervenciones.
Aunque las entrevistas no son estructuradas, podemos decir que en todas ellas
hemos considerado unas preguntas generales sobre cada una de las tres cuestiones
planteadas en el cuestionario, a saber:
* ;Necesitaste usar la calculadora?
* ;Recordabas los conjuntos numéricos nombrados en la pregunta 1 (fase
preliminar)?
* /Un numero puede pertenecer a varios conjuntos numéricos (fase
preliminar)?
* ;Qué criterio aplicaste para elegir (o excluir) un nimero como decimal?
* /Aplicaste el mismo criterio para elegir (o excluir) un nimero decimal en las
preguntas 1y 2? ;Cual? ;Por qué?

* ;Por qué realizas operaciones para clasificar o representar algunos numeros?
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* Se le presenta al alumno entrevistado varias respuestas del cuestionario,
dadas por sus compaieros, entre las que estd la correcta, y se le pide su
opinién sobre cada una (fase de diagnostico).

Para las entrevistas, de la fase de diagnostico, se han elegido tres alumnos
(codificados como [n], 0 < n =28:[17], [12] y [20]) que han cometido los errores
comunes y mas frecuentes, detectados en las respuestas del cuestionario. Entre los
elegidos nos encontramos con un alumno, [17], que en sus respuestas presenta mas
aciertos que el resto.

Para las entrevistas, de la fase de revision, también se han seleccionado alumnos
que han manifestado los errores comunes y mas frecuentes ( [10], [21], [27]).

Asimismo, hemos incorporado el alumno, [17], por presentar las respuestas correctas.

La tarea denominada Produccion

La tarea se formula con la presentaciéon de una tabla para cada pregunta del
cuestionario que el alumno debe completar.

Para la primera pregunta la tabla presenta cuatro columnas. En la primera
figuran los conjuntos numéricos: N, Z, D, Q, I y R. En la segunda se formula la
pregunta: ;Qué significado le asigné? En la tercera se cuestiona: ;Es correcta mi
respuesta? En la tltima se pregunta: ;Cudl es el origen o causa de mi error? El alumno
debe contestar estas preguntas para cada conjunto numérico.

Para la segunda pregunta del cuestionario la tabla es de cinco columnas. En la
primera se encuentran los nimeros. En la segunda, el alumno debe copiar su respuesta
inicial. En la tercera, describe los criterios de eleccion y exclusion empleados para los
decimales. En las otras dos, se debe cuestionar si sus respuestas son correctas y cudles
son las causas de sus errores, cuando proceda.

Para la tercera pregunta del cuestionario la tabla dispone de tres columnas. En la
primera aparecen los numeros que debian representar. En la segunda, se comentan los
procedimientos empleados para estos. En la tercera se debe cuestionar sin son correctos

los procedimientos y determinar, en su caso, las causas de sus errores.
5.3 RESULTADOS DE LA FASE DE DIAGNOSTICO

En este punto tratamos de describir los resultados obtenidos en la

implementacion del cuestionario (C2). Para ello, hacemos un andlisis de cada pregunta.
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Parte de este trabajo se ha publicado en el articulo de Moreno, Socas y Hernandez
(2009).

Resultados de la primera pregunta del cuestionario en la fase de diagndstico

La situacion problematica planteada es la siguiente:

Contesta con un Si o con un No en la casillas correspondientes a cada numero.

Natural Entero Decimal Racional | Irracional Real

-2,062

35.521

DN | W

7

0,123456...

3,14

0,666...

(2)

1,35

1,73205008. ..

-5
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0,5

3-3
1+4/5

| —| o

A continuacion recogemos las respuestas dadas por el alumnado a la primera

pregunta, agrupadas por tipos, para cada columna, salvo para la de los decimales, que se

estudiarad con mayor profundidad en el siguiente apartado.

Los criterios utilizados por los alumnos para identificar los nimeros Naturales

son:
a)
b)
c)
d)
e)
f)

2
h)

Los positivos y con notacion decimal, y el cero (3,6%).

Los positivos y el cero. En algunos casos se excluye a 3 - NE) (21,4%).
Los expresados con notacioén decimal (7,1%).

Los que estan representados con notacion decimal finita (7,1%).
Todos, excepto las expresiones que contienen una raiz (3,6 %).

Los que estan expresados con notacion decimal y fraccionaria (3,6%).
Todos, excepto las raices con signo negativo (3,6%).

Los numeros naturales. En algunos casos no se establecen las igualdades:

2= ? - (V2 ) . Ademis, se excluye el 35.521 (21.4%)

Observamos que algunos criterios tienen porcentajes no significativos. Los

porcentajes mas altos se dan en b) y en h), podemos sefialar que para gran parte de los

alumnos estos nimeros son los naturales, los positivos y el cero, con las salvedades que

se enuncian anteriormente.

Los criterios utilizados por los alumnos para identificar los nimeros Enteros

son:

a)

b)

Los enteros, pero al igual que en los naturales se dan las mismas

circunstancias con el 35.521 y con las igualdades 2 = ? = (\/E j (35,7%).

Todos, salvo los negativos y los que en su escritura llevan raiz (7,1%).

¢) Los negativos. Algunos excluyen a 7 (7,1%).

d) Los enteros y las fracciones (3,6%).
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e)
f)

Los representados con notacion decimal (3,6%).

Otros (25 %).

Observamos que para estos numeros la respuesta mas frecuente consiste, a

grandes rasgos, en marcar los enteros de la tabla.

Los criterios utilizados por los alumnos para identificar los nimeros Racionales

son:

2
h)

)
k)
)

Las fracciones, algunos incluyen a

1+2‘/§ (10,7%).

Los que se expresan con notacion decimal (3,6%).

Los numeros enteros (3,6%).

Todos, excepto 1,35 (3,6%).

Los que no estin expresados con notacion decimal (o son operaciones
indicadas) (7,1%).

Las fracciones positivas (3,6%).

Las escrituras numéricas que contienen una raiz (3,6%).

Las fracciones decimales (7,1%).

Todos los que se puedan expresar con notacion decimal con coma y finita
(7,1%).

Ninguno (3,6%).

Los no irracionales (3,6%).

Otros (21 %).

Observamos como estos nimeros se identifican con mayor frecuencia con los

nimeros expresados con notacion fraccionaria.

Los criterios utilizados por los alumnos para identificar los nimeros

Irracionales son:

a)

Los que contienen en su representacion una raiz. Algunos excluyen a

1+\/§
2

(10,7%).

Los no expresados con notacion decimal (3,6%).
Los no racionales (7,1%).

Ninguno (3,6%).

Las fracciones y a las escrituras que contienen una raiz (3,6%).
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f)
g)
h)
i)
J)
k)

7 (3,6 %).

Las fracciones negativas (3,6%).

Todos, excepto las escrituras que contienen una raiz (3,6%).
Los irracionales de la tabla (3,6%).

Los que pueden expresarse con notacion decimal con coma e infinita (3,6%).

Otros (18%).

Observamos que el criterio que mas predomina es el de identificar como

numeros irracionales las expresiones numéricas que contienen una raiz cuadrada.

Los criterios utilizados por los alumnos para identificar los nimeros Reales son:

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)

Todos. Algunos excluyena —/7 o 3 -3 y, otros, a ;t y -5 (28,6%).

Los que contienen en su representacion una raiz (3,6%).

Todos, excepto las escrituras que contienen una raiz (7,1%).

7 (3,6%).

Todos, salvo los que presentan infinitas cifras decimales (7,1%).
Los positivos y el cero (3,6%).

Otros (21,9%).

Observamos que la respuesta mas frecuente de las dadas es a), es decir, todos

son reales salvo algunos matices.

Por ello, y a grandes rasgos, en los casos en los que hemos podido encontrar un

patron en las respuestas, conjeturamos que el alumnado utiliza como criterio para

identificar a los nimeros de forma mayoritaria su escritura o forma de representacion y

otras caracteristicas de los numeros asociadas a los signos. Entre esas caracteristicas

destacamos:

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)
i)

Ser un niimero positivo.

Ser un nimero negativo.

Presentar un signo negativo en su representacion.

Ser una fraccion.

Presentar una raiz en su representacion.

Estar expresado con notacion decimal.

Presentar una coma en su escritura.

Estar expresado con notacidon decimal con coma y finita (o infinita).

Ser simbolos especiales como 7 y w1 -5.
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Por ejemplo, entre las respuestas frecuentes nos encontramos los criterios que

utiliza el alumno identificado en la investigacion como [20], que se recogen en el
Cuadro 5.1:

Contesta con un Si o con un No en la casillas correspondientes a cada niimero.

Natural Entero Decimal | Racional | Irracional Real
- 2,062 o Vo | Sl Noe | No &
35.521 S1 o N No NOo S
3 N , iy
3 <% NGO WO e Vo S
2 2% o) NS NS NS ol
5 &SN O NO Sy NO 0
0,63 =l N S NS WO S
-1 st N O N O NS < 4%
0,123456... e o Sh NI we S
3,14 o\ WO [y NO Y [
0 P =N Wo No wo Sy
1+/2 SN wo NO wo S i
T O ~Jo I S © Y5 N O
10 .
kel Y © 5 \ o N
G AN NO = N [N
7 . N e . .
-3 Gt O vasz <% Wo )\
0,666... NS WO 5, = ©WOo S
2 . N
(+2) RN NS NO Ne | &) 5N
1,35 o NS Sy NO 0o a0
1,73205008... | 0O wo | oo NE o e}
-5 (NS NO o Do NG [NYS)
0,5 S c ) S . NO W S4
33 o wo wo O [ [
”2\/5 00 0o no | o & g2
1 . \ T
3 o po N S we =N
Cuadro 5.1

a) Los numeros naturales son los que se pueden expresar con notacion decimal

finita.

b) Los enteros son los correspondientes de la tabla, salvo (\/5 )Z y %

¢) Los decimales, los que llevan coma.
d) Los racionales, los que estan en notacion fraccionaria.
e) Los irracionales, las expresiones numérica que contienen una raiz.

f) Lo reales son todos, excepto ot y & -5.

En segundo lugar, expresamos el nimero de alumnos que excluyen o incluyen a

los 23 niimeros dados en esta tarea como decimales.
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Los recogemos en la Tabla 5.3 y mostramos el nlimero de alumnos que contesta
con un Si o con un No en cada celda de la columna de los decimales. A cada expresion

numeérica le hacemos corresponder un item, tal y como se muestra en la tabla.

Item de la | Nimero de alumnos que lo | Niimero de
primera excluye como decimal alumnos que lo
pregunta incluye como
decimal
1.1 2 25 - 2,062
1.2 21 5 35.521
1.3 9 16 3
5
1.4 25 1 2
1.5 9 16 1
2
1.6 1 24 0,63
1.7 15 8 ) \/7
1.8 5 20 0,123456...
1.9 2 25 3,14
1.10 24 1 0
1.11 15 9 1_,_\/5
1.12 11 16 T
1.13 19 6 10
5
1.14 9 18 7
3
1.15 2 25 0,666...
1.16 18 5
(2)
1.17 3 23 1 35
1.18 3 24 1,73205008...
1.19 11 14 -5
1.20 1 26 0,5
1.21 13 10 3_\/5
1.22 11 11 1+\/§
2
1.23 9 17 1
3

Tabla 5.3: Tabla de frecuencias
Se observa que los items que mas fueron contestados positivamente se
corresponden con los nimeros que estdn expresados con notacion decimal con coma.
Seguidamente, nos encontramos con los que se corresponden con las fracciones no

enteras y, por ultimo, con los que estdn expresados con notacion radical. Los nlimeros
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enteros son excluidos del conjunto de los decimales por la mayoria de los alumnos

(92,9%).

En tercer lugar describimos los comportamientos encontrados en los alumnos a

partir de respuestas similares.

Para ello hemos tratado de identificar comportamientos regulares a partir de

respuestas similares. Estos comportamientos son los siguientes:

a)

b)

c)
d)

A (21,4%): Los numeros decimales son solo los que estan expresados con
notacion decimal con coma.

B (28,6%): Los numeros decimales son los que estan expresados con
notacion decimal y algunas o todas las fracciones. Ademads, algunas de las
expresiones que contienen una raiz, w o -5 se excluyen o se dejan sin
contestar. Los enteros tampoco se consideran decimales.

C (25%): Los nimeros decimales son todos, excepto los enteros.

D (3,6%): Los decimales son los enteros, los que estan expresados con

notacion decimal, con coma y finita, y todas las fracciones.

Podemos observar que el Comportamiento B se muestra como el mas

significativo.

Los errores, Ei, que hemos tenido en cuenta son los que estan relacionados con

el significado atribuido a los decimales y con las relaciones establecidas entre estos y

los otros sistemas numéricos (NCZCDCRy DNI=0).

De esta manera tenemos:

a)
b)

c)
d)

e)
f)

2
h)

E1: Los enteros no son decimales (92,9%).

E2: Los nimeros expresados con notacion decimal con coma son decimales
(89,3%).

E3: Todas las fracciones son decimales (21,4%).

E4: Algunas fracciones son decimales y otras no, pero la clasificacion se
hace incorrectamente (42,9%).

E5: Ninguna fraccion es decimal (35,7%).

E6: Todos o algunos de los irracionales no expresados con notacion decimal
son decimales (57,1%).

E9: Hay decimales que no son racionales (53,6%).

E10: Hay decimales que son irracionales (35,7%).

E11: Hay decimales que no son reales (25%).
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j) El12: D=R-Z. Algunos presentan ciertos matices relacionados con el

significado atribuido a los nimeros reales (10,7%).
k) E16: Solo los nimeros positivos, expresados con notacion decimal con coma

y con parte decimal finita son los decimales (3,6%).

Uno de los errores mas frecuente es el de excluir a los enteros del conjunto de
los decimales (92,9%). En éste hemos contabilizado a todos los alumnos que fallaron en
algunos de los items siguientes: 1.2, 1.4, 1.10, 1.13 y 1.16. Los tltimos items presentan
un porcentaje de exclusion menor que los tres primeros.

En el andlisis de las respuestas, relacionadas con los items 1.4, 1.13 y 1.16, de
los alumnos que excluyen a los enteros de los decimales, nos hemos encontrado las

siguientes:

10 )
a) ? es decimal, pero no (\/E )z )
b) — y (f )Z son decimales.
) — y (f )2 no son decimales.

d) ? no es decimal, pero (\/5 )z si.

El 89,3% comete el error de considerar a todo numero expresado con notacion
decimal con coma, como decimal. Asi, los fallos contabilizamos en los items 1.8, 1.15,
1.17 y 1.18 consisten en elegir como decimales a los reales expresados con notacion

decimal infinita periddica (periodo distinto de 9 y de 0) y no periddica. Algunos
alumnos dejan en blanco el 1,35.

En estos casos es cuando se observa que el criterio que consiste en fijarse en si la
escritura presenta una coma para elegirlo como decimal, deja de ser valido. Sin
embargo, hemos considerado como correcto, en el entorno del Sistema Numérico
Decimal, cuando el alumno elige como nimero decimal a un niimero por presentar en
su escritura (no obtenida con la calculadora) la coma y un nimero finito de cifras
decimales. Aunque se sabe que numeros que no son decimales se expresan también, en

otros sistemas de numeracidon, con coma y con un numero finito de cifras después de

, . ) . 1
¢ésta. Tal es el caso del racional, no decimal, siguiente: 5 =0,1;.
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El 3,58% se limita a sefialar como decimales a los nimeros positivos, pero los
expresados con notacién decimal con coma y finita. Los decimales son las medidas de
cantidades de magnitud. De esta manera, se excluyen a los enteros y a los decimales
negativos, expresados con notacion decimal o fraccionaria.

En relacién con los nimeros expresados con notacion fraccionaria hay alumnos
que los seleccionan a todos como decimales (21,4%). Se aprecia que no se tiene
adquirida la clasificacion de las fracciones en decimales y no decimales.

Asimismo, hay un grupo de encuestados (35,7%), que excluye a los enteros, que
considera a todas las fracciones como decimales, salvo las enteras. Sin embargo, otros
(7,1%), cometen el error de considerar decimales precisamente las que no los son y,
excluir, las que lo son.

Se da la situacion particular que estos elementos de la muestra marcan a

3 1 10 . )
=,-—y ? como los tinicos racionales.

5 2

El 51,1% apunta como decimal a . Del mismo modo, el 50 % selecciona a
- 5. Pensamos que se hace un cambio de registro a la notacion decimal. Asimismo, se
observa que hay alumnos que eligen a ;t como decimal, pero la casilla del 7 -5 Ia
dejan en blanco o contestan que no. Estos manifiestan un comportamiento similar al A.

El numero aureo es elegido como decimal por el 39,3% de la muestra. En esta
situacion, conjeturamos que se hace la operacion indicada con la calculadora o de forma
estimada, tomando un valor aproximado de la raiz cuadrada, y se clasifica por el
resultado. También, se puede interpretar como una fraccion, y como las fracciones son
vistas como decimales, entonces éste es decimal.

En el mismo caso se encuentran:3—-+/3, 1+~/2 y -J7. Su explicacion
creemos hallarla en la interpretacion de estas estructuras como operaciones indicadas,
cuyos resultados son expresados con la notacion decimal y, por tanto, son clasificadas
como decimales.

Hemos tenido en cuenta como error cuando un estudiante elige correctamente un
nimero como decimal, sin embargo, no lo considera racional o real. También
contemplamos como fallo el que se pone de manifiesto al establecer que DN/ = .

En estos casos juega un papel importante el significado que se le atribuye a cada
sistema numérico. Por ejemplo, si un alumno considera que los racionales son los

nimeros expresados con notacion fraccionaria, entonces comete el error de excluir a 0,5
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o a -2,062 como racionales. Véase el ejemplo siguiente que se presenta en los cuadros:
Cuadro 5.2, Cuadro 5.3 y Cuadro 5.4.

Contesta con un Si o con un No en la casillas correspondientes a cada namero.

Natural Entero | Decimal | Racional | Irracional Real
- 2,062 o o & Ne | Ro o
35.521 3N S NS N NG S
3 . .
3 S5 NG NO e Vo =Y
2 [ o NGO NO N ER
1 -~
-5 =Y DO NO S NO =
0,63 e NS S NG WO =
-7 s\ N O N O o = 41
0,123456.... RO wo S NI We S
3,14 At [NIY [ No N S
0 % =N no DN O wo oy
1+/2 N wo NO wo = =
I N O N o6 N © [NY5) w0
10 .
= o Wo no S N [
7 ‘ N 5 o .
-3 =X C oW gy wo | g
0,666... XS =0 <, O [ Ys) <
2 . .
(ﬁ) a8 INS N [NIC =N 5N
1,35 no pe | S o NS “
1,73205008... | wo wo | o8 NE o X
n-5 WO NO WO NE 0 INY3)
0,5 5t ) S . N0 (N3 <t
343 o [N WO ) [N [
% o we | wo | &n & =
5 50 | Mo | wo | s Ny

Cuadro 5.2
Asi, si marca como irracionales a todos, excepto las expresiones numéricas que
contienen una raiz, sostiene que, por ejemplo, 0,5, es irracional. En el siguiente Cuadro

5.3 se muestra lo comentado:

Contesta con un Si o con un No en la casillas correspondientes a cada niimero.

Natural | Entero | Decimal | Racional | Irracional | Real |
12,062 \ & - . -
boo | S St B\ S X
35.521 SU T voe S W e ' <]
3 ] . - : <
3 AN PN PN & ™ b
2 S No % =35 X
1 ? i R N _
~2 N > Se @‘\\’" Sy X
0,63 = oo | . S <
-V7 Yoo S LS G | vo x
0,123456... [N Yo [ To = <
3,14 o [SOREES o ST
0 1 o Yo [ St X
12 S e S, St e
p ST e o 0 W %
0 N - ;
1? S e ER e 5 X
-3 Woe 1R S e DI
0,666... >0 e Si NS St »
B | s | v | s wioN s
1,35 S¢ Ne | S [N St s
[1,73205008.. | ¢ Yo | Su e S0 X
75 o N St e N X
0,5 o e B NN S
33 il S 1S SHEESE
1+45 | y
T‘/— < Yo PN ¢ o x
1 - R
3 S‘ ‘o ) S \' SA M
~ . & A X=5

Cuadro 5.3

257



Del mismo modo, si se apuntan como nimeros reales a los positivos y el cero,

tal y como se observa en el Cuadro 5.4, entonces -2,062, por ejemplo, no es real.

Contesta con un Si 0 con un No en Ja casillas correspondientes a cada mimero.

! Natural | Entero | Decimal | Racional | Imacional | Real
-2,062 *. i\/‘ o N o ..»,.) | o 5 .\ R
35.521 e N ‘o B b7 s
2 ; ; i
_% N [+ i N < <, :
2 5 2 - S, Wi 7
1 N . - B R
. N RS _} <. lI (O > W
0,63 W o T R e
-7 ' B Moo
0.123456... 5
314 o N o
0 v, I < N Lz
1442 N o o P
p e Ul 5 ) o,
10 .
5 5 : v >
7 L N B - N
_5 i [N 5 ] M s A
{ 0,666... 3 M - 1
2 ;
(\‘6} 2 o ,\. . = N %
l,3§ ':'\i;; RS <); N | <,
1,73205008.... Ny W >, NI S
5 M Iy i 5 b
0,5 Yo - 3 LT - <,
3—\/5 b A ... N o ~’/ '
1+‘\E . I N . -
—_— Ve A > 2 3
5 W, Y ;
1 - ¢
R T - ’

Cuadro 5.4

El 10,7% establece, salvo matices, que D es isomorfo a R-Z. Marcan
positivamente (Si) los mismos numeros en ambas columnas, salvo los enteros, que se
excluyen como decimales, pero se clasifican como reales. Podemos decir que estos
alumnos reconocen a todos los nimeros como reales y, a los decimales, como aquéllos
que se pueden expresar con notacion decimal con coma, con parte decimal no nula.
Consideramos que se contesta en la columna de los decimales haciendo el cambio de
registro a la notaciéon decimal con coma, en todas de las expresiones numéricas que

estan en otro registro, de forma general (véase Cuadro 5.5).
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Contesta con un Si o con un No en la casillas correspondientes a cada nimero.

Natural Entero Decimal { Racional | Irracional Real
-2,062 \ (- - .
bo o | S St =S VA X
35.521 i e N 2> \e S <
3 AX | v | X e S ~<
2 <X Ve | e =3 R X
5 Wz ) S e s, X
0,63 < Nao S Wit St X
-7 Yo Sl S BS | Vo <
0,123456. . [ (S e SO = <
3,14 Sy e S oo St
0 S A Noe \ 5S¢ X
l+\/5 (>l” \?.5@7 _ S, S “\3‘ X
K 9 | e 51 o N X
10 < X . N .
5 S e S W S X
7 N P & o :
-3 Yoo bt DA e )\ X
0,666... B e S Ve St N
2 R . s \ © \h
(+2) S Ne | w Ne | x
1,35 > Ne | St [N 3 <
1,73205008... EX Yo S e S X
-5 o ™= St S R X
0,5 G e B N N St X ]
33 R0l S8 SU | e | A
1+45 3 n R e i
»—2—~ g & 2\ o \\J(,; X
1 ] N - .
5 S\ \—(‘: S\ \% /S \ ){
< N \ X = 54

Cuadro 5.5

Resultados de la segunda pregunta en la fase de diagnostico

Recordemos que la segunda pregunta responde a la situacion problematica:

2. Marca con un Si los numeros decimales y con un No los restantes, explica brevemente tus respuestas.
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0,6666...

(2)

1,35

1,73205008...

T -5

0,5

3-43

1

3
1,48

1+\/§

El estudio de las respuestas que constituyen la eleccion realizada, cuya finalidad
es determinar comportamientos, de los alumnos se ha llevado a cabo a través de un
proceso caracterizado por las siguientes elementos:

- Un conjunto de preguntas que nos sirve de guia en el andlisis de las

respuestas:

a) ¢Son los enteros decimales?

b) ¢(Son todas las escrituras decimales con coma elegidas como decimales?

c) ¢Las fracciones son sefialadas como decimales?

d) ¢Los irracionales, no expresados con notacion decimal, son escogidos como
decimales?

- La elaboracion de un diagrama de arbol (véase Anexo 4) que permite
clasificar a los alumnos en grupos, segin las respuestas a las preguntas
anteriores.

De esta manera se determinaron los siguientes comportamientos:

a) A (17,9%): Se eligen como decimales solo los que estan representados con

notacion decimal con coma.
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b)

c)

d)

B (21,4%): Los numeros decimales son los que estan expresados con
notacion decimal y algunas o todas las fracciones. Ademads, algunas de las
expresiones que contienen una raiz, w o -5 se excluyen o se dejan sin
contestar. Los enteros tampoco se consideran decimales.

C (50%): Todos los numeros, excepto los enteros, son elegidos como
decimales.

F(7,1%): Todos los nimeros son considerados decimales.

En relacién con los aciertos, observamos que el 7,1% del alumnado clasifica

correctamente a los enteros como decimales y el 75 % a los decimales no enteros. En

los racionales no decimales y en los irracionales no se acierta con su clasificacion.

Algunos son elegidos como decimales.

Con respecto a los argumentos, o justificaciones de las respuestas, hemos

considerado tanto los aplicados para elegir un nimero como decimal (Ai), como los

considerados para excluirlo (Bi). En el primer caso encontramos:

a)

b)

Al: Si el nimero esta en notacidon decimal con coma, entonces es decimal.
En este caso se contemplan las respuestas que hacen referencia a aspectos de
la notacion decimal; llevar coma, tener parte entera y decimal o poseer cifras
decimales después de la coma (75%).

A2: Si el nimero no estd en notacion decimal se procede a realizar la
conversion de forma aproximada o no, y se clasifica por el resultado
obtenido. Entendemos que la conversion es aproximada cuando el alumnado
toma o estima una aproximacion decimal del resultado. Asi, si el nuevo
registro es una escritura con coma, se dice que el numero es decimal

(78,6%).

En los siguientes argumentos, también se contempla que el alumnado haya

realizado cambio de registro a la notacion decimal.

c)
d)

2)

A3: El nimero es decimal porque es una cantidad inexacta (10,7%).

A4: Los niimeros decimales son los que representan partes no enteras de la
unidad (10,7%).

AS: Los numeros decimales son los que estan comprendidos entre dos
enteros consecutivos cualesquiera (3,6%).

A6: Es decimal porque pertenece a otro conjunto numérico: Z, No Z o I
(39,3%).

A7: Los niimeros expresados con notacion decimal con coma, infinita y
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periddica son decimales (14,3%).
h) AS: Las escrituras decimales con coma, infinita y no periddicas, también son
decimales (3,6%).

En el segundo, tenemos:

a) B1: No esta en notacion decimal con coma (46,4%).

b) B2: Se hace cambio de registro y se obtiene un resultado que estd en una

escritura decimal sin coma (14,3%).

En los que siguen, también se considera que el alumnado haya realizado cambio
de registro a la notacion decimal.

¢) B3: Es una cantidad exacta (10,7%).

d) B4: Son partes enteras de la unidad (7,1%).

e) B5: No es decimal porque pertenece a otro conjunto numérico: N o Z

(67,6%).

Sin embargo, en los siguientes, no se hace cambio de registro a la notacion
decimal.

f) B6: Es una fraccion (21,4%).

g) B7: Es una expresion que contiene una raiz (3,6%).

h) BS8: Son simbolos especiales (7,1%). Es el caso de .

1) B9: Es una expresion numérica (7,1%).

Los porcentajes se han hallado teniendo en cuenta el nimero de alumnos que los
utiliza en relacion con el total. Los mas altos son los de Al, A2 y BI, en los que la
notacion decimal desempena un papel destacado.

Tal y como se observa, los argumentos son todos falsos, excepto el A7 en el
caso en el que el periodo sea 9, que no es mencionado en esta fase. También, hemos
observado que los aciertos en la eleccion pueden venir acompafiados de justificaciones
incorrectas.

Desde otra perspectiva, en las explicaciones dadas por los estudiantes hemos
observado que algunos separan, en algunas de las situaciones en las que se aprecia una
operacion indicada, el significado atribuido al resultado obtenido del asignado a la
representacion numérica dada. Este hecho se manifiesta mas en el item 2.3 (1/2) que en
los restantes. De esta manera, por ejemplo, 1 /2 no es un nimero decimal porque es una
fraccion, pero su resultado, 0,5, si.

Seguidamente, haremos un comentario de algunos de los argumentos anteriores.

262



En el argumento A6, los alumnos esgrimen que el numero es decimal porque no
es entero. Para ello, se fijan en la escritura y puntualizan que tiene coma y cifras
decimales después de ella.

Otros, al utilizar el argumento BS5, comentan que no es decimal porque es
entero. En estos casos se observa que algunos se refieren a un nimero expresado con
notacion decimal sin coma, pero otros, a uno representado por otra escritura, pero sin
coma.

De esta manera observamos dos clasificaciones de los nimeros de la tabla, en las
que se tienen en cuenta la representacion dada y no se hace cambio de registro, a saber:

a) Los numeros decimales son los expresados con notacion decimal con coma.

A veces, tal y como hemos ya mencionado, se denotan como no enteros. Los

no decimales, son los restantes y reciben el nombre de enteros.

Con coma S No entero

¢ Decimal )
Sin coma

Escritura {

Otra Entero

Figura 5.4: Situacion en la que no se distingue la escritura decimal sin coma de las

restantes escrituras no decimales

b) Los niimeros decimales son también los expresados con notacion decimal
con coma, pero hay distincion entre las escrituras decimales sin coma y las

restantes. De tal modo que los enteros son {O, 2, — 3} y no el conjunto de

todas las escrituras no decimales y decimales sin coma.
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Con coma

No entero
( Decimal >

. Sin coma s Entero
Escritura )

Otra

Figura 5.5: Situacion en la que se distingue la escritura decimal sin coma de las

restantes escrituras no decimales

También se explica que & no es decimal por asignarle a este simbolo, podemos

decir, un significado especial, es decir, una letra que toma valores decimales.

. | ;
N i \ . ] e waligr <
/4 f\fo No g wn nomen Aé(k\f‘ﬂo&‘ Sino v Mk 335U‘-’~, NB“ NOSET S
&S 3 oomd ‘

Figura 5.6: Respuesta de un alumno

En otras respuestas, recogidas en los comportamientos B, C y F, el alumnado
realiza la operacion indicada, en todos los casos posibles o en algunos, y clasifica el
resultado, aplicando los argumentos descritos con anterioridad. De esta manera, el
conjunto de los decimales se corresponde con R — Z y con R en los comportamientos C
y F, respectivamente.

A continuacion, teniendo en cuenta lo comentado con anterioridad, presentamos
la red sistémica de los argumentos que puede permitir clasificar las respuestas por los

razonamientos del alumnado.
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Hace

cambio
registro

a notacion
decimal

©)

Argumentos__|

No hace
cambio de
a notacion
decimal

(NC)

de

registro

Incluye el
resultado como
decimal

I

Excluye el
resultado como
decimal

(E)

<

Por pertenecer a otro conjunto numérico
(A6)

Por estar en notacion decimal con coma
(A2)

Por estar entre dos enteros
consecutivos (AS)

Por ser cantidad inexacta (A3)

Por ser partes no enteras de la unidad

\(A4)

Por pertenecer a otro conjunto numérico
(BS)
Por ser cantidad exacta (B3)

Por ser partes enteras de la unidad (B4)

Por estar en notacion decimal sin coma

(B2)

\

Figura 5.7: Red sistémica de los argumentos de los alumnos que hacen cambio

de registro a la notacion decimal
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Por pertenecer a otro conjunto numérico
(A6)
Por estar en notacion decimal con coma

(A1)
Incluye <

I Por ser cantidad inexacta (A3)

Por ser partes no enteras de la unidad

No hace (A4)
. . o
cambio de registro ) )
/ Por pertenecer a otro conjunto numérico

a notacion | (B3)

decimal Por la escritura Por la escritura decimal sin coma (B1)

NC decimal )

(NC) Por ser cantidad exacta (B3)
Argumentos | (Ed)

Por ser partes enteras de la unidad (B4)

Excluye < Solo expresion (B9)
(E) Por ser fraccionaria
Por ser una expresion numérica (B6)

. Por ser radical
Por otro tipo
de escritura Por ser simbolos especiales (B7)

(Eo) (BS)

\

Figura 5.8: Red sistémica de los argumentos de los alumnos que no hacen cambio de

registro a la notacion decimal

Por ejemplo, un alumno, y para los items 2.3 y 2.4, procede asi: CIA4 para el 2.3

y NCEEdB4 para el 2.4 (Figura 5.9).

Pcn"c;v-i e Alviyen da \\0!5”/ gt B2 U Al ¢
] (ny\_ﬁ/( pe et #C»e-npu_gy’(c, P Pol":’:":" )

PC -'Aglu'“' ;‘_32 < /\A:rw-%r'@ e P;" Wv\jd C‘LC'VD Lo sl.c») L“(AL?

1
2
2 e pledes vy Ademguna poircidin Ao ebrs wmiddad,

/
¢

Figura 5.9: Respuesta de un alumno

De igual manera, podemos establecer una correspondencia entre los argumentos
que mas se han usado con los tipos de comportamientos detectados. Asi, los argumentos
mas utilizados se aplican en los cuatro comportamientos: A, B, C y F. En el
comportamiento A, no se hace cambio de registro a la notacion decimal, pero se
considera que los numeros decimales son los expresados con escrituras con coma. En

los comportamientos B, C y F, se hace, en todos o en algunos, cambio de registro a la
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notacion decimal con coma y, también, se identifica nimero decimal con nimeros con

coma.

Los argumentos y comportamientos anteriores nos proporcionan la serie de

errores (Ei) siguiente:

a)
b)

c)
d)

2)

E1: Los enteros no son decimales (92,9%).

E2: Los niimeros expresados con notacion decimal con coma son decimales
(100%).

E3: Todas las fracciones son decimales (14,3%).

E4: Algunas fracciones son decimales, pero la clasificacion es incorrecta
(67,9%).

E5: Ninguna fraccion es decimal (17,9%).

E6: Algunos o todos de los irracionales, no expresados con notacion decimal,
son decimales (85,7%).

E12: D es R-Z (50%).

Los errores anteriores se pueden relacionar entre si. Un alumno que considere

como decimal los nimeros expresados con notacion decimal con coma, error E2,

también puede cometer algunos de los errores restantes, segiin realice o no cambio de

registro a la notacion decimal.

De esta manera, por ejemplo, un estudiante que cometa el error E2 y realiza el

cambio de registro y manifiesta E1, E3 y E6, pertenece al comportamiento C, es decir,

todos los numeros son decimales excepto los enteros.

Los argumentos que se utilizan para excluir a los enteros como decimales

pueden explicar el significado atribuido a ambos conjuntos numéricos. Asi, tenemos

que se aplica B1, B3, B4 o B5. De esta manera, tenemos que:

a)

b)

c)
d)

Los niimeros enteros son los que estan representados con notacion decimal
sin coma.

Los numeros enteros representan partes enteras de la unidad (Relacion Parte
— todo).

Los niimeros enteros representan cantidades exactas.

Los niimeros enteros son: {...-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}.

Los aplicados para elegir como decimales a los numeros expresados con

notacion decimal con coma, nos muestran que el significado de nimero decimal esta

relacionado con las ideas siguientes:
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a) Los que llevan coma.

b) Los que representan partes no enteras de la unidad.

¢) Los numeros decimales representan cantidades no exactas.

d) Los numeros decimales son los que estdn comprendidos entre enteros

consecutivos.

e) Los decimales periddicos y no periddicos, son nimeros decimales.

Los que consideran que todas las fracciones son decimales, hacen la division del
numerador entre el denominador, de forma exacta o aproximada, y clasifica el resultado
utilizando alguno de los argumentos siguientes: A2, A3, A4, A6 o A7. Sin embargo,
hay estudiantes que excluyen solo al 10/5 y argumentan B2, B3, B4 o B5. En cambio,
los que excluyen a todas las fracciones se basan en algunos de los criterios siguientes:
B1 o B6. Ademas, debemos tener en cuenta que hay alumnos que manifiestan que
asignan un significado distinto al resultado de la operacion que al de la representacion
dada. De esta manera, se decantan por uno, en algunas ocasiones y, por otro, en otras.

En el E6, se juega un papel destacado el cambio de registro a la notacion
decimal con coma. Los argumentos utilizados en este caso son algunos de los
siguientes: A2, A3, A4, A6 o A8. En este punto, nos parece interesante comentar que el
criterio que el alumnado utiliza para excluirlos como decimales no es el que sean
irracionales, sino B1, B7, B8 0 B9. Por lo tanto se fijan solo en la escritura.

También, hallamos alumnos con un porcentaje del 7,1%, que establecen la
inclusion de Q en D, aunque no es explicita. La combinacion de argumentos para
justificar sus elecciones conduce al estudiante a establecer la inclusion incorrectamente,
estos se incluyen en los que tienen el comportamiento F. De igual forma de I en D.

Otros errores los encontramos en ciertas contradicciones que tienen que ver con

considerar diferentes, estructuras iguales, presentadas en registros distintos. Tenemos

10 2 1
los casos de: 2 = 5" (w/i) y 05= 5>

. . _ 10 2
En el primer caso, se sefiala al 2 como no decimal, pero a 35 0 (w/i) como

decimales. Se estima que el resultado es un numero con coma. En el segundo, 0,5 es
marcado como decimal, pero 2 no. Se excluyen a las fracciones de los decimales. Todo

ello pone de manifiesto que fijan su atencion en la escritura.
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En la tabla que se adjunta se relaciona cada error con los argumentos que se
utilizan. Se puede observar que la notacion decimal es la tnica representacion que se

identifica con los decimales. Las fracciones decimales no se mencionan en ningln caso.

ERRORES ARGUMENTOS
El B1, B3, B4, B5, B6, B7
E2 Al, A3, A4, A5, A6, A7, A8
E3 A2, A3, A4, A6, A7, A8
E4 A2, A3, A4, A6, A7/Bl1, B2, B3, B4, B5, B6
ES B1, BS5, B6
E6 A2, A3, A4, A6, A8

Tabla 5.4: Correspondencia entre errores y argumentos

Como la administracion del cuestionario se llevd a cabo en dos sesiones
distintas, tratamos la consistencia de las respuestas dadas en ambas preguntas. En este
sentido, encontramos que no es alta. Si bien se dan los comportamientos A, B, C en
ambas; debemos anadir en la segunda pregunta un nuevo comportamiento, F, que
consiste en considerar a todos los nimeros como decimales. También, los alumnos que

hemos agrupado en esos comportamientos no son los mismos en cada pregunta.
Resultados de la tercera pregunta en la fase de diagnostico

La situacion problematica que hemos planteado es la siguiente:

3. Representa en la recta numérica y explica el procedimiento utilizado :

2 3
a) \/E b)0,75  ©)0,333... d) —2\/5 e) 5 275 g Z h) 2,2333...

A esta pregunta le afiadimos, para cada apartado, un segmento de recta,
subdividido en 10 partes iguales, y sin marcar los extremos. De esta manera, el alumno
podia elegir el segmento unidad, dividido en el numero de partes iguales que le

convenia.

269



En esta pregunta hemos observado que el alumnado utiliza los siguientes

procedimientos para representar los nimeros.

a)

b)

d)

Se divide la unidad en 10, 100, 1000 etc. partes congruentes y se cuentan
unidades, décimas, centésimas, milésimas, etc. A veces se comenta que se
trata de un proceso ilimitado.

Se divide la unidad en partes congruentes, pero no en un nimero que sea la
unidad seguida de ceros, y se toman las necesarias. Por ejemplo: se divide la
unidad en cuatro partes congruentes y se cuenta 0, 0,25, 0,5 y 0,75 o se dice
que de cuatro partes se toman tres.

Se sitia aproximadamente en un punto, algunas veces no se marca, de un
intervalo de la recta. Por ejemplo: se dice que 0,333... estdentre Oy 1, y, en

otras ocasiones, se le asigna un punto proximo al del cero.

Se aplica el teorema de Pitdgoras para representar a V2 0a -242.

La aplicacion de estos métodos se acompafia en algunas casos con un cambio de

registro a notacion decimal con coma. A parte, hemos distinguido los comportamientos

que resultan de la combinacion de las acciones siguientes:

a)

b)

Realizar las operaciones indicadas para la representacion posterior de

2 3
N2, -24/2, 3 0 5 (78:6%).

o 2 3 .
No efectuar la division para representar a 3 0 " (17,9%). Las fracciones se

interpretan como la relacion Parte-Todo.

Utilizar el teorema de Pitdgoras en la representacion de V2 0 de -242
(3,6%).

Representar solo los que estan en notacion decimal con coma (7,1%).

Situar algunos numeros indicando solo el intervalo al que pertenecen

(10,7%).

Por ejemplo, este alumno manifiesta el comportamiento que resulta de aplicar a).
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Figura 5.10: Ejemplo de respuesta de un alumno

El comportamiento mayoritario no se corresponde con el que se refleja en un

mapa conceptual como el que consideramos que rige la organizacion de los contenidos

matematicos de esta pregunta, tal y como mostramos en la Figura 5.11.

Reales
Se decide si son \wﬁmidc si son
~_
T~
Irracionales Racionales
Se decide si son Se decide si son
. Fracciones Fracciones no
Trascendentes Algebraicos . .
decimales decimales
Se decide si son p Se decide si son
No . Fracciones Fracciones no
. Cuadraticos . ..
Cuadraticos binarias bmarlas

Exacta. Teor.
de Pitagoras

QPTOXIIITBD

Exacta.
Constr.
mcdlamz

Exacta. Teor
De Thalc

Figura 5.11: Mapa conceptual de los contenidos que rige el andlisis de contenidos

matemadticos
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La relacion entre las técnicas, utilizadas por el alumnado, y el proceso de
sustitucion formal de una representacion digital a la recta, no se hace a través de las
estructuras. Conjeturamos que el alumnado no se plantea inicialmente qué tipo de
nimero es, para buscar la técnica de representacion adecuada, sino qué tipo de
representacion. Por lo general, se aprecia que el alumnado solo aplica la representacion
de un numero en notacién decimal en la recta. Por ello, se procede a transformar la
representacion fraccionaria y la notacion de radicales a notacion decimal vy,

posteriormente, se representa en la recta de forma aproximada.

Representacion
digital
Vv Tipo
Representacion Representacion
fraccionaria radical

Se convierte a

Representacién Se convierte a

decimal

Se aplica

Aproximada:
a) Se divide la unidad en 10, 100, 1000 etc.
partes congruentes y se cuentan unidades,
décimas, centésimas, milésimas, etc. A veces se
comenta que se trata de un proceso ilimitado.

b) Se sitia aproximadamente en un punto,
algunas veces no se marca, de un intervalo de la
recta. Por ejemplo: se dice que 0,333... esta
entre 0y 1, y, en otras ocasiones, se le asigna un
punto préximo al del cero.

Figura 5.12: Procedimientos de los alumnos en la fase de diagnostico

En este orden de cosas, hemos observado los siguientes errores, aunque con

porcentajes bajos de incidencia:
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a) Se asignan a nimeros positivos puntos situados a la izquierda del cero.
También, a numeros negativos, se les corresponden con puntos situados a la
derecha del cero (7,1%).

b) Se aplica el orden de los naturales a los nimeros negativos (-2 = -2,6)
(3,6%).

¢) Algunos numeros, tales como —2\/5 0 0,333..., se dicen que pertenecen al
intervalo [-1, 0] (7,1%).

d) V2 se iguala con el dos o con el cuatro. Asimismo, ~24/2 se identifica con

el cero o con -2 (7,1%).

5.4 RESULTADOS DE LA FASE DE REVISION
En este apartado, al igual que en el anterior, mostramos, por preguntas, los

resultados obtenidos en la puesta en practica, en esta fase, del cuestionario (C2).

Resultados de la primera pregunta del cuestionario en la fase de revision
Analizamos en este apartado la misma pregunta del cuestionario en la fase de
revision siguiendo el orden anterior. En primer lugar, la respuesta dada por el alumnado
a cada conjunto numérico, con excepcion de la columna decimales, en relacion con los
23 nimeros dados en la tarea.
Volvemos a encontrar, nuevamente, que los alumnos contintan, en algunos
casos, considerando el criterio de identificar a los numeros por su escritura o por alguna

caracteristica asociada a los signos.

Los criterios para los nimeros Naturales son:
a) Los numeros positivos y el cero. En algunos casos se excluye el 3 -3, por

contener el signo menos en la escritura (32,1%).
b) Los numeros expresados con notacion decimal. (7,1%).

¢) Todos. Algunos excluyena & y a 7 -5.(7,1%).

d) Los numeros positivos, pero con un nimero finito de cifras decimales (7,1%).

¢) Los naturales de la tabla (39,3%). A veces no son clasificados como naturales

el 35.521, ? 0 (\6)z
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Ahora el criterio mas frecuente es elegir como nimeros naturales los nimeros

naturales de la tabla con las salvedades mencionadas.

Los criterios para los nimeros Enteros son:

a)
b)

Todos (14,3%). Algunos excluyen a 7.

Los enteros de la tabla (35,7%). A veces no son clasificados como enteros el
35.521, 2 o (V2.
5

Los niimeros positivos y el cero (3,6%).
Todos, excepto algunos irracionales (3,6%).
Los niimeros positivos expresados con notacion decimal finita (3,6%).

Los niimeros que se pueden expresar con notacion decimal finita (14,3%).

Ahora, lo mas frecuente es elegir los nimeros enteros de la tabla con los matices

establecidos en b).

Los criterios para los nimeros Racionales son:

a)
b)

c)

d)

2

h)

)
k)

Todos, excepto algunos irracionales (3,6%).

Los numeros que se pueden expresar con notacién decimal con coma y finita
(10,7%).

Los numeros expresados con notacidon fraccionaria (3,6%). Algunos eligen
también el nimero 4ureo.

Todos (14,3%). En algunos casos se excluye al 7.

Todos los que no han sido seleccionados como irracionales (10,7%).

Las expresiones numéricas que contienen raices, 7 y & -5 (3,6%).

Los racionales (3,6%).

Los positivos (3,6%).

Los expresados con notacioén decimal (3,6%).

Todos menos los enteros y 7 (3,6%).

Las escrituras que contienen raices y las fraccionarias (3,6%).
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En este caso, no hemos podido observar claramente un patron. Podemos senalar

como el mas significativo el criterio de que los alumnos identifican como numero

racional a todos, salvo algunos casos como a 7.

Los criterios para los nimeros Irracionales son:

a) Los numeros que no han sido considerados como racionales (28,6%).

b) Las expresiones numéricas que contienen raices y algunos irracionales (por
ejemplo:  y w-5) (7,1%).

c¢) Los nimeros expresados con notaciéon decimal con coma e infinita, y
algunos irracionales (3,6%).

d) Los numeros que se pueden expresar con notacion decimal con coma infinita
(7,1%).

e) Las expresiones numéricas que contienen raices (7,1%).

f) Ninguno (3,6%).

g) Solamente 7 o, 7 ym-5(7,1%).

h) Los que estan en escrituras decimales con coma infinitas y no periddicas,
Ty -5 (3,6%).

1) Los representados con notacion no decimal (3,6%).

Las respuestas mas frecuentes son las recogidas en los apartados a): los que no

son racionales, considerando implicitamente Q N[ = .

Los criterios para los nlimeros Reales son:
a) Todos (57,1%). En algunos casos se excluye a 7.
b) Los numeros positivos (7,1%). En algunos casos se excluyena o y & -5.

¢) Los que no se han elegido como irracionales (3,6%).
d) Los numeros positivos expresados con notacioén decimal (3,6%).

e) Los enteros {35.521, 2, 0} (3,6%).

La respuesta mayoritaria es a), es decir, se consideran a todos como reales, pero

en algunos casos se excluye a 7.
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En segundo lugar, expresamos el nimero de alumnos que excluyen o incluyen a

los 23 niimeros dados en esta tarea como decimales.

item de la | Nimero de alumnos que lo | Niimero de
primera excluye como decimal alumnos que lo
pregunta incluye como
decimal
1.1 0 28 - 2,062
1.2 15 11 35.521
1.3 4 24 3
5
1.4 19 9 2
1.5 3 25 1
2
1.6 1 27 0,63
1.7 8 14 ) \/7
1.8 5 22 0,123456...
1.9 1 27 3,14
1.10 20 6 0
1.11 9 14 1_,_\/5
1.12 8 18 T
1.13 13 15 10
1.14 12 14 7
3
1.15 3 24 0,666...
1.16 13 12 (\/7
2)
1.17 3 24 1 3§
1.18 5 21 1,73205008...
1.19 8 17 -5
1.20 2 25 0,5
1.21 8 18 3_\/5
1.22 5 20 1+\/§
2
1.23 12 15 1
3

Tabla 5.5: Tabla de frecuencias

A partir de los datos de reflejados en la Tabla 5.5 observamos que se vuelven a

elegir, de forma mayoritaria, los que estan expresados con notacion decimal con coma,

o . : 3 1
a los que debemos incluir las fracciones decimales (— y ——). Nuevamente,

encontramos situaciones en las que el 2 y el 0 no son considerados como decimales.
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En tercer lugar describimos los comportamientos encontrados en los alumnos a

partir de respuestas similares.

En esta fase encontramos los comportamientos siguientes:

a) A (7,1%): consiste en elegir como decimales solo los que estan expresados
con notacioén decimal con coma.

b) B (25%): se seleccionan las escrituras decimales con coma, todas o algunas
fracciones. Los enteros son excluidos. Asimismo, se excluyen o se dejan en
blanco algunos de los irracionales, no expresados con la notacion decimal.

¢) C (17,9%): los nimeros decimales son todos, excepto los enteros.

d) E (3,6 %): la respuesta correcta.

e) F (7,1 %): los nimeros decimales son todos. Nos encontramos que ademas
algunos consideran que D es isomorfo a R-Z.

) G (18 %): se incluyen los nimeros expresados con notacidon decimal con coma
y se establece correctamente la clasificacion de las fracciones (decimales o
no). Con respecto a los irracionales, no expresados con notacion decimal, se
incluyen todos o se excluyen algunos. Los enteros son incluidos en algunos

Ccasos.

En cuarto lugar mostramos, de forma resumida, los errores encontrados. Estos
son los siguientes:

a) El: Los enteros no son decimales (92,9%).

b) E2: Todos los nimeros expresados con notacion decimal con coma son
decimales (78,6%).

¢) E3: Todas las fracciones son decimales (25%).

d) E4: Algunas fracciones son decimales y otras no, pero la clasificacion se
hace incorrectamente (46%).

e) ES5: Ninguna fraccion es decimales (7,1%).

f) E6: Todos o algunos de los irracionales no expresados con notacién decimal,
son decimales (71,4%).

g) E7: Los numeros expresados con notaciéon decimal con coma, excepto la
infinita no periddica, son decimales (7,1%).

h) E9: Hay decimales que no son racionales (50%).

1) E10: Hay decimales que son irracionales (35,7%).

277



j) E1l: Hay decimales que no son reales (32 %).

k) E12: D=R-Z. Algunos presentan ciertos matices relacionados con el

significado atribuido a los nimeros reales (17,8%).
1) E13: También nos encontramos con el error que consiste en considerar D

isomorfo a R (7,1%).

Resultados de la segunda pregunta en la fase de revision
La busqueda de comportamientos se ha realizado aplicando la misma técnica
que en la fase de diagndstico. De esta manera, hemos encontrado los siguientes

comportamientos ademas de A (3,6%), y F (3,6%):

a) Comportamiento E (10,7%).

b) Comportamiento M (3,6%).

¢) Comportamiento H (25%).

d) Comportamiento J (7,1%%).

e) Comportamiento K (28,6%).

f) Comportamiento L (o B) (17,9%)

Los comportamientos que aparecen, por primera vez y que no constituyen el
adecuado (Comportamiento E), al ser estudiado el diagrama de arbol mencionado con
anterioridad, se muestran a continuacion.

Comportamiento M: Se elige a Q como D.

Comportamiento H: Se marcan correctamente todos los nimeros decimales que
estan en notacion fraccionaria y se excluyen las fracciones no decimales. Ademas, son
elegidos todos o algunos de los expresados con notacion decimal con coma.

Comportamiento J: Se eligen algunas de las fracciones no decimales y se
excluyen, mayoritariamente, los nimeros expresados con notacion decimal infinita y no
periodica. Algunos también descartan a las expresiones periddicas.

Comportamiento K: Se toman todos los nimeros decimales que estan en
notacion fraccionaria y se excluyen las fracciones no decimales. Asimismo, se eliminan
los nimeros expresados con notacion decimal infinita y no periddica; algunos, también,
las periddicas.

Comportamiento L: Se decantan por alguna fraccion no decimal y no se

excluyen los expresados con notacion decimal infinita y no periddica. Practicamente es
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el comportamiento B en la fase de diagndstico. En este caso hay alumnos que marcan

negativamente a los irracionales que no estdn en notacién decimal.

En estos comportamientos se eliminan a todos o algin entero y, de los

irracionales, no representados por escrituras decimales, se da mas diversidad en las

respuestas.

Igualmente, destacamos que el 32,1% de los alumnos clasifican correctamente a

los irracionales como no decimales. El 57,1% selecciona correctamente las fracciones

equivalentes a decimales y el 17,9% a los enteros. El 39,3% descarta a elementos de Q-

D.

Los argumentos aplicados en esta situacion son los siguientes:

- La estructura es incluida como decimal porque:

a) Al:
b) A2:
c) A3:
d) A4:
e) AS:
f) Ae6:
g) AT:
h) A9:

Esté representada con notacién decimal con coma (35,7%).

Se realiza el cambio de registro a la notacién decimal con coma (57,1%).
Es una cantidad inexacta (3,6%).

Constituye partes no enteras de la unidad (7,1%).

Por estar comprendida entre dos enteros consecutivos (3,6%).

Pertenece a otro conjunto numérico: N, Z, Q 0 1 (39,9%).

Se expresa con notacion decimal con coma, infinita y periddica (10,7%).

Se puede expresar como una fraccién decimal (53,6%).

1) A10: Se puede representar con notacion decimal, pero con parte decimal

nula o con periodo nueve (10,7%).

j) All: Esta representada con notacion decimal finita (14,3%).

k) AS:

Por ser una expresion decimal infinita y no periodica (3,6%).

El porcentaje que acompaiia a cada argumento indica la relacion entre el numero

de alumnos que lo han aplicado alguna vez y el total.

- Sin embargo, es excluida como decimal porque:

a) BI:
b) B2:
c) B3:
d) B4:
e) BS:
f) B6:
g) B7:
h) BO:

No esté representada con notacion decimal con coma (21,4%).

Se realiza el cambio de registro a la notacién decimal sin coma (35,7%).
Es una cantidad exacta (3,6%).

Constituye partes enteras de la unidad (3,6%).

Pertenece a otro conjunto numérico: N, Z, No Z o 1 (67,9%).

Esté4 expresada en forma de fraccion (3,6%).

Es una expresion numérica que contiene una raiz cuadrada (3,6%).

Se trata de una expresion numérica (3,6%).

279



i) B10: No se puede expresar como una fraccion decimal (39,3%).
j) BI11: No tiene valor (7,1%).
k) B12: Por llevar signo negativo (7,1%).
1) BI13: Estd expresada con notacion decimal con coma e infinita (28,6%).
m) B14: Esté representada con notacion decimal con coma, infinita y perioddica
(10,7%).
n) BI15: Se expresa con notaciéon decimal con coma, infinita y no periddica
(3,6%).
0) B16: Se puede representar con notaciéon decimal con coma, infinita y con
periodo distinto de nueve (3,6%).
p) B17: Es un nimero imaginario (3,6%).
La red sistémica de argumentos encontrados en esta fase, que se recoge en la
Figura 5.13 para los alumnos que hacen cambio de registro a la notaciéon decimal, y en
la Figura 5.14 para los estudiantes que no hacen cambio de registro a la notacion

decimal.

Incluye por ser fraccion decimal (A9)

Hace cambio de
registro a la notacion
fraccionaria

[Por pertenecer a otro conjunto (A6)
Por ser cantidad inexacta (A3)

Por ser partes no enteras de la unidad

Incluye

. . Con coma (A2)
Hace cambio de Por ser fraccion decimal (A9)
registro a la notacion ) )
decimal Por estar en notacion decimal Finita (A11)

Infinita
periddica (A7 o
A10)

No hace cambio de
registro a la notacion
fraccionaria

Por pertenecer a otro conjunto (B5)
Por ser cantidad exacta (B3)

Excluye - Porserpartes enteras de la unidad (B4))

Por ser fraccion no decimal (B10) Sin coma (B2)

Infinita
(B13)

= Infinita periodica
(B14 0 B16)

Por estar en notacion decimal

Figura 5.13: Red sistémica de los alumnos que hacen cambio de registro a la notacion

decimal
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Hace cambio de Incluye por ser fraccion decimal
registro a la (A9)
notacion

fraccionaria Excluye por ser fraccion no

decimal (B10)

Por pertenecer a otro conjunto (A6)
Por ser cantidad inexacta (A3)

Por ser partes no enteras de la unidad (A4)
Incluye — .
Por estar comprendido entre enteros
consecutivos (A5)

Con coma (Al)
Por ser fraccion decimal (A9)

Finita (A1)

L_Por estar en notacion decimal

o }Eced Infinita periodica
cambio de
i (A7 0 A10)
registro a la — '
notacion No hace cambio Por pertenecer a otro conjunto (BS)
decimal de registro a la ] . o
notacion Por ser un numero imaginario (B17)
fraccionaria

Por ser cantidad exacta (B3)
Por ser partes enteras de la unidad (B4)
Excluye —  Por no tener valor (B11)
Por el signo negativo (B12)
Por ser fraccion no decimal (B10)
Solo expresion (B9)

Por ser una expresion numérica { Radical (B7)
Fraccionaria (B6)

Infinita (B13)
Infinita periddica
Por estar en notacion decimal (BM_O B16) o
— Infinita no periodica
(B15)

Sin coma (B1)

Figura 5.14: Red sistéemica de los alumnos que no hacen cambio de registro a la

notacion decimal

En este caso, se dan argumentos falsos, pero también correctos. Destacamos el
A9, B10 y B13 (salvo periodo nueve o cero). Asi, se observa que aparece, por primera
vez en el estudio, el argumento en el que el alumno hace cambio de registro a la
notacion fraccion decimal para explicar el porqué ha elegido el numero (idem para
excluirlo). La notacion decimal no es la Unica representacion que se utiliza para
expresar estos numeros. También, se excluyen como decimales los numeros que se
pueden expresar con notacion decimal infinita.

Por otra parte, se puede establecer una correspondencia entre los
comportamientos y los argumentos. Para ello, se ha considerado que si un alumno, que

manifiesta un comportamiento determinado, aplica uno de esos argumentos, éste es
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asignado al comportamiento. De esta manera tenemos que los argumentos mas

utilizados se aplican en los siguientes comportamientos:

a)
b)
c)
d)
e)
f)

2)
h)

i)

Esté representado con notacidon decimal con comaen A, F, H, J, Ky en L.

Se realiza cambio de registro a la notacién decimal con comaen H, J y L.
Pertenece a otro conjunto numérico (N, Z, Qo I)en E, M, H, K y L.

Se puede expresar como fraccion decimal en H, Ky E.

No esté representada con notacion decimal con coma en A, H, J y L.

Se realiza el cambio de registro a la notacion decimal sin coma en H, J, Ky
L.

Pertenece a otro conjunto numérico (N, Z, NoZoI)en E, M, H, J, Ky L.
No se puede expresar en forma de fraccion decimal en E y H.

Esté representado con notacidon decimal con coma e infinitaen E, H, J y K.

La aplicacion de la notacion decimal con coma para elegir un nimero como

decimal, se da en todos los comportamientos, excepto en el correcto, E, y en el que se

identifica Q con D.

Los errores que en esta fase hemos encontrado son:

a)
b)

c)
d)

e)
f)

2

h)

E1: Los enteros no son decimales (75%).

E2: Los niimeros expresados con notacion decimal con coma son decimales
(35,7%).

E3: Todas las fracciones son decimales (14,3%).

E4: Algunas fracciones son decimales, pero la clasificacion es incorrecta
(25%).

E5: Ninguna fraccion es decimal (3,6%).

E6: Algunos o todos los irracionales, no expresados con notacion decimal
con coma, son decimales (53,6%).

E7: Todo nimero expresado con notacidon decimal con coma finita o infinita
periddica, es decimal (21,4%). Se descartan los expresados con notacion
decimal infinita y no periodica.

ES8: -3,9 no es decimal (14,3%).

E14: Todo numero expresado con notacion decimal con coma finita o

infinita no periddica es decimal (10,7%).
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Entre los que excluyen a los enteros como decimales encontramos respuestas

que consideran como tales a todos o a algunos de los siguientes: {—3, 0 ,2}. A veces, se

les denotan como naturales. En otros casos, el término entero se utiliza para sefialar a

. 7
otros numeros que realmente no los son, por ejemplo: -3,9, ~3 73 m, 0,5y 1,48.

Los numeros expresados con notacion decimal con coma se eligen como
decimales y se aplican argumentos como: Al, A3, A4, A5, A6, A7, A9y All. Asi, el
alumnado, al aparecer el argumento A9, ya se plantea en esta cuestion si un niimero se

puede expresar en forma de fraccion decimal.

4 QO { | 3
3.9 T ¥qpue Anele Jtpeottiioe Some JOKUI SRS
= = de \o =
_ — T . AAC N U T oo

Figura 5.15: Numero expresado en forma de fraccion decimal por un alumno

En esta fase se explicita, en algunos casos, que Q es subconjunto de D.

S 1,30 & un w0 fosaak , por clo €S tamben

1,35 i deomal

Figura 5.16: Respuesta de un alumno en la que se incluye Q en D

El error E7, podemos decir que es menos fuerte que el E2, al excluirse los
irracionales expresados con notacion decimal. Por ello, hemos separado los alumnos
que cometen este error de los del E2, puesto que parte del alumnado (21,4%) ya no
piensa que todo niimero expresado con notacion decimal sea decimal.

En este orden de cosas, comentamos que el item 2.13 (1,732...) se excluye por
algunas de las siguientes ideas:

a) Ser un irracional.

b) No poderse expresarse como fraccion decimal.

c) Estar expresado en notacion decimal infinita.

d) Estar representado con notacioén decimal, infinita y no periddica.

Algunos de los que establecen que todas las fracciones son nimeros decimales

combinan los argumentos A2 y A9. Primero se hace cambio de registro a notacion
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. . . 1 5 o :
decimal y de éste a fraccion decimal (5 =0,5= E). En otras situaciones se aplica A9

en un item y, en otro, el A2.

10 [T gzo Se pede ex Can
10 f e Ao . PRSOT e ulo
3 S 30\ G G = A= (ﬁf&cum Con ckngminedor 1o* !

ju No| 17 perfenece ol (‘mJUnT(x d aumees  utaconaleS

_7 S

3

Yo qe ~ % =43

_—

Figura 5.17: Ejemplo de respuesta de un estudiante en la que se considera a las

fracciones como decimales

10
En el E4, la mayoria excluye a 35 y esgrimen los argumentos B2 y B5. Por

tanto, se realiza la conversion a notaciéon decimal. Algunas veces es elegido al

considerarse una fraccion decimal, pero el 2 no.

2. d G on wurese walual

1++2
10 g“g T—bs:gae J derominador en Qiasol de {0
5

Figura 5.18: Ejemplo de respuesta de un alumno en la que se considera a los enteros

como no decimales

El porcentaje de incidencia del error que consiste en pensar que ninguna fraccion
es decimal es bajo y se aplica el argumento B6.

Los estudiantes que cometen el error E6 argumentan A2, A3 o A9. Este tltimo

argumento se aplica en , puesto que se interpreta como una fraccion, y en -5, al

tomarse una aproximacion decimal de m y realizar, posteriormente, la conversion a
fraccion decimal.

Con respecto al error que consiste en considerar a -3,9 no decimal, observamos
que algunos razonan de la forma siguiente: -3,9 no es decimal porque no es multiplo de

10. Esto mismo sucede con 1,48, pero con menos frecuencia.
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En este orden de cosas, podemos comentar que encontramos confusiones entre

nociones (divisor, multiplo, potencia y reglas para saber si una fraccion representa un

numero decimal):

a) En vez de decir que el denominador de la fraccion es divisor de la unidad

seguida de ceros se dice que es multiplo.

b) Se explica que el denominador es multiplo de 10 en vez de potencia de 10.

. 1 .
¢) Se habla de que, por ejemplo, > es decimal porque es multiplo de 10.

d) Se comenta que, para el mismo ejemplo anterior, que es decimal porque e/

denominador es de base 10 o es una fraccion de base 10.

e) Se dice que un nimero es decimal si es divisor (o multiplo) de 10. De esta

manera, -3 no es decimal porque no es divisor de 10.

Asi, el error El, los enteros no son decimales, presenta también argumentos

errdneos distinto a los de no estar en notacion decimal con coma o ser enteros.

Por todo ello pensamos que existen relaciones entre los errores encontrados y

que se pueden establecer al realizar tratamientos en una representacion o cambios de

registros entre representaciones distintas.

Asimismo, en la Tabla 5.6 establecemos la relacion de los errores con los

argumentos. Se tiene en cuenta la correspondencia entre el error y todos los argumentos

que han empleado los estudiantes que lo cometen.

ERRORES ARGUMENTOS
El B1, B2, B3, B4, B5, B6, B7, B9, B10, B11 (0) y B12(-3)
E2 Al, A3, A7y A9
E3 A2, A70 A10y A9
E4 A2, A4y A6/ B2,B4yB5
ES B6y B9
E6 A2, A6y A9
E7 Al, A6, A70Al0y A9
E8 B5yB10
El4 A60A9

Tabla 5.6: Relacion de errores con argumentos

Resultados de la tercera pregunta en la fase de revision

En esta fase hemos observado que el alumnado utiliza los siguientes

procedimientos para representar los nimeros.
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a) Se divide la unidad en 10, 100, 1000 etc. partes congruentes y se cuentan
unidades, décimas, centésimas, milésimas, etc. A veces se comenta que se

trata de un proceso ilimitado.

o e ) .

Esle ndmein podrda tepreseatase da foma aprorimada o
Soconda 5o (2;0&({@3. £n esle cano G lcp«eﬂe:\&uﬁmcs e Qc(mcx
aprorionada.

03 . oY
AT Yoss,

N IR

o ]

= 7 = . 72

Figura 5.19: Representacion aproximada de 0,3333..., realizada por un estudiante

b) Se divide la unidad en partes congruentes, pero no en un nimero que sea la

unidad seguida de ceros, y se toman las necesarias.
c) Se aplica el teorema de Pitdgoras para representar a V2 0a -242. Este
ultimo niimero también se representa hallando el doble de \2 y, después, el

opuesto de 242

Para ello, hay alumnos que realizan, previamente, un cambio de registro a
notacion decimal con coma o a notacidon fraccionaria, en algunas situaciones. De esta
manera, distinguimos comportamientos, al igual que en la prueba inicial, que se

obtienen de la combinacion de las acciones siguientes:

a) Representar a 0,75, 0,333..., 2,75y 2,2333..., haciendo cambio de registro a

notacion fraccionaria en algunos (o en todos) de ellos (17,9%).
b) Utilizar el teorema de Pitagoras en la representacion de V2 o0 de -242
(42,9%).

¢) No efectuar la division para representar a 3 0 " (35,7%). Las fracciones se

interpretan como la relacion Parte-Todo.

d) Realizar las operaciones indicadas para la representacion posterior de

3
N2, -242, % 0 5 (46:4%).

Por ejemplo este alumno combina las acciones a), b) y c):

286



Wi 1tan? [FCP RSN ot el rovewe

5 {/‘“‘ s
o \E \ el @i Lo k:f‘”"‘" rd ]\."’1 f‘? . . N L . . .
X & k1 2 Y
5y Ze been ity }jm ege O Waroa f«m cotad t

O35 = o B . 0'% 1, de
[ e e beue (O Y i :/“1)\3&'131;\.'\(.\L ¢ U gede 'L“A.f“i 0 . N N s /WTJ\'\ . f‘i'

o T ‘E; 6 ode dilbodemen o don e Yo o3 53
| ’ ° L

2T Wa e o wolmatene  go e
3 w =57 o vtea, ol RS fomaid o < . ; . . . .

2 Godividiven b oo e b e B U
o 2 i o 1! :i ’ ‘ ‘ . ‘ . .

KIS SN g0 trovifprms e vaa Jrocclde S ) F+~-W‘?*""i“*~‘f‘"‘i"’*“';;‘"
3 ’ hese 10y @ sebdivede code puile tn 0 T — ¥ i
,;3 3/« B e e ke ‘5{?0 ”ic‘ ; L T \.% o s ) . Ot:;i‘l”\—bt;;;wu,g&mww : -L\
Lol LR _ No 2 Whweterlo

Figura 5.20: Ejemplo de respuesta de un alumno
En el esquema siguiente recogemos las combinaciones que hemos encontrado.
Representacion
digital
= Representacion Representacion
Representacion . .
. . > decimal < radical
fraccionaria . ,
Se convierte a Se convierte a
Puede ser

Se aplica Exacta Se aplica

Aproximada
Se divide la unidad en 10,
100, 1000 etc. partes
congruentes y se cuentan
unidades, décimas,
centésimas, milésimas, etc.
A veces se comenta que se
trata de un proceso
ilimitado.

Se divide la unidad en
partes congruentes, algunas
veces no en un nimero que

sea la unidad seguida de
ceros, y se toman las
necesarias . Se trabajan con
décimas y centésimas.

Se divide la unidad en
partes congruentes, pero
no en un nimero que sea
la unidad seguida de
ceros, y se toman las
necesarias. Se trabaja con
la notacién fraccionaria

Se aplica el teorema de
Pitagoras para
representaraa) oad).
Este Gltimo nimero
también se representa
hallando el doble de a)
y, después, su opuesto.

Se obtiene

Representacion
en la recta

Figura 5.21:Procedimientos de los alumnos en la fase de revision
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En este caso, hemos hallado los siguientes errores, aunque con una frecuencia

baja:

a) Situar nimeros positivos a la izquierda del cero (3,6%).

b) Contar décimas siguiendo la secuencia: 0,1, 0,2, 0,3,..., 0,9y 0,10 (3,6%).

¢) Confundir ~242 con 2-42 y situarlo incorrectamente (3,6%).

d) Para situar el “24/2, se construye el cuadrado de lado la unidad sobre el
intervalo [-2, -1] y se transporta la diagonal de tal modo que el punto se halla

en el intervalo [—1, O]. De esta manera, el punto que se le asigna esta a la

derecha del -1. También se dibuja el cuadrado sobre el intervalo [-3, -2] y se
localiza el punto en el [-4, -3]. Su porcentaje es del 7,1%.

e) Equivocarse en el procedimiento para hallar la fraccion generatriz de
2,23333... (7,1%).

f) Considerar quew/i no se puede representar porque es imaginario; 242
porque no existe; 0,333... por ser inexacto y 2,2333...porque es periodico

mixto (3,6%).

55 COMPARACION DE LOS RESULTADOS DE LAS FASES DE
DIAGNOSTICO Y REVISION

Comparamos ahora los resultados obtenidos en las tres preguntas.

Comparacion de los resultados de la primera pregunta

Dedicamos este apartado a comparar y discutir los resultados obtenidos. Con
respecto a los resultados generales, sobre los criterios usados para identificar a los
diferentes numeros, obtenemos un mayor porcentaje de aciertos en la eleccion de los
naturales en la tltima prueba (39,3%) que en la inicial (21,3%). Del mismo modo, en la
seleccion correcta de los reales, del 28,6% al 57,1%.

En la Tabla 5.7 presentamos los comportamientos obtenidos en ambas pruebas,

en la columna de los decimales, con los porcentajes de incidencia.
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Comportamientos en la Porcentaje Comportamiento en la Porcentaje
prueba inicial (columna de los prueba final (columna de
decimales) los decimales)

Comportamiento A 21,4% Comportamiento A 7,1%

Comportamiento B 28,6% Comportamiento B 25%

Comportamiento C 25% Comportamiento C 17,9%

Comportamiento D 3,6 % -
Comportamiento E 3,6%
Comportamiento F 7,1%
Comportamiento G 17,9%

Tabla 5.7: Comportamientos obtenidos en ambas pruebas

Tal como se observa hay comportamientos que se repiten y otros que aparecen
por primera vez.

Con respecto a los que se repiten nos encontramos con el A, que consistia en
contestar como decimales solo los nimeros expresados con notaciéon decimal con coma,
cuyo porcentaje experimenta una reduccion de la prueba inicial (21,4 %) a la final
(7,1%). Asimismo, el porcentaje de incidencia del comportamiento C, en el que los
alumnos sefalan como decimales a todos excepto a los enteros, disminuye del 25 % al
17,9 %. El comportamiento B pasa del 28,6 % al 25%.

En relacion con los nuevos comportamientos E y G, destacamos que aparece,
por una parte, la respuesta correcta y, por otro, se presenta una mejoria en la
clasificacion de las fracciones. Por otra, surge el comportamiento F, en el que el
alumnado considera a todos los nimeros como decimales, pero con un porcentaje bajo
(7,1%). En los comportamientos E y F se consideran a los enteros como decimales.

En relacion con los errores podemos observar que aparecen practicamente los

mismos, seglin se observa en la Tabla 5.8.
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Tipos de errores Porcentaje Porcentaje
(Prueba (Prueba final)
inicial)
a) El:Los enteros no son decimales. 92,9% 92,9 %
b) E2: Todos los niimeros expresados con notaciéon decimal con | 89,3% 78,6%
coma son decimales.
¢) E7:Los nimeros expresados con notacion decimal con coma,
excepto la infinita no periddica, son decimales. _ 7,1%
d) E3: Todas las fracciones son decimales.
e) E4: Algunas fracciones son decimales y otras no, pero la | 21,4% 25%
clasificacion se hace incorrectamente. 42.,9% 46 %
f) ES5: Ninguna fraccion es decimal.
g) Eo6: Todos o algunos de los irracionales no expresados con | 35,7 % 7,1%
notacion decimal son decimales. 57,1% 71,4 %
h) E9: Hay decimales que no son racionales.
i) E10: Hay decimales que son irracionales. 53,6% 50%
j) Ell1: Hay decimales que no son reales. 35,7% 35,7%
k) E12: D=R-Z. Algunos presentan ciertos matices | 25% 32%
relacionados con el significado atribuido a los ntimeros reales. . .
1) EI13: También nos encontramos con el error que consiste en 10,7% 17,8%
considerar D isomorfo a R.
- 7,1%
7,1%

Tabla 5.8: Tipos de errores en ambas pruebas

En la tabla podemos observar que el error que se comete al excluir los nlimeros
enteros de los decimales es persistente por lo que podemos pensar que desde D los
alumnos no pueden organizar N y Z.

Por otro lado, en el caso de las fracciones, aunque se experimenta un aumento
del porcentaje en la prueba final de los errores E3 y E4 de la tabla, disminuye el
porcentaje del error ES. Podemos decir que ahora hay més estudiantes que plantean que
las fracciones si pueden ser decimales, que en la prueba inicial.

Observamos en la prueba final la presencia del error E7 que muestra ademas que
parte del alumnado separa las expresiones decimales con coma infinita, periddicas, de
las no periodicas. Inicialmente, se hacia un tratamiento global, todas representaban
numeros decimales.

Asimismo, el error E6 tiene una mayor incidencia en la prueba final que la
inicial. Conjeturamos que la causa de este hecho se encuentra en que ahora hay mas
alumnos que hacen cambio de registro.

Los errores que estdn relacionados con la relacion de inclusion mantienen
aproximadamente el mismo porcentaje, excepto en el E11. En esta fase final hay mas

alumnos que consideran que los decimales no son un subconjunto de los reales. El

290



estudiante, de forma general, manifiesta menos el pensamiento estructural y el procesual
que el operacional.

Finalmente, comentamos que parte del alumnado sigue utilizando el criterio,
aunque con menos incidencia, de que si el nimero estd o puede ser representado
(cambio de registro) con una escritura decimal con coma, es decimal. Pensamos que
esta disminucion se debe a que parte del alumnado ha incorporado las reglas para

averiguar si una fraccion es decimal o no.

A modo de conclusion, podemos decir que la organizacion curricular que
encontramos en la fase de diagnostico queda caracterizada por los siguientes aspectos:

- El comportamiento general es identificar a cada estructura con una escritura o
con otras caracteristicas asociadas a los signos (Por ejemplo: + o -).

- Los niumeros decimales se identifican con la representacion decimal con coma.

- Los enteros se excluyen de los decimales.

- La notacién decimal es tratada de forma global: no se distingue entre la
notacion decimal, infinita y periddica de la no periddica.

- La aplicacion de los conceptos, fraccion decimal y no decimal, no es apreciada
en sus respuestas.

- Los racionales se identifican con los niimeros expresados con notacion
fraccionaria.

- Los irracionales se identifican con las expresiones que contienen una raiz
cuadrada.

Sin embargo, la organizacion curricular, hallada en la fase de revision, queda
caracterizada por los siguientes aspectos:

- Los numeros decimales se identifican con la escritura decimal con coma, pero,
en algunos casos, con la notacion fraccionaria decimal.

- Los enteros se excluyen de los decimales.

- Los racionales, ahora, son todos los de la tabla, salvo 7.

- Los irracionales, son los que no son racionales: QN1 = .

- La notacion decimal no es tratada de forma global: Los irracionales,
expresados con notacion decimal, son considerados no decimales.

- La aplicacion de los conceptos, fraccion decimal y no decimal, se aprecia en

las respuestas del alumnado.
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Por tanto, se observa, por una parte, que hay alumnos que diferencian las
fracciones decimales de las que no lo son y, por otra, que se hace la identificacion de las
expresiones decimales, infinitas y no periddicas con los irracionales.

Los errores comunes y presentes en la mitad o mas del alumnado son los
siguientes: E1, E2, E4, E6 y E9. Todos estos errores estan relacionados, en general, con
la identificacion de nimero decimal con la escritura decimal con coma y con el cambio

de registro a esta notacion.

Comparacion de los resultados de la segunda pregunta

Realizamos un estudio comparativo entre los comportamientos encontrados en
las fases: diagndstico y revision.

Con relacion al comportamiento A, se observa que es una constante a lo largo
del desarrollo del estudio. Sin embargo, experimenta una disminucioén en su frecuencia,
de tal forma que en la ultima prueba lo presenta un solo alumno de la muestra.

El comportamiento B, que se presenta en la prueba inicial con un porcentaje del
21,4 % lo convertimos, en la prueba final, en el L (17,9 %). En este caso se tiene en
cuenta, tal y como hemos mencionado con anterioridad, que el alumnado haya excluido
o no a todos los irracionales, no expresados con notaciéon decimal.

El comportamiento C, en el que se considera a todos los nimeros como
decimales excepto a los enteros, no aparece en la fase de revision (prueba final).

El comportamiento E, que es la respuesta correcta, se da solo en la prueba final,
con un porcentaje, aunque bajo, del 10,7%.

El comportamiento F, elegir a todos los nimeros como decimales, aparece en las
dos pruebas, pero disminuye su frecuencia en la final. La frecuencia es baja, 3,6%.

El resto de los comportamientos, H, M, J y K, se observan solo en la prueba
final.

Los comportamientos mas significativos en ambas fases (diagnostico y revision)
son el C (50%) y el K (28,6%), respectivamente. La diferencia fundamental es que se
pasa de elegir a todos los nimeros, excepto a los enteros, como decimales, a seleccionar
a las fracciones decimales y a excluir a los irracionales en escritura decimal y, en
algunos casos, también a las expresiones periddicas.

Con respecto a los argumentos, hallamos que, en conjunto, los de la prueba final
contienen en su mayoria a los de la inicial. Tenemos, ademas, que en la tltima se dan el

A9, A10 y el A1l ( B10, B11, B12, B13, B14, B15, B16 y B17). Se aplica la idea de
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que es decimal si se puede expresar en forma de fraccion decimal y que las escrituras
decimales, con un numero finito de cifras, se corresponden también con decimales.

Los mas utilizados en la primera parte, A1, A2 son aplicados con menor
frecuencia en la segunda. Se pasa del 75 % para Al al 35,7% vy, del 78,6%, para el A2,
al 57,1 %. Estos argumentos estan relacionados con la identificacion de estos nlimeros
con las escrituras con coma. El B5, se aplica casi con las misma frecuencia, ya que, sus
porcentajes son del 67,6%, en la fase inicial, al 67,9 %, en la final. En este argumento,
en la fase de diagndstico, se sostiene que los numeros considerados como naturales o
enteros, no son decimales, sin embargo, en la fase de revision, se excluye, ademas, a los
irracionales. En esta ultima prueba, uno de los argumentos que mas se utiliza es el A9,
para elegir un niimero como decimal, con un porcentaje del 53,6 %. Este se caracteriza
por la aplicacion del concepto de fraccion decimal.

En resumen, podemos decir que si bien, en la fase de diagnostico, los
argumentos para elegir un nimero como decimal se basan en la escritura decimal con
coma, en la fase de revision, se fundamentan, ademas, en la representaciéon del nimero
en forma de fraccion decimal. Los argumentos, para excluir un nimero como decimal,
en la fase de diagndstico, estdn basados en la pertenencia a un conjunto numérico,
identificado con N o con Z, o en una escritura sin coma. Sin embargo, en la fase de
revision, los fundamentan, también, en la imposibilidad de expresarse en forma de
fraccion decimal o en la pertenencia a los irracionales. Se aprecia que los enteros y los
irracionales no son considerados como decimales y que la notacion fraccionaria
decimal es incorporada en sus razonamientos.

Del mismo modo, observamos, al comparar los esquemas de los argumentos,
que parte del alumnado hace distinciones entre los tipos de escrituras decimales con
coma, en la ultima prueba. En la inicial, podemos decir que el alumnado establecia la
notacion decimal con coma como una sola categoria.

Con respecto a los errores, recogidos en la Tabla 5.8, comentamos que, por lo
general, se dan errores que se repiten en ambas pruebas y otros en una de las dos. Los
porcentajes de los errores comunes experimentan una disminucion en la prueba final,
excepto E3 (Todas las fracciones son decimales) que lo mantiene. Sin embargo, no son
los mismos alumnos los que lo cometen. Pensamos que este hecho esté relacionado con
la prioridad que el alumno da a la escritura o a la operacion en cada caso.

Destacamos el argumento E2, el alumno sefiala como decimales a todos los

expresados con escrituras decimales con coma, que pasa del 100%, en la prueba inicial,
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al 35,7%, en la final. Esta disminucion viene acompafiada de la observada en el
argumento Al (Es decimal porque estd en notacion decimal con coma). El error ES
(ninguna fraccidn es decimal), practicamente desaparece con un porcentaje del 3,6%.
Podemos decir que de los errores comunes (E1, E2, E3, E4, ES y E6), los que
mas veces se cometen son E1, E2, E4 y E6. En ellos se detecta que:
- Los numeros enteros es excluyen como decimales.
- Los nimeros expresados con notacion decimal o que se pueden representar,
al realizar cambio de registro a esta notacion, son decimales.
- La clasificacion de las fracciones en decimales y no decimales se presenta
confusa en sus respuestas.
En la Tabla 5.9 se recogen los porcentajes de incidencia de los errores en ambas

pruebas.

ERRORES EN LA PRUEBA DE DIAGNOSTICO | ERRORES EN LA PRUEBA DE REVISION Y
Y PORCENTAJES PORCENTAIJES
El 92,9% El 75%
E2 100% E2 35.7%
E3 14,3% E3 14,3%
E4 67,9% E4 25%
E5 17,9% E5 3,6%
E6 85,7% E6 53,6%
- - E7 21,4%
- - ES 14,3%
EI2 50% - -
- - El4 10,7%

Tabla 5.9: Errores y porcentajes en las pruebas de diagnostico y de revision

La explicacion de parte de los resultados obtenidos se encuentra en los cambios

experimentados en:

a) La aplicacion de la clasificacion de las fracciones en decimales y no
decimales.

b) La incorporacion de todos o algunos de los enteros como decimales.
Observamos, por ejemplo, que el cero es seleccionado como decimal, en la
segunda pregunta de la prueba inicial, por el 7,1% vy, en la final, por el
64,3%.

¢) La clasificacion correcta de los irracionales como no decimales (32,1%), en
la prueba final.

d) La disminucion producida en la apreciacion de los nimeros, expresados con

notacion decimal con coma e infinita, como decimales. Por ejemplo, 0,666...
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(segunda pregunta) pasa de un porcentaje del 96,4% ,en la prueba inicial, al
50% en la final.

En conclusion y en relacion con los significados de niimero decimal, hemos

hallado al final del experimento los siguientes:

a) Los decimales son los niimeros expresados o pueden ser expresados con
notacion decimal con coma.

b) Los decimales son las fracciones decimales.

¢) Los decimales son los que se pueden expresar en forma de fraccion decimal.

d) Los decimales son los niimeros expresados o pueden ser expresados con
notacion decimal finita.

e) Los decimales son los nimeros expresados o pueden ser expresados con
notacion decimal finita o infinita periddica.

f) Combinacion de algunos de los significados anteriores, por ejemplo: a) y b)
ob)yd).

Comparacion de los resultados de la tercera pregunta

En cuanto a los comportamientos en esta tercera pregunta, el alumnado sigue
) ) .. ., 2 3
realizando las operaciones indicadas para la representacion de '\/5, —2'\/5, 5 9] Z en

ambas pruebas, pero su frecuencia disminuye del 78,6%, en la fase de diagnostico, al
46,4%, en la fase de revision.

La utilizacién del teorema de Pitdgoras aumenta del 3,6 % al 42,9%. Del mismo
modo, el método para representar fracciones en la recta experimenta una mayor
aplicacion del 17,9% al 35,7%. De la misma manera, aparece una nueva estrategia, en la
fase final, en la que el alumnado hace cambio de registro de la notacion decimal a la
fraccionaria (17,9%).

Sin embargo, se presenta con mayor porcentaje (78,6% - 46,4%), en ambas

fases, el procedimiento de realizar el cambio de registro a la notaciéon decimal, en los

2 3
casos w/i, —2«/5, 5 9] Z

Con relacién a los errores, podemos decir que en ambas pruebas son poco
significativos. Sin embargo, encontramos errores comunes que estan relacionados con la
representacion en espejo y con el orden de los nimeros negativos.

A modo de conclusion, podemos decir que:
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a) La interpretacion de los signos como operaciones se aplica con menos
frecuencia en la fase final.

b) El pensamiento estructural se manifiesta mas en la prueba final que en la
inicial.

¢) Se aprecia que hay alumnos que ahora prefieren la notacion fraccionaria a la
decimal para representar racionales en la recta.

Los resultados sobre las acciones realizadas por los alumnos se recogen en la

Tabla 5.10, diferenciando las dos pruebas.

PRUEBA INICIAL PRUEBA FINAL
a) Realizar las operaciones indicadas | a) Representar a 0,75, 0,333..., 2,75
para la representacion posterior de y 2,2333..., haciendo cambio de
‘\/_ /\/— 2 3 registro a notacion fraccionaria en
2, =242, — o0 —(78,6%) algunos (o en todos) de ellos
3 4 (17,9%)
b) No efectuar la division para 770 .,

) b) Utilizar el teorema de Pitagoras en
representar a 3 0 1 (17,9%). Las la representacion de N2 o de
fracciones se interpretan como la —2‘\/5 (42,9%)
relacién Parte-Todo c¢) No efectuar la division para

ACCIONES o .
c) Utilizar el teorema de Pitagoras en la

representacion de \/E o de —2\/5

2
representar a — 0 — (35,7%).
304 ’

(3,6%) Las fracciones se interpretan como
d) Representar solo los que estan en la relacion Parte-Todo

notacion decimal con coma (7,1%) d) Realizar las operaciones indicadas
e) Situar algunos nimeros indicando para la representacion posterior de

solo el intervalo al que pertenece 2 3

(10,7%) aep \/5, —2\/5, 5 o Z (46,4%)

Tabla 5.10: Acciones en la prueba inicial y final

Los resultados sobre los errores cometidos por los alumnos se recogen el la

Tabla 5.11, diferenciando las dos pruebas.
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PRUEBA INICIAL

PRUEBA FINAL

ERRORES

d)

Se asignan a nUmeros positivos
puntos situados a la izquierda del
cero. También, a numeros negativos,
se les corresponden con puntos
situados a la derecha del cero (7,1%)
Se aplica el orden de los naturales a
los decimales negativos
(-2 = -2,6)(3,6%)

Algunos numeros, tales
—2\/5 o 0,333..., se dicen que

pertenecen al intervalo [-1, O]
(7,1%)

\/E se iguala con el dos o con el

—2\/5 se

identifica con el cero o con —'\/E
(7,1%)

como

cuatro.  Asimismo,

b)

¢)

d)

e)

D

Situar nUmeros positivos a la
izquierda del cero (3,6%)
Contar  décimas  siguiendo la

secuencia: 0,1, 0,2, 0,3,...,0,9y 0,10
(3,6%)

Confundir —2‘\/5 con 2—‘\/5 y

situarlo incorrectamente (3,6%)

Para situar el —2\/5 , se construye
el cuadrado de lado la unidad sobre
el intervalo [-2, -1] y se transporta la
diagonal de tal modo que el punto se

halla en el intervalo [—l, 0]. De

esta manera, el punto que se le
asigna estd a la derecha del -1.
También se dibuja el cuadrado sobre
el intervalo [-3, -2] y se localiza el
punto en el [-4, -3]. Su porcentaje es
del 7,1%

Equivocarse en el procedimiento
para hallar la fraccién generatriz de
2,23333... (7,1%)

Considerar que\/i no se puede
representar porque es imaginario;

—2‘\/5 porque no existe; 0,333...
por ser inexacto y 2,2333...porque
es peridodico mixto (3,6%)

Tabla 5.11: Errores en la prueba inicial y en la final

5.6 RESULTADOS DE LA TAREA DENOMINADA PRODUCCION

En este apartado vamos a comentar el analisis que los propios alumnos hacen,

individualmente, de las respuestas que dan a las preguntas del cuestionario (C2), en la

fase de diagnostico. Para ello, el alumno dispone de una fotocopia de su cuestionario y

de una ficha disefiada para guiar este analisis (apartado 5.5.2); en este Gltimo documento

se reflejan la evaluacion de sus conocimientos y la reflexion sobre las causas de sus

errores. En esta actividad de produccion se pone en juego los conocimientos adquiridos

en las unidades de aprendizaje, disefiadas para este experimento de ensefianza.

A continuacion, vamos a describir las respuestas dadas por los estudiantes a cada

pregunta.

Con relacion a la primera pregunta, comenzamos con los significados atribuidos

a los nimeros naturales. Hemos hallado los siguientes:

- Fijan su atencion solo en el signo (+ o -) (17,9%).

- Fijan su atencion solo en la escritura (10,7%).

- Fijan su atencion en el signo (+ o -) y en la escritura (39,3%).
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- Los naturales constituyen una parte de la secuencia numérica: {0, 1, 2, 3, ...,9}
y{1,2,3,...,999, 1000} (3,6%).

- Se relaciona con las funciones o usos del numero: contar, medir, etc (3,6%).

- Se relaciona con la no existencia de las raices cuadradas de nimeros negativos
en el sistema de los niameros reales (3,6%).

- Se relaciona con un intervalo de la recta numérica o con un subconjunto de la
misma (7,1%).

Podemos observar que el significado que tiene mayor porcentaje se corresponde
con el que el alumno selecciona a los naturales fijandose en el signo (+ o -) y en la
escritura. Es frecuente comentar que es natural porque es positivo y no lleva coma.

Los alumnos que contestan que sus respuestas no son correctas consideran como
posibles causas, algunas de las siguientes:

- Explicacion no adecuada por parte del profesor de Primaria (3,6 %).

- Los niimeros estudiados incorrectamente u olvidados (7,1%).

- Confusion entre sistemas numéricos o con otro subconjunto de nimeros

(14,3%).
- Asignacién al nimero natural del significado que se corresponde con algunos
de los que se le atribuyen a la palabra natural en el lenguaje habitual (3,6%).
- Desconocimiento de la materia (7,1%).
- Complejidad de los objetos matematicos (3,6%).
La causa del error en su respuesta la encuentran con mayor proporcion en la
confusidn entre sistemas numeéricos o con otros subconjuntos de nimeros, por ejemplo:
Confundir los naturales con los nimeros positivos o con los reales.
Los significados atribuidos a los nimeros enteros son los siguientes:
- Los enteros son seleccionados teniendo en cuenta solo el signo (+ o -) del
numero (10,7%).

- Los enteros son reconocidos solo por la escritura (21,4%).

- Los enteros son elegidos teniendo en cuenta el signo del numero y la escritura
(35,7%).

- Los enteros son identificados con una parte de la secuencia numérica (3,6%).

- Los enteros son identificados con un intervalo de la recta numérica o con un
subconjunto de los reales (10,7%).

- El conjunto de los enteros y el de los naturales son iguales (3,6%).

- Un numero entero es el opuesto de un nimero natural (3,6%).
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- Los numeros enteros se obtienen por extension de los naturales, a partir de la
resta (3,6%).

Podemos concluir, que de forma significativa, el alumno identifica a los enteros
fijaAndose en el signo del nimero y en la escritura, por ejemplo: Los positivos y
negativos que no llevan coma.

Los alumnos que contestan que sus respuestas no son correctas consideran como
posibles causas algunas de las siguientes:

- Los numeros estudiados incorrectamente u olvidados (3,6%).

- Confusion entre sistemas numéricos: Z con N (7,1%).

- Comprension no adecuada del concepto (7,1%).

- Confusién del término entero con el de negativo (7,1%).

- Desconocimiento de la materia (3,6%).

Observamos que los porcentajes son poco significativos, pero las causas mas
indicadoras que esgrimen desvelan que confunden los enteros con los naturales o con
los numeros negativos.

Con respecto a los decimales, y de forma mayoritaria (96,4%), el significado
asignado a este objeto es el de nimero que se puede expresar con escritura decimal con
coma. Esta interpretacion coincide con la que hemos realizado de sus respuestas en este
estudio.

En este caso, consideran como posibles causas de este error las siguientes:

-Desconocimiento de la materia u olvido (17,9%).

- Falta de comprension de esta nocion (10,7%).

- Asignacion de este nombre a los nimeros con coma en el Instituto (3,6%).

- Convencimiento de que las escrituras con coma representan siempre nimeros

decimales (14,3%).

- Explicacion incorrecta de este concepto en la escuela (3,6%).

- Llevar mucho tiempo sin estudiar (3,6%).

- Asignacion de este nombre a los nimeros con coma en el lenguaje habitual

(7,1%).

- No calcular el resultado de la operacion (3,6%).

- Complejidad de los objetos matematicos (7,1%)

La causa mas significativa expuesta por el alumnado es la falta de conocimiento

u olvido de los decimales.
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Los significados atribuidos a los numeros racionales en los informes, son los

siguientes:

Los nimeros expresados en forma de fraccion (14,3%).

Los racionales son las raices cuadradas (7,1%).

Los racionales son los numeros expresados en forma de fraccion y raices
cuadradas (3,6%).

Los niimeros denominados en los libros de texto como decimales exactos y
los periodicos (14,3%).

Los niimeros que no son irracionales (3,6%).

QesZoR (7,1%).

Los niimeros que pueden expresarse con notacion decimal, cuya parte
decimal se pueda representar (3,6%).

Los niimeros que no estan representados en notacion fraccionaria, radical ni
con simbolos especiales (3,6%).

Los que no estan expresados en forma de fraccion (3,6%).

Encontramos dos significados con el mismo porcentaje, el mayor de los

hallados: Los nimeros expresados en forma de fraccion y los numeros decimales

exactos y los periddicos.

Se sefialan las siguientes causas:

- Los niimeros racionales olvidados (10,7%).

- Relacionar el término raiz con el de racional (3,6%).

- Consecuencia de actitudes afectivas o emocionales: no atender en clase o

contestar al azar (7,1%).

- Desconocimiento de los nimeros racionales (32,1%).

- Relacionar la palabra racional con la division y la particion. Por ello se eligen

las fracciones (3,6%).

- Procesos de ensefianza erréneos o inadecuados en la etapa de Primaria (7,1%).

La causa mas significativa nos desvela que estos alumnos consideran que los

numeros racionales no forman parte de sus conocimientos sobre los niimeros.

Los niimeros irracionales son identificados como:

Los niimeros que no son racionales (10,7%).
Los niimeros expresados con notacion radical (14,3%).
Los ntimeros expresados con notacion radical, fraccionaria o con simbolos

especiales (14,3%).
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Los irracionales son los decimales (3,6%).

Los nimeros expresados con notacién decimal infinita (10,7%).

Los numeros expresados con notacién decimal infinita y no periddica y con
notacion radical (3,6%).

Las fracciones negativas (3,6%).

Los numeros que al expresarlos en notacion decimal, su parte decimal no se
puede representar (3,6%).

Las cantidades no exactas ni finitas (3,6%).

Los significados con mayor presencia en estos alumnos estan relacionados con

la notacion radical.

Las causas de sus errores son atribuidas a que:

- La palabra irracional significa que la representacion no contenga raices (3,6%).

- Se desconoce este concepto (17,9%).

- Son consecuencia de actitudes afectivas o emocionales hacia las Matematicas:

contestar al azar (7,1%).

- Los nimeros irracionales se han olvidado o no estudiado (17,95).

- Se asocian los nimeros irracionales con las raices (7,1%).

- Se confu u irraci u i 0).
Se confunde nimero irracional con numero racional (3,6%)

Observamos que las causas mas significativas estan relacionadas con el

desconocimiento de este concepto y con su olvido.

Finalmente los significados atribuidos a los nimeros reales son los siguientes:

Todos los nimeros de la tabla son reales (25%).

Ninguno (7,1%).

Todos, excepto:

* los negativos (3,6%).

* los imaginarios (para algunos los nimeros imaginarios son los negativos)
(3,6%).

* las fracciones (3,6%).

* los irracionales (3,6%).

* los expresados con notacion decimal periodica (3,6%).

* las expresiones que contienen operaciones indicadas (3,6%).

La union de racionales con los irracionales (3,6%).

Los niimeros positivos, se excluye a 7 (3,6%).

Los nimeros con los que se opera (3,6%).
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- Cualquier nimero “que se pudiera ver en la realidad de forma exacta”
(3,6%).

El significado que presenta mayor porcentaje es el que el alumnado considera a
todos los numeros como reales.

Consideran que las posibles causas son:

- Considerar que los nimeros pueden ser reales o imaginarios, y los ultimos

son los negativos (3,6%).

- Desconocimiento de esta nocion (14,3%).

- Los numeros reales olvidados o no estudiados (14,3%).

- Confundirlo con otro conjunto numérico (C) (3,6%).

- Consecuencia de actitudes afectivas o emocionales hacia las Matematicas:

contestar al azar (3,6%).
- Procesos de ensefianza erroneos o inadecuados en la etapa de Primaria
(3,6%).

- Confundir —a con v-a (3,6%).

Observamos, al igual que en el caso anterior, que las causas mas significativas
estan relacionadas con el desconocimiento de este concepto y con su olvido.

De forma general, atribuyen la causa de sus errores, en esta pregunta, al
desconocimiento u olvido de los distintos conjuntos numéricos, en especial, el de los
racionales (32,1%).

Con relacion a la segunda pregunta, se ha tenido en cuenta cuando el alumno ha
reconocido su error y explica su causa. De forma global, se atribuyen sus errores a las
siguientes causas.

- Por desconocimiento:

* De que los enteros son decimales (14,3%)
* De los irracionales y de que estos no son decimales (7,1%)
* De las fracciones decimales (3,6%)

- Por procesos de ensenanza no adecuados en cursos anteriores (7,1%).

- Por concepciones no adecuadas:

* Pensar que los decimales eran los expresados con notacion decimal con
coma o con parte decimal (50%).

* Creer que al no tener coma o parte decimal, indicaba que no era decimal
(21,4%).

* Considerar que los enteros no son decimales (7,1%).
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Pensar que el resultado de la operacion es decimal (en el caso de ser
entero excluirlo como decimal) (14,3%).

Considerar que las fracciones eran solo racionales (3,6%).

- Por no ajustarse a su definicion actual:

Es decimal porque se puede expresar en forma de fracciéon decimal
(28,6%).

No es decimal porque no se puede expresar en forma de fraccion decimal
(3,6%).

No es decimal por ser irracional (17,6%).

No es decimal por estar en notacion decimal con coma infinita y, por
ello, no se puede expresar en forma de fracciéon decimal (7,1%).

No es decimal porque las expresiones que contienen raices representan
numeros irracionales (7,1%).

Es decimal por estar en notacion decimal con coma infinita y periddica y
¢ésta se puede convertir en forma de fraccion decimal (7,1%).

Es decimal porque también es natural, entero, racional y real (7,1%).

- Por atribuirle a la expresion semidtica el significado de operacion indicada

(3,6%).

Podemos concluir que el 50% del alumnado reconoce que su error se encontraba

en la concepcion de numero decimal como nimero con coma.

Con relacion a la tercera pregunta, las causas atribuidas por los alumnos a los

errores cometidos, las hemos clasificado en las siguientes categorias:

- Falta de conocimiento de la técnicas de representacion de irracionales

cuadraticos y de fracciones (28,6%).

- Procesos de ensefianza inadecuados en cursos anteriores (7,1%).

- Imprecision en la representacion de un nimero decimal, expresado en

notacion decimal (por ejemplo: 0,75) (10,7%).

- Representacion de forma aproximada de los irracionales cuadraticos, de las

fracciones y de los racionales expresados con notacion decimal periddica

(46,4%).

2 3
- Desconocimiento del resultado de 3 y 2 (3,6%).

- Las técnicas de representacion de numeros reales olvidadas (3,6%).
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La causa que se presenta con mayor porcentaje (46,4%) es la que se corresponde
con considerar que la representacion, de forma aproximada, de irracionales cuadraticos
y de racionales, es correcta.

En resumen, las causas (que denotamos por Ri), mas significativas de sus
errores, esgrimidas en las tres preguntas, son las siguientes:

- RI1: En la primera pregunta y de forma general, es el desconocimiento u

olvido de los conjuntos numéricos, en especial, el de los racionales (32,1%).

- R2: En la segunda pregunta, es la concepcion de niimero decimal como

numero con coma (50%).
- R3: En la tercera pregunta, es la representacion aproximada en la recta de
irracionales cuadraticos y de racionales (46,4%).

Se observa, por tanto, en las autoevaluaciones del alumnado el uso de
argumentos (R2 y R3) que estan en consonancia con los sostenidos en la planificacion y
desarrollo de las unidades de aprendizaje en la fase de retroalimentacion. Se proponian
actividades, con el objetivo de provocarle un conflicto, en las que se hacia hincapié que
hay numeros, que no son decimales, que se pueden expresar con notacion decimal con
coma, y que también hay otros sistemas de representacion, distintos del Sistema de
Representacion Decimal Ampliado, que se pueden utilizar para representar a los
decimales. Asimismo, y con relacion a la tercera pregunta, se plantean actividades, con
la finalidad de darle sentido a los objetos matematicos implicitos, en las que se trabajan
las técnicas de representacion de niimeros racionales e irracionales. Se insiste en que la
notacion fraccionaria es mas adecuada que la notacion decimal, para representar
nameros racionales en la recta. Todo esto, fundamentado en nuestro marco conceptual,
que contempla la prevencion y remedio de errores en la ensefianza de las Matematicas
tomando como referente a Socas (2007).

En relacion con la aplicacion de la teoria, estudiada para analizar el origen del
error, podemos decir que presentd grandes dificultades. Muy pocos alumnos , alrededor
del 7,1%, utilizaron términos como afectividad, ausencia de sentido u obstaculos, y no
siempre de forma adecuada. Las dificultades las atribuimos no solo a una falta de
comprension de estas nociones, sino, también, a los problemas que presentan los

alumnos para la comunicacion y reflexion de sus conocimientos.
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5.7 DISCUSION DE LOS RESULTADOS
En este epigrafe realizamos la discusion de los resultados, diferenciando los de

la fase de diagnostico de los de la fase de revision.

5.7.1 Sintesis y discusion de los resultados de la fase de diagndstico

En este apartado tratamos de sintetizar y discutir los resultados descritos
anteriormente. Para ello, buscamos las explicaciones en los argumentos dados por el
alumnado en el cuestionario (Anexo 1) y en las entrevistas (Anexo 2). Las herramientas
de andlisis que vamos a utilizar son las que nos proporcionan la Competencia
Matematica Formal y la Competencia Cognitiva de nuestro marco conceptual (Capitulo
2).

A continuacidon, mostramos una sintesis de los resultados obtenidos y su

posterior analisis.

En cuanto a los comportamientos encontrados en las respuestas del alumnado

tenemos:

a) En la primera pregunta:

- Para gran parte de los alumnos los Naturales son los naturales, con las
salvedades realizadas en este punto (21,4%).

- Para los Enteros, la respuesta més frecuente consiste, en grandes rasgos, en
marcar los enteros de la tabla (35,7%).

- Los Decimales, son los que estdn expresados con notaciéon decimal con coma y
algunas o todas las fracciones. Ademds algunas de las expresiones que
contienen una raiz, & o m -5 se excluyen o se dejan sin contestar. Los
enteros tampoco se consideran decimales. Se trata del Comportamiento B y
es el que se da con mayor frecuencia (28,6%).

- Los Racionales, se identifican con mayor frecuencia con los numeros
expresados con notacion fraccionaria (10,7%).

- Los Irracionales se identifican con las expresiones que contienen una raiz
cuadrada (10,7%).

- Los Reales, son los reales de la tabla, salvo algunos matices (28,6%).

Estos resultados, junto con los de menor frecuencia, nos conducen a considerar
un comportamiento general en las respuestas de la primera pregunta. Esto es, el

alumnado utiliza como criterio para identificar a los nimeros de forma mayoritaria su
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escritura o forma de representacion y otras caracteristicas de los nimeros asociadas a
los signos. Entre esas caracteristicas destacamos:

- Ser un nimero positivo.

- Ser un nimero negativo.

- Presentar un signo negativo en su representacion.

- Ser una fraccion.

- Presentar una raiz en su representacion.

- Estar expresado con notacion decimal.

- Presentar una coma en su escritura.

- Estar expresado con notacién decimal con coma y finita (o infinita).

- Ser simbolos especiales como 7 y 7 -5.

Por todo ello, no apreciamos de forma clara la organizacion curricular

descubierta en los programas oficiales (Capitulo 1). Hemos detectado que:

- No se da la identificacion de numero decimal con numero real, salvo el 7,1 %
en la segunda pregunta.

- De forma general, no se diferencian los distintos tipos de escrituras decimales
(limitadas, ilimitadas periddicas e ilimitadas no periddicas). Se tratan
globalmente como escrituras sin coma y con coma. En los casos en los que
los alumnos hacen algunas distinciones entre las escrituras, no se realizan de
forma correcta sus correspondencias con los numeros, que pueden ser

representados por ellas. Por ejemplo:
E: (Qué entendias por nimero natural?
[20]: [...] Los numeros, estoy dudando, vale, los numeros naturales es un
numero fijo. Los que tienen infinitos, éste, los periddicos mixtos no los puse
natural porque no es un niamero fijo, exacto.
Se recapitulan cudles fueron excluidos como naturales y se concluye:

[20]: O sea, que tienen infinitos términos.

- Se excluyen a los enteros de los decimales. El alumnado manifiesta que no es

decimal porque no lleva coma. Una proporcion baja de alumnos duda en este
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sentido, ya que piensa que puede ser expresado con notaciéon decimal, con

parte decimal nula.

E: Vamos a analizar algunas respuestas, por ejemplo: 35.521, 2 y 0 no son
decimales, ;por qué?

[12]: Porque no tienen coma, pero, ahi, también yo pensaba que por ejemplo el
35.521 es 35.521,000, entonces me quedd la duda, pero lo puse que no

porque...por ponerlo.

No se aprecia la aplicacion de los conceptos: fraccion decimal y no decimal. En
este sentido, al realizar las entrevistas iniciales nos encontramos con dos concepciones.
La primera hace alusion a que la fraccion es decimal si el resultado obtenido al dividir
el numerador entre el denominador es un niimero decimal y, la segunda, a que el
numerador o el denominador sea un numero expresado con notacién decimal con coma.
En esta segunda concepcion erronea se observa que el alumno define el concepto
tomando como referencia la escritura decimal. A continuacién, se muestran algunos

fragmentos de las entrevistas en los que se pone de manifiesto lo comentado.

E: {Qué entiendes por fraccion decimal?

[12]: Que el resultado me da decimal, ;quiza?.

Otro alumno comenta:

[20]: Es que yo creo que aqui no hay ninguna fraccién decimal. Fraccidén
decimal yo lo entenderia como que uno de los dos términos, el numerador o el

denominador tenga un nimero decimal, tenga parte entera y parte decimal.

De igual modo, no se establecen correctamente las relaciones entre los conjuntos
numéricos. Las relaciones que se dan estan relacionadas con el comportamiento general
que observamos en las respuestas dadas en la primera pregunta.

Igualmente, en las entrevistas descubrimos que algunos alumnos utilizaron de
forma incorrecta el diagrama que suele aparecer en los libros de texto para representar
las relaciones entre los conjuntos numéricos. Debemos sefialar que los errores

cometidos en su uso pueden tener su origen en su olvido. Por ejemplo:
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E: ;{Un nimero puede pertenecer a varios conjuntos numéricos?

[12]: Si.

E: Por ejemplo.

[12]: jVamos a ver! A mi me ensefiaron que en forma de circulo, estaba el gran
circulo, que eran los reales; luego, eran los naturales, dentro de los naturales
estaban los enteros; luego los decimales y, asi... Los irracionales estaban dentro

de los nimeros reales, pero no dentro de todos estos. Creo recordar.

Se pone de manifiesto que el numero es clasificado segin su escritura y no
atendiendo a sus propiedades. Para el caso de los decimales, se confunde el objeto
nimero decimal con la representacion decimal con coma (Duval (1993), Socas (2001),
Avila (2008), Konic (2011)). La explicacion que podemos dar, fundamentandola en
nuestro marco conceptual, es que la relacion entre el concepto y la estructura no se hace

a través de las propiedades.

E: Para contestar a la primera pregunta y, en la columna de los decimales, ;qué
criterio utilizaste para elegir (o excluir) un nimero como decimal?

[17]: Cuando utilicé, el criterio aqui fue: miraba todos aquéllos que tuvieren
coma y también los naturales o enteros que fueran exactos, yo pensaba que a lo
mejor poniéndole coma y anadiéndole cero, pues ya podia decirse también que

es un decimal. Asi, mas o menos, después los irracionales me parece no los puse

como decimales, ni los periddicos tampoco.

b) En la segunda pregunta:

En este caso, el comportamiento con mayor frecuencia encontrado es ahora el
Comportamiento C (50%): Todos los numeros, excepto los enteros, son elegidos como
decimales. Como se puede observar ha cambiado respecto del de la primera pregunta.
La transicion del comportamiento B al C estd basado en la conversion a la notacion
decimal con coma de todos los numeros, excepto los enteros. La razon del cambio estd
relacionada con los conocimientos previos de los compaifieros con los que se comento la
primera pregunta, en el descanso de la primera sesion de la administracion del

cuestionario.
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E: Los sefalas a todos como decimales; ;jpor qué cambias de idea con respecto
a la primera pregunta?

[17]: Estaba superliado ese dia y, después de salir de la primera prueba,
pensando y hablando con los compaifieros, pues llegué a la conclusioén de que no
era ese criterio el que tenia que haber seguido para decir si eran decimales o no.

Aqui intenté cambiar de criterio y parece ser que empeoré un poco las cosas.

En estas circunstancias, juega un papel importante, la interpretacion de las
fracciones y los irracionales, no expresados con notacion decimal con coma, como
operaciones. Observamos que, unos, aplican de forma efectiva la sustitucion formal,
cambio de registro de representacion, y, por tanto, consideran que ambas expresiones
representan el mismo numero. Es decir, la relacion de las operaciones con los procesos
se hace a través de las estructuras. Otros, en cambio, hacen corresponder a cada
expresion un numero distinto. Esto pone de manifiesto las valoraciones distintas que

algunos estudiantes hacen de una misma estructura, expresada de formas distintas.

E: 3/5,-1/2, 10/5, -7/3 y 1/3 (los clasificaste como no decimales?
[20]: Los puse como no decimal, aunque su resultado era decimal. Sabia que su

resultado era decimal, pero al no ser un numero decimal, 3/5, no sabia si

ponerlo decimal.

Los argumentos mas utilizados para elegir (o excluir) un nimero como decimal

son:

- Al: Si el nimero esta en notacion decimal con coma, entonces es decimal. En
este caso se contemplan las respuestas que hacen referencia a aspectos de la
notacion decimal, tales como: llevar coma, tener parte entera y decimal o
poseer cifras decimales después de la coma (75%).

- A2: Si el numero no estd en notacion decimal se procede a realizar la
conversion de forma aproximada o no, y se clasifica por el resultado
obtenido. Entendemos que la conversion es aproximada cuando el alumnado
toma o estima una aproximacion decimal del resultado. Asi, si el nuevo
registro es una escritura con coma, se dice que el numero es decimal
(78,6%).

- B1: No esta en notacion decimal con coma (46,4%).
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- B5: El numero o el resultado de la operacioén no es decimal porque pertenece a

otro conjunto numérico: N o Z (67,6%).

Por ello, los argumentos esgrimidos por los alumnos en la eleccion o no de un
nimero como decimal estan fundamentados mas en su forma de representacion
(notacién decimal, notacion fraccionaria y radical) que en sus propiedades (Socas,
2001). Podemos decir que de forma general el alumnado no relaciona sus conceptos con

las estructuras a través de sus propiedades.

d) En la tercera pregunta:
El comportamiento més frecuente para representar los niimeros consistié en

convertir a notacion decimal los nimeros y su posterior representacion aproximada o

3 . . e
exacta (Z =0,75) en la recta. Para ello, se realizan las operaciones indicadas en

2 3 ) )
A2 , — 242 '3 0 ) y su posterior representacion del resultado (78,6%).

No hemos observado la presencia de un mapa conceptual como el que rige el
analisis de contenido del cuestionario (C2), realizado en el apartado 4.6.

Debemos sefialar que los resultados del cuestionario y las entrevistas realizadas
ponen de manifiesto que las técnicas de representacion de numeros reales, descritas en
el apartado 4.6, en la recta no es un conocimiento que esté presente en nuestro
alumnado, en particular, de numeros fraccionarios y radicales (Ramirez y Porcel
(2006)). Por ello, no se plantea de qué tipo de nlimero se trata para buscarle la técnica
de representacion adecuada. La relacion entre la técnica, utilizada por el alumno, y el
proceso de sustitucion formal de una representacion digital a la recta, no se hace a
través de la estructura correspondiente. El trabajo se reduce a la representacion de
numeros decimales en notacion decimal. Por ello, se produce una confusion del numero
racional no decimal y, también, del irracional, con una aproximacion decimal (Sirotic y
Zazkis (2007)). En este sentido, Scaglia y Coriat (2003) encuentran un conflicto
cognitivo que consiste en la dificultad para admitir el cierre de un proceso infinito
sugerido por las infinitas cifras decimales de la escritura decimal de algunos nimeros
constructibles, por lo que aprecian que la escritura decimal constituye un obstaculo para
la adquisicion del objeto numero. Por otro lado, encontramos un predominio del

pensamiento operacional frente al estructural y procesual, al igual que Socas y otros
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(2009) en un estudio con alumnos de la especialidad de Maestros de la Facultad de
Educacion de la Universidad de La Laguna. Observar el siguiente fragmento de

entrevista.

E: Explicame codmo representaste \/E .
[12]: El resultado me dio 1,41, y lo mismo que antes: de 1 a 2, seria la muestra

esta...uno, dos, tres, cuatro y, luego, 1,41, puse el 41.

En cuanto a los errores cometidos en las preguntas formuladas consideramos:
a) En las dos primeras preguntas, nos encontramos con errores comunes y de
mayor frecuencia, a saber:
- El: Los enteros no son decimales (92,9% en ambas preguntas).
- E2: Los numeros expresados con notacion decimal con coma, son
decimales (89,3% - 100%).
- E4: Algunas fracciones son decimales, pero la clasificacion es incorrecta
(42,9% - 67,9%).
- E6: Todos o algunos de los irracionales, no expresados con notacion

decimal, son decimales (57,1% - 85,7%).

b) En la tercera pregunta, hallamos otra serie de errores con proporciones poco
significativas. Algunos de esos errores como la “representacion en espejo”
(situar nimeros positivos a la izquierda del cero o viceversa), aplicar el
orden de los naturales a los nimeros negativos o situar V2 enel punto que le
corresponde al 2, se han detectado también en alumnos de distintos niveles y
en otros estudios (Gairin (2003-2004), Steinle (2004), Ramirez y Porcel
(2006)).

Con respecto a las causas de los errores (E1, E2, E4 y E6), pensamos que se
encuentran en aspectos relacionados con el manejo de los sistemas de representacion
(ausencia de sentido) presentes en estas situaciones problemadticas (notaciéon decimal,
fraccionaria y radical) y con la existencia de un desequilibrio entre los pensamientos
operacional, estructural y procesual). El pensamiento operacional predomina en estas
situaciones. Asi, tenemos que en nuestros alumnos se da:

- La confusion de nimero decimal con la representacion decimal.
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- El tratamiento global de las distintas formas de la notacion decimal: limitada,
ilimitada periédica e ilimitada no periddica. Por ello, no existe la
correspondencia adecuada entre esas formas de representacion y los sistemas
numéricos. Se observa también que no se extiende, de forma mayoritaria, la
notacion decimal con coma como representacion de los enteros.

- El tratamiento no global de las fracciones, aunque las distinciones no estan
relacionadas con una clasificacion correcta de las fracciones en decimales y
no decimales. En este caso, juega un papel importante la prevalencia de la
interpretacion de éstas como escrituras sobre la de operaciones, o viceversa.
Algunos, cuando eligen la interpretacion como operacion, no aplicacion de
manera efectiva la sustitucion formal, tal y como hemos comentado en los
comportamientos.

- La confusiéon de numero irracional y aproximacion decimal. Este resultado
puede estar relacionado con la interpretacion de estos objetos como
operaciones. También, hemos observado que algunos alumnos relacionan
nimero irracional con las expresiones decimales, ilimitadas y no periddicas;

sin embargo, es tratado como decimal, por ser un nimero con coma.

E: ;Para ti, las expresiones con infinitas cifras decimales periddicas o no, no
son decimales?

[17]: Eso depende, porque en el primer ejercicio habia puesto que no lo eran,
pero aqui (segunda pregunta), ya pongo que si, porque como veo la coma y, a

partir de ahi, ya pongo que son todos decimales.

5.7.2 Sintesis y discusion de los resultados de la fase de revision

En cuanto a los comportamientos presentados por los alumnos participantes
tenemos:

a) Primera pregunta

Los alumnos han elegido los siguientes niimeros, de forma mas significativa,
para cada columna de la tabla:

- Los Naturales, son los naturales de la tabla con las salvedades realizadas

anteriormente (39,33%).

- Los Enteros, son los enteros de la tabla con los matices establecidos (35,7%).
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- Los Decimales, son las escrituras decimales con coma y todas o algunas
fracciones. Asimismo, los enteros son excluidos como decimales. En cuanto
a los irracionales, no expresados con notacion decimal, algunos se excluyen
o se dejan en blanco. Se corresponde con las caracteristicas del
Comportamiento B, que tiene un porcentaje mayor de incidencia y que es del
25%. El Comportamiento G, destaca por haber un 18% de los alumnos que
establece correctamente la clasificacion de las fracciones (decimales y no
decimales). Observamos que solo uno de los alumnos da la respuesta
correcta: Comportamiento E. En el Comportamiento C (17,9%), se eligen a
todos los nimeros como decimales, excepto los enteros. De forma global,
nos encontramos con que el alumnado elige a los decimales por la escritura
decimal en mayor porcentaje que por la notacion fraccionaria decimal.
- Los racionales, el criterio més significativo (14,3%) es el que los alumnos
1dentifican a todos como racionales, salvo —\/7 .

- Los irracionales, los que no son elegidos como racionales (28,6%).

- Los reales, la respuesta mayoritaria (57,1%) es considerarlos a todos, pero
algunos se excluye a 7.

La organizacion curricular de los sistemas numéricos (apartado 5.2), puesta en
practica en la fase de retroalimentacion, aparece de manera confusa en las respuestas del
alumnado. Se observa que los alumnos muestran acierto en la eleccion, con los matices
establecidos (apartado 5.5), de naturales, enteros y reales, pero, cometen errores en la de
decimales, racionales e irracionales. Se sigue excluyendo a los enteros de los decimales

por su escritura, obsérvese el siguiente fragmento de entrevista.

E: ;Por qué el 0 y el 2 no son decimales?

[27]: Realmente, en Bachillerato me lo explicaron, me explicaron que el cero, en
realidad, no es cero, sino es 1,999... que da cero, pero se pone como convenio cero. En
el momento en el que lo hice no me acordé de eso, ni pensaba nada en ello. Para mi,
cero, no era un numero decimal porque no tenia coma. Tampoco sabia que si podia
conseguir un denominador de base 10 y expresarlo en modo de fraccion, pues seria un

decimal, no me lo habian explicado nunca...

Con respecto al concepto de numero decimal se aprecia que se sigue
identificando con la notacion decimal con coma, pero, en algunos casos, se combina con

la idea de poderse expresarse en forma de fraccion decimal.
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E: ;Cuales son los decimales?
[17]: Los decimales serian los que llevan coma, pero que pudieran transformarse en
fracciones con 10 en denominador o la unidad seguida de ceros o 2 0 5, que serian los

divisores de 10.

Asimismo, no podemos afirmar que en todos los casos se hace un tratamiento

global de la notacién decimal.

E: (Y los irracionales?
[17]: Los irracionales serian todos los que no estan dentro del conjunto de los
racionales, que serian aquellos nimeros con infinitas cifras decimales que no se

repiten, bueno, se repiten, pero no de forma ciclica.

También, apreciamos, en esta fase, el papel fundamental que los alumnos
asignan a la interpretacion de las fracciones y de los irracionales, no expresados en
notacion decimal con coma, como operaciones. Algunos aplican de forma efectiva la
sustitucion formal, cambio de registro de representacion, al considerar la relacion entre
la operacion y el proceso a través de la estructura. Otros, sin embargo, hacen
corresponder a la expresion que representa la operacion y a la del resultado estructuras

distintas.

[21]: Yo separo las fracciones, yo veo una fraccidon y veo el resultado de una
fraccion para mi son cosas distintas, aunque en si el resultado va a provenir de
esa fraccion, pero visto asi, yo lo veo diferente, entonces tendria que hacer el
resultado para saber si es decimal, el resultado de 3 partido de 5 y, en este caso,

no es decimal porque me fijo solo en la fraccion.

Sin embargo, aparecen algunos resultados que demuestran concepciones y
relaciones estudiadas, tales como:
- La presencia del comportamiento que recoge la respuesta correcta.
- La existencia de un comportamiento, G, en el que se refleja la distincion
entre las fracciones decimales de las no decimales. No podemos afirmar que
en todos los casos se realiza un tratamiento global de las fracciones.

- El establecimiento, de forma implicita, que QN1 =J.
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b) Segunda pregunta

De los comportamientos hallados en las respuestas de los alumnos, el
Comportamiento K, presenta el mayor de los porcentajes en su incidencia (28,6%). Sus
caracteristicas fundamentales son las siguientes:

- Se eligen, de los numeros expresados con notacidn fraccionaria, las fracciones

decimales, y se excluyen, las no decimales.

- Se eliminan los niimeros expresados con notacion decimal infinita y no

periddica; algunos, también, las expresiones periddicas.

En cuanto a los argumentos aplicados, para elegir un numero como decimal,
destaca en cuanto a su mayor presencia el A2 (57,1%). Con este argumento se justifica
la eleccion de un nimero como decimal por estar expresado con notacién decimal o por
poderse expresar de esta manera, al realizar cambio de registro. Sin embargo, emerge el
A9, con un porcentaje del 53,6%. Por primera vez, en este estudio, el alumnado aplica
el concepto de que un nimero es decimal si se puede expresar en forma de fraccion
decimal. Concepto que forma parte de los contenidos de la organizacion curricular de
los sistemas numéricos, aplicada en este experimento de ensefianza.

En cuanto a los argumentos sostenidos, para excluir un niimero como decimal,
sefalamos en cuanto su mayor porcentaje el B5, 67,9%. En ¢l se comenta que un
nimero que sea natural, entero, no entero o irracional, no es decimal. En este caso, hay
que tener en cuenta los matices que observamos en la concepcion de los enteros que
algunos alumnos presentan. Entre los que excluyen a los enteros como decimales

encontramos respuestas que consideran como tales a todos o algunos de los siguientes:

{—3, 0 ,2}. A veces, se les denotan como naturales. En otros casos, el término entero se

utiliza para sefialar a otros nimeros que realmente no los son, por ejemplo: -3,9,

7 1 e . .
~3 73 n, 0,5 y 1,48. Asimismo, surge, por primera vez en este estudio, el

argumento B10 (39,3%), en el que el alumnado excluye un numero decimal por no
poderse expresar en forma de fraccion. Negacion de la definicion de nimero decimal,

trabajada en este experimento de ensefanza.

E: 0,666... comentas que no es decimal porque no se puede expresar por una
fraccion cuyo denominador sea 10. ;El denominador de una fraccion decimal es

siempre 10?
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[17]: Cuando dije diez querria referirme a la unidad seguida de ceros, 10, 100,

1000.... O también, podrian ser los divisores de 10 (2, 5), potencias de base 2 o

de base 5 o multiplicaciones entre ellas.

También, observamos la persistencia en excluir como decimales los nimeros
que no estdn expresados o no se pueden escribir con notaciéon decimal con coma,

argumento B2 (35,7%). Por ejemplo:

E: Escribes que el cero no es decimal porque representa una cantidad exacta.
(Qué significa que representa una cantidad exacta?

[10]: Que no tiene coma. No se puede, no esta dividido por nada.

En este mismo orden de cosas, un 28,6% del alumnado excluye como decimal al

numero expresado con notacion decimal con coma e infinita, argumento B13.

E: (Por qué 0,666... no es decimal?

[27]: Puesto que es un numero real, racional, pero no decimal, porque tiene
infinitas cifras. Como tenia infinitas cifras, supongo que es lo mismo que paséd
anteriormente con lo otro, pensé que no era decimal. ;Por qué? No tiene logica,
no sé, supongo que pensaba, bueno, tiene infinitas cifras, no es decimal y,

guidndome por ahi, hice todos los demas.

Se pone de manifiesto, por un lado, que algunos alumnos excluyen a los enteros
y a los irracionales de los decimales, por la escritura decimal y, por otro, a los racionales

no decimales, por la escritura fraccionaria.

c¢) Tercera pregunta
En este caso, los comportamientos obtenidos se definen como combinacion de
algunos de los siguientes procedimientos:
- Representar a 0,75, 0,333..., 2,75y 2,2333..., haciendo cambio de registro a
notacion fraccionaria en algunos (o en todos) de ellos (17,9%).
- Utilizar el teorema de Pitdgoras en la representacion de V2 0 de 242
(42,9%).
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. 2 3 :
- No efectuar la division para representar a 3 0 " (35,7%). Las fracciones se

interpretan como la relacion Parte-Todo.

- Realizar las operaciones indicadas para la representacion posterior de
2 3
N2, -24/2, 3 0 5 (464%).

En esta fase, detectamos pequefias pinceladas del mapa conceptual, que organiza
los contenidos del tema sobre la representacion de nimeros reales en la recta, de nuestro
experimento. Se observa que, aunque el 46,4% del alumnado hace cambio de registro a
la notacién decimal, y posteriormente, representa dicho nimero de forma exacta o
aproximada; emergen, en menor proporcion, las técnicas para representar los
irracionales cuadraticos y los racionales. En este ultimo caso, comentamos que el
alumnado no divide el segmento unidad en partes iguales, aplicando el teorema de
Thales, sino que utiliza las subdivisiones de la recta, dadas en la pregunta.

De esta manera, podemos decir que encontramos alumnos que manifiestan un
menor desequilibrio entre los pensamientos operacional, estructural y procesual. Las
técnicas, en especial la de los irracionales cuadraticos, se relacionan con los procesos a
través de las estructuras.

En cuanto a los errores cometidos en las preguntas formuladas hallamos:

a) En las dos primeras preguntas, nos encontramos con errores comunes y con

mayor porcentaje, a saber:

- E1(92,9%-75%): Los enteros no son decimales.

- E2 (78,6%- 35,7%): Todo niimero expresado con notaciéon decimal con
coma, es decimal.

- E6 (71,4%-53,6%): Algunos o todos los irracionales, no expresados con
notacion decimal con coma, son decimales.

b) En la tercera pregunta, existe otra serie de errores con proporciones poco
significativas (3,6% o 7,1%). Estos errores estan relacionados con la
aplicacion de la técnica de representacion de irracionales cuadraticos, con la
representacion en espejo, con el célculo de la fraccion generatriz o con el

valor posicional.

Con respecto a las causas de los errores (E1, E2 y E6), pensamos, al igual que en

el caso anterior, que se encuentran en aspectos relacionados con el manejo de los
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sistemas de representacion (ausencia de sentido) presentes en estas situaciones
problematicas (notacion decimal, fraccionaria, notacion de los radicales y recta
numeérica) y con la existencia de un desequilibrio entre los pensamientos operacional,
estructural y procesual. Aunque debemos senalar que este desequilibrio es menor en la

fase de revision que en la de diagnostico.

5.8 CONSIDERACIONES FINALES

En este apartado comenzamos con la recopilacion de los aspectos relevantes
sobre los objetivos planteados en este estudio.

a) Recoger informacion acerca del objeto numero decimal y analizar el tipo de
relaciones que los alumnos establecen entre el nimero decimal y los otros conjuntos
numéricos. En definitiva, encontrar la organizacién que el alumnado posee de los otros
conjuntos numéricos (N, Z, Q, I y R) desde los decimales.

En este sentido, y en la fase de diagnostico, hallamos que el alumnado muestra
ideas confusas sobre los nimeros y que se manifiestan en un comportamiento general en
la que los nimeros se identifican con escrituras o con otras caracteristicas ligadas a los
signos. Asi, por ejemplo, los decimales se relacionan con la notacién decimal con coma,
los racionales, con la notacion fraccionaria y, los irracionales, con la notacion de los
radicales. Las ideas acerca de decimales, racionales e irracionales estan menos claras
que las de naturales, enteros y reales. Con respecto a las relaciones entre los conjuntos
numéricos, vienen determinadas por ese comportamiento general que conduce a errores.
De esta manera, destacamos la exclusion de los enteros de los decimales. El alumnado
considera que como los enteros “no tienen coma”, no son decimales.

En relaciéon con la notacion decimal, el alumnado, por lo general, no hace la
distincion entre los distintos tipos de escrituras (limitada, ilimitada periddica e ilimitada
no periddica). Se interpretan de manera global como escrituras sin coma y con coma.
Sin embargo, no se da la identificacion de numero decimal con numero real, encontrada
en un estudio anterior (Socas (2001)), aunque si se aprecia la de nimero decimal con la
notacion decimal con coma.

Del mismo modo, y con respecto a las fracciones, por lo general, no se hace la
distincion entre fracciones decimales y no decimales. La exclusion de una fraccion
como decimal esta relacionada con la prevalencia de la escritura sobre la operacion.

En la fase de revision, la organizacion curricular de los sistemas numéricos

(apartado 5.2), puesta en practica en la fase de retroalimentacion, aparece de manera
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poco clara en las respuestas del alumnado. Se observa que los alumnos muestran acierto
en la eleccion, con los matices establecidos (apartado 5.4), de naturales, enteros y
reales, pero, cometen errores en la de decimales, racionales e irracionales. Con respecto
al concepto de niimero decimal, se aprecia que se sigue identificando con la notacion
decimal con coma, pero, en algunos casos, se combina con la idea de poderse expresarse
en forma de fraccion decimal. Asimismo, se consideran a los enteros como no
decimales, por su escritura decimal sin coma.

En relacion con la notacion decimal, no podemos afirmar que en todos los casos
se realice un tratamiento global, hay alumnos que hacen corresponder la notacion
decimal ilimitada y no periddica con los irracionales.

Con relacion a la clasificacion de las fracciones, en decimales y no decimales,
nos encontramos con la existencia de comportamientos en los queda patente: E (3,6%) y
G (17,9%). No podemos afirmar que en todos los casos se realiza un tratamiento global
de las fracciones.

Con respecto a los errores comunes y presentes en la mitad o més del alumnado,
hallamos E1, E2, E4, E6 y E9. Errores relacionados con la identificacion de nimero
decimal con la escritura decimal con coma y con el cambio de registro a la notacion
decimal. Hemos atribuido sus origenes a una ausencia de sentido y al predominio del
pensamiento operacional frente al estructural y procesual. El alumno conoce las
distintas representaciones (notacion decimal, fraccionaria, radical y simbolos
especiales), presentes en la pregunta, pero le asigna un papel predominante a la
conversion a la notacion decimal. Presenta mayores dificultades la conversion de la
decimal a cualquiera de las otras, en especial, a la fraccionaria. Podemos decir que el
alumnado no maneja de forma efectiva las distintas notaciones, en particular, las

conversiones que se dan entre ellas.

b) Analizar como los alumnos caracterizan el nimero decimal y como lo
discriminan en relacion con los demas niimeros.

En la fase de diagnostico, el alumnado elige (50%) como decimales a todos,
excepto los enteros. Se considera que esa proporcion de alumnos hacen cambio de
registro a la notacion decimal y, por tanto, clasifican al nimero por la escritura decimal
con coma. Se observa que se confunde nimero decimal con representacion decimal con
coma, hecho que se pone de relieve en las entrevistas iniciales y en los argumentos

mayoritarios : A1(75%) y A2(78,6%). También, son excluidos como decimales, los que
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estan expresados con escrituras sin coma, en especial, naturales y enteros: argumentos
B1(46,4%) y B5(67,6%). Por esta razon son excluidos los enteros.

Podemos afirmar, que de forma general, el alumno no relaciona el concepto con
la estructura a través de sus propiedades.

En la fase de revision, si bien se sigue identificando niimero decimal con la
representacion decimal con coma (argumento A2 (57,1%)), este resultado se combina
con la identificacion de los decimales con las fracciones decimales (argumento A9
(53,6%)). La exclusion de los enteros se sigue llevando a cabo al considerar que estan
expresados con notacidon decimal sin coma, y la de los irracionales, se produce por la
escritura decimal ilimitada (argumentos B2(35,7%), B5 (67,9%) y B13 (28,6%)). Sin
embargo, los racionales no decimales se excluyen por la escritura fraccionaria
(argumento B10 (39,3%)). En este ultimo resultado, se observa que para el alumnado
presenta dificultades la conversion de una escritura decimal infinita periddica a la
notacion fraccionaria (calculo de la fraccion generatriz). Por ello, la idea de fraccion
decimal se aplica mas a los racionales, expresados en notacion fraccionaria.

En esta situacion los errores comunes y mas significativos son: E1, E2, E4 y E6.
Hemos atribuido sus origenes, al igual que en el caso anterior, a una ausencia de sentido
y al predominio del pensamiento operacional frente al estructural y el procesual.
Destacamos no solo al manejo no adecuado de las distintas representaciones, sino
también, apreciamos el papel fundamental que los alumnos asignan a la interpretacion
de las fracciones y de los irracionales, no expresados en notacion decimal con coma,
como operaciones. Algunos aplican de forma efectiva la sustitucion formal, cambio de
registro de representacion, al considerar la relacion entre la operacion y el proceso a
través de la estructura. Otros, sin embargo, hacen corresponder a la expresion que

representa la operacion y a la del resultado estructuras distintas.

c¢) Estudiar los métodos que utilizan los estudiantes para representar diferentes
numeros en la recta.

En la fase de diagnostico, llegamos a concluir, por un parte, a que el alumnado
hacia, de manera mayoritaria, el cambio de registro a la notacion decimal de la notacion
fraccionaria y de la de radicales y, posteriormente, representar el resultado de forma
aproximada (o exacta, por ejemplo:0,75 y 3 /4). Por otra parte, esto ponia de manifiesto
que la relacion entre las técnicas utilizadas y los procesos de sustitucion formal, no se

hacian a través de las estructuras.

320



En la fase de revision, hemos obtenido, por un lado, los mismos resultados que
en la fase de diagnostico, aunque con porcentajes mas bajos. Por otro lado, apreciamos
que la aplicacion de nuevas técnicas para representar fracciones e irracionales
cuadraticos, estudiadas en la unidad de aprendizaje correspondiente de los decimales,
demuestra que el desequilibrio entre el pensamiento operacional, estructural y procesual

€S menor en este momento.

d) Disefiar y poner en practica un experimento de ensefianza del sistema de los
numeros decimales, en el que lo decimal y la numeracion decimal sirvan como
elementos organizadores de los demds conjuntos numéricos.

En la fase de revision, hemos observado que lo decimal y la numeracion decimal
no ayudan a organizar a los nimeros enteros. Sin embargo, si contribuyen a organizar a
los irracionales. Por otra parte, el alumnado presenta menos dificultades en valorar si
una fraccidon es decimal o no, que en hallar la fraccidon generatriz de una expresion

decimal periodica y valorarla posteriormente.

En cuanto a la conjetura realizada comentamos, por un lado, que se caracterizaba
por los siguientes factores:

- El alumno, futuro maestro de Primaria, manifiesta grandes dificultades
cuando se enfrenta a actividades donde se pone en juego mas el pensamiento
estructural y procesual que el operacional.

- Estos estudiantes seleccionan los numeros decimales, teniendo en cuenta
mas su escritura decimal que sus propiedades.

- Este alumnado, para representar numeros reales en la recta, aplica de forma
mayoritaria, la conversion a la notacién decimal.

- La organizacion curricular de los sistemas numéricos (Figura 1.8), propuesta
en el experimento de ensefanza, puede favorecer un cambio en las
concepciones de los alumnos del sistema de los nimeros decimales.

Por otro lado, que el desarrollo y andlisis del experimento de ensefianza ponen
de manifiesto una cierta mejoria en algunos de los factores anteriores. Si bien, se
aprecia que parte del alumnado aplica la identificacion de nimero decimal con la
notacion decimal con coma, hay otros alumnos que la combinan con la idea de poderlo
expresar en forma de fraccion decimal. Asimismo, el 46,4% del alumnado sigue

representando niimeros reales en la recta con la estrategia de convertir la representacion
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semiodtica a la notacidon decimal; sin embargo, surgen, en menor proporcion, las técnicas
estudiadas (apartado 4.4) para representar racionales e irracionales cuadraticos. Todo
ello, demuestra que encontramos, en la fase de revision, un menor desequilibrio entre

los pensamientos operacional, estructural y procesual.
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CAPITULO 6. RESULTADOS Y DISCUSION

6.1 INTRODUCCION

6.2 RESULTADOS DE LOS ESTUDIOS

6.3 COMPARACION Y DISCUSION DE LOS RESULTADOS DE LOS
TRES ESTUDIOS
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6.1 INTRODUCCION

En este capitulo hacemos una recopilacion de los resultados relevantes obtenidos
en los tres estudios: Estudio exploratorio (Capitulo 3), Estudio experimental (Capitulo
4) y Estudio definitivo (Capitulo 5), que exponemos en términos de errores,
comportamientos, argumentos y procedimientos de representacion de numeros reales en
la recta que tienen o utilizan los alumnos de esta investigacion. Esto permite sefialar los
diferentes tipos de conocimientos que utilizan los estudiantes y los conflictos que
tienen, en relacion con los sistemas numéricos en general y con los nimeros decimales,
en particular y sus representaciones en la recta numeérica.

Se realiza también una comparacion, apartado 6.3, entre los resultados de los
tres estudios en aquellos aspectos que son comparables. Para ello debemos tener en
cuenta que de los instrumentos de recogida de datos elaborados para estos estudios,
tenemos los cuestionarios (C1 y C2) que presentan caracteristicas comunes. En ellos se
plantean al alumnado unas situaciones problematicas, en las que se trabajan
fundamentalmente estructuras y procesos, que son iguales (Estudio experimental y
definitivo: Cuestionario (C2)) o que tienen un andlisis de contenido matematico
equivalente (Cuestionario (C1): pregunta n.° 24, n.° 28 y n.° 29, con las del Cuestionario
(C2). Para ello, confrontamos los resultados obtenidos en las preguntas: n.° 24, n.° 28 y
n.° 29, del cuestionario (C1) y, n.° 1, n.° 2 y n.° 3, del cuestionario (C2). La pregunta n.°
24 esté relacionada con la n.° 2; la pregunta n.° 28 con la n.° 3 y la pregunta n.° 29 con la

n°l1.

Preguntas del Cuestionario Preguntas del Cuestionario
(1) (C2)

1 o
2.° )
¥
Y
3.° &>

&

24.&

28.°<7
29.°

38.°

Figura 6.1: Correspondencia entre preguntas de los cuestionarios
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6.2 RESULTADOS DE LOS ESTUDIOS

En este apartado se hace una recopilacion de los errores, comportamientos,

argumentos y procedimientos de representacion de nUmeros reales en la recta,

relevantes, que han presentado los estudiantes de esta investigacion.

6.2.1 Los errores

Los errores (Ei) son los siguientes:

E1l: Los enteros no son decimales.

E2: Los nimeros expresados con notacion decimal con coma son decimales.
E3: Todas las fracciones son decimales.

E4: Algunas fracciones son decimales, pero la clasificacion es incorrecta.

E5: Ninguna fraccion es decimal.

E6: Algunos o todos los irracionales, no expresados con notaciéon decimal,
son decimales.

E7: Todo nimero expresado con notacion decimal finita y notacion decimal
infinita, periddica, es decimal.

E8: -3,9 no es decimal.

E9: Hay decimales que no son racionales.

E10: Hay decimales que son irracionales.

E11: Hay decimales que no son reales.

E12: D es R-Z.

E13: D es isomorfo a R.

E14: Todo numero expresado con notacion decimal con coma finita e
infinita, no periddica, es decimal.

E15: D es isomorfo a Q.

E16: Solo los ntimeros positivos, expresados con notaciéon decimal con coma

y con parte decimal finita, son los decimales.

6.2.2 Los comportamientos

En relacion con los sistemas numéricos en general hemos detectado el siguiente

comportamiento: el alumnado utiliza de forma mayoritaria como criterio para identificar

a los nimeros, la escritura, ademas de otras caracteristicas de los nimeros asociadas a

los signos (por ejemplo: positivo-negativo).
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En relacion con los numeros decimales encontramos los siguientes

comportamientos:

- A: Los niimeros decimales son solo los que estan expresados con notacion
decimal con coma.

- B: Los nimeros decimales son los que estdn expresados con notacion
decimal con coma y algunas o todas las fracciones. Ademads, algunas de las
expresiones que contienen una raiz, 1 o m -5 se excluyen o se dejan sin
contestar (nimeros borrosos). Los enteros tampoco se consideran decimales.

- C: Los nimeros decimales son todos excepto los enteros.

- D: Los decimales son los enteros, los que estan con notacion decimal finita y
todas las fracciones.

- E: Larespuesta correcta.

- F: Los niimeros decimales son todos. Nos encontramos que ademas algunos
consideran a D isomorfo a R — Z.

- G: Son los niimeros con notacion decimal con coma y se establece
correctamente la clasificacion de las fracciones. Con respecto a los
irracionales, no expresados con notacion decimal, se incluyen todos o
algunos. Los enteros son incluidos en algunos casos.

- H: Se marcan correctamente todos los niimeros decimales que estan en
notacion fraccionaria y se excluyen las fracciones no decimales. Asimismo,
son elegidos todos o algunos de los expresados con notacidon decimal con
coma.

- J: Se eligen algunas de las fracciones no decimales y se excluyen,
mayoritariamente, los nimeros expresados con notacion decimal infinita y
no periddica. Algunos descartan las expresiones periodicas.

- K: Se toman los numeros decimales que estan en notacion fraccionaria y se
excluyen las fracciones no decimales. Asimismo, se eliminan los nimeros
expresados con notacion decimal infinita y no periddica; algunos, también,
las expresiones periddicas.

- L: Se decantan por alguna fraccion no decimal y no se excluyen los
expresados con notacion decimal infinita y no periddica. En este caso hay
alumnos que marcan negativamente a los irracionales que no estan en

notacion decimal.

M: Se elige a Q como D.
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N: D estd formado por los nimeros enteros y los niimeros expresados en

escritura decimal finita o infinita periddica.

. 1++/5
O: Los decimales son todos, excepto 1+ V2, 3-43 y +2\/_.

6.2.3 Los argumentos

Presentamos los argumentos (Ai) aplicados por los alumnos para incluir un

nimero como decimal, es decir, es decimal porque:

Al: El nlimero esta en notacion decimal con coma.

A2: Se procede a realizar la conversion a notacion decimal
(aproximadamente o no) y se clasifica por el resultado.

A3: Es una cantidad inexacta.

A4: Representan partes no enteras de la unidad.

AS: Esta comprendido entre dos enteros.

A6: Pertenece a otro conjunto numérico: Z,no Z o .

A7: Tiene infinitas cifras decimales y periddicas.

AS8: Tiene infinitas cifras decimales y no periddicas.

A9: Se puede expresar como una fraccion decimal.

A10: Se puede expresar con notacion decimal, pero con parte decimal nula o
con periodo nueve.

A11: Esta representado con notacion decimal finita.

A12: Por ser una expresion decimal infinita y no periddica.

A13: Es una fraccion o se puede expresar en forma de fraccion.

Al4: Los decimales son los que estan representados en el sistema numérico

decimal.

Los argumentos (Bi) para excluir un nimero como decimal son:

B1: No esta en notacién decimal con coma.

B2: Se hace cambio de registro y se obtiene un niimero sin coma.

B3: Es una cantidad exacta.

B4: Son partes enteras de la unidad.

B5: Pertenece a otro conjunto numérico: N, Z, Q o L.

B6: Es una fraccion (no se hace cambio de registro).

B7: Es una expresion que contiene una raiz (no se hace cambio de registro).

B8: Son simbolos especiales (no se hace cambio de registro). Es el caso de .
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B9: Es una expresion numérica (no se hace cambio de registro).

B10: No se puede expresar en forma de fraccion decimal.

B11: El cero no tiene valor.

B12: Lleva signo negativo.

B13: Esta representado con notacion decimal con coma infinita.

B14: Esta representado con notacion decimal con coma, infinita y periddica.
B15: Esta representado con notaciéon decimal con coma, infinita y no
periddica.

B16: Se puede expresar con notacion decimal con coma, infinita y con
periodo distinto de nueve.

B17: Es un nimero imaginario.

6.2.4 Los procedimientos para representar numeros reales en la recta

Hemos recopilado los siguientes procedimientos utilizados por los estudiantes de

esta investigacion para representar nimeros reales en la recta:

Utilizar la escritura decimal para representar los numeros en la recta
numérica.

Representar una fraccion con el método fundamentado en el teorema de
Thales: division de un segmento en partes iguales.

Considerar a —24/2 como el doble de —+/2 y éste como el simétrico de V2.
Situar una fraccién en la recta numérica dividiendo la unidad en partes
iguales, pero de forma aproximada.

Representar a 0,75, 0,333..., 2,75y 2,2333..., haciendo cambio de registro a
notacion fraccionaria en algunos (o en todos) de ellos.

Utilizar el teorema de Pitagoras en la representacion de V2 ode =242
Representar solo los que estan en notacion decimal con coma.

Situar algunos ntimeros indicando solo el intervalo al que pertenecen.
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6.3 COMPARACION Y DISCUSION DE LOS RESULTADOS DE LOS TRES
ESTUDIOS

Comenzamos con la comparaciéon de los resultados en las preguntas n.° 29
(Cuestionario (C1)) y n.° 1 (Cuestionario (C2)). En ambas preguntas, tal y como ya
hemos comentado en capitulos anteriores, se pide clasificar nimeros en naturales,
enteros, decimales, racionales, irracionales y reales. Estos numeros estan expresados en
notacion decimal, fraccionaria, de radicales y aparece, también, el simbolo .

En el Estudio exploratorio encontramos cierta confusiéon con la terminologia:
naturales, enteros, decimales, racionales, irracionales y reales. No estd presente la
organizacion de los sistemas numéricos aplicada en el andlisis de contenido matematico
realizado. La identificacion de los nimeros se lleva a cabo por su escritura y no por sus
propiedades. Por ejemplo, se halla la identificacion de los decimales con la escritura
decimal con coma y la de los racionales con la fraccionaria (véase tabla 6.1). Asimismo,
las relaciones entre los conjuntos numericos
(NCZCDCQCR; ICR, QUI=R y QNI =) no se establecen de forma clara.
Se detecta la exclusion de los enteros como decimales (alrededor del 80,5 %) y la
inclusion de algunos irracionales como decimales (61,1%).

En este trabajo, con respecto a los decimales, se encuentran las dos posiciones
extremas halladas en el trabajo de Socas (2001), solo que ahora la mas significativa es
la segunda: la identificacion de numero decimal con la escritura decimal con coma.
Ahora hallamos también otras posiciones intermedias que entremezclan las dos
posiciones extremas, en este grupo de alumnos.

En el Estudio experimental tampoco observamos, en ninguna de las poblaciones
o grupos estudiados, la organizaciéon de los sistemas numéricos del analisis del
contenido matematico. Se detectan mayores dificultades en la identificacion de
decimales, racionales e irracionales que en la de naturales y enteros. Debemos sefalar
que el grupo con una fuerte preparacion matematica (poblacion del afio 2006) presenta
porcentajes mas altos en sus respuestas correctas que el de una débil formacion
(poblacion del afio 2007). Las relaciones entre los conjuntos numéricos se manifiestan
de forma incorrecta. Por ejemplo, hacemos hincapié en que los enteros son excluidos de
los decimales en ambos grupos (37,5% y 50%, respectivamente). Se incluyen algunos
irracionales en los decimales (62,5% y 47,5%, respectivamente). En los alumnos con

una fuerte preparacion matematica, descubrimos un 12,5% que hace distinciones entre
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las escrituras decimales finitas, las infinitas periddicas y las infinitas no periddicas.
También, se consideran racionales no decimales como decimales; al clasificar a todas
las fracciones como decimales (75% y 42,1%, respectivamente). Por ello, consideramos
que las fracciones se tratan globalmente, es decir, no se separan decimales de no
decimales.

En los alumnos, con una fuerte preparacion matematica, observamos, con
respecto a los decimales, las dos tendencias, halladas en otros estudios, comentados
anteriormente, a saber:

- Establecer un isomorfismo entre los decimales y los reales (primera

tendencia: 37,5%).
- Considerar los nimeros expresados con notacion decimal con coma como
decimales (segunda tendencia: 12,5%).

Sin embargo, en los alumnos con una débil formacion matematica, solo
manifiestan la segunda tendencia en un 57,9%.

En el Estudio definitivo, vamos a distinguir los resultados obtenidos en la fase
de diagndstico de los de la fase de revision. En la fase de diagndstico, encontramos un
comportamiento general que se caracteriza por utilizar como criterio para identificar a
los numeros, de forma mayoritaria, su escritura o forma de representacion y otras
caracteristicas de los numeros asociadas a los signos. Para el caso de los decimales, se
confunde el objeto nimero decimal con la representacion decimal con coma. En cuanto
a las relaciones entre los conjuntos numéricos, también se establecen de forma
incorrecta, dependen de ese comportamiento general observado. Al igual que en los
estudios anteriores, se excluyen a los enteros de los decimales (92,9%). En cuanto al
tratamiento de la notacion decimal, podemos decir que se hace de manera global, es
decir, se consideran solo escrituras con coma o sin coma. El concepto de fraccion
decimal no se aprecia en sus respuestas. Hay un 21,4% que clasifica a todas las
fracciones como decimales. Por ello, no apreciamos la organizacion curricular que rige
el analisis del contenido matematico de estas preguntas.

En la fase de revision, la organizacion de los sistemas numéricos, puesta en
practica en la fase de retroalimentacion, que coincide con la del analisis de contenido
matematico de estas preguntas, aparece poco clara en las respuestas del alumnado. Los
numeros decimales se identifican con la notacién decimal con coma, pero, en algunos
casos, se combina con la idea de poderse expresar en forma de fraccion decimal. Se

sigue excluyendo a los enteros de los decimales (92,9%) por su escritura. Al igual que
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en el Estudio experimental con los alumnos con una fuerte preparacion matematica, no

podemos afirmar que se haga ese tratamiento global de la notacién decimal. Esto se

observa de manera especial en la identificacion de los irracionales, clasificados como no

decimales, con la escritura decimal infinita o con la infinita no peridédica. Asimismo, la

presencia, por ejemplo, de la respuesta correcta, comportamiento E y del

comportamiento G, en los que se clasifican correctamente las fracciones en decimales y

no decimales, pone de manifiesto la aplicacion del concepto de fraccion decimal en sus

respuestas.

Podemos concluir que:

La organizacion de los sistemas numéricos, del andlisis matematico realizado
de estas preguntas y puesta en practica en la fase de retroalimentacion del
Estudio definitivo, se presenta confusa en el alumnado en estos tres estudios.
En todos los estudios se produce la confusion de numero decimal con la
representacion decimal con coma, salvo en el Estudio definitivo, en la fase
de revision, en el que el alumnado combina la notacion decimal con la
fraccionaria decimal.

Se excluyen a los enteros de los decimales en todos los casos y de forma
significativa.

El concepto de fraccion decimal solo surge en el Estudio definitivo y en la
fase de revision.

El tratamiento global de la notacion decimal se aprecia solo en los alumnos
del Estudio exploratorio, en los de una débil formacién matematica del
Estudio experimental y en los estudiantes del Estudio definitivo, pero en la

fase de diagndstico.

En la Tabla 6.1 recogemos el comportamiento del alumnado que se presenta con

mayor porcentaje, en cada conjunto numérico y estudio.
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N V4 D Q I R
Son todos | Respuesta | Comportamiento | Los Los La
los correcta C (61,1%) nimeros nimeros respuesta
nimeros (38,9%) expresados | expresados | correcta
ESTUDIO EXPLORATORIO
(22,2%) en forma | con raices | (41,7%)
de fraccion | (11,1%)
(13,9%)
La La Comportamiento | La - La | La
respuesta respuesta F (37,5%) respuesta respuesta respuesta
correcta, correcta, correcta correcta correcta
E. PROFESOR | salvo salvo salvo (37,5%) (100%)
SECUNDARIA | matices matices matices - Los
(87,5%) (100%) (0,6666...) | irracionales
(62,5%) y 0,666...
(37,5%)
ESTUDIO
La La Comportamiento | - Los | Los no | La
EXPERIMENTAL
respuesta respuesta A (57,9%) expresados | elegidos respuesta
correcta correcta, en forma | como correcta
salvo salvo de fraccion | racionales (26,3%)
E. MAESTRO
matices matices (15,8%). (34,2%)
PRIMARIA
con (55,3%) - Los
35521 positivos y
(39,5%) el cero
(15,8%)
La La Comportamiento | Los Los La
respuesta respuesta B (28,6%) expresados | nuimeros respuesta
; correcta, correcta en forma | expresados correcta,
DIAGNOSTICO
salvo (35,7%) de fraccién | con raices | salvo
matices (10,7%) (10,7%) matices
ESTUDIO (21,4%) (28,6%)
DEFINITIVO La La Comportamiento | Todos los | Los no | La
respuesta respuesta B (25%) y | numeros elegidos respuesta
, correcta, correcta, comportamiento excepto como correcta,
REVISION
salvo salvo G (18%) _ / 7 racionales salvo
matices matices (28,6%) matices
(14,3%)
(39,3%) (35,7%) (57,1%)

Tabla 6.1: Comportamiento mayoritario detectado para cada sistema numeérico

en los estudios

Procedemos a comparar los resultados obtenidos en las preguntas n.° 24 y n.° 2.
En estas preguntas el alumnado debe marcar si un niamero real dado es decimal o no,
ademads, debe dar una explicacion de su respuesta.

En el Estudio exploratorio hemos observado que el comportamiento mayoritario
(41,7%) es C, que consiste en elegir como decimales a todos los numeros excepto los

enteros. Por ello, el argumento mas comun es considerar como decimales a los nimeros
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que estan expresados con notaciéon decimal con coma, o que pueden expresarse de esa
manera (A2, 41,7%). Asimismo, los numeros que son excluidos como decimales se
especifica que es por la pertenencia a otro conjunto numérico, en especial a los enteros
(B35, 33,3%). Sin embargo, han surgido otros argumentos, aunque menos significativos,

y que también recogemos en la red sistémica siguiente.

Por estar en notacion decimal con coma

Incluve el < Por ser un decimal periddico
resultado como
decimal

Hace

cambio de

registro Por ser un simbolo que representa a
Qm decimal, 7

a notacion
decimal
—
Por pertenecer a otro conjunto
Argumentos = N numérico: Z
4 s Excluye el
resultado como )
decimal Por ser un nimero exacto
No hace

cambio de registro
a notacion

decimal

Figura 6.2: Red sistémica de los argumentos de los alumnos que hacen cambio de

registro a notacion decimal (Estudio exploratorio)
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Por estar en notaciéon decimal con coma

Por ser decimal periédico

Incluye Por estar u)mpn:ndldu entre dos
enteros consecutivos

Por ser una fracciéon

No hace Por ser un decimal exacto
cambio de registro
a notacioén —
decimal
Por pertenecer a otro conjunto numérico: N, Z o 1
Argumcntos_' Por no tener valor numérico (0)

Excluye

’ Por ser una expresion numérica con operaciones

Por ser una fraccion

Figura 6.3: Red sistémica de los argumentos de los alumnos que no hacen cambio de

registro a notacion decimal (Estudio exploratorio)

En el Estudio experimental y con los alumnos con una fuerte preparacion
matematica, el comportamiento que se presenta con mayor porcentaje (37,5%) es el F,
en el que se consideran a todos los nimeros como decimales. En cuanto al argumento
mayoritario aplicado es: todo nimero es decimal porque se puede expresar con notacion
decimal con coma (37,5%). Este argumento coincide con el denominado A2. Los
argumentos de exclusion son mas variados, pero presentan los mismos porcentajes y
pocos significativos (alrededor del 12,5%), salvo el B5 (25%). En la siguiente red

sistémica presentamos los argumentos.
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Argumentos =

Hace

cambio de

registro

No hace

a notacion

decimal

Notacion
decimal

cambio de registro

Por estar en notaciéon decimal con coma

Por estar en notaciéon decimal con
Incluye el coma finita

resultado como Por estar en notacién decimal infinita

decimal periédica
Por estar comprendido entre dos
\cntcros
-

Por pertenecer a los enteros

Por estar en notacion decimal sin coma
Excluye el
resultado como Por estar en notacion decimal infinita no
decimal

periddica

Notacion fraccionaria — Incluye como decimal- Por ser una fracciéon

Figura 6.4: Red sistémica de los argumentos de los alumnos, con una fuerte

preparacion matemdtica, que hacen cambio de registro a la notacion decimal o

Argumentos =

fraccionaria (Estudio experimental)

No hace

cambio de registro
a notacion -
decimal

Incluye <

(Por estar en notacion decimal con coma
Por estar en notacion decimal con coma finita
Por estar en notacion decimal infinita peridédica

Por ser una fraccion

Por estar comprendido entre dos enteros

Excluye <

-

\

\Por estar representado en el SND ampliado

Por la escritura decimal sin coma

Por pertenecer a otro conjunto numérico: Z o I

Por estar en notacion decimal
infinita no periédica

Figura 6.5: Red sistémica de los argumentos de los alumnos, con una fuerte

preparacion matemdtica, que no hacen cambio de registro a la notacion decimal

(Estudio experimental)
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Podemos observar, al comparar esta red con la correspondiente del Estudio
exploratorio, que solo en este caso se hace cambio de registro a la notacion fraccionaria.
Este hecho esté relacionado con el comportamiento que consiste en elegir a todos como
decimales excepto a los irracionales (12,5%). En ambas redes se aprecia el argumento
mayoritario A2: es decimal porque esta expresado o se puede expresar en notacion
decimal con coma.

Los alumnos con una débil formacidon matematica, manifiestan de manera
mayoritaria en esta pregunta un comportamiento que hemos denominado A (42,1%);
¢éste consiste en elegir solo como decimales las escrituras decimales con coma. En este
caso, no se realiza cambio de registro a la notaciéon decimal. Por ello, hallamos que el
argumento mas frecuente es Al (71%), en el que se explicita que el nimero es decimal
porque lleva coma su escritura. También, un 34,2% aplica el argumento A2, por tanto,
hay una proporcion de estudiantes que si hace cambio de registro a la notacion decimal.
La explicacion que se da para excluir un nimero como decimal estd basada en la
pertenencia a otro conjunto numérico (N, Z, no Z, Q o I) (B5, 65,8%). Todo esto pone
de relieve que el numero decimal es elegido por la escritura decimal con coma, y es
excluido por la pertenencia a otro conjunto numérico.

En el Estudio definitivo, y en la fase de diagnostico, el comportamiento con
mayor porcentaje es el C (50%). Asimismo, los argumentos, para incluir un nimero
como decimal, que destacamos son: Al (75%) y A2 (78,6%). El cambio de registro a la
notacion decimal e identificar el nimero con esta escritura juegan un papel fundamental
en sus razonamientos. Los argumentos, para excluir un nimero como decimal, con
porcentajes mas altos son: B1 (46,4%) y B5 (67,6%).

En la fase de revision, el comportamiento mas significativo es el K (28,6%).
Este comportamiento solo se da en estos alumnos y en este momento. Sus
caracteristicas fundamentales son las siguientes:

- Se eligen, de los numeros expresados con notacidn fraccionaria, las fracciones

decimales, y se excluyen, las no decimales.

- Se eliminan los niimeros expresados con notacion decimal infinita y no

periddica; algunos, también, las expresiones periddicas.

Los argumentos esgrimidos y mas utilizados, en este caso, para clasificar un
nimero como decimal son los siguientes: A2 (57,1%) y A9 (53,6%). Este ultimo solo
aparece en este Estudio y en esta fase; consiste en considerar un nimero como decimal

si se puede expresar en forma de fraccion decimal. Sin embargo, los argumentos mas
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utilizados para excluir un numero como decimal son los siguientes: B2 (35,7%); BS
(67,9%) y B10 (39,3%). Este ultimo razonamiento solo se da en esta situacion y el

alumno excluye el nlimero por no poderse expresar en forma de fraccion decimal.

Podemos observar que para los alumnos con una fuerte preparacion matematica,
el comportamiento mayoritario es considerar a todos los nimeros reales como
decimales. Sin embargo, para los de una débil formacién matematica y que no
pertenecen al Estudio definitivo y en la fase de revision, hallamos dos tendencias. La
primera, es considerar solo como decimales los que estdn expresados en notacion
decimal con coma y sin realizar cambio de registro y, la segunda, es elegir a todos los
reales excepto a los enteros como decimales. No aparece el concepto de fraccion
decimal. No obstante, los alumnos que han intervenido en el experimento de ensefianza
y en la fase de revision, si clasifican las fracciones de forma correcta, con mayor
porcentaje, en decimales y no decimales. Asimismo, se excluyen como decimales los
que estan expresados con notacion decimal infinita y no periddica, por lo que no se hace
un tratamiento global de la notacion decimal.

Los argumentos que se presentan en todas las situaciones son A2 y B5, aunque
con porcentajes distintos. En la Tabla 6.2 mostramos comportamientos y argumentos

mayoritarios para cada caso.

ESTUDIO ESTUDIO EXPERIMENTAL ESTUDIO DEFINITIVO
EXPLORATORIO
C (41,7%) ESTUDIANTE | ESTUDIANTE | DIAGNOSTICO | REVISION
A2 (41,7%) PROFESOR DE | PARA
B5 (33,3%) SECUNDARIA | MAESTRO
DE
PRIMARIA
F (37,5%) A (42,1%) C (50%) K (28,6%)
A2 (37,5%) Al (71%) Al (75%) A2 (57,1%)
B5 (25%) A2 (34,2%) A2 (78,6%) A9 (53,6%)
B5 (65,8%) Bl (46,4%) B2 (35,7%)
B5 (67,6%) B5 (67,9%)
B10 (39,3%)

Tabla 6.2: Comportamientos y argumentos mayoritarios hallados en los estudios

(pregunta n.° 24 del cuestionario C1 y segunda pregunta del cuestionario C2)
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Finalmente, comparamos los resultados obtenidos en las preguntas n.° 28 y n.° 3.
En ambas preguntas se pide representar en la recta un conjunto de numeros reales,
expresados en notacion decimal, la de los radicales y la fraccionaria.

En el Estudio exploratorio, hallamos que los que responden (97,2%) utilizan la
estrategia de realizar la conversion a notacion decimal de los nimeros dados y, después,
realizar una representacion aproximada. No se aplica la técnica basada en el teorema de
Pitdgoras, para los irracionales cuadraticos, ni la fundamentada en Thales para los
racionales. Por ello, podemos decir que el mapa conceptual descrito en el andlisis del
contenido matematico de esta pregunta no se detecta en estos alumnos.

En el Estudio experimental y para todos los alumnos, observamos también, al
igual que en el Estudio exploratorio, ese comportamiento mayoritario (75% - 84,2%)
que consiste en representar en notacion decimal los nimeros en la recta. Ademas
apreciamos, solo en los alumnos con una fuerte preparacion matematica, la aplicacion
del teorema de Pitagoras (12,5%) y de Thales (12,5%) para representar irracionales
cuadraticos y racionales, respectivamente. Por ello, en estos alumnos encontramos un
mapa conceptual que se asemeja mas al aplicado en el andlisis del contenido
matematico de esta pregunta.

En el Estudio definitivo, y en la fase de diagnostico, el 78,6% del alumnado
representa en notacion decimal los niimeros reales en la recta. Un 17,9% representa las
fracciones dividiendo la unidad en tantas partes como indica el denominador y eligiendo
tantas como indica el numerador. Un 3,6% aplica el teorema de Pitdgoras para
representar irracionales cuadraticos.

Sin embargo, en la fase de revision, los resultados nos muestran que solo un
46,4% representa en notacion decimal los numeros en la recta. El porcentaje disminuye
después de la implementacion del experimento de ensefianza. La conversion a la
notacion fraccionaria se da solo en este caso y con un 17,6%. La técnica basada en el
teorema de Pitdgoras para representar irracionales cuadraticos es aplicada por un 39,3%;
en esta situacion el porcentaje aumenta respecto de las anteriores. Las fracciones se
representan como partes de una unidad (35,7%), dividida en un nimero de partes
congruentes. Todo esto pone de manifiesto que, el mapa conceptual que hemos aplicado
en el andlisis del contenido matematico de estas preguntas y que la ensefanza de estas
técnicas en la unidad de aprendizaje, estdn parcialmente reflejadas en los

comportamientos de los alumnos.
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Asimismo, observamos, en mayor o menor proporcion, que en todos los estudios
que hemos realizado permanece ese comportamiento de representar los numeros en la
recta en notacion decimal.

Con respecto a los errores cometidos en las dos primeras preguntas del
Cuestionario (C2) y andlogas del Cuestionario (C1), observamos que los que se repiten
en todos estos estudios son los siguientes: E1, E2, E3 y E6. La exclusion de los enteros
como decimales (E1) se da en menor porcentaje en la poblacion, formada por los
alumnos con una fuerte preparacion matematica, del Estudio experimental, que en el
resto. Asimismo, para este grupo de estudiantes es mas frecuente seleccionar a todas las
fracciones como decimales (E3) que para los demas. En todos los estudios mas de 1/3
de cada poblacion considera que todo niimero con coma es decimal (E2). El error que
consiste en tratar a algunos o todos los irracionales, no expresados con notacion
decimal, como decimales (E6), se da con mayor frecuencia en los alumnos del Estudio
definitivo, y en la fase de diagnodstico, y en los del Estudio experimental, con una fuerte

preparacion matematica.

ESTUDIO ESTUDIO EXPERIMENTAL ESTUDIO DEFINITIVO
EXPLORATORIO | ESTUDIANTE | ESTUDIANTE | DIAGNOSTICO | REVISION
PROFESOR MAESTRO
SECUNDARIA | DE
PRIMARIA
El | 80,6%-50% 37,5%-25% 50%-65,9% 92,9%-92,9% 92,9%-
75%
E2 | 80,6%-50% 37,5%-87,5% | 94,7%-94,7% | 89,3%-100% 78,6%-
35,7%
E3 | 61,1%-41,7% 75%-100% 42,1%- 50% 21,4%-14,3% 25%-
14,3%
E6 | 61,1%-41,7% 62,5%-75% 47,5%-632% | 57,1%-85,7% 71,4%-
21,4%

Tabla 6.3: Porcentajes de errores de las dos primeras preguntas del

Cuestionario (C2) y de sus correspondientes del Cuestionario (C1)
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CAPITULO 7. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS FUTURAS

7.1 INTRODUCCION
7.2 CONCLUSIONES
7.3 PERSPECTIVAS FUTURAS
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7.1 INTRODUCCION

En este ultimo capitulo presentamos los principales resultados obtenidos y
hacemos una breve exposicion de las lineas de investigacion que nos proponemos seguir
en el futuro.

Los resultados obtenidos abarcan los hallados en los tres estudios que conforman
esta investigacion: exploratorio, experimental y definitivo.

En el Estudio exploratorio, nos planteamos un trabajo que consiste en una
primera exploracion cuya finalidad es analizar la problematica de los numeros
decimales y sus distintas representaciones y sus relaciones con otros sistemas
numéricos, en los alumnos de la Facultad de Formacion del Profesorado de la
Especialidad de Maestro de Educacion Infantil (ULPGC) en el aio 2004.

En el Estudio experimental, llevado a cabo en los afos 2006 y 2007 (con
alumnos de la ULL y de la ULPGC), partimos del mismo tema relativo a los decimales,
pero lo limitamos profundizando en el andlisis de la dimension conceptual del nimero y
sus diferentes formas de representarlo.

En el Estudio definitivo, realizado en el afio 2008 (con alumnos de la ULPGC),
se aborda también el andlisis de la dimension conceptual del nimero y sus diferentes
formas de representacion, antes y después de la puesta en préctica de un experimento de
ensenanza guiado por conjeturas. En dicho experimento se plantea una organizacion
diferente de los sistemas numéricos. Esta organizacion curricular se corresponde con la
propuesta por Socas (2001) (Figura 1.8). Esta propuesta intenta esclarecer la
organizacion de los sistemas numéricos, en la que los nimeros decimales son
considerados con entidad propia. Ademas, se pretende que lo decimal y la numeracion
decimal sirvan como elementos organizadores de los demas conjuntos numéricos.

Asimismo, en el disefio de nuestro experimento nos planteamos también
conseguir que el alumnado conozca una teoria, articulada en las dificultades, obstaculos
y errores en el aprendizaje (Socas, 2007), que le sirva de herramienta de analisis en su
labor docente futura.

Los objetivos generales de la investigacion son los siguientes:

Primero: Estudiar y valorar los conocimientos y destrezas del alumnado acerca
de los decimales.

Segundo: Recoger informacion acerca del objeto nimero decimal y analizar el

tipo de relaciones que los alumnos establecen entre el numero decimal y los otros
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conjuntos numéricos. En definitiva, encontrar la organizacioén que el alumnado posee de
los otros conjuntos numéricos (N, Z, Q, I y R) desde los decimales.

Tercero: Analizar como los alumnos caracterizan el nimero decimal y como lo
discriminan en relacion con los demas niimeros.

Cuarto: Estudiar los métodos que utilizan los estudiantes para representar
diferentes nimeros en la recta.

Quinto: Disenar y poner en practica un experimento de ensefianza del sistema de
los niimeros decimales, en el que lo decimal y la numeraciéon decimal sirvan como

elementos organizadores de los demdas conjuntos numéricos.

OBJETIVOS
GENERALES
ESTUDIO L Primer objetivo
EXPLORATORIO
Segundo objetivo
ESTUDIO Tercer objetivo ‘ ESTUDIO
EXPERIMENTAL DEFINITIVO

Cuarto objetivo

Quinto objetivo

Figura 7.1: Relaciones de objetivos con estudios realizados

7.2 CONCLUSIONES
En este epigrafe se exponen fundamentalmente las conclusiones relacionadas
con los objetivos planteados y las respuestas a las preguntas de investigacion. También,

se realiza una valoracion de recursos empleados en la investigacion.

Con relacion al primer objetivo: Estudiar y valorar los conocimientos y
destrezas del alumnado acerca de los decimales.

Si tomamos en consideracion las tres capacidades generales asociadas a
cualquier objeto matematico: reconocer y diferenciar, formular y manipular el objeto;
en los resultados obtenidos relativos a las capacidades especificas analizadas, podemos
observar que estos alumnos tienen dificultades para reconocer y diferenciar y formular

los numeros decimales, no tanto para operar con ellos, salvo en operaciones
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relacionadas con la division, lo que describe un predominio del pensamiento

operacional frente al estructural y procesual.

Con relacion al segundo objetivo: Recoger informacion acerca del objeto
numero decimal y analizar el tipo de relaciones que los alumnos establecen entre el
nimero decimal y los otros conjuntos numéricos. En definitiva, encontrar la
organizacion que el alumnado posee de los otros conjuntos numéricos (N, Z, Q, I y R)
desde los decimales.

En este sentido, la organizacion de los sistemas numéricos que deriva del
analisis del contenido matematico, realizado de las preguntas de los cuestionarios y
relacionadas con este objetivo y puesta en practica en la fase de retroalimentacion del
Estudio definitivo, se presenta confusa en el alumnado en estos tres estudios. Se dan
mas aciertos en la clasificacion de naturales, enteros y reales que en la de decimales,
racionales e irracionales. La identificacion de los racionales con la escritura fraccionaria
se aprecia mas en alumnos con una débil formacion matematica. Lo mismo sucede con
la identificacion de los irracionales con las “raices”.

En todos los estudios se produce la confusion de numero decimal con la
representacion decimal con coma, salvo en el Estudio definitivo, en la fase de revision,
en el que el alumnado combina la notaciéon decimal con la fraccionaria decimal. En
todos los casos encontramos alumnos que solo consideran nimeros decimales a los que
estan expresados con notacion decimal (Comportamiento A); no realizan cambios de
registros.

Excluyen a los enteros de los decimales en todos los casos y de forma
significativa. Asi, hallamos que el comportamiento (C) que consiste en considerar como
decimales a todos los nimeros excepto a los enteros, se da en todas las poblaciones
estudiadas, pero con una débil formaciéon matematica. Por ello, pensamos que la
organizacion de los sistemas numéricos, implementada en el experimento de ensefianza,
no ayuda a organizar a Z.

El concepto de fraccion decimal solo surge en el Estudio definitivo y en la fase
de revision.

El tratamiento global de la notacion decimal se aprecia solo en los alumnos del
Estudio exploratorio, en los de una débil formacion matematica del Estudio

experimental y en los estudiantes del Estudio definitivo, pero en la fase de diagndstico.
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Con relacion al tercer objetivo: Analizar como los alumnos caracterizan el
numero decimal y como lo discriminan en relacion con los demés niimeros.

Podemos observar que para los alumnos con una fuerte preparacion matematica,
el comportamiento mayoritario es considerar a todos los nimeros reales como
decimales. Sin embargo, para los de una débil formacién matematica y que no
pertenecen al Estudio definitivo y en la fase de revision, hallamos dos tendencias. La
primera, es considerar solo como decimales los que estdn expresados en notacion
decimal con coma y sin realizar cambio de registro y, la segunda, es elegir a todos los
reales excepto a los enteros como decimales. No aparece el concepto de fraccion
decimal. No obstante, los alumnos que han intervenido en el experimento de ensefianza
y en la fase de revision, si clasifican las fracciones de forma correcta, con mayor
porcentaje, en decimales y no decimales. Ademas, se excluyen como decimales los que
estan expresados con notacion decimal infinita y no periodica, por lo que no se hace un
tratamiento global de la notacién decimal.

Los argumentos que se presentan en todas las situaciones son A2 y BS, aunque
con porcentajes distintos.

- A2: Se procede a realizar la conversion a notacion decimal
(aproximadamente o no) y se clasifica el nimero como decimal por el
resultado.

- B5: Se excluye el nimero como decimal por pertenecer a otro conjunto
numérico, en especial a Z.

El A2 es esgrimido con mayor porcentaje por los alumnos del Estudio definitivo

(78,6% - 57,1%, en las fases de diagnostico y revision, respectivamente). El B5 se

presenta menos en los alumnos con una fuerte preparacion matematica (33,3%).

Con relacion al cuarto objetivo: Estudiar los métodos que utilizan los
estudiantes para representar diferentes numeros en la recta.

Observamos, en mayor o menor proporcion, que en todos los estudios que
hemos realizado permanece ese comportamiento de representar los nimeros en la recta
en notacion decimal. Los porcentajes son mas bajos en los alumnos con una fuerte
preparacion matematica y en los del Estudio definitivo, en la fase de revision (75% -
46,4%, respectivamente).

La conversion a la notacion fraccionaria se da solo en la fase de revision del

Estudio definitivo, y con un 17,6%.

345



Las técnicas para representar irracionales cuadraticos y fracciones, basadas en el
teorema de Pitagoras y en el de Thales, respectivamente, solo se hallan en el Estudio
experimental, en los alumnos con una fuerte preparacion matematica, y en el Estudio
definitivo.

Encontramos un desequilibrio entre los pensamientos operacional, estructural y
procesual; mayor predominio del operacional sobre los otros dos en los alumnos con
una débil formacion matematica que en los de una fuerte preparacion. En este sentido,
después del experimento de ensefianza, se obtienen mejores resultados con los alumnos

del Estudio definitivo.

Con relacion al quinto objetivo: Disefar y poner en préctica un experimento
de ensefianza del sistema de los numeros decimales, en el que lo decimal y Ia
numeracion decimal sirvan como elementos organizadores de los demés conjuntos
numeéricos.

El andlisis del contenido mateméatico de las asignaturas que intervienen en
nuestra investigacion, antes de la implementacion del disefio de nuestro experimento,
pone de manifiesto que, aunque el concepto de nimero decimal que se estudia no se
identifica con la escritura decimal y que se trabajan las relaciones entre los conjuntos
numéricos, sin embargo, no se da el estatus matematico al conjunto de los decimales
destacando sus propiedades. Del mismo modo, y en relacion con las técnicas de
representacion de niameros racionales en la recta, no se aborda el método basado en el
Teorema de Thales, ni se hace hincapié¢ en que la notacion fraccionaria es mas adecuada
para su representacion que la notacion decimal. Con nuestro experimento hemos
pretendido no solo remediar esta situacion sino también las concepciones erroneas que
sobre este topico nuestros estudiantes manifiestan, de forma previa. Los resultados
obtenidos, en el Estudio definitivo y en la fase de revision, ponen de manifiesto cierta
mejoria al incorporar los alumnos el concepto de fraccion decimal en sus razonamientos
y al no presentar, todos ellos, la preferencia de la notacion decimal para representar
nameros reales en la recta. Por ello, concluimos que estos resultados muestran, por un
lado, la necesidad de este cambio en la organizacidon curricular de los sistemas
numéricos y en el desarrollo del esquema o mapa conceptual propuesto para la
ensenanza de la representacion de numeros reales en la recta. Por otro lado, que estas

estrategias son viables de aplicar y ttiles en los préximos cursos con otros alumnos.
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En el disefio de este experimento se plantea también conseguir que el alumnado
conozca una teoria, articulada en las dificultades, obstaculos y errores en el aprendizaje,
que le sirva de guia en su labor docente futura. En este sentido, el alumno debid
aplicarla para la realizacion del “Informe”. Del andlisis de los origenes de los errores,
cometidos en las respuestas al cuestionario C2, por los estudiantes que participaron en
el Experimento definitivo, se puede deducir que les resulté una actividad compleja.
Muy pocos alumnos, alrededor del 7,1%, utilizaron términos como afectividad, ausencia
de sentido u obstaculos, y no siempre de forma adecuada. Las dificultades, tal y como
hemos comentado en el Capitulo 5, las atribuimos no solo a una falta de comprension de
estas nociones, sino también, a los problemas que presentan los alumnos para la
comunicacion y la reflexion de sus conocimientos. No obstante, el alumnado considera
tres posibles causas de sus errores, a saber:

- RI1: En la primera pregunta y de forma general, es el desconocimiento u

olvido de los conjuntos numéricos, en especial, el de los racionales (32,1%).

- R2: En la segunda pregunta, es la concepcion de niimero decimal como

numero con coma (50%).
- R3: En la tercera pregunta, es la representacion aproximada en la recta de

irracionales cuadraticos y de racionales (46,4%).

Estas conclusiones, relacionadas con los objetivos, también constituyen
respuestas a las preguntas de investigacion. Las preguntas, tal y como hemos
mencionado en el Capitulo 2, son:

a) (Qué competencias tienen los alumnos de la Facultad de Formacion del

Profesorado en relacion con los nimeros decimales?

b) (Qué significados le atribuyen a cada sistema numérico y, en particular, al de

los decimales?

¢) ¢Como relacionan los distintos sistemas numéricos: N, Z, D, Q, [ y R?

d) (Qué papel desempefia la notacion decimal en las relaciones entre los

conjuntos numéricos y en la representacion de nimeros reales en la recta?

Con respecto a sus respuestas, podemos concretar, ademés de lo mencionado en
cada objetivo, los siguientes resultados:

- El alumnado manifiesta mayor dominio en la realizacion de sumas y restas

con numeros decimales, expresados en escritura decimal, que en

multiplicaciones y divisiones.
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Los estudiantes demuestran una mayor competencia en ordenar nimeros
decimales positivos, segln su escritura decimal, que decimales negativos.
Con respecto a la densidad, el alumno presenta dificultades para indicar
cuantos numeros decimales pueden escribirse entre dos dados.

En cuanto a las conversiones entre representaciones, se aprecia cierto
dominio en el paso de la representacion grafica (contexto discreto y
continuo) a la escritura decimal o fraccionaria decimal de un numero. La
representacion de nlimeros racionales y de irracionales en la recta numérica,
llevada a cabo por los alumnos del Estudio exploratorio y por los estudiantes
para maestro del Estudio experimental, se hace fundamentalmente en
notacion decimal. Se presentan menos problemas en la representacion de
numeros racionales que en la de nimeros irracionales.

En relacion al uso y utilidad de los nimeros decimales, destacamos la baja
competencia del alumnado en contextualizar situaciones problematicas. Se
buscan situaciones que son solo propias de los nimeros naturales.

El alumnado presenta dificultades en la identificacion de nlimeros decimales
entre diferentes nimeros reales. También, hallamos problemas en identificar
los distintos conjuntos numéricos y en establecer relaciones correctas entre
ellos. Las relaciones entre los conjuntos numéricos no se establecen de forma
adecuada por depender del significado atribuido a cada conjunto numérico.
El significado atribuido a los decimales esta estrechamente relacionado con
la escritura decimal con coma, aunque los alumnos del experimento de
ensenanza también lo relacionan con la notacion fraccionaria decimal, tal y
como hemos mencionado anteriormente. Los nimeros racionales y los
irracionales son identificados por la escritura fraccionaria y con la de los
radicales, respectivamente.

La notacion decimal juega un papel importante en la exclusion de los
nameros enteros de los decimales (“no tiene coma”) y en la valoracion de las
escrituras con coma como numeros decimales (“lleva coma, es decimal’). De
la misma manera, la representacion de numeros reales en la recta se hace, de
forma mayoritaria, con la realizaciéon previa de la conversion a la notacion

decimal, tal y como ya hemos comentado.
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Por otra parte, los errores cometidos por las distintas poblaciones, en las
preguntas de los cuestionarios con el mismo contenido matematico, y comunes a todos
los Estudios son: E1, E2, E3 y E6.

- El: Los enteros no son decimales

- E2: Todo numero expresado en notacién decimal con coma, es decimal

- E3: Las fracciones son decimales

- E6: Algunos o todos los irracionales, no expresados con notacion decimal,

son decimales

El origen o causa de estos errores lo atribuimos por un lado, a una ausencia de
sentido, que se manifiesta en un manejo no apropiado de las distintas representaciones
que hemos utilizado para expresar a los numeros; de manera especial en las
conversiones entre ellas. Por otro lado, a un obstaculo didéctico, que se pone de relieve
en la identificacion de los decimales con las escrituras con coma en todos los estudios
realizados. Este obstaculo esta caracterizado por la concepcion de que los decimales son
los nimeros que se utilizan para representar las cantidades no enteras (el alumno
excluye a los enteros: E1) y por la clasificacion de los decimales en decimales exactos,
decimales ilimitados periddicos y no periodicos; ambas ideas son trabajadas en la
escuela. Apreciamos el papel fundamental que los alumnos asignan a la interpretacion
de las fracciones y de los irracionales, no expresados en notacion decimal con coma,
como operaciones. Algunos aplican de forma efectiva la sustitucion formal, cambio de
registro de representacion, al considerar la relacion entre la operacion y el proceso a
través de la estructura. Otros, sin embargo, hacen corresponder a la expresion que

representa la operacion y a la del resultado estructuras distintas.

En relacion con la conjetura que formulamos, ésta se basa en la idea, tal y como
hemos mencionado en el Capitulo 2, de que, por un lado, los alumnos, futuros maestros
de Primaria, muestran grandes dificultades cuando se enfrentan a actividades numéricas
en las que se pone en juego mas el pensamiento estructural y procesual que el
operacional. De esta manera, seleccionan los nimeros decimales, entre otros numeros, o
los relacionan con otros sistemas numéricos, teniendo en cuenta mas su escritura
decimal que su estructura. Asimismo, en las situaciones en las que se representan
numeros en la recta numérica la conversion a la notacion decimal es una estrategia
mayoritaria. Sin embargo, consideramos que una organizacion diferente, en la que lo

decimal y la numeracion decimal sirvan como elementos organizadores de los demas
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conjuntos numéricos, puede favorecer un cambio en las concepciones de los alumnos
del sistema numérico de los decimales.

Por otro lado, los alumnos con un nivel alto en formacion matematica
caracterizan el conjunto de los nimeros decimales de forma errénea dentro de los
sistemas numéricos. Sin embargo, se presenta como tendencia mayoritaria el identificar
numero decimal con numero real. Con respecto a la representacion de nimeros reales en
la recta numérica, consideramos que el procedimiento mas utilizado es aplicar el sentido
operacional del numero expresado en la escritura decimal.

Podemos concluir que:

- Existe en los futuros maestros de Primaria un predominio del pensamiento

operacional frente al estructural y procesual.

- La nueva organizacion de los sistemas numéricos no ayuda a organizar los
enteros.

- Los alumnos con una débil formacion matematica identifican numero
decimal con la notaciéon decimal con coma, excepto los del Estudio
definitivo en la fase de revision que la combinan con la notacion fraccionaria
decimal. Los alumnos con una fuerte preparaciéon matematica manifiestan la
tendencia a identificar nimero decimal con nimero real.

- En todos los Estudios se observa que la conversion a la notaciéon decimal

para representar numeros en la recta, sigue siendo una estrategia mayoritaria.

Valoracion de recursos empleados

Podemos comentar con relacién al marco conceptual, por una parte, que la
Competencia Matematica Formal ha servido como instrumento para el analisis de los
contenidos matematicos de los cuestionarios C1 y C2 y, por otra, determinar qué
competencias matematicas presentan los estudiantes de esta investigacion sobre los
sistemas numéricos en general y sobre los decimales, en particular. La Competencia
Cognitiva permite formular los posibles origenes de los errores de los alumnos.

La revision de trabajos sobre los conocimientos matematicos que tienen los
futuros profesores de Matematicas, se ha utilizado para fundamentar las conjeturas de la
investigacion y para confirmar resultados comunes.

Los programas de las asignaturas que cursan los alumnos de la investigacion los

hemos analizado para conocer qué organizacion de los sistemas numéricos se propone y
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qué concepto de nimero decimal se aborda, para, posteriormente, disefiar y poner en
practica la propuesta de ensefianza.

Finalmente, el MKT permite organizar los tipos de conocimiento que se abordan
en este trabajo; por ejemplo: el esquema propuesto, en el experimento de ensefianza
para la organizacion de los sistemas numéricos, puede formar parte del conocimiento
matematico especializado (SCK).

Con respecto a los recursos metodoldgicos: entrevistas audiograbadas e
Informes, comentamos que sirvieron para aclarar respuestas del alumnado y para
contrastar interpretaciones de resultados, sin embargo, no permitieron confirmar los

origenes de los errores de los estudiantes.

7.3 PERSPECTIVAS FUTURAS

A lo largo del desarrollo y en la formulaciéon de todo este trabajo de
investigacion, han surgido algunos aspectos que nos proponemos abordar en el futuro.

Estos son:

- Realizar un analisis matematico y didéctico de los libros de texto sobre la
ensefianza de los nimeros decimales, haciendo uso de las herramientas que
proporciona el Enfoque Logico Semiotico (ELOS).

- Estudiar el tratamiento que se hace de la representacion de niameros reales en
la recta en la Ensefianza Obligatoria; analizando el curriculo, libros de texto
y recursos didécticos.

- Profundizar en los conocimientos que tienen los maestros en formacion
sobre nimeros irracionales y representaciones.

- Estudiar si el alumnado con formacién matematica equivalente a la que
proporciona el Bachillerato o nivel superior, identifica nimero complejo con

[
1

escrituras en las que aparezcan el simbolo “i”, predominio de la notacion a +
bi. Comprobar si se establecen correctamente las inclusiones entre conjuntos
numéricos: ;Algunos excluirdn a los naturales, por ejemplo, de los

complejos?
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ANEXO 1. CUESTIONARIOS
1.1 CUESTIONARIO (C1): NUMEROS DECIMALES

1. Escribe:

a) Seis décimas 0,6

b) Tres centésimas ~ ...........

c) Cuatro milésimas ~ ...........

d) Treinta y siete milésimas ...........

e) Cuarenta centésimas ~ ............

2. Elige la respuesta correcta:

a) 735,6125="735x 10000 + 6125

b) 735,6125 =735+ 6/10000 + 1/1000 + 2/100 + 5/10

¢) 735,6125=735+6/10+ 1/100 + 2/1000 + 5/10000

3. Efectua:

a)0,1-5,13=

b)3,17:0,01 =
4. El nimero de habitantes de una ciudad es de 4727986. Si tomamos como

unidad:

a) el millar, el nimero de habitantes se expresara ....................
b) el millén, el nimero de habitantes se expresara .....................

c) ladecena de millon, el nimero de habitantes se expresara ......................

Esta es la unidad

El drea sombreada es: .........cccceeevienieeiiennnnnn (En escritura decimal)



6. (Qué parte de la unidad representa el numero de bolas negras en cada

apartado?

QO 00O
00LO O O
o000 O OOO

Estaes launidad

Estaes launidad

b)

7. ¢Cudl es el mayor de los nimeros: 0,09; 0,385; 0,18147?

8. Sefiala el nimero mas préximo a 0,18 entre los siguientes:

0,1 10 02 20 0,01 2

9. Escribe el nimero que corresponde en la casilla en blanco en cada

apartado:




b)

d)

10. Ordena de menor a mayor los siguientes nlimeros:

-0,99 0,63 -1,5 1,4 -1,6 0,1524

11. ;Cual de las siguientes ordenaciones de numeros es correcta?



a) 3/4<4/3<7/6

b) 5/4<-7/6 <4/3

c) 2/3<3/4<5/4

12. Fabrica una cadena de 99 eslabones con 251 gramos de oro. ;Cuénto
pesara cada eslabon?

13. ;Cual es el numero mas proximo a 59:190?
0,003 0,03 03 3 30 300 300

14. ;Cuales de los siguientes numeros son iguales a 0,5?

a) 0,500

b) 0,49999...

c) 12

d) 0,49

e) 5x 107

f) 50%

15. Observa el diagrama que se adjunta. ;Cudl es el nimero que estd mas

proximo a V22

a) 1
b) 1,2
c) 1,5
d 2

16. Dado el nimero 4,256197. Se pide:

a) Redondea a unidades............ccccoeevvieeviiieiiiicieecee e,
b) Redondea a centéSimas...........cccveeeeevieeenieeeciieeeiieeeree e
c) Redondea a mil€simas............ccceeveeeviieeeciieeiie e,
d) Redondea a cienmil€simas...........cc.ceeveeeeuveeecnieeicnieeereeene,

17. Redondea a centésimas los siguientes nimeros:

) 13/17 oo,



b) 127/438 oo,
©) 113 oo
d) 113 e

18. Obtén la expresion decimal de cada fraccion:

Q) A75/100 ... e,

19. Relaciona la expresion decimal con la fraccion correspondiente.

218,73
0,075
3,5
0,056
0,375

a) 75/1000 b) 7/2 c) 21873/100 d) 3/8 e) 7/125
20. Dos chicos tienen la misma cantidad de dinero en el bolsillo. Uno piensa
ahorrar 1/4 de su dinero; el otro, 5/20 del suyo. Marca la respuesta
correcta:
a) 5/20y 1/4 son iguales
b) 1/4 es mas que 5/20
c) 5/20 es mas que Y4
21. ;Cual de las siguientes fracciones le corresponde una expresion decimal?
a) 17/60
b) 21/(7-5)°
c) 31/20
d) 3/28

22. Encuentra una fraccion decimal equivalente a cada una de las siguientes:



23. ;Cual es la fraccion generatriz de 3,5124 ?

a) 35124/9000
b) 35124/999
c) 35089/9990
d) 35089/999
24. Marca con un Si los numeros decimales y explica brevemente tu

respuesta:

-7/3

0,666...

o]

2)

-3

1,35

1,73205008....

T-5

0,5

3-4/3

-1/3

1,48

1+\/§
2

10



25. Indica entre qué niimeros enteros se encuentra cada uno de los siguientes

nameros:

C)-43
d) 0,005 ..
€) 0,7
) 1,99
26. Intercala un decimal entre 1,23 y 1, 24.
27. (Cuantos numeros pueden escribirse entre 1,23 y 1,247 Razona la
respuesta.

28. Representa en la recta numérica:
a) \2 ) 0,75  ¢)0,333.... d) -2 o) 11/4 2,75 9%
h) 22

n

29. Rellena la tabla contestando SI o NO en cada cuadro, sin dejar ninguno en

blanco.

Natural Entero Decimal | Racional Irracional Real

-2,062

35.521

3/5

JT

-1/2

0,63

NG

0,123456...

3,14

V81

11




30. Rodea en cada apartado la operacion que dé resultado mayor.
a) 8x4 o 8:4
b) §8x04 o 8:04
c) 0,8x04 o 08:04
31. (La division de nimeros decimales es siempre un nimero decimal?
32. Inventa una historia para esta suma: 6,4 +2,3 =8, 7.
33. Inventa una historia para esta division:1,5 : 0,6 =2,5.
34. Realiza los siguientes céalculos:
a) 14,85+3,074 b) 200,01 —32,007 c¢)17,74x3,1416 d) 17,74
3, 1416
35. Mediante fracciones efectia:
a) 3,5+2,13=
b) 2,7-3,172=
c) 7,23x3,6=
d 7,14:2,1=
36. Un trozo de queso pesa 0,923 kg. Un kg cuesta 27, 50 euros. Halla el
precio del queso. ;Qué operacion tienes que realizar?
a) 27,50 + 0,923 c) 27,50 : 0,923 d) 0,923 x 27,50 e) 27,50 —
0,923

37. Calcula los productos:
0,73x0,4 =

0,362 x0,84 =

38. ;Cual es el resultado de la operacion : 23,45 x 10° — 45000/10°?
a) 23000
b) 23405
c) 23450

12



1.2 CUESTIONARIO (C2)

1. Contesta con un Si o con un No en la casillas correspondientes a cada nimero.

Natural

Entero

Decimal

Racional

Irracional

Real

- 2,062

35.521

N | W

1

2

0,63

7

0,123456...

3,14

0

12

0,666...

(2)

1,35

1,73205008...

-5

0,5

3-3

13




1+/5

W | —

2. Marca con un Si los nimeros decimales y con un No los restantes, explica

brevemente tus respuestas.

-39

o | -

0,6666...

(2)

3

1,35

1,73205008...

14




1,48

1+\/§

3. Representa en la recta numérica y explica el procedimiento utilizado :
a) 2 b) 0,75 ¢) 0,333... d) 242 e) % f) 2,75 g) %

h) 2,2333...

15
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ANEXO 2. TRANSCRIPCIONES DE ENTREVISTAS

Presentamos las transcripciones de las entrevistas audiograbadas, realizadas a
algunos alumnos en las fases de diagndstico y revision. En estas entrevistas se
profundiza en las respuestas de los estudiantes a las tres preguntas del cuestionario C2

(Anexo 1).

2.1 TRANSCRIPCIONES DE LAS ENTREVISTAS EN LA FASE DE
DIAGNOSTICO

En este apartado mostramos las transcripciones de tres entrevistas audiograbadas

de alumnos, codificados por [12], [17] y [20].

2.1.1 Transcripcion de la entrevista del alumno A = [12]

Primera pregunta

E: ;Necesitaste usar una calculadora para contestar a todo el cuestionario?

A: Si, pero para pocas cosas.

E: Por ejemplo.

A: Sobre todo las de las raices cuadradas para hallar el numero entero, el nimero
completo, o los quebrados, también.

E: ;Recordabas los conjuntos numéricos que aparecian en la tabla?

A: Si, pero vagamente.

E: ;Un niimero puede pertenecer a varios conjuntos numéricos?

A: Si.

E: Por ejemplo.

A: jVamos a ver! A mi me ensefiaron que, en forma de circulo, estaba el gran circulo,
que eran los reales; luego, eran los naturales, dentro de los naturales estaban los enteros;
luego los decimales y, asi... Los irracionales estaban dentro de los nimeros reales, pero
no dentro de todos estos. Creo recordar.

E: ;Qué criterios utilizaste para elegir (o excluir) un nimero como decimal?

A: Ahi si que no tuve ningln criterio, s6lo con la coma, fue el inico criterio porque no
me acordaba. Fue lo tinico que...

E: Vamos a analizar algunas respuestas, por ejemplo: 35.521, 2 y 0 no son decimales,

,por qué?

19



A: Porque no tienen coma, pero, ahi, también yo pensaba que por ejemplo el 35.521 es
35.521,000, entonces me quedo la duda, pero lo puse que no porque...por ponerlo.

: %, —%,%, —% y%, son decimales. ;Por qué?

A: Porque me dan una coma.

E: Explicate.

. 3 , . .
A: Por ejemplo, rE no es un nimero, por ejemplo, como 2 o 3, sino algo con coma.

E: 0,123456..., 0,666..., 1,35 y 1,732... son decimales. ;Por qué?

A: Por la misma razén, por la coma. Pero, no se por qué.

E: E10,63 lo dejas en blanco. ;Por qué?

A: Ahi, no sé que responderte. Se me habra pasado.

E: ;Seria decimal?

A: Si, seria decimal.

E: -7 es irracional. (Por qué?

A: jAh! Ahi creo...Ahi la puse... Creo que me confundi, porque las raices de menos
algo, de menos cualquier numero, siempre eran irracionales. Pero, creo que me
confundi.

E: (En qué te confundiste?

A: En que creia que era la raiz de menos siete, acabo de ver que es menos la raiz de
siete.

E: (Qué seria un irracional?

A: Los que no, por ejemplo, raiz de menos dos no es irracional.

E: ;Laraiz cuadrada de menos dos?

A: ;Raiz cuadrada de menos dos? Si, porque la raiz cubica de -2, de un nimero entero,
(no?...

E: Para ti no hay niumeros racionales. ;Por qué?

A: No sabia hacerlo.

E: (No tienes claro lo que es un nimero racional?

A: No.
3 .
E: 3’ es entero y natural. ;Por qué?

A: Eso creo que lo hice con la calculadora. Pero, no sé que resultado me dio.

E: (Qué seria un numero natural?

20



A: ;Los naturales? Uno, dos, tres... hasta infinito.
E: /Y los enteros?

A: Desde —% hasta .
E: 1442 y o no son decimales. ;Por qué?

A:jMe debid parecer! Pues no lo sé.

Segunda pregunta
En este caso, el alumno cambia la respuesta en algunos de los items comunes a

las dos preguntas.

E: 1++/2 ahora es decimal, Jpor qué?

A: Si, porque V2 no da un nimero exacto, sino con decimales. Al sumarlo me da uno
con algo y, por eso, puse que presentan nimeros decimales.

E: ;Qué significa que presentan nimeros decimales?

A: Es por ejemplo la coma...

E: Aqui (0,666...) ;Cudles son los decimales?

A: 666...

E: w es decimal. ;Por qué?

A: Porque es 3,14.

E: Comentas que son decimales porque presentan decimales.

Explicalo.

A: Lo mismo de antes. Al presentarme la coma con decimales, a lo mejor no estoy
explicindome bien; bajo mi criterio, puse que eran numeros decimales al presentarme
una coma, por ejemplo, entonces ese era mi criterio. Yo me acuerdo...Aqui utilicé una

calculadora y, por ejemplo, aqui creo que me daban numeros con decimales.

Tercera pregunta

E: ;Cémo representaste el 0,333...7

A: Aqui yo hice...Imaginemos que esto es de cero a uno: 0,1, 0,2, 0,3, 0,33. Asi lo hice
yo.

E: ;2,2333...7

A:De 2 a3, seria: 2,1,2,2y 2,23. Quiza estd mas de la mitad, pero ese seria aqui.

21



E: ;Seria el mismo nimero el que representaste que 2,2333...7?
A: Si, por qué no?
E: Explicame cémo representaste V2.
A: El resultado me dio 1,41 y, lo mismo que antes: de 1 a 2, seria la muestra esta...uno,
dos, tres, cuatro y, luego, 1,41, puse el 41.
2 3

E:;— -9
<,3 y4

A: Porque al hacerlo con la calculadora me daba 0,67, y de 0 a 1: uno, dos tres, cuatro,
cinco, seis, 0,67.

E: ;Conoces otra forma de representar los nimeros: 0,333...y 2,2333...7

A: Creo que hay otra manera. Por ejemplo, los quebrados hay otra manera, pero, yo no

me acuerdo.

Se le presentan otras respuestas, de las dos primeras preguntas, entre las que esta

la correcta. Se le pide su opinion.

E: 35.521 es decimal, para algunos. ;Qué opinas?

A: jVamos a ver! Yo es que no...Yo lo Unico que utilicé fueron recuerdos, (sabes?
Conocimientos que tenia. Ningun criterio que fuera veraz.

E: Algunos alumnos utilizan los siguientes argumentos: Son decimales porque el
niamero o el resultado tiene cifras decimales o lleva coma. Los enteros no son
decimales. Los decimales no son un valor exacto. ;Qué te parece, son correctos?

A: No, porque ahora mismo, reflexionando yo, creo que los enteros si son decimales.

E: (Por qué?

A: A lo mejor no es correcto. Pero, a mi, por ejemplo, en el Bachillerato, al hacer
aproximaciones, los nimeros no eran totalmente exactos. Por ejemplo, 2 si se acercan
por la derecha era 2,0000... y, por la izquierda, era 9,999....Creo.

E: Los enteros y las fracciones no son decimales.

A: Yo creo que si son decimales.

E:;Por qué?

A: Porque presentan coma y por los subconjuntos, también ;no?

E: Explicame lo de los subconjuntos.
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A: Por lo que te expliqué antes. ;Me puede dejar un folio? (Realiza un diagrama). Asi
me lo ensefiaron. Bajo este criterio yo fui...Algunas veces se me olvidaron un poco... A
lo mejor estoy equivocado, pero...

E: Las expresiones que contienen raices no son decimales.

A: Las raices creo que son racionales, pero depende del resultado. Por ejemplo, J-2,
creo que es irracional porque no da, no tiene resultado.

E: Sélo son decimales los enteros, las que tienen un numero finito de cifras decimales y
las fracciones decimales.

A: ;Me lo puedes repetir?

E: (Se repite)

A: Yo creo que no.

E: ;Los tres argumentos?

A: (So6lo son decimales los enteros? No, también pueden ser los naturales.

E: ;Los que tienen un numero finito de cifras decimales, después de la coma?

A: (Repite la pregunta) También.

E: ;Las fracciones decimales?

A: También.

E: (Qué entiendes por fraccion decimal?

A: Que el resultado me da decimal, quiza.
2.1.2 Transcripcion de la entrevista del alumno A = [17]

Primera pregunta

E: ;Necesitaste una calculadora para responder a todo el cuestionario?

A: No.

E: ;Recordabas los conjuntos numéricos nombrados en la primera pregunta?
A: Habia algunos que si, los naturales y el entero si lo recordaba, pero los demas se me
habian practicamente olvidado.

E: ;Un niimero puede pertenecer a varios conjuntos numéricos?

A: Si.

E: Pon un ejemplo

A: El uno es natural y también pertenece a los enteros.

E: (El nimero uno?

A: Si, el nimero uno.
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E: (Para contestar a la primera pregunta y, en la columna de los decimales, qué criterio
utilizaste para elegir (o excluir) un nimero como decimal?

A: Cuando utilicé, el criterio aqui fue: miraba todos aquéllos que tuvieren coma y
también los naturales o enteros que fueran exactos, yo pensaba que a lo mejor
poniéndole coma y afiadiéndole cero, pues ya podia decirse también que es un decimal.
Asi, méas o menos, después los irracionales me parece que no los puse como decimales,

ni los periddicos tampoco.
Se le pide concluir cudl es el criterio utilizado.

A: Me fijaba en que si tenia una coma y, entonces ya, si tenia coma si era decimal, y no
era periodico, un numero finito de cifras era decimal y si los naturales y enteros, que no

tenian coma, pensando que podian ser coma cero, segui ese criterio, seria decimal.
1 : . .
=, —,——,—— 3’ son decimales para ti. ;Por qué?

A: Porque al hacer la division en las fracciones pues daba un numero decimal.
E: Los enteros son decimales, ;por qué?
A: Pues, por lo mismo, porque le afiado coma cero y entonces quedaria como decimal.

1+\/§

2

E: —/7,0,124567...,3,14, 1+~/2, 7, 0,666..., 1,35, 1,7320..., 7= 5,3 -3 » , o

son decimales. ;Por qué?
A: Porque tienen infinitas cifras decimales, ya sean repetidas o sin repetir.
E: ;Por qué 3,14 no es decimal?

A: Puede ser un fallo, una errata al escribirlo, yo pensaba que si era decimal.

Segunda pregunta

E: Los sefialas a todos como decimales; ;por qué cambias de idea con respecto a la
primera pregunta?

A: Estaba superliado ese dia y, después de salir de la primera prueba, pensando y
hablando con los compafieros, pues llegué¢ a la conclusion de que no era ese criterio el
que tenia que haber seguido para decir si eran decimales o no. Aqui intenté cambiar de
criterio y parece ser que empeoré un poco las cosas.

E: ;Qué criterio utilizaste?
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A: Todo lo que tuviera coma le ponia que era decimal, ademas de que los nimeros
naturales y enteros, aiadiéndole coma cero, pues también eran decimales.

E: Escribes que el cero es decimal porque es natural, y los naturales estan dentro de los
decimales. ;Por qué?

A: Por la misma razén que le he dicho de que ponia un nimero natural coma cero y
entonces ya eso, segun el criterio mio, pues era decimal.

E: Idem para el -3: -3 es decimal porque es entero, y los enteros son un subconjunto de
los decimales. ;Por qué?

A: Si... por el criterio coma cero.

E: Pero ahora te parece que eso esta mal, jpor qué?

A: Ahora ya en este momento pues si, porque al salir de alli otra vez volvi a consultar
con compaieros, esta vez consult¢é mas porque me parecia que el arreglo que habia
hecho en el segundo ejercicio pues no habia sido mejor, sino a peor, més bien, porque
sali dudoso porque digo que no pueden haber sido todos si decimales y no encontrarme
ninguno no decimal, entonces, hablando con ellos, me acordé un poco mejor de coémo
eran decimales y que no todos eran decimales.

E: (Para ti, las expresiones con infinitas cifras decimales periddicas o no, no son
decimales?

A: Eso depende, porque en el primer ejercicio habia puesto que no lo eran, pero aqui,
ya, pongo que si, porque como veo la coma y, a partir de ahi, ya pongo que son todos
decimales.

E: (-3,9, 0,5, y 1,48 son decimales por la misma razoén?

A: Por lo mismo.

Tercera pregunta

E: A la hora de representar 2,2333... representas a 2,23

A: Si, bueno, represento 2,23 porque ya, a partir de 333..., pues ya la distancia, en esta
recta, es tan pequeia que es casi despreciable.

E. (Es lo mismo?

A: jHombre! lo mismo no es, pero al dibujarlo aqui, a esta escala, pues practicamente es
lo mismo dibujar 2,23 que 2,2333...

E: ;(No conoces otra manera de representar 2,233...7
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A: Pues...me parece que habia una forma, pero yo no la recuerdo. Lo que si, pensando
un poco, cuando estaba haciendo el ejercicio también me acordé de que a lo mejor podia
pasarlo a forma de fraccion. Como estaba en la duda lo puse asi.

E: En el apartado c) 0,333..., observa cémo lo representaste: dividiendo la unidad en
tres partes iguales y coges una, jpor qué?

A: Si, porque 0,3 viene siendo 1/3, aqui si hice lo que estaba pensando hacer aqui, pero
aqui lo vi claro y dije esto es 1/3, pues dividi esto en tres. Aqui como es un nimero mas
dificil...

E: ;0,333...=1/3?

A: Si, yo creo que si es 1/3.

E: ;Y eso mismo no pudiste verlo en el apartado h?

A:...Este es que es el tipico namero que 0,3, el 0,6, pues siempre se te queda, pero ese

lo vi asi, no supe que fraccion daria.

Se le presentan otras respuestas, algunas dadas por sus compaiieros, donde esta la

correcta y se pide su opinion:

E: Para ti, los enteros son decimales, sin embargo, otros dicen que no. ;Qué te parece?
A: jHombre!, ahora mismo ya me parece que esos tendrian razon, porque si da exacto
pues no entrarian entre los decimales, ;no?. Es que todavia no estoy seguro si esto seria
decimal o no, por eso mismo de coma cero si eso influiria a la hora de decir si es
decimal o no.

1 T . . . ) L
E:-y- 3 si son decimales para ti, pero otros piensan que no. /Qué opinas?

3

A: Opino que ellos, al no ver aqui una coma y verlo en fraccidn, pues piensan que no.
Yo lo que hice para decir si es hacer la division mentalmente y eso como no da exacto.
Pues, aunque incluso, siguiendo el criterio éste, pues si diera exacto poniendo que fuera
una fraccion exacta y da un niimero natural o numero entero, siguiendo el criterio que
habia dicho yo hubiera puesto que si, pues como es coma cero.

E: 7 lo eliges como decimal y, otros dicen que no lo es. ;Qué te parece?

A: Siguiendo yo el criterio que puse en el primer ejercicio, pues ese tendria razon,

porque es un irracional y los irracionales no estan dentro de los decimales.

26



El alumno reconoce, al ser preguntado por cada uno, que también

l+\/_

,14+/2,3-4/3, =5, 0,123456.... y1,7320500.... son numeros irracionales y,

por tanto, no decimales.

E: Los que llevan coma o tienen cifras decimales, son decimales. Los enteros no son
decimales. Los decimales son los que coinciden con un valor no exacto.

A: Bastante parecido a estas dos, porque diferenciando la mia, pues ellos dicen que los
enteros no son decimales, pero aqui me parece que no llevarian razén, aunque yo aqui
tampoco la llevaria, pero los irracionales no entrarian dentro de los decimales.

E: Los enteros y las fracciones no son decimales.

A: Los enteros, ahi tengo la duda, las fracciones, algunas, las que dan inexactas, de
seguro, y otras estoy en la duda de que si los enteros entrarian dentro de los decimales o
no.

E: Los enteros y las expresiones que contienen raices, no son decimales.

A: Las raices si son irracionales, pues no.

E: ¢ (x/E)Z ?

A: No lo consideré una raiz porque con el cuadrado, pues la raiz se anula y queda 2, se
queda un nimero natural.

E: Sélo son decimales los enteros, las que tienen un numero finito de cifras decimales y
las fracciones decimales.

A: Ahora mismo para mi seria como la mas acertada.

E: (Por qué?

A: Porque con la duda ésta que yo tengo, de qué si los enteros pertenecen o no, y ésta
estd diciendo que si, y el nimero finito de cifras también estoy de acuerdo, y las
fracciones decimales, me imagino que se refiere a las que darian inexacta, la que daria

un nimero no entero, ;no?

Se sefialan en la tabla fracciones decimales y no decimales, respectivamente.
| R : 1

E: —, si es decimal y, —— no.
2 3

A: Quiero decir que no da un nimero entero, sino 0,5 y, entonces, pues ahi, si seria

decimal.
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E: ;Y eso seria una fraccion decimal?

A: Yo creo que si.

2.1.3 Transcripcion de la entrevista del alumno A = [20]

Primera pregunta

E: ;Usaste calculadora para responder a todo el cuestionario?

A: No

E: ;Recordabas los conjuntos numéricos nombrados en la pregunta?

A: Si, mas o menos casi todos los recordaba o creia entender lo que significaba cada
uno.

E: ;Un niimero puede pertenecer a varios conjuntos numéricos?

A: Si

E: ;Por ejemplo?

A: El-2,062 puse que era natural, decimal y real.

E: Para contestar a la primera pregunta, en la columna de los decimales, ;qué criterio
aplicaste para elegir (o excluir) un nimero como decimal?

A: Si tenia coma directamente. Si tenia parte entera y parte decimal.

E: 3/5,-1/2, 10/5, -7/3 y 1/3 ¢ los clasificaste como no decimales?

A: Los puse como no decimal, aunque su resultado era decimal. Sabia que su resultado
era decimal, pero al no ser un nimero decimal 3/5, no sabia si ponerlo decimal.

E: (Cuando miras 3/5 y lo comparas, por ejemplo, con 0,63 en qué te estas fijando?

A: En si tienen parte entera los nimeros, si tienen parte entera y decimal los numeros.
El 0,63 tiene parte entera, que es cero, y parte decimal que es 0,63. Sin embargo, 3/5 no
tiene parte decimal, como resultado de la operacion si.

E: /Y no seria los mismo?

A: Si, el resultado es lo mismo, al no saber que tenia que hacer la operacion no sabia si
dejarlo como nimero no decimal, al no salir como nimero decimal.

E: Después pones que 35521 y 0 no son decimales ;por qué?

A: (355217 no es decimal, no tiene parte decimal.

E: -7, 1+/2, 3-3 y 1+2\/§ no son decimales, ;por qué?

A: Por el mismo criterio, a lo mejor el resultado si era decimal, pero al no ser el nimero

decimal no lo puse.
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E: m y -5 no pertenecen a ningun conjunto numérico de la tabla, ;por qué?

A: Pues... la verdad no sabia que poner, porque s¢ que es 3,14 y tal, pero ® como
nimero no lo entendia bien y puse que no era nada, pero porque si me hubieses puesto
3,14 te hubiese puesto las cosas diferentes.

E: ;Qué entendias por nimero natural?

A: [...] Los nimeros, estoy dudando, vale, los nimeros naturales son un numero fijo.
Los que tienen infinitos, éste, los periddicos mixtos no los puse natural porque no es un

numero fijo, exacto.
Se recapitula cudles fueron excluidos como naturales y se concluye:
A: O sea, que tienen infinitos términos.

Segunda pregunta
E: (Aplicaste el mismo criterio en esta pregunta que en la primera para elegir un
numero como decimal?

A: Si

Tercera pregunta

E: Realizas operaciones para representar algunos niimeros, ;por qué?

A: Por ejemplo, para representar V2 no sabia como representarla sin saber el nimero
que poner en la recta numérica V2, ano ser que se ponga V2, <3 como nimeros en
vez de 1, 2, 3, qué no s¢ si se puede hacer.

E: Lo mismo con los demas, ;jno?

A: Si, los que eran operaciones hice el calculo mental, intenté hacerlo para, mas o
menos intentar, con mayor exactitud, colocarlos en la tabla.

E: Explicame cémo representaste 0,333...

A: Dividi la tabla en 10 y cada parte la dividi en 3, que es 0,5, entonces al ser..., dividi
cada cuadro en tres e intenté marcar..., intenté¢ dividir cada cuadro de los 10 en tres

partes iguales.

. 2
E: (Como representaste 3 ?
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A: Calculé¢ el valor de %, que es también 0,3 vy, al ser igual que el de arriba, hice lo

mismo que el de arriba.

E: ;Como representaste 2,2333...7

A: Lo dividi entre 10, igual que el 0,3, si, hice lo mismo. Al ser 2,2333... puse dos,
dos...la unidad es metro, por ejemplo, puse 2 dm y 3cm. Cada parte la dividi entre tres,

dentro de las diez.

.. 2 .
E: ;Conoces otros procedimientos para representar 2,2333...y 3 respectivamente?

A: No.

Se le presenta otras respuestas, algunas dadas por sus compatfieros, donde esté la

correcta y se pide su opinion:

E: Para ti 35521, 2 y 0 no eran decimales. Fijate como algunos, por ejemplo el 35521, si
consideran que son decimales ;qué opinas de esa respuesta?

A: No lo sé, la verdad no sé que criterio usaron ellos para diferenciar el nimero decimal
del no decimal. Yo pensaba que el nimero decimal era el que tenia parte entera y parte
decimal, por eso escogi ese criterio y puse que no eran decimales... aunque, tiene parte
decimal, entera, que es cero, por eso no los puse.

E: 0,12345... pones que si es decimal y otros dicen que no, ;qué opinas?

A: No lo sé, porque yo si lo veo decimal porque tiene coma.

E: ;Estaria mal o bien?

A: Yo creo que estaria mal la respuesta de que no es decimal.

E: 3/5, para ti, no es decimal y otros consideran que si, ;qué opinas?

A: Eso puede ser que usaron el criterio de hacer la operacion para después decir si es un
numero decimal o no, si.

E: Otros distinguen entre las fracciones y eligen, por ejemplo, 3/5 como decimal y 1/3
como no decimal, ;qué opinas?

A: No lo sé porque no veo la diferencia (se rie)

E: Entonces ;estaria mal?

A: Si, para mi son iguales.
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Se le van presentando distintos argumentos, algunos dados por sus compaieros,
para clasificar un nimero como decimal. Estan también presentes sus argumentos y los

que podemos considerar como correctos.

E: ...Algunos alumnos consideran que los enteros son un subconjunto de los decimales,
estaria bien?

A: Si.

E: (Por qué los enteros son un subconjunto de los decimales?

A: Porque, por ejemplo 2, para llegar a 2 ha tenido nimeros decimales, tiene un
subconjunto de decimales, aunque sea cero tiene un subconjunto de decimales.

Se le pide que explique lo que ha querido decir y contesta:

A: No sé si lo entendi bien.

E: Que los enteros son un subconjunto de los decimales.

A: (A qué se refiere cuando dice que es un subconjunto de los decimales?

E: A que los enteros son decimales.

A: Si lo ves como que su parte decimal es cero, si son decimales, parte decimal aunque
sea cero.

E: Son decimales porque el nimero o el resultado tiene cifras decimales o lleva coma.
Los enteros no son decimales. No es un valor exacto.

A: No estoy de acuerdo porque, por ejemplo éste (-2,062) es decimal y es un valor
exacto.

E: ;Cémo defines un valor exacto?

A: ...como el que no tiene infinitos términos.

E: Los enteros y las fracciones no son decimales.

A: Yo usé, por ejemplo mas o menos esa diferencia... y las fracciones no las usé porque
no; por eso, por el criterio de que a lo mejor su resultado si, pero el numero en si, el 3/5,
no.

E: Solo son decimales los enteros, los que tienen un ntimero finito de cifras decimales y
las fracciones decimales.

A: No estoy de acuerdo porque, por ejemplo, el 0,666... yo creo que es decimal y tiene
infinitos términos.

E: ;Y las fracciones decimales?

A: ;Por ejemplo 1/3? o ;Por ejemplo 0,6 partido de...?

E: Depende de lo que serd una fraccion decimal.
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A: Es que yo creo que aqui no hay ninguna fraccion decimal. Fraccion decimal yo lo
entenderia como que uno de los dos términos, el numerador o el denominador tenga un

numero decimal, tenga parte entera y parte decimal.

2.2 TRANSCRIPCIONES DE LAS ENTREVISTAS EN LA FASE DE REVISION
En este apartado mostramos las transcripciones de cuatro entrevistas

audiograbadas de alumnos, codificados por [10], [17], [21] y [27].
2.2.1 Transcripcion de la entrevista del alumno A = [10]

Primera pregunta

E: Has elegido como naturales 0, 2, ? y 35.521. ;Por qué?

A: Porque son numeros que representan una cantidad exacta, no tienen decimales, y que
son positivos.

E: (Se recapitulan los criterios para elegir un nimero como natural).

A: O que en su fraccion no pueden tener un multiplo de 10. No, eso son los decimales.

Si, los naturales son esos.

E: Como enteros sefialas 0, 2, ? y 35.521. ;Para elegir a % como entero y natural

dividiste 10 entre 5?

A: Si.

E: Eliges a 0,5, 3,14, 0,63 y -2,062 como decimales ;Por qué?
A: Porque no representan cantidades exactas, tienen una coma.

E: 0,666..., 0,1245567, 1,73205...y 1,3 5, son decimales. ;Por qué?

A: Porque tienen la coma, pero no lo son.
E: {Qué son?

A: Son irracionales.

E: ;Todos?

A: No, los periodicos infinitos.

E: /0,123456.... y 1,73205...?

A: Decimales.

: %, —% y % son decimales. ;Por qué?
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A: Hice la division y daba un nimero con coma.
7 1 ... L
E: (En "3 y 3 hiciste la division?

A: (Puedo hacerla aqui?
E: Si

A: (Usa la calculadora para el —% ). Me da periddico.

E: ;Incluyes al —% como decimal?

A: No.

1
E:;Yel =?
¢T3

A: (,% ? (Usa la calculadora).

E: ;Si tiene infinitas cifras decimales y son periddicas, no son decimales?

A: No.

E: ;Cuadles son los irracionales?

A: Eso fue de memoria. Recordaba que las raices con un signo negativo delante son
irracionales.

E: ;Por qué los enteros no son decimales?

A: Porque representan una cifra exacta.

E: ;Si son exactos, entonces no son decimales?

A: Si.

E: ;En %, —% y % operaste y daban decimales?

A: No, no daban decimales, pero lo que usted explicd, si multiplicabas y te daba un
multiplo de la unidad seguida de ceros (Pone un ejemplo con el %).

Véase anotaciones.

E: (Y con ??

A: Igual.
E: Si divides 10 entre 5, se obtiene 2.
A: Me da 2, no es un nimero decimal, pero al hacer la fraccion, si.

E: ;La fraccion, si es decimal?
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A: Al hacer la division, si, pero usted puso la fraccion, entonces lo que yo tengo que
mirar es la fraccion.
Véase anotaciones.

10
E.;—=27
¢

A: Si, es igual.

Segunda pregunta

E: Escribes que el cero no es decimal porque representa una cantidad exacta. ;Qué
significa que representa una cantidad exacta?

A: Que no tiene coma. No se puede, no estd dividido por nada.

E: ;Te refieres a que no es una fraccioén?

A: No, bueno, no es que no esté dividido, es que es una cantidad exacta, no tiene partes
mas pequenias.

E: ;Y el2?

A: Igual, es una cantidad exacta.

E: Vuelve a explicar lo que es una cantidad exacta.

A: Vale, segun lo que nos han explicado, porque, por ejemplo, 0,5 esté el cero y el uno,
para mi, el cero y el uno son las cantidades exactas. No sé si esta bien la respuesta que
se hace, pero...

E: ;Y el 2 no estaria entre el uno y el tres?

A: Si, no esté bien dicho eso de lo de la cantidad exacta, pero es verdad.

10
E: ;Puedes leer lo que has puesto en r ?
.., 10 . .
A: (Lee lo que escribio6 en ?). La fraccion es decimal.

E: ;Ves distinto el 2 que la fraccion ??
A: Sé que es lo mismo, pero, segun lo que me han explicado, hay que mirar solo el 2.
E: (\/E)Z =2y 2= % y % es decimal. (Es (x/E)z decimal?

A: No.
E: (Por qué?

A: No sale de una fraccion, no es el resultado de una fraccion.
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E: ;Tiene que ser el resultado de una fraccion para que sea un nlimero decimal?

A: No, no que sea el resultado, sino la fraccién en si.

E: (Se lee lo que la alumna tiene puesto en el -3). ;Se puede poner en forma de
fraccion?

A: No, bueno, se puede dividir...
30
E: ; ——, qué seria?
6 10 q

A: Lo mismo que -3.

E: ;Se puede poner en forma de fraccion?

A: Si, pero no es lo mismo.

E: (No es decimal?

A: No, aunque sé que se puede poner en forma de fraccion, pero no es una fraccion.

E: @ no es decimal porque no es exacto, es decir, tiene infinitas cifras decimales.
Explica la respuesta.

A: Si, no es periodico, seria irracional.

E: (Y m-57

A: Si a un numero irracional le quitamos un niimero entero, sigue siendo irracional. Las
infinitas cifras siguen estando.

E: (Se lee lo que la alumna escribe). ;Para ti, si tienen infinitas cifras decimales que no
forman periodo, son decimales?

A: Si.

E: 1,73205008... es decimal porque tiene cifras después de la coma, pero el 0,6666...
(no tiene infinitas cifras decimales?

A: Sera porque éstas son iguales, yo puse que no.
E:(3- V3 es irracional?

A: Porque —+/3 es irracional.

1+\/§?

2

E: Y

A: Ese esta mal, seria irracional.

Tercera pregunta

E: Explica como representas a %

A: (Lee lo que escribio)
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E: ;Sabes representarlo sin hacer la division, con notacion fraccionaria?
A: No.

E: (Y 0,333...7

A: Igual, todo eso lo puse aproximado.

E: (No lo sabrias hacer si lo conviertes en fraccion?

A: El problema es que no sé representarlo en forma de fraccion.

E: Es % (Sabes representarlo?

A: (El alumno la representa).

Véase anotaciones.

Anotaciones

2.2.2 Transcripcion de la entrevista del alumno A = [17]

Primera pregunta

E: ;Cuadles son los naturales?

A: Los naturales son aquellos numeros que sirven como para contar objetos, serian 0, 1,
2 ... serian numeros, por decirlo asi, completos, que no estan partidos como si fuera una
fraccion, sino 1, por ejemplo, es un numero completo, 2 y, entonces hasta el infinito,
seria el conjunto de los naturales.

E: ;Cuadles son los enteros?
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A: Los enteros serian, este conjunto, los naturales, mas los nimeros negativos, es decir,
€s como mirar un espejo, es ir hacia atras y poniendo -1, -2, -3, y, asi, hasta el menos
infinito.

E: ;Cudles son los decimales?

A: Los decimales serian los que llevan coma, pero que pudieran transformarse en
fracciones con 10 en denominador o la unidad seguida de ceros o 2 o 5, que serian los
divisores de 10.

E: ;Los racionales?

A: Los racionales serian cuando tenemos un niimero con una coma ¢ infinitos nimeros
decimales que se repiten formando ciclo, ya sea s6lo un nimero o varios que se repiten
formando siempre la misma...

E: ;-2,062 es racional?

A: En este caso también, porque los racionales engloban a los naturales, a los enteros, a
los decimales y, ademas, se le afiade el grupo éste de los nimeros que tienen periodo.

E: ;Y las fracciones —% y l?

3
A: Si, eso es que al realizar la division quedaria un numero con periodo.
E: (Y los irracionales?
A: Los irracionales serian todos los que no estan dentro del conjunto de los racionales,
que serian aquellos numeros con infinitas cifras decimales que no se repiten, bueno, se
repiten, pero no de forma ciclica.
E: Por ejemplo, {3 - V32
A: Si, ese seria irracional porque V3 seria irracional, pero, por ejemplo, si tuviéramos
una operacion en la que hubieran raices, que son irracionales, pero al realizar esa
operacion pues da un numero natural o nimero entero y seria, dependiendo del
resultado de la operacion a lo mejor es o no irracional.
E: ;Los reales?
A: Los reales serian el conjunto de los nimeros racionales y los irracionales. Engloba
los dos y, como los racionales, engloban a los anteriores: decimales, enteros y naturales,

pues serian todos reales, en este caso.
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Segunda pregunta

E: 0,666... comentas que no es decimal porque no se puede expresar por una fraccion
cuyo denominador sea 10. ;{El denominador de una fraccion decimal es siempre 10?

A: Cuando dije diez querria referirme a la unidad seguida de ceros, 10, 100, 1000.... O
también, podrian ser los divisores de 10 (2, 5), potencias de base 2 o de base 5 o

multiplicaciones entre ellas.

Tercera pregunta

E: (Como representaste a 2,2333...7

A: Lo que hice fue pasar el nuimero 2,23333... lo pasé a una fraccion; para ello, pues en
aquel momento, lo hice un poco calculando asi, mentalmente, no segui el proceso de
siempre, sino que me puse a dividir. Primero cogi, transformé, rodé la coma, luego,
paso a paso, asi lo fui haciendo todo y, al final, pues llegué¢ aqui. Fue después de un
monton de calculos porque no me acordaba de la férmula para transformarlo...

E: ;Del procedimiento para hallar la fraccion generatriz?

A: Si, mas o menos fui haciendo unos calculos y fui mirando si coincidia y, si veia que
algo fallaba pues volvia otra vez, hasta que di con la fraccion que es.

E: ;Por qué consideras que -2,062 es un entero?

A: jHombre! me imagino que si es un fallo alli, de momento, no lo veria bien, porque
estéd claro que si tiene coma, no es un nimero que no tiene una parte entera exacta. Pues,
seria decimal, racional y real.

E: (A qué te refieres con que no tiene una parte entera exacta?

A: Si, vamos, que tiene una parte decimal, que le falta para completar hasta llegara 3 y
no se queda en 2, sino que se queda ahi en medio del -2 y -3.

E: (El entero seria -3?

A: El entero seria el -3 o el -2.

2.2.3 Transcripcion de la entrevista del alumno A = [21]

Primera pregunta

E: ;Cuadles son los naturales?

A: Naturales, en realidad tanto positivos como negativos. A no ser que el resultado, por
ejemplo de una fraccion sea cero con ..., 0 sea, decimal, con décimas. El primero -2,062

puse que es natural, pero si ahora mismo tengo que hacer el cuestionario lo cambiaria
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porque para mi los numeros naturales son practicamente todos a no ser que sean
fracciones.
E.: ;(Las fracciones no son para ti naturales?

A: Naturales no, por ejemplo -1 partido de 2 puse que no es natural, o una raiz cuadrada
o, por ejemplo, 10/5, que también he puesto que no, también (\/5 )z que puse no.

E: ;Por qué elegiste esos nimeros como naturales?

A: Una, al principio cuando empecé a hacer la parte de la columna de los naturales
empecé por los que creia que no eran naturales, si veia alguna raiz cuadrada ponia que
no y, el resto, muchos en los que dudaba ponia, bajo la duda, que si eran naturales y, en
los que veia mas o menos claro ponia que si natural. Ya el tema de las fracciones tenia
claro que no lo eran.

E: ;Por qué las fracciones no son naturales?

A: Pues, en el momento ese no sabia, en realidad, que si a lo mejor sacaba el calculo de
las fracciones y me daba un ntimero, por ejemplo, una fraccién un 1 o 2, pues, en ese
caso, a lo mejor, hubiera puesto que si es natural, pero si no, no.

E: Por ejemplo ;10/5?

A: Ahi, en realidad, no hice la fraccion y, por tanto, puse que no lo era.

E: /Y si la haces ahora?

A: 10/5 si lo pondria como natural.

E: ;Cuadles son los enteros? Se relatan los elegidos.

A: No puse ninguno negativo, fracciones, los que contienen raices, t y m-5.

E: ;Por qué excluyes el cero?

A: El cero, puse que no, sinceramente, ahora mismo, no sé¢ porque puse aqui un no. Lo

hubiera dejado igual que el 0,63 (en blanco).
Se recapitulan los elegidos como enteros.

E: Las fracciones, los que contienen raices, t y m-5 los eliges como irracionales ;por
queé?

A: En realidad, ya esto como irracional o racional no me guié por un criterio muy
convincente, por asi decirlo.

El alumno enumera los nimeros que ha elegido como irracionales y concluye:
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A: El irracional seria justo lo contrario al tema de los niimeros naturales y enteros. Crei,
en su momento, que eran todos aquellos niimeros que fueran fracciones o raices
cuadradas. Creo que no puse ninglin no en fracciones o raices cuadradas.

Se le pregunta por el criterio utilizado para elegir (o excluir) un nimero como decimal y
el alumno responde:

A: En el primer cuestionario y en este ultimo me basé en lo de las comas. No hice el
calculo en las fracciones.

E: ;Por qué no hiciste el calculo?

A: En algunos creo que si lo hice, pero pensé¢ que solo se me estaba pidiendo eso, la
fraccion nada mas, lo que estaba aqui figurado, o sea, no calculé el resultado para saber
si el resultado era natural o qué, sino lo que figuraba si era decimal o no.

E: Por ejemplo, 3/5, que ti dices que no es decimal y que te fijaste en lo que figuraba
ahi ;como estas viendo a 3/5? ;Como?

A: (Si es decimal o no?

E: Si

A: Ahora mismo, yo diria que no seria decimal.

E: (Por qué no es decimal?

A: Porque es una fraccion

E: ;Por qué ta separas las fracciones...?

El alumno se anticipa.

A: Yo separo las fracciones, yo veo una fraccion y veo el resultado de una fraccion para
mi son cosas distintas, aunque en si el resultado va a provenir de esa fraccion, pero visto
asi, yo lo veo diferente, entonces tendria que hacer el resultado para saber si es decimal,
el resultado de 3 partido de 5 y, en este caso, no es decimal porque me fijo sélo en la
fraccion.

E: 3/5da0,6.

A: 0,6, el 0,6 si lo pondria como decimal.

E: ;Lo verias como que el resultado es decimal?

A: Como el resultado de la fraccion, exacto.

E: Pero, (si esta sola la fraccion?

A: Si esta sola la fraccion lo pondria tal cual lo puse aqui, que no seria decimal.

E: Pero, ;ahora ves que las dos cosas son lo mismo?
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A: Si, si, ahora si, ahora si porque, y en cualquier, por ejemplo, en una raiz cuadrada, el
resultado de una raiz me da 0,5 0 0,6 pondria que seria decimal, porque ya asimilo que
el resultado proviene de la fraccion o de la raiz cuadrada.

E: ;Por qué el 2 y el 0 no son decimales? ;Por qué 35521 si lo es?

A: 35521, iba a poner que no era decimal puse el si y, sinceramente no s¢ porque puse
el si, porque ahora mismo pondria que no era decimal si estuviera haciendo el
cuestionario; ya, después el 2 puse que no y, bueno, sigo diciendo que para mi en ese
momento no es decimal al no tener el tema de las comas, ;no?, un nimero, por ejemplo
-2,062, al tener coma, pues si puse que es decimal. El unico ilogico aqui es el 35521, ya
que lo veo igual al 2 y al 0.

E: (No sabes por qué?

A: (Por qué al principio iba a poner el no y después puse si? Pues no, ahora mismo no
le podria decir el porqué... También, otra de las cosas es que yo rellené la tabla y
después no la revisé. Fue un error mio pues, seguramente, si la hubiese revisado,

hubiera hecho algunos cambios.

E: (Tt ves diferencias entre % y (\/5 )Z , habiamos llegado a la conclusion de que cada

uno da 2?

A: Al dar 2 cada uno, yo no lo veria diferente... porque viene, aunque ahora mismo no
sabria que decirte, porque proviene de distintos calculos, o sea, aqui se esta dividiendo y
aqui esta esto elevado al cuadrado, elevado a 2, entonces no provienen del mismo sitio,

por asi decirlo, aunque den el mismo resultado.

1++/5 : : )
E: (;3-\/5 +2\/_ ..., todas estas expresiones las ves iguales? No iguales en cuanto al

mismo valor, sino como expresiones.
A: Si, la Gnica diferencia es que hay un signo negativo delante de la raiz y aqui positivo

y ademas esta dividido por 2.
E: ;Si realizas la operacion 3-/3 serfa igual el resultado a 3437

A: ...no seria lo mismo, como en ¢l caso de las fracciones.
Segunda pregunta:

Se le muestra al alumno qué ntmeros ha elegido como decimales (y no

decimales) y sus argumentos para realizar la eleccion (o exclusion). Se le pregunta si ha
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utilizado el mismo criterio que en la pregunta primera del cuestionario para clasificar

los numeros y responde:

A: Si, béasicamente si, en realidad todos los niimeros que yo vi con comas los puse
decimales y, después, explicando, por ejemplo, -3,9 la explicacion que di es que aun
siendo negativo posee decimales.

E: ;Por qué pones “atn siendo negativo™?

A: Porque a lo mejor puede dar a error, bueno, no sé, que al ser negativo, que solo los
decimales son positivos. Aclaro que aunque sea negativo serd decimal el que tiene coma
y decimales.

E: En el cero pones que no y que “no es nada”...

El alumno se anticipa.

A: El cero no lo veo yo como, de momento, no lo veia como un nimero decimal, lo veia
como un nimero, por asi decirlo, neutro que...en realidad .yo no lo veia como decimal.
E: ;Por qué pones que “no es nada”?

A: (El cero que valor tiene? Para mi el valor del cero, cero por algo no es nada, por eso
pongo como que no tiene ningun valor.

E: ;Por qué dices que 1/2 no es decimal por ser una fraccion?

A: Ya, después, si hubiera calculado la fraccién, pues hubiera visto que...Al dar
decimales hubiera puesto que, al provenir de una fraccion, si hubiera puesto que si es un
niamero decimal. [...] Aqui empiezo a dudar si el resultado..., claro, no calculé el
resultado de ninguna fraccion y de ahi, después, también deduje que si el resultado de la
fraccion tuviera un nimero coma y una serie de nimeros si hubiera sido decimal.

E: En el caso de m, pones que no es decimal porque no posee decimales ;si te doy &
igual a 3,1415..., ;seria decimal?

A: Si es decimal, al tener 3,14 y una siguiente serie de numeros, pues si lo hubiera
puesto como decimal.

E: ¢ El mismo razonamiento hiciste en m - 5?

A: Si, aunque & - 5 también hubiera hecho el célculo ese, a lo mejor y, alin asi, aunque

me habria dado decimales... El caso es que, por generalizar, mas o menos, por ejemplo,

33 . si hubiera hecho el calculo éste, igual que hubiera hecho el calculo en una
fraccion, me hubiera dado decimales hubiera puesto, sin duda alguna, que es decimal,

porque el resultado proviene de ese calculo.
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E: ;Y si lo haces con la calculadora?

El alumno calcula.

A: En ese caso si diria que es decimal, por ejemplo.

E: ;La calculadora te ofrece un valor aproximado, no?

A: Si.

E: ;Si tuviera infinitas cifras decimales que no forman periodo, sera decimal?

A: Si, yo creo que si seguiria siendo decimal.

E: ;Porque te fijas en la coma?

A: Si, en lo que me centro, practicamente, es que los nimeros que tuvieran coma eran

decimales.

Tercera pregunta

Se le pide al alumno que explique el procedimiento utilizado para representar
2,75.
A: Se divide la recta desde +2 hasta +3 y en orden con la misma distancia tanto fisica
como numérica.
E: ;Qué significa “tanto fisica como numérica”?
A: ...que tuviera una distancia proporcionada, por ejemplo, de +2 a 2,15, fisicamente,
que no hubiera una distancia de 1,5 cm y que de 2,15 a 2,25 hubiera 3 cm de diferencia,
o sea, algo desproporcionado para verlo en una recta numérica. Eso es en cuanto a
distancia fisica y, en cuanto a distancia numérica, un orden logico 2,15, 2,25, 2,35 y, asi

ascendiendo, hasta +3 y, después representar 2,75 que daba el apartado f.

E: Para representar V2 calculaste la raiz cuadrada con la calculadora...

El alumno se anticipa.

A: Ahi calculé tanto las fracciones como las raices cuadradas. ;Como represento en una
recta numérica una raiz cuadrada de 2? Tengo que hallar la raiz cuadrada, si no, no la
podria representar...una que no seria, no podria representar una raiz cuadrada en una
recta numérica, tendria que hallar el resultado para, después, segun lo que me diera,
representarlo en la recta numérica. Lo hice tanto en el apartado a como en e y g, que
tienen fracciones.

A continuacion, lee lo que escribid en el apartado e.

E: ;Sabes representar 2/3, en la recta numérica, sin hacer la operacion?

A: No.
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E: ;/sabes representar ‘/E sin hallar la raiz, en la recta numérica?
6 5 )

A: No, sin calcularla, no.
2.2.4. Transcripcion de la entrevista del alumno A = [27]

Primera pregunta

E: (Por qué 35.521 no es un entero?

A: 35.521, si es un entero. El fallo que tuve con ese numero es que pens¢ que el punto,
yo lo vi como si fuese una coma, porque siempre he tenido una duda en cuanto a eso,
pues las calculadoras, a veces ponen punto, a veces ponen coma y, para mi, hay gente
que pone la coma arriba y hay gente que la pone abajo; yo la suelo poner abajo. El

punto lo vi como si fuera una coma, no como un punto; yo pensé que era 35,521.

E: ;(Por qué (\/5 )z es entero?

A: Porque (\/E)z , al estar un niimero al cuadrado, al estar la raiz cuadrada de 2 al

cuadrado, el cuadrado se va con la raiz cuadrada de dos y se queda el dos solo y, el 2, es

un numero natural y por eso también es un nimero entero.

. 10 .
E: Tienes marcado que r es natural, pero no entero ;Por qué?

A: iEso es una gran duda! Porque yo creo cuando llegué mas o menos a esa altura ya no
empecé a guiarme de lo que pensaba en un principio. Pensé: bueno, para mi un nimero
natural es lo mismo que un entero, entonces las cosas que ponia como natural también
las tenia que poner como entero. Aunque no siempre me guié asi, pues empecé a
trabarme, a decir, bueno, bueno, porque pensé que si se supone que es una fracciéon no
puede ser un entero. No s¢ si fue por un despiste o por eso, pero posiblemente fuese un
despiste porque si puse que era todo lo demas.

E: CE =27

5

A: L??, no es lo mismo. Si t resuelves ?, si te da 2, pero ? no es lo mismo que 2.

10 . ,
r es una fraccion y 2 es un niimero.

E: ;Una fraccion que seria?

A: No entiendo.
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10 : .
E: r lo resuelves y te da 2, pero comentas que no es lo mismo porque es una fraccion.

Por qué?

A: También tuve esa duda en los ejercicios porque hubo cosas que yo veia s6lo como

: , . 10 .
estaban escritas y cosas que las resolvi, por ejemplo, en r era como estaba escrita. O

sea, hubo momentos en los que no supe guiarme por una cosa 0 por otra; entonces, por

) 10 , , o
ejemplo, i 2 es un numero natural por eso pero, /era un nimero entero? Pensé: si es

una fraccidon no puede ser un niimero entero. A lo mejor fue que no me acordé, o sea
que me equivoqué y por un despiste no me acordaba de que era.

E: ;Cuadles son los enteros?

A: Para mi, cuando hice el ejercicio los enteros eran los nimeros del cero al nueve. Al
empezarlo hacer.

E: (A lo largo de la primera pregunta?

A: A lo largo de todo el ejercicio. Entonces, después dije: bueno, del cero al nueve, si es
100 tiene un uno, un cero y un cero, bueno, entra dentro de un entero. Yo conté del cero
al nueve y todos los que se formasen con ellos y no tuviesen coma, eran enteros. ;Un
numero natural?, pues dije: tiene que ser lo mismo que numero entero. Ahi ya, fue
cuando empecé a trabarme un poco, yo pens€¢ que eran lo mismo, pero no tenia una
definicion clara de ellos.

E: ;(Has sefalado que los naturales son los positivos?

A: Si, porque eso si lo tenia claro, los naturales no son negativos.... Para mi los
negativos no eran reales, o sea eran imaginarios, entonces un nimero que es negativo,
que no tienes, que no ves o no puedes tener, no es natural. Entonces, los naturales si son
positivos.

E: ;Por qué el 0y el 2 no son decimales?

A: Realmente, en Bachillerato me lo explicaron, me explicaron que el cero, en realidad,
no es cero, sino es 1,999... que da cero, pero se pone como convenio cero. En el
momento en el que lo hice no me acordé¢ de eso, ni pensaba nada en ello. Para mi, cero,
no era un numero decimal porque no tenia coma. Tampoco sabia que si podia conseguir
un denominador de base 10 y expresarlo en modo de fraccion, pues seria un decimal, no
me lo habian explicado nunca...

E: ;Qué significa lo de “un denominador de base diez”?
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Buscamos un ejemplo en sus respuestas, 0,5.
A: Si, puse que era decimal porque tenia coma.

Se consideran todos los nimeros seleccionados en la tabla como decimales aplicando el

criterio de “llevar coma”. (0,5, 3,14, -2,068 y 35521).

A: Basicamente me guié que todo lo que lleva coma era decimal.

E: (Y lo de “base 10, donde lo aplicaste?

A: No, en este ejercicio no lo hice. Eso lo supe después, cuando hice el siguiente
ejercicio y lo corregi. Supe que todos los que tuviesen base 10 eran decimales. Pero,

este ejercicio, la primea vez que lo hice, no sabia nada de ello.
3 1 10
E: ;Por qué —, —— y —, son decimales?
(rorq PR y 5
A: Porque ahi si dividi tres entre cinco y me dio el nimero con coma y decimales.
10 . . .
E: Pero, r =2 y para ti no era decimal, ;por qué?

A: Eso es el problema, creo que fue una confusion. A lo mejor dividi 10 entre 5y, a lo

mejor, dividi otro nimero y me equivoqué. Eso fue una confusion.
E: ;Por qué 0,666..., 1,35, 1,732...y 0,12345..., no son decimales?

A: A ver, no sé lo que puse, pues que no eran decimales porque pensé, creo que fue, es
un numero infinito y, realmente, no s¢ porque puse que eran decimales.

E: Pusiste que eran no decimales.

A: Realmente... puse que no son decimales, pero no sé porque lo puse. A lo mejor fue
por rellenar, simplemente.

E: ;Tenias claro los restantes y, los demads, para rellenar la columna, escribes que no?
A: Si, posiblemente. No, sino que no sé. Siendo un nimero que no era racional, no s¢.

iAhi si que me pillaste!
7 1
E: ;En —— y — operaste?
b 3 y 3 p

A: jClaro! Ahi no operé y lo miré como una fraccion. Muchos casos en los que si
miraba y en los que no miraba. Supongo que, a lo mejor, era que me convenia y era mas

facil mirarlo asi que de la otra forma.

46



E: ;Por qué pones que es decimal?

A: Ahi si hice con la calculadora, lo resolvi.
E: ;Por qué sefialas como no decimales a 1+ V2,3-343, -7 y (\/5)Z ?

A: Posiblemente, —/7 , me acuerdo que —J7 1o miré como /-7 , no lo resolvi, pues
dije -7, y en aquel momento, que tuviese el signo menos me confundié con la raiz
cuadrada de un signo negativo.

E: ;Interpretaste /7 como -7 ?

A: Si, eso me confundid un poco y dije, bueno aqui no y punto.

E: (Y 1++/27

A: Creo que fue porque dije que este numero tiene una raiz cuadrada y, antes del
examen, te oi decir que las raices cuadradas son irracionales y, entonces, no pueden ser
decimales, pero no porque yo lo supiera a ciencia cierta.

E: ;Cualquier raiz cuadrada? ;La V4 sera decimal?

A: ;47?7

E: Si.

A: No sé, puse que era racional y no sé porque puse racional, si es irracional. Puse que
era real aun siendo la raiz negativa de algo, no sé. Posiblemente, por el cansancio y el

estrés de haber rellenado esa tabla, ya me daba igual y era intentar terminarlo.

Segunda pregunta

E: ;Por qué 1,35 es decimal?
El alumno lee lo que escribid.

A: Es un niimero racional, real, 1o podemos pasar a fraccion y tener un denominador de
base 10. ;Este es el primero o el segundo que hice? ;El primero, no?

E: ;Del cuestionario?

A: Si.

E: El segundo, ;recuerdas como hallar la fraccion generatriz?

A: No, no recuerdo, porque ese dia llegué¢, me lo explicaron, lo entendia, pero como no

lo volvi a hacer no me acuerdo. Pero, sabia que cuando un nimero tenia periodo se le
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podia quitar el periodo y se podria hacer en forma de fraccion y, después, creo era
cuando se sabia si era decimal o no, pero hay que quitarle primero el periodo.

E: ;Con lo de la base 10 a qué te refieres?

A: Que si una fraccion la podemos convertir...

E: Escribe una fraccidon con el denominador de “base 10”.

A: En ?, yo podria conseguir que en el denominador hubiese, por ejemplo, un 100,

¢no?, qué significaria, qué seria, el denominador seria 10,

E: (El denominador es una potencia de base 10?

A: Si.

E: ;por qué 0,666... no es decimal?

A: Puesto que es un numero real, racional, pero no decimal, porque tiene infinitas cifras.
Como tenia infinitas cifras, supongo que es lo mismo que pas6 anteriormente con lo
otro, pens¢ que no era decimal. ;Por qué? No tiene ldgica, no s¢, supongo que pensaba,
bueno, tiene infinitas cifras, no es decimal y, guidndome por ahi, hice todos los demas.
E: ;Cuando un nimero es irracional?

A: (Cuando un numero es irracional? Vale, bueno, los nimeros racionales son todos
aquéllos que se pueden dividir, que se pueden racionalizar y la confundia con la palabra
racionalizar. En base a eso, busqué primero todos los racionales y, después, dije: bueno,
si es racional, no puede ser irracional. Porque los racionales son racionales o nada y los
irracionales son irracionales, no pueden ser racionales. Entonces, primero rellené las
casillas de racional y, después, la de irracional. Tenia una ligera idea de que las raices
eran irracionales, de que las sumas con raices cuadradas eran irracionales y demas. Por
eso, los irracionales son los que no son racionales o las raices cuadradas.

E: ;Te fijaste en el periodo?

A: Para mi, 0,666 y los tres puntos suspensivos es exactamente igual que 1,732....Para
mi el punto suspensivo es que tiene infinitos nlimeros, pero no que forman periodo. Para
mi el periodo es la curvatura encima del numero, pero que tuviera puntos suspensivos
me daba a entender, digo, vale, 0,666 infinitos nimeros mas, pero que no fuese 666...
periodo.

E: ;Qué pueden ser distintos a 6?

A: Si, distintos de 6.
E: Escribes: 7-5,1++/2, y 3-3 no son decimales porque son operaciones con

irracionales. ;Qué significa esto?
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A: Si, vale, la idea que tenia, bueno, que si es una raiz cuadrada es un numero
irracional, entonces cualquier operacion que dentro de si consigue tener una raiz
cuadrada va a ser un numero irracional, ya que, si operas con un nimero irracional, la
operacion es irracional.

By (V2)2

A: No, porque ahi lo que hice fue simplificarlo.

E: ;(No ves una operacion?

A: Si, no la vi, ahi dije, bueno, simplifico y se me queda 2. No vi una operacion, la
simplificacion no la vi como una operacion.

E: (Y n?

A: Me equivoqué; para mi los irracionales eran tanto las raices cuadradas y los simbolos
como s . Es un irracional porque es un simbolo, no lo veia como 3,1415..., sino como
si fuese simbolo, bueno, si es un simbolo lo voy a ver como simbolo y no como otra
cosa.

E: (A qué te refieres al decir que es un simbolo?

A: No veia su valor, sino veia la grafia que estaba, o sea...

E: ;Una letra?

A: Una letra.

Tercera pregunta

Se le solicita al alumno que explique lo que hizo en el apartado que corresponde a % .

A: Dividi en diez partes iguales y cogi el punto 0,6 y el 0,7. Acoté entre el 0,6 y el 0,7,
y entre 0,66 y 0,67 hice exactamente lo mismo que en el punto anterior, tendria que
dividir entre 10 y coger el 0,666 y, asi, infinitas veces hasta el periodo.

E: ;Sabrias representarlo usando sélo la notacién fraccionaria?

A: Si, entre el cero y el uno dividimos en tres partes iguales y, de las tres partes,

2
cogemos 2. Aqui esta el punto 3

E: ;Este método no lo conocias?
A: Se supone que lo sabia y lo intenté pensar, pero no sé, con el follon que tenia en la
cabeza no llegué a decir: si es asi de facil, si es coger de tres partes.... Pero, vale, como

lo divide del 0 al 1, que lo tengo dividido en 10 partes, como lo divido en s6lo 3 partes.
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E: ;Como representas ahora 0,333... usando la notacion fraccionaria?
A: La haria asi.
E: ;No sabes hallar la fraccién generatriz?
A: No.
E: Es l
3

1 . .
A g E?’ vale, pues se supone que una de las formas, si supiera lo haria asi, porque es

mucho mas facil, si no, aunque estuviera mal, a lo que llegaria mi mente, es decir,
bueno, lo hago por aproximacion y hago exactamente lo mismo que hice con el 0,666...
E: (Prefieres la notacion decimal antes que la fraccionaria para realizar la
representacion?

A: Si.
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ANEXO 3. DATOS DE LOS ESTUDIOS

A continuacidn, se exponen los datos de la investigacion que no recoge de forma
explicita la memoria.
3.1 TABLAS DE DATOS DEL ESTUDIO EXPLORATORIO

Se muestran dos tablas en las que se reflejan los porcentajes de las respuestas

correctas a las preguntas del cuestionario C1.

PREGUNTA (Sesion 1) APARTADO PORCENTAUJES (Eleccion

de la respuesta correcta)

97 %
97 %
61 %
50 %
2 89 %
92 %

esliwii@)[ec]s=

56 %
14 %

14 %

8%
58 %
94 %

W

T (> ([QF (> |T|>

86 %
86 %
92 %
100 %

|

o]

94 %

100 %

67 %

esliwii@Y(e=his=

67 %

10 69 %

11 83 %

12 92 %

13 100 %

14 89 %

8 %

100 %

o DO | >

78 %

15 89 %

16 69 %

75 %

81%

64 %

17 61 %

58 %

44 %

28 %

18 92 %

94 %

69 %

g|Q@m > |g|Q|= > (T || |>

69 %




19

100 %

94 %

94 %

92 %

esliwii@)ieclis=

92 %

PREGUNTA (sesi6n 2)

APARTADO

PORCENTAUJES (Eleccion

de la respuesta correcta)

20

78 %

21

5,6 %

22

0%

0%

0%

ol Q) W >

53 %

23

58 %

24

0%

25

89 %

22 %

28 %

94 %

94 %

| o O Q| W >

94 %

26

86 %

27

36 %

28

61 %

86 %

86 %

44 %

69 %

83 %

78 %

T Q| ™| m| 9| Q| w|l >

36 %

29

0%

30

100 %

w

78 %

56 %

31

3%

32

53 %

33

22 %
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34

94 %

81 %

42 %

19 %

35

8 %

8%

6 %

gQw»> 9 Q) ® »

8%

36

72 %

37

>

67 %

33%

38

78 %

3.2 DATOS DEL ESTUDIO EXPERIMENTAL
Diagramas de barras correspondientes a las respuestas, a la primera pregunta del
cuestionario C2, dadas por los alumnos del Estudio experimental pertenecientes a la

Facultad de Formacion del Profesorado de ULPGC.

ftem 1.1

35 1
30 1
25 1
20 A
15 1
10 1

BSj

37

17

24

BNo

29

28

24

14

OBlanco
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35 1
30 1
25 1
20 A
15 1
10 -

ftem 1.2

B Si

35

32

23

33

BNo

32

27

OBlanco

35 1
30 A
25 1
20 1
15 1
10 1

item 1.3

BSj

12

14

31

28

BNo

24

31

21

27

OBlanco

40
35 1
30 A
25 1
20 1
15 1
10 A

item 1.4

B S

34

22

33

BNo

36

26

OBlanco

56




35 1
30 1
25 1
20 A
15 1
10 1

item 1.5

B S

13

13

18

17

BNo

32

27

18

18

12

16

OBlanco

40 1
35 1
30 1
25 A
20 A
15 1

10 A

item 1.6

L]

15

37

19

30

BNo

21

30

12

21

OBlanco

40 1
35 1
30 1
25 A
20 A
15 1
10 A

item 1.6

L]

15

37

19

30

BNo

21

30

12

21

OBlanco
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35 1
30 A
25 1
20 1
15 1
10 1

item 1.7

BSj

27

12

BNo

31

25

22

28

21

OBlanco

40 1
35 1
30 1
25 1
20 A
15 1
10 1

item 1.8

BSj

14

37

19

27

BNo

22

29

12

21

OBlanco

40 1
35 1
30 1
25 1
20 A
15 1
10 1

item 1.9

BSj

16

37

20

31

BNo

20

29

1

23

OBlanco
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40
35
30
25
20
15
10

item 1.10

BSj

32

33

20

31

BNo

34

11

23

OBlanco

25

20

15

10

ftem 1.11

BSj

17

13

BNo

21

22

13

14

OBlanco

10

11

1"

35
30

25 1
20 1
15 1
10 1

ftem 1.12

BSj

16

12

18

13

1

29

BNo

17

21

16

16

16

OBlanco

1
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35 1
30 A
25 1
20 1
15 1
10 A

item 1.13

BSi

14

1

1

29

26

BNo

22

23

22

25

OBlanco

35 1
30 1
25 1
20 A
15 1
10 1

item 1.14

B S

16

13

21

18

BNo

32

29

17

21

12

14

OBlanco

40 1
35 1
30 1
25 1
20 A
15 1
10 1

item 1.15

BSj

14

37

19

27

BNo

22

29

12

22

OBlanco
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item 1.16

30 1
25 1
20 1
15 A
10 1
5 -
0 -
N Z D Q | R
BSj 12 13 3 18 13 21
BNo 22 18 27 13 17 1"
OBlanco 4 7 8 7 8 6
ftem 1.17
40 -
35 4
30 1
25 1
20 A
15
10
5 -
O -
N D Q | R
BSj 15 5 37 15 1 28
BNo 22 31 1 15 18 6
OBlanco 1 2 0 8 9
item 1.18
40 1
35 A
30 1
25 1
20 A
15 A
10 -
5 -
O -
N Z D Q | R
BSj 15 7 36 16 10 26
BNo 21 28 1 14 18
OBlanco 2 3 1 8 10
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30 1
25 1
20
15 1
10 A

item 1.19

B S

14

19

19

BNo

28

22

15

22

14

OBlanco

10

10

40 1
35 1
30 1
25 1
20 A
15 1
10 1

item 1.20

BSj

17

37

18

28

BNo

20

31

12

22

OBlanco

30 1
25 1
20 1
15 1
10 A

item 1.21

B S

10

17

19

BNo

24

22

20

17

10

13

OBlanco

10

11

11

11




item 1. 22
30 1
25 A
20
15 A
10 A
5 -
O .
N D Q | R
BSj 7 4 11 15 16 19
BNo 24 24 17 15 13 12
OBlanco 7 10 10 8 9 7
item 1.23
35 1
30 1
25 A
20 A
15 1
10 A
5 -
O .
N D Q | R
LN 1 5 16 31 5 27
BNo 25 29 18 4 28 7
OBlanco 2 4 4 3 5
Tabla en la que se establece la correspondencia entre el item y la representacion
semidtica
Representacion
semiotica
1.1 - 2,062
1.2 35.521
1.3 3
5
1.4 2
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1.5

1

2
1.6 0,63
1.7 NG
1.8 0,123456...
1.9 3,14
1.10 0
111 14402
1.12
113 10
1.14 7

3
1.15 0,666...
1.16 (\/5)Z
1.17 1,35
1.18 1,73205008...
1.19 -5
1.20 0,5
121 3B
1.22 1445

2
1.23

1
3




3.3 DATOS DEL ESTUDIO DEFINITIVO
Diagramas de barras correspondientes a las respuestas, a la primera pregunta del
cuestionario C2, dadas por los alumnos del Estudio definitivo pertenecientes a la

Facultad de Formacion del Profesorado de ULPGC.

3.3.1 Diagramas de barras correspondientes a las respuestas a la primera pregunta

del cuestionario C2 en la fase de diagndstico
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ftem 1.1
30 7
25 1
20
15 A
10 A
5 ._
O -
N Z D Q | R
BSj 7 8 25 6 7 14
BNo 17 17 1 12 12
OBlanco 4 3 2 10 9
ftem 1.2
25 7
20 -
15 -
10 -
5 -
0 -
N Z D Q | R
BSj 21 20 5 8 3 20
BNo 3 4 20 10 15 2
OBlanco 4 4 3 10 10 6




_A A A AN
ONPOXOONPBEOO®OO
1

item 1.3

L]

12

14

17

BNo

10

19

12

OBlanco

10

30 1
25 1
20 1
15 1
10 A

item 1.4

B S

24

22

BNo

24

14

OBlanco

-
o

10

IR G
ONPOOOCONPDOO®
1

item 1.5

B S

10

10

BNo

10

OBlanco
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item 1.6

30 7
25 -
20
15 -
10 A
5 ..
O -
N Z D Q | R
B Sj 11 5 24 5 15
BNo 17 11
OBlanco 6 3 12 12
item 1.7
25 1
20
15 A
10
5 .
O -
N Z | R
B Sj 3 8 8 10 1
BNo 21 21 14 11 7 9
OBlanco 6 4 6 9 1
item 1.8
25 1
20
15 A
10
5 .
O -
D Q | R
B Sj 13 4 20 4 1
BNo 9 19 13 7
OBlanco 5 1 12 10
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30
25
20
15
10

item 1.9

BSj

25

14

BNo

1

12

OBlanco

10

1"

30
25
20
15
10

item 1.10

BSj

26

21

10

17

BNo

22

16

OBlanco

10

16
14
12
10

ON O

ftem 1.11

BSj

10

13

BNo

12

14

1

OBlanco

1

1"

10
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item 1.12

25 1
20
15 A
10
5 .
O -
Z D Q | R
L] 9 3 16 3 1" 11
BNo 14 21 10 14 5 9
OBlanco 5 4 2 11 12
item 1.13
|
BSi 16 13 6 15 5 15
BNo 8 12 18 7 12 4
OBlanco 4 3 4 1
item 1.14
20 1
18 1
16
14 A
12 A
10 A
8 .
6 .
4 A
2 -
0 -
Q | R
BSj 18 7 10 1"
BNo 19 18 10 8
OBlanco 5 2 1 10
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item 1.15

30 7
25 1
20
15 A
10 A
5 ..
O -
N D Q | R
B Sj 11 4 25 4 12
BNo 11 19 2 13 6
OBlanco 6 5 1 11 12 10
tem 1.16
18 1
16 1
14 A
12 1
10 1
8 -
6 -
4 -
2 -
0 -
N Z D Q | R
BSj 14 1 5 10 6 14
BNo 13 17 7 11
OBlanco 4 1 1
item 1.17
25 1
20
15 1
10 A
5 .
O -
N Z D Q | R
BSj 7 3 23 3 7 13
BNo 14 17 3 13 8 4
OBlanco 7 2 12 13 11
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item 1.18

30 1
25 1
20
15 A
10 1
5 1
0 -
N D Q | R
BSj 12 4 24 5 8 13
BNo 10 19 13 10
OBlanco 6 5 10 10
item 1.19
25 1
20 A
15 -
10 -
5
0 D Q | R
BSj 3 5 14 2 13 10
ENo 20 19 10 16 5
OBlanco 5 4 4 10 10
item 1.20
30 1
25 1
20
15 A
10 1
5 1
0 -
N Z D Q | R
BSj 13 3 26 8 4 15
BNo 9 19 1 10 13
OBlanco 1 10 1 9
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IR G
ONPOOOCONPDOO®

item 1.21

B S

10

12

BNo

12

11

OBlanco

11

11

10

_A A A AN
ONPOXOONPBEOOOO
1

Item 1. 22

BSj

11

10

12

BNo

10

OBlanco

12

12

11

Item 1.23

BSj

1

17

1

12

BNo

12

10

OBlanco

1"
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3.3.2 Diagramas de barras correspondientes a las respuestas a la primera pregunta

del cuestionario C2 en la fase de revision

73

ftem 1.1
30 7
25 1
20
15 A
10 A
5 ._
O -
N Z D Q | R
msi 5 14 28 17 6 21
BNo 22 14 9 20
OBlanco 1 0 2
Item 1.2
30
25 A
20 A
15 A
10 A
5 -
0 -
N Z D I R
BSj 27 26 1 19 2 27
BENo 1 2 15 24 1
OBlanco 0 0 2 2 0




30 1
25 1
20 A
15 1
10 1

item 1.3

L]

12

24

19

24

BNo

15

20

21

OBlanco

30 1
25 1
20 1
15 1
10 A

item 1.4

B S

28

28

20

28

BNo

26

OBlanco

30 1
25 1
20 1
15 1
10 A

item 1.5

B S

11

25

19

20

BNo

26

17

21

OBlanco
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item 1.6

30 7

25 -

20

15 -

10 A

5 ..

O -
N Z D Q | R
L] 16 10 27 19 3 25
BNo 11 16 22 2
OBlanco 1 2 0 3 1

item 1.7

25 1

20

15 A

10

5 .

O -
Z R
BSj 2 8 13 5 18 16
BNo 23 16 19 10
OBlanco 3 4 4 2

item 1.8

25 1

20

15 A

10

5 .

O -
N Z D Q | R
B Sj 14 8 22 15 9 21
BNo 13 20 5 12 16 6

OBlanco 1 0 1 1 3
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30 1
25 1
20 A
15 1
10 1

item 1.9

BSj

16

1"

27

20

26

BNo

1

17

24

OBlanco

30 1
25 1
20 A
15 1
10 1

item 1.10

BSj

28

25

15

26

BNo

20

12

22

OBlanco

25 1

20 A

10 1

ftem 1.11

BSj

13

10

14

13

12

20

BNo

13

14

12

1"

OBlanco
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20 1

10 1

item 1.12

L]

18

16

19

BNo

17

20

19

OBlanco

30
25
20
15
10

item 1.13

BSi

22

22

15

21

24

BNo

13

23

OBlanco
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item 1.14

30 1
25 1
20 A
15 A
10 A
5 -
0 -
D Q |
BSj 2 8 14 17 9 19
ENo 25 19 12 10 17 8
OBlanco 1 1 2 1 1
item 1.15
30 1
25 1
20
15 A
10 1
5
0
N Z D Q | R
BSj 15 9 24 15 7 23
BNo 12 19 3 12 19 4
OBlanco 1 0 1 1 2
tem 1.16
25 1
20 A
15 1
10 -
5
0 -
N Z D | R
BSj 17 17 12 16 23
ENo 1" 13 17 4
OBlanco 0 2 3 3 4 1

78




item 1.17

30 -

25 1

20 1

15 A

10 1

5 ..

O -
N Z D Q | R
B Sj 15 10 24 15 8 23
BNo 12 18 3 12 18 4
OBlanco 1 0 1 1

item 1.18

25 1

20 1

15 1

10 A

5 .

O -
N Z D Q | R
BSj 14 8 21 11 13 22
BNo 12 19 15 12 4
OBlanco 2 1 2 3 2

item 1.19

25 7

20 -

15 A

10 -

5 -

0 -
Z | R
B S| 5 17 15 18
BNo 21 18 19 10 9
OBlanco 2 3 1




30 1
25 1
20 A
15 1
10 1

item 1.20

BSj

17

1"

25

19

27

BNo

10

16

23

OBlanco

25 1
20 1
15 1

10 A

ftem 1.21

B S

10

15

12

23

BNo

21

16

12

14

OBlanco

25 1

15 1

10 1

Item 1. 22

BSj

13

20

14

1"

21

BNo

14

12

14

OBlanco
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item 1.23

25

20

15

10

5

0
N z D Q | R
BSj 12 10 15 20 8 21
BNo 15 18 12 7 18 6

OBlanco 1 0 1 1
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ANEXO 4. DIAGRAMAS DE ARBOL

Los siguientes diagramas de arbol se han utilizado para agrupar a los alumnos

por comportamientos.

Los enteros son decimales

Todos: T
Algunos: A
Ninguno: N
Todas las escrituras decimales con coma
representan nimeros decimales
si
Sélo las escrituras Sdlo las escrituras
decimales finitas y decimales finitas y las
las periédicas peribdicas
Las_lraodones son Las fracciones son
decimales decimales sl
i \ sl N sl N sl /\“ N
No
Sélo las Sélo las Sélo las
Sélo las Alguna no Alguna no|Solo las Alguna no . Alguna no
fracciones Alguna no L"““’T" mal |Tracciones decimal |fracciones anel | mociones decimal
decimale, lecimal ecimales decimales decimal
Ninguna Ninguna Ninguna Ninguna Ninduna
Los irracionales no Los irracionales no
expresados en notacion, expresados en notacion
decimal, son decimale decimal, son docimlloT

TAN TAN TAN TAN

Los enteros son decimales

TAN TAN TAN TAN TAN TAN TAN TANTAN TAN TAN TAN TAN TAN TAN TAN

Todos: T
Algunos: A
T Ninguno: N
Todas las escrituras decimales con coma
representan nimeros decimales

si

-3,9 no es decimal

Sélo las escrituras Sélo las escrituras
decimales finitas y decimales finitas y las
las periddicas periédicas

Las fracciones son

: Las fracciones son
decimales decimales sl
sl N si No sl No /\h
si No

Sélo las Sélo las Sélo las
Sélo las una no [ Solo las una no " Alguna no
fracciones Alguna no fracciones Nq“::ﬂ"" fracciones :’;M fracciones Aau a | facciones decimal
decimale imal decimales decimales decimal
Ninguna Ninguna Ninguna Ninguna Ninduna
Los irracionales no Los irracionales no
expresados en notacion, expresados en notacion

decimal, son decimale

decimal, son dodmle

TAN TAN TAN TAN
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ANEXO S. UNIDADES DE APRENDIZAJE

A continuacién, se muestra el desarrollo de las unidades de aprendizaje

impartidas en la fase de retroalimentacion.

5.1 UNIDAD DE APRENDIZAJE: NUMEROS, NUMERALES, SISTEMAS
NUMERICOS Y SISTEMAS DE NUMERACION

Seguidamente, se expone la relacion de contenidos de esta unidad.

5.1.1 Introduccion

5.1.2 Concepto de nimero decimal. Relacion de los decimales con los enteros

5.1.3 Los numeros decimales expresados en el sistema de numeracion decimal
ampliado

5.1.4 Operaciones con numeros decimales

5.1.5 La representacion de los ntimeros decimales en la recta numérica: la recta
decimal

5.1.6 Comparacion de decimales seglin otras representaciones

5.1.7 Relacion de los nimeros decimales con los racionales

5.1.8 Relacion de los nimeros decimales con los reales

5.1.9 Errores que cometen los escolares con los decimales

5.1.10 Algunos materiales didacticos para la ensefianza y el aprendizaje de los
decimales

5.1.11 Actividades
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5.1.1 Introduccion

Desde el punto de vista histérico, la expresion de valores numéricos no enteros
por medio de numeros decimales (fracciones decimales) es una costumbre que
comenzod a introducirse en el tltimo tercio del siglo XVI y que no se generalizo hasta

el siglo XVII. Asi, antes del siglo XVI, el cociente 3 +2, posiblemente se escribia con
, . 1
el nimero mixto 15.

Para Centeno (1988), los arabes ya poseian los ntimeros decimales, que
facilitaban los célculos pero, durante toda la Edad Media, se utilizaban mas las
fracciones (con frecuencia sexagesimales) ordinarias en los célculos. El
redescubrimiento de los numeros decimales se produjo en el siglo XVI. La
transformacion social que se produjo en dicho siglo y en el siguiente, con el
consiguiente auge del comercio, de la navegacion, de los repartos de tierra, todo lo
cual requeria realizar abundantes calculos, favorecio el citado redescubrimiento. Los
protagonistas de éste y sobre todo de la extensiéon de los numeros decimales en
Occidente fueron el francés Francois Viete (1540-1603), en su obra Canon
mathematicus seu ad triangula y el belga Simon Stevin (1548-1620), con su obra La
Disme (La Décima), primer libro de la historia que trata inicamente de los nimeros
decimales. Para Stevin, La Disme, era una especie de Aritmética que permite efectuar
todas las operaciones utilizando solamente nimeros enteros. En ella, explica como se
pueden hacer las cuatro operaciones basicas con nimeros decimales, si bien indica
que el unico problema consiste en elegir bien, al final de la operacion, la parte entera.
También sefiala que en su Obra no hay ningin nimero “roto”, es decir, no aparece
ninguna fraccion.

En 1616, en la traduccién de una obra del escocés John Napier (1550-1617),
las fracciones decimales aparecen tal como las escribimos hoy, con un punto decimal
para separar la parte entera de la fraccionaria. Napier propuso un punto o una coma
como signo de separacion decimal: el punto se consagrd en los paises anglosajones,
pero en muchos otros paises europeos como, por ejemplo, Espafia, se continia
utilizando la coma decimal.

Con respecto al tratamiento de los decimales en Primaria pueden argumentarse

distintas razones que lo justifique, a saber:
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a) La importancia social de estos nimeros. Los decimales se han convertido en
los ultimos afios en uno de los tdpicos matemdticos con mas presencia en la
resolucion de problemas de la vida cotidiana y laboral. Por ejemplo, basta abrir un
periédico o una Web por las secciones de economia, deporte, salud, etc. para
encontrarnos con informacioén que contiene numeros decimales.

b) El creciente uso de calculadoras y ordenadores que proporcionan los
resultados de los calculos, en general, expresados con nimeros decimales.

c) El contexto tan importante que constituyen, en el que se interconectan
distintos dmbitos de la Matematica escolar (nimeros y medida) y de otras areas
curriculares (Conocimiento del Medio).

d) El papel fundamental que desempefian en la construccion de los sistemas
numéricos y de representacion decimal. Los niimeros decimales se constituyen en

aproximaciones de los niimeros reales.

5.1.2 Concepto de numero decimal. Relacion de los decimales con los enteros

Hemos visto que la division de enteros, en general, no es posible. Sabemos
que, por ejemplo, dividir 1 por 2, no es posible, ya que no existe un nimero entero
que multiplicado por 2 dé 1. De igual manera, la ecuacion, b-x =a; b = 0, no tiene,
en general, solucion en Z. La solucion es el cociente, a+b.

Para solucionar este problema, nos proponemos extender el conjunto de los
enteros afiadiendo unos nuevos nimeros que son los cocientes de esas divisiones.

En este tema vamos a considerar las ecuaciones de la forma
10"-x=a;a€EZ y nEN, que tienen solucion en el Sistema de Representacion
Decimal.

Por ejemplo:

10°-x =2 tiene como solucién el cociente 2+10*. Pero, sabemos que hay
otras ecuaciones con la misma solucion que la del ejemplo. Basta con multiplicar
ambos miembros de la ecuaciéon por una potencia de 10. Las ecuaciones que se
obtienen son equivalentes, es decir, tienen la misma solucion:

10> x=2; x=2+10?
10°-x=20; x=20+10’
10%-x=200;x =200+10"

91



Cada cociente anterior se puede representar mediante un simbolo, que

denominamos fraccion decimal, esto es:

10°-x=2; x=i2
10

10°-x=20; x=2—(1
10

104-x=200;x=2—0?
10

Asi, todas esas fracciones decimales representan al mismo cociente y, por

tanto, se puede decir que son equivalentes entre si. Notese que si tomamos dos

fracciones decimales de éstas, por ejemplo, se verifica que:

10° 107
2-10° =107 -20.
El resultado anterior se puede expresar de la forma siguiente, y se dice que son

fracciones equivalentes entre si:

% =%© 2-10° =10 -20

De esta manera, todas las fracciones decimales equivalentes entre si

representan el mismo niimero, la solucion de la ecuaciéon 10°-x =2, que llamaremos

el nimero decimal [%} . Asi:
27_[2 20 200
10? 10°710° 10* ™

Se puede elegir como representante de las fracciones equivalentes cualquiera

de las de la familia.
En general, la solucién, a+10" , de la ecuacion de la forma
10" x=a;a€EZ ynEN , la podemos representar por el simbolo denominado

fraccion decimal:

a ;a€EZ y nEN.
10"
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Los términos a y 10" reciben el nombre de numerador y denominador de la

fraccion decimal, respectivamente.

, ) a , - ) ) a
El nimero decimal, [W] , seré la familia de fracciones equivalentes a W s

0 sea: a |- b /a-10" =b-10"
10" 10"

Al conjunto de todos los numeros decimales lo denominaremos D.

Si a y 10" tienen un divisor comun (el mayor posible), la fraccion puede
reducirse a otra cuyo denominador sera divisor de /0. Esta fraccion recibe el nombre
de fraccion decimal irreducible. Por ejemplo:

4 4:4 1

Se puede convenir en tomar como representante de la familia de fracciones

decimales equivalentes entre si a la fraccion decimal irreducible. En nuestro ejemplo:

2.1
107 | 50

Los numeros enteros son también numeros decimales (Figural). Basta

considerar la solucion de la ecuacion de la forma: 10°-x=a; a€EZ.

Figura 1

La explicacion anterior estd basada en el punto de vista algebraico. Sin
embargo, desde el punto de vista histdrico, los nimeros racionales, y por tanto los
decimales, tienen su origen en la medida de cantidades de magnitud. Se elige una

unidad de medida de forma arbitraria y se cuenta el nimero de esas unidades
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contenidas en la cantidad que deseamos medir. Ese nimero puede ser un entero, pero
en la mayoria de las ocasiones dicha cantidad estd comprendida entre dos multiplos
consecutivos de la unidad. Cuando esto ocurra, se introducen nuevas subunidades por
subdivision de la unidad inicial en un cierto nimero n (potencias de 10 o divisores de

éstas, para los decimales) de partes iguales. En el simbolismo de las Matematicas una

subunidad obtenida dividiendo la unidad inicial en n partes iguales se denota como —;
n

y si una cantidad contiene exactamente m de estas subunidades, su medida se

representa por el simbolo —. Este simbolo se llama fraccion o razéon. Cuando este
n

simbolo qued6 desposeido de referencias concretas a procesos de medidas y a las
cantidades medidas fue considerado como un ntimero, en el mismo plano que los
naturales. Si este hecho no ocurre en el aprendizaje de este concepto se da la situacion
de que algunos alumnos consideren s6lo como decimales a los positivos. Observa que

existen decimales negativos.

4 _3 _2 b
10° 10° 10° 10°
4 _3 _2 b
10 10 10 10
4 _3 2 b
100 100 100 100
4 3 2 L
1000 1000 1000 1000

Actividad

1 , .
LEs 5 un numero decimal?

En efecto: %=%, es solucion de la ecuacion 2-x=1<10-x=5. También

se puede decir que es decimal porque 2 es divisor de 10".
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1 , .
LEs 3 un numero decimal?

No, porque no es solucioén de una ecuacion de la forma:
10" x=a;a€EZ y nEN.

Asimismo, no es decimal porque 3 no es divisor de /0"

5.1.3 Los numeros decimales expresados en el sistema de numeracion decimal

ampliado

5.1.3.1 Notacion decimal

En 1585 el matemadtico belga Simon Stevin, en su libro La Disme, propuso
fraccionar la unidad en décimas, centésimas, milésimas, etc. Para medir cantidades de
magnitud menores que la unidad. Asi, el resultado de una medida se expresa mediante

un nimero entero y fracciones decimales. Por ejemplo:

S5+ % + % metros, en el caso de la magnitud longitud.

Del mismo modo, Stevin consideré que, en lugar de usar los denominadores
para expresar las partes de la unidad en la parte fraccionaria del numero, se podria
adoptar un criterio de posicion. En la actualidad, se coloca una coma a la derecha de
las unidades y se escriben a continuacion los numeradores de las fracciones decimales
siguiendo el orden de décimas, centésimas, milésimas, etc., poniendo ceros cuando
falta alguna de esas fracciones. Por ejemplo:

L+iz+l3+i4=5,1203
10 10° 10° 10

S5+

De esta manera para las fracciones decimales y, por tanto, para los nimeros

decimales, podemos usar un sistema de representacion decimal posicional equivalente

al definido para los nimeros enteros. Cada orden de unidad es 10 veces mayor (o

menor) que el orden inmediato inferior (o superior). La parte situada a la izquierda de

la coma es “la parte entera” del nimero y la situada a la derecha de la coma “la parte
decimal”.

Asimismo, todo numero representado con notacién decimal, -3,25, se puede

expresar con notacion fraccionaria, sin mas que considerar como numerador el
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namero sin la coma y, como denominador, la unidad seguida de tantos ceros como

cifras tiene la parte decimal, % .

Los niimeros enteros, todos ellos nimeros decimales, se pueden representan en

este sistema por expresiones decimales con parte decimal igual a cero. Por ejemplo:

4= _4,0-4,00=4,000
10

Sin embargo, en la préctica esta notacion de los enteros es poco frecuente.

5.1.3.2 Obtencion de expresiones decimales: técnica de la division decimal
Para obtener la expresion decimal de un niimero decimal vamos a utilizar la
técnica de la division decimal. Este procedimiento se basa en la relacion entre

fraccion y division entera. Veamos un ejemplo:

. 15
Supongamos el nimero decimal R En este caso, como 15 es mayor que 4,

podemos obtener la parte entera de la expresion efectuando la division entera de 15
por 4, es decir:

E=3+§
4 4

El siguiente paso consiste en hallar las décimas y hacemos lo siguiente:
3 .30 130 1 (28+2) 1 (7 2) 7 2

= = = = =— 4+ —
4 40 10 4 10 4 10 10 40

4

Ahora calculamos las centésimas:

2 20 1 20 1

4 10100
Esta es la justificacion de la division decimal. Es el procedimiento conocido
por el alumnado para obtener cifras decimales, anadiendo ceros a los restos para

seguir dividiendo.
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15 |4
30 3,75
20

Observa que la expresion decimal, al igual que la fraccionaria, de un niimero
son formas de representacion, por lo que no hay que confundir el nimero con la

representacion.

Actividad

(Como repartir equitativamente 3 tabletas de chocolate entre 4 compaifieros? (La

solucion de la ecuacion: 4-x =3)

ll

00000 O0000 OO00o ooooo

x= 0,75

5.1.3.3 Interés de la notacion decimal

El interés de esta notacion se debe a la posibilidad de utilizar los algoritmos de
calculo definidos para los nimeros naturales. Desde el momento en que la parte
decimal de un nimero decimal se construye siguiendo las mismas reglas que se usan
para la parte entera, podemos trasladar los algoritmos de suma, resta, multiplicacion y
division entera al caso de los numeros decimales sin mas que afadir algunas
consideraciones acerca de la colocacion de la coma. Esto permite abreviar los calculos

con fracciones decimales. Si ademas el sistema de unidades medida es decimal, todas
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las medidas pueden expresarse mediante nimeros decimales y las operaciones entre

ellas se hacen mas faciles (Véase el anexo).

5.1.3.4 Otras notaciones: ejemplos

En la tabla que se adjunta tenemos el resultado de convertir, mediante un

) ., ) ) 2
convertidor programado con Excel, una fraccion decimal menor que la unidad, g, en

una expresion binaria, 0,0110011001100..... Las cifras que estdn a la derecha de la
coma de la expresion coinciden con los elementos de la columna F. En este caso, hay
infinitas cifras que forman periodo. Por lo tanto, mostramos otra forma de

representacion de un namero decimal en el sistema binario de numeracion.

Microsoft Excel - pasar una fraccion a binaria (=== <)
] Archivo Edicién Ver Insettar Formato Hemamientas Datos Ventana 2 Adgbe PDF Escriba una pregunta .8 x
SEHREBB oo @A o 2w NESEET €% DY A2
TEE.

B3 - #
A B ‘ C D ‘ E ‘ F ‘ G ‘ = ¢ Nuevolibro v x
1 Numerador Denominador Cociente Truncar C (C-D)2 | TruncarE e e
2 2 5 04 0 0,8 0 ot acain s
Nmeros decimales
% :! ?’g ? 1 ’g 1 EDUCACION ESPECIALOS
R X & Méslibros...
5 1,2 1 0,4 0 "'E""Eb 7
6 04 0 08 0 Nuevo a partir de un libro
7 0,8 0 1,6 1 aEt:.te —
) Elegr liro...
i 16 1 1,2 1 Nuevo a partir de una plantilla
9 1,2 1 0,4 0 ] Plantilis generales...
10 0,4 0 0,8 0 () Plantilas de mis sitios Web...

71 1 08 0 16 1 @] Plantillas de Mirosoft.com
12 1,6 1 1,2 1
13 1,2 1 0,4 0
14 0,4 0 0,8 0
15 0,8 0 1,6 1
16 1,6 1 1,2 1
17
18
19
ﬂ — [ Agregar Sitio de red...

21 (2) Ayuda de Mirosoft Excel
uﬁ? » W[\ Hoja2 / Hojal / Hoja3 ), Hoja4 / || | LUL [v] Mostrar al inicio

Listo MAY

—

=@ ™ B Microsoft Excel - pa. iz CONSTRUCCION . B <3 &FYLTRC il ) 1710

Por ello:

4

%= 0" 0,4=0,0110011001100...=0,01100¢. .

Si ahora consideramos 7 tenemos que su representacion en el sistema binario

de numeracion es 0,01 ,. Observa este resultado en la tabla siguiente.
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Microsoft Excel - pasar una fraccion a binaria (=== <)

@) Archivo Edicion Ver Insertar Formato Herramientas Datos Ventana 2 Adobe PDF Escriba una pregunta .. x
t by, - A >» = = k=4 @ o + 0 00

En&ﬁv K‘)v[‘n-%zl 5% - 2l .H:: £ o a | 2

nEE.
F2

= A =TRUNCAR(E2)
A B[ cC | D [  E [T FE 7 6 [ H [ 1 T3
1 |Numerador Denominador Cociente Truncar C (C-D)*2 Truncar E
2 1 4 0,25 0 0,5 0 |
3 0,5 0 1 1
4 1 1 0 0
5 0 0 0 0
6 | 0 0 0 0
1 7 | 0 0 0 0
| 8 | 0 0 0 0
1 9 | 0 0 0 0
110 | 0 0 0 0
| 11| 0 0 0 0
112 | 0 0 0 0
13 0 0 0 0
14 0 0 0 0
15 0 0 0 0
16 | 0 0 0 0
17
18
19
20 _
21
IR Hoja2 / Hojal / Hoja3 } Hoja4 { Hoja5 / |«| | LUj

Listo

&l 4@ > " Documentos Zh CONSTRUCCION D 3 Microsoft Excel - pa 5 (FYTLBCH AT ) 0:se

Ahora, con un convertidor a una notacion en base tres, expresamos el nimero

no decimal, 0,3333..., con una expresion “ternaria” con un nimero finito de cifras:

L 0333..=0,1,.
3
Microsoft Excel - pasar una fraccion a binaria (=== <)
] Archivo Edicién Ver Insettar Formato Hemamientas Datos Ventana 2 Adgbe PDF Escriba una pregunta -8 x
SHRBE- oo @4 m - e NESEETE% WS
.
B1 - A3
A B c | b | E | F | 6 | H

1] 1] 3] 03 00 1 1
2 | 10 10 0 0
3 00 00 0 0
4 00 00 0 0
5 00 00 0 0

6 0,0 0,0 0 0

7 0,0 0,0 0 0

8 0,0 0,0 0 0
| 9 | 0,0 0,0 0 0
110 | 0,0 0,0 0 0
11 0,0 0,0 0 0
12 00 00 0 0
13 00 00 0 0
14 00 00 0 0
15 00 00 0 0

16
i« < » wi[\ Hoja2 / Hojal ), Hoja3 { Hoja4 / Hojas / |«| | LUﬂ

Listo
‘e’ & 3@ > "Ji Documentos [ Centro de bienvenids | | CONSTRUCCION D E3 Microsoft Excel - pa 5 «FYTTLRBCTEH W e 1023

Actividad

a) (Es correcto decir que un nimero es decimal porque lleva coma?
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b) ¢, Es correcto decir que un numero es decimal si tiene cifras después de la coma? y
(s tiene un nimero finito de cifras después de la coma?
c) ¢, Es correcto que decir que un nimero no es decimal si después de la coma hay

infinitas cifras que forman periodo?

5.1.4 Operaciones con numeros decimales

Supongamos inicialmente que las operaciones que se definen a continuacioén
verifican la propiedad de que el resultado no depende de la fraccion decimal que se
elija como representante de la familia de fracciones equivalentes. Por ejemplo:

1.3 5 75 50 750 50 75

= = + = +
2 4 10 100 100 1000 100 100

, etc.

5.1.4.1 Definiciones
Las operaciones de adicion y de multiplicacion, que prolongan las de Z, se

pueden definir de la manera siguiente:

a N b _a'IOm +b-10” _ a-10" +b-10"
107! lom 10}’!+m 10n+m 10n+m
a b ab

10" 10" 10"

5.1.4.2 Propiedades

PROPIEDADES DE LA ADICION EN D

Conmutativa; a N b _ b N a
10" 10" 10" 10"
Asociativa: a b c a b c
+ — = + +—
(10" 10’") 107 10" (10”’ 10”)
Elemento neutro: a N 0 B 0 N a a
10" 10" 10" 10" 10"
Elemento simétrico: a N -a -a N a 0 i
10" 10" 10" 10" 10"

La sustraccion de dos nimeros decimales se define como:

a b _a'IO”’—b-lO”

10" 10" 10"
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PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACION EN D

Conmutativa; a b B b . a
10" 10" 10™ 10"

Asociativa: a b ¢ a b _c
(10" 10’") 107 10" (10'" 10/’)
Elemento neutro: a 1 1 _a a

Distributiva de la multiplicacion respecto a b c a b a c
. +— | = +  —_
de la adicion 10" (10’" 107 ) 10" 10" 10" 107

Un concepto interesante en este tema es el del inverso de un nlimero decimal.

Un numero decimal es el inverso de otro si al multiplicarlos se obtiene la unidad
(1= W)' Hay ntimeros decimales que no tienen inverso dentro del conjunto D. Por

ejemplo:

g = E; ﬁﬁ =1; pero, @ no es un decimal, porque 75 no es divisor de 10"
4 100 100 75 75

La division de dos numeros decimales se define de la forma siguiente:

a : b =a'10 b0
10" 10"  5-10"

La division de numeros decimales no es una operacioén cerrada en D, esto

significa que el resultado no es siempre un decimal. Por ejemplo:

_2 : 5 B —ﬂ, porque 150 no es divisor de 10".
10 10 150

5.1.4.3 Las operaciones en el SND ampliado
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ADICION Y
SUSTRACCION

EJEMPLO

JUSTIFICACION

El algoritmo consiste en
transformar  los  dos
nimeros decimales para
que tengan el mismo
nimeros de cifras
después de la coma,
afiadiendo ceros a la
derecha del ntimero que
tenga la parte decimal
mas corta. Por lo tanto, si
se disponen los dos
numeros en columnas, la
coma debajo de la coma,
solo queda aplicar el
algoritmo habitual de la
adicidon o sustraccion de

nameros naturales.

259,3+183,42 =

259, 30
+1 8 3, 42

4 4 2, 72

2593 N 18342 25930 N 18342

10 100 100 100
25930418342 44272

100 100

MULTIPLICACION

EJEMPLO

JUSTIFICACION

Consiste en realizar la
multiplicaciéon de los dos
numeros como si fueran
enteros, prescindiendo de la
coma, para colocar ésta al
final, contando, a partir de
la derecha, el namero de
cifras igual a la suma de las
cifras de las  partes
decimales de los dos

factores.

Observa que la multipli-
cacion de decimales no

implica siempre aumento.

3,200,522 =
10 10
32:5 325
10-10 100
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DIVISION EJEMPLO JUSTIFICACION
La  division de  dos
decimales se puede reducir Si multiplicamos el
a la de wun dividendo 253,2 |40 dividendo y el divisor por
decimal 'y un divisor 132 6,33 un  mismo numero, el
decimal entero, ya que si el 120 cociente no varia.
divisor tuviera cifras 00
decimales se puede
transformar en entero
multiplicando por la

potencia de diez adecuada
ambos nimeros. El
algoritmo que se aplica es el
mismo que el de la division
entera. Se traslada la coma
al cociente cuando se la
encuentra en el dividendo.
Cuando se agotan las cifras
del

dividendo se puede

continuar bajando ceros.

0,6 0,5+ 6 |5
10 1,2
0

La division no implica

disminucion.

12 0]1,5 = 1200 |15
000 80

Actividad

(Como hacer una suma de decimales con los Bloques Multibasicos de Dienes?

Hay que considerar que la unidad esta representada por el bloque. La placa

representa a la décima, la barra a la centésima y el cubito a la milésima. Supongamos

ahora que queremos realizar la suma: 2,3+1,72 =

1 paso. Representamos los sumandos:

29

Unir las piezas y reagrupar.
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Y si la unidad estd ahora representada por la placa, ;como se resuelve
2,3+1,72="

Prueba con otros ejemplos. Utiliza los Bloques de base diez virtuales de la
pagina Web siguiente: http//nlvm.usu.edu.

(Como se hace, con dichos Bloques, la resta: 2,24 -1,05="7

5.1.5 La representacion de los numeros decimales en la recta numérica: la recta
decimal

Tomemos sobre una recta un segmento de 0 a 1 (Figura 2) Elijamos dicho
segmento como unidad de longitud, unidad que puede ser tomada arbitrariamente. Los
enteros positivos y negativos se representaran por puntos equidistantes sobre la recta

numérica, los positivos a la derecha del cero y los negativos a la izquierda.

Figura 2

Para representar las fracciones decimales dividimos cada intervalo unidad en

10, luego en 100, 1000, etc., segmentos iguales. A cada punto obtenido por esta
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subdivision le hacemos corresponder una fraccion decimal. Si queremos situar en la

L , _ o1 4
recta numérica el nimero decimal representado por la fraccion 25 100" o por la
notacion decimal 0,04, estara en el punto situado en el primer intervalo unidad, en el

primer subintervalo de longitud % y en el origen del quinto sub-subintervalo de

longitud ﬁ (Figura 3). Por lo tanto, de 100 partes iguales en que queda dividida la

unidad hemos tomado cuatro.

-1/10 0,04 1/10

Figura 3

5.1.5.1 Comparacion de decimales en la recta numérica

Del mismo modo que en los enteros, se prueba que, dados dos niumeros
decimales cualesquiera, el mayor siempre estd a la derecha del menor, y cualquier
nimero es menor que todos los que estdn a su derecha y mayor que todos los que

estan a su izquierda.

Una de las diferencias esenciales entre los enteros y los decimales es la

propiedad de que el conjunto D es denso, es decir, que:

Entre dos nuimeros decimales desiguales, siempre se puede encontrar otro
decimal distinto de ambos y, por tanto, existen una infinidad de tales numeros

decimales intermedios.

Por ejemplo: ;Cuantos nimeros decimales hay entre 0 y 1? Infinitos.

Al considerar la recta decimal podemos hacer las siguientes subdivisiones:
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0,01 0,1
0 (1),00 0,01

Por lo que se obtiene la sucesion de nimeros decimales:
0,1
0,01
0,001
0,0001

En la Figura 4 ejemplificamos otro proceso que nos permite hallar el nlimero
decimal que le corresponde a cada punto medio de una infinidad de intervalos, de
origen y extremo decimales. A partir del segundo intervalo, el origen del siguiente es

el mismo que el del anterior pero, el extremo es el punto medio del anterior.
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1720 1710
=0,05 =0,1
0 1/40 1/20 1/10
=0’025 =0,05 =0,1
0 180 1.0 1/20 1/10
=0’025 =0,05 =0,1
=0,0125
Figura 4

Sin embargo, este orden definido en el conjunto de los decimales determina

que todo decimal carezca de siguiente, y que no exista ninguno que preceda a los

demas. Tampoco existe en un intervalo abierto, por ejemplo en (7,8), un numero

decimal menor o mayor que todos los comprendidos en dicho intervalo.

Entre dos nimeros decimales existen nimeros que no son decimales, véase las
figuras siguientes (Figura 5):

\
\
V2

1 V2

V2 es irracional y, por lo tanto, no decimal.

Figura 5
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En la Figura 6 se muestra la demostracion de que la raiz cuadrada de 2 no es
un nimero racional. Para que sirva de referencia esta demostracion esta tomada de un

libro de texto de 12 de Bachillerato.

emostracion de que la raiz de 2
no es un numero racional

Demostrar que \/5 es no es un numero racional
Para demostrarlo se parte de la suposicion de que \/5 es un
numero racional y, por tanto, puede expresarse COmo una
fraccion, \/5 = p/q. Esta fraccion es irreducible, es decir, py g
son primos entre si.
Se eleva al cuadrado la expresién anterior y resulta 2 = p/q’;
lo cual es imposible, puesto que si p/q no es reducible,
p’/q’ = p-p/q-qtampoco lo es y por tanto p’/q’ # 2
El método usado en esta demostracion, que consiste en llegar
a una contradiccion a partir de una hipétesis, se llama reduc-
cion al absurdo. Se demuestra que es falsa la hipdtesis inicial
y, por lo tanto, es verdadera la hipotesis contraria: V2 es un
numero irracional. Consulta las estrategias de la UNDAD 15.

Figura 6

Esto significa que los nimeros decimales no completan la recta, es decir, hay

puntos cuyos nimeros correspondientes no son nimeros decimales.

Actividad

a) Situar numeros decimales en la recta numérica. Realizar las actividades
propuestas en la pagina Web:
http://www .juntadeandalucia.es/averroes/~41701547/Proyecto%20innovaciacion/tem
as/decimales_representacion.htm.

b) Estudiar como contribuye el uso de los Bloques de base diez de Dienes a la
formacion del concepto de densidad. ;Cuantos numeros hay entre 2,46 y 2,477

Representarlos con los Bloques Multibasicos.

5.1.6 Comparacion de decimales segun otras representaciones

5.1.6.1 Comparacion de decimales representados en notacion fraccionaria
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El conjunto D estd ordenado por la relacion:

a b

<

10" 10"

< aq-10"<10"-H

. 3
Por ejemplo, para comparar — con

hacemos: 3-1000=12-100, por
100 1000

3 12

tanto, —=——-.
100 1000

5.1.6.2 Comparacion de decimales representados en notacion decimal

Para comparar dos numeros decimales que tienen sus partes enteras diferentes

es suficiente comparar éstas. Asi: 2,3579 <3,23.

Si las partes enteras son iguales entonces, se comparan las partes decimales.
En este caso, si las partes decimales tienen distinto numero de cifras hay que
completar con ceros para igualar el numero de cifras y, después, se lleva a cabo la
comparacion. Por ejemplo: 2,356 y 2,42
2,356 2,420
Actividad

a) Escribe distintas formas de justificar que la fraccion % €s mayor que 235

b) Escribe distintas formas de justificar que 0,375 y 3 representan el mismo niimero.

c) Escribe distintas formas de justificar que el nimero 0,468 es mayor que 0,35.
5.1.7 Relacion de los numeros decimales con los racionales
5. 1.7.1 Introduccion del concepto de numero racional

En el primer apartado de este tema hemos hecho referencia a la posibilidad de

solucionar la ecuacion b-x =a; b = 0. Para ello, hemos considerado, en un principio,
resolver la ecuacion 10" -x =a; a€EZ y nE€ N, que constituye un caso particular de la

anterior, y construimos el conjunto de los decimales. Ahora, nos proponemos extender

el conjunto de los enteros afiadiendo unos nuevos nimeros que son los cocientes,
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a+b, soluciones de las ecuaciones b-x =a; b= 0. Este nuevo conjunto contiene al
de los decimales.

Sea la ecuacién 7-x =2 cuya solucion es el cociente 2 +7. Sabemos que hay
otras ecuaciones con la misma solucién. Basta multiplicar ambos miembros por un
entero no nulo. Estas ecuaciones se dicen que son equivalentes, es decir, tienen la
misma solucion:

Tx=2;, x=2+7
14-x=4; x=4+14
21'x=6; x=6+21
28 x=8;, x=8+28
35-x=10; x=10+35
Cada cociente anterior se representa mediante un simbolo que denominamos

fraccidn, esto es:

T-x=2; x=%
7
14-x=4; x=i
14
21-x =6; x=£
21
28-x=8; x—i
28
35-x=10; x—m
35

Asi, todas esas fracciones representan al mismo cociente y, por tanto, se puede

decir que son equivalentes entre si. Notese que si tomamos dos fracciones de éstas,
. 2 4 .
por ejemplo, - yﬁ, se verificaque 2-14=7-4
El resultado anterior se puede expresar de la forma siguiente, y se dice que son
. . ., 2 4
fracciones equivalentes entre si: N ~11 < 2:14=7-4

De esta manera, todas las fracciones equivalentes entre si representan el

mismo numero, la solucién de la ecuacidén, 7-x =2 que llamaremos el numero

) 2
racional |—|.
]

110



Por tanto, podemos escribir:

Se puede elegir como representante de las fracciones equivalentes cualquiera
de las de la familia.

En general, la solucién, a+b, de la ecuacion de la forma, b-x=a; b= 0, la

podemos representar por el simbolo denominado fraccion :

%;aybEZy b=0.

Los términos a y b reciben el nombre de numerador y denominador de la

fraccion, respectivamente.

El nimero racional, [E] , sera la familia de fracciones equivalentes a

a
— b=0,o0sea:
b Yy

AN ad=b-c;byd=0
b| \d

Al conjunto de todos los nimeros racionales lo simbolizaremos por la letra Q.
La fraccion, % vy b=0,en laque se verifica que el m.c.d (a,b) =1, recibe el

nombre de irreducible. Se suele convenir en tomar esta fraccidon como representante

de la familia: [%] - {2 Ja-d=b-c;byd= 0}.

En este caso, los nimeros decimales son los racionales, que tienen en su
familia de fracciones equivalentes entre si a una decimal. Asi, el denominador de la
fraccion irreducible admite una descomposicion de factores primos con sélo potencias

de 2 y/o 5.
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Fig.7.

5.1.7.2 Otra forma de representacion de los numeros racionales: expresiones

decimales infinitas periodicas

Si aplicamos el procedimiento de la division decimal a nimeros racionales
obtenemos de forma sucesiva la parte entera, décimas, centésimas, etc.,
correspondiente a la fraccion representante.

Con los numeros racionales no decimales nunca se obtiene resto cero, por lo
que la divisién podria proseguir indefinidamente. Sin embargo, solo existe un nimero
finito de restos diferentes, porque los restos tienen que ser menores que el divisor. Por
ello, en alglin momento habra de repetirse un resto. De esta manera, una parte de la
division se repetird. Por lo tanto, se obtendrad un cociente en el que la parte situada a la

derecha de la coma se compone de infinitas cifras que forman periodo.

Por ejemplo:

a)

%: 0,428571428571...

3 7
20 0,4285714
60
40
50
10

30
2
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b)

% =0,1666666...

1 6
40 0,1666666
40
40
40
40
40
4

Estas expresiones decimales infinitas periddicas se denotan escribiendo la

parte no periddica y, a continuacion, el periodo con pequefio arco encima, en nuestros
ejemplos: 0,428571 y 0,16
La parte que esta situada a la izquierda de la coma se denomina parte entera y,

la que estd a la derecha, parte decimal. Cuando la parte decimal de una expresion

decimal periodica consiste inicamente en la repeticion indefinida del periodo se llama
periodica pura (0,428571). Si ademas existe una parte no periddica se dice que la

expresion decimal es periodica mixta (0,18 ).

Los racionales decimales, que hemos visto que tienen una expresion decimal
finita, se pueden representar con expresiones decimales infinitas periddicas. Basta
escribir una serie ilimitada de ceros después de la parte decimal finita,

0,25 =0,25000000.... También podemos comprobar que se pueden representar con

expresiones decimales infinitas de periodo nueve:

0,25 =0,250000000... = 0,2499999999..... Aunque se representan en la practica con

un nimero finito de cifras decimales.

Los nimeros enteros, que son decimales y racionales, también se pueden

representar con expresiones decimales infinitas periddicas.
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Observa que:

l=0,111111...
9

2
—=0,222222...
9

3
—=0,333333...
9

§= 0,888888...
9

entonces .

1= g =0,999999...

Asi: n=n-1+1=n-1+0,9999....
La justificacion de la igualdad 0,25=0,249999... puede hacerse asi:

£=O,2411111...
900

218 =0,2422222...
900

219 _ 0,2433333...
900

ﬁ =(,2488888...
900
Entonces :

225

0,25 =—-=0,2499999...
900

En conclusion:

Todo nimero racional tiene una representacion decimal finita o infinita
periddica; todos los numeros cuya expresion decimal es finita o periddica son

nameros racionales.
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5.1.7.3 Conversion de una expresion decimal periodica a fraccion: fraccion

generatriz

Llamamos fraccion generatriz de una expresion decimal a la fraccion que la
genera, o sea, aquella fraccion tal que dividido el numerador por el denominador,
origina la expresion dada.

La fraccion generatriz de una expresion decimal finita es una fraccion con el
numerador igual a la expresion decimal sin la coma y, el denominador, es la unidad

seguida de tantos ceros como cifras tenga la parte decimal. Por ejemplo:

2,301 = 20
1000

Para hallar la fracciéon generatriz de un ntimero cuya expresion decimal es
periddica se multiplica el nimero por potencias de diez elegidas de tal forma que al
restar dos de esas expresiones la parte decimal sea nula. Por ejemplo:

a)

3,25=f

Multiplicamos por 100 para obtener otro nimero con la misma parte decimal:
3,25-100 =100 f
Restamos ambas expresiones y despejamos f:

3,25-100 =100 f
3,25=f
325-3=99- 1
325-3
/=59

b)
2,2152= f
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Multiplicamos por una potencia de diez para convertir la expresion a una

periodica pura, en este caso por 10:

2,2152:10=10- f
22,152=10- f

Seguidamente aplicamos el método anterior:

22,152-1000 = 10000~ f

22,152=10- f
22152-22=9990- f
S
Actividad
Resuelve:

a) 0,3814 + 2,32 =

b) 4,2- 0,543 =
5.1.7.4 Aproximaciones decimales de un numero racional

El hecho que hace que los niimeros decimales sean utiles es que permiten
aproximar cualquier nimero racional con el grado de precision que se desee. Para ello,
se trunca la serie ilimitada de la expresion decimal periddica en un punto mas o
menos alejado a la derecha de la coma. Asi, se obtiene un niimero decimal que
aproxima al racional cuanto queramos.

En la practica, se puede evitar el uso de expresiones decimales infinitas
realizando los calculos con aproximaciones decimales finitas. Esto es debido a la

propiedad de que D es denso en Q, esto es:

Hay un numero decimal tan préximo como se quiera a cualquier niimero

racional.
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5.1.7.5 Operaciones con numeros racionales

Operaciones
DENOMINADO- a,c_azxc
RESIGUALES |b b b
ADICIONY | DENOMINADO- |a ¢ _ad=c.b
SUSTRACCION | RES DISTINTOS | b~ d b.d
4 2 3-7-3 4-3 2-7 &9
34=-+—= + + =—
7 3 73 73 7-3 21
MULTIPLICA- |3 ¢ a-c 65 65 30
CION bd bd 74 7-4 28
DIVISION a ¢ ad a-d 1 8
—r—=—r—="— =0 L= 2=
d b c c 5 4 1 5

Propiedades de las operaciones con numeros racionales

Propiedades Adicion Multiplicacion
Uniforme La suma es independiente El producto es indepen-
de los representantes diente de los representantes
elegidos en cada familia. elegidos en cada familia.
Conmutativa Va,beEQ,atb=b+a Vab&eQ,ab=b-a
Asociativa Vab,cEQ, Va,b,cE€Q,

at(b+c)=(a+b)+tc

a-(b-c)y=(a-b)-c

Elemento neutro

at0=0+a=a,Va€Q

a-l1=1-a=a,Va€Q

Elemento simétrico

at(-a)=(-a)+ta=0,
VaeqQ

a-(l/a)y=(1/a)-a=l,
VaeQya=0.
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Distributiva de la
multiplicacion respecto de Va,b,c€Q,a-(b+c)=a-b+a-c

la adicion

Para operar numeros racionales expresados en notacion decimal infinita
periddica se hallan sus fracciones generatrices y se operan con ellas. La notacién
decimal en este caso no resulta conveniente, ya que los célculos se complican y

algunos son dificiles de realizar.

Observa que ahora la division de nimeros racionales es una operacion cerrada.

5.1.7.6 Los racionales en la recta numérica

Para representar en la recta numérica un numero racional, expresado en
notacion fraccionaria, podemos utilizar el teorema Thales, cuya aplicacion nos

permite dividir un segmento en un numero de partes iguales.

. 3
Supongamos que queremos representar el racional 7; para ello debemos

dividir el segmento unidad en 7 partes iguales y tomar 3.

3 . . .
Como 7 es menor que la unidad se sefala en la recta el punto correspondiente

al cero y se traza una recta auxiliar con una cierta inclinacion, la que se desee, que
parte de dicho punto (Figura 8).

Con el compas se marcan sobre la recta auxiliar siete subdivisiones iguales. Se
une mediante un segmento el punto que determina la séptima division con el punto
que determina al 1.

Basandonos en el teorema de Thales se traza una paralela al segmento anterior por el
punto que determina la sexta division de la recta auxiliar y, asi, hasta la primera
division. Los puntos de interseccion de estas paralelas con la recta representan a

123456 7
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Figura 8

Si el nimero racional viene representado en notacion decimal se puede
convertir en notacion fraccionaria y aplicar el método anterior.

Se verifica que:

a) Dados dos numeros racionales cualesquiera, siempre el mayor estd a la
derecha del menor, y cualquier nimero es menor que todos los que estan a su
derecha y mayor que todos los que estan a su izquierda.

b) Entre dos numeros racionales distintos, siempre se puede encontrar otro

distinto y, por tanto, existe una infinidad de tales nimeros intermedios.

+b
0 a C|=a b
2
L 1 1 1 5 1
C +
0 a G = '2 b
L 1 1 L 1 1
0 a G @ G )
c,+b

c) Entre dos niimeros racionales existen nimeros que no son racionales (véase

Figura 5). Los nimeros racionales no completan la recta.

Actividad

Representa el racional -1, 6.
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5.1.8 Relacion de los numeros decimales con los reales

Sabemos que existen nimeros que se representan con expresiones decimales

infinitas y no periodicas. Por ejemplo: 0,626226222622226..., después del 6 se pone

de forma sucesiva un numero dos mas que en el anterior.
Supongamos la sucesion de nimeros decimales, ordenados de menor a mayor:
0,6<0,62<0,626=<0,6262 <...
Esta sucesion estd acotada por 0,63. Asimismo, por muchos términos que
escribamos no podemos encontrar un nimero racional al que corresponda la expresion,
ya que ni es finita ni periodica. Estos numeros no se pueden expresar mediante

fracciones.

De esta manera, como resultado de continuar potencialmente una sucesion
acotada de numeros decimales, surge un numero que se denomina irracional. Estos
nimeros se pueden representar con expresiones decimales con coma, infinitas, pero

no periddicas. El conjunto de los irracionales se denota como I.

Como vemos los niimeros decimales permiten también aproximar, con el

grado deseado, los nimeros irracionales.

Llamaremos conjunto de los nimeros reales, R, al conjunto que se obtiene al
unir los niimeros racionales e irracionales y R=Q NI (Figura 9.). De este modo,
numero real es una manera abreviada de referirnos a las sucesiones estrictamente

crecientes o decrecientes acotadas de numeros decimales (Cid E., Godino D. y

Batanero C. (2004)).

Figura 9
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En relacién con la representacion de niimeros irracionales en la recta se suele
decir que éstos, juntos con los racionales, completan la recta. Los irracionales tienen

su representacion en los huecos de la recta que dejan los racionales.

Actividad

Representacion de algunos irracionales que proceden de radicales cuadraticos

(x/E,\/gy \/g) en la recta.

5.1.9 Errores que cometen los escolares con los decimales

a) Errores relacionados con la lectura y escritura de los numeros: valor de posicion
Algunos alumnos manifiestan un comportamiento en el que parecen pensar
que los digitos situados después de la coma decimal representan un numero distinto,
que también tiene decenas, centenas, etc. Asi, a la cuestion en la que se pide sumar
una décima a 4,254 responden 4,265. Con respecto al origen de esta confusion

Dickson y otros (op.cit.) sefiala:

Parece posible que esta confusion puede deberse al empleo de dinero decimal, en cuyo caso
es posible y licito leer 3,54 como “3 libras, cincuenta y cuatro”, siendo mds frecuente interpretar las
cifras situadas después de la coma decimal como un numero entero de peniques que como una

fraccion de libra.

Porcentaje
Cuestion Respuesta 12 13 14 15

anos afos anos anos

0,126 El 2 denota 2

CENTESIMAS
0,260 El 2 denota 2 Décimas 53 65 64 72
A A (Centésimas o (23) (14 (14 (9
.............. rentenas

0,412 El 2 denota 2 Milésimas 48 58 53 63
A (Unidades/unos)  (21) (15) (17) (11)

Suma una décima 4,354 42 49 48 54

—>
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4,254 (4,264) a7 a2y a7 o

Seis  décimas, en
decimal, es 0.6.
(Como escribirias ta 0,03 50 60 59 67
en decimal tres

centésimas?

Tabla 1: Datos de Brown (1981)

b) Errores relacionados con el cero

Errores ocasionados por:
* Ignorar el cero en la notacion decimal: 0,036 se interpreta como 36.
* No ignorar el cero en la notacion decimal: 1,27 se considera distinto de 1,270.
* El cero no es considerado como numero decimal porque tal y como algunos

alumnos manifiestan el cero carece de valor.

c¢) Errores relacionados con el orden entre decimales

Nos encontramos con los siguientes comportamientos:

* Los nimeros decimales son interpretados como pares de enteros, y son
ordenados por criterios que en algunos casos pueden dar lugar a respuestas
correctas. Por ejemplo: al pedir que se ordene de menor a mayor los nimeros,
4,05, 4,5 y 4,15, se dan respuestas como la siguiente: e/ mas pequerio es el que
tiene el cero, y luego 5 es mas pequerio que 15.

* Los nimeros se ordenan segun el nimero de cifras decimales que tienen
después de la coma decimal. Asi, a mayor nimero de cifras, mayor es el
numero: 3,125 > 3,2.

* Se selecciona como mayor entre varios, el decimal que tenga un menor
numero de digitos después de la coma. La explicacion mas generalizada dada
por los estudiantes es que, por ejemplo 4,3 > 4,65, porque las décimas son
mayores que las centésimas.

* Intercalar un decimal entre otros dos: entre 1,23 y 1,24 no hay ningun numero,

1,24 es el numero que sigue a 1,23.
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d) Errores relacionados con las operaciones

* 0,70+0,30+0,20=0,120; 17,3 + 21,8 = 38,11.

* Hacer el nimero 437,56 diez veces mayor. Responden: 437,560.
* 3,15x10=30, 150.

* 3,15x10=3,150.

e 23x23=409.

* 4x23=8,12.
e 2,12:2=1,6.
* A la pregunta, ;cudl de los pares de operaciones siguientes da la respuesta
mayor?
8,4x4; 8:4
8x04; 8:04

0,8x0,4; 0,8:0,4

Centeno (op.cit.) sefiala que:
Un buen numero de alumnos de todas las edades justifica que multiplicar es hacer un nimero

mds grande y dividir es hacerlo mas pequerio.

Todos estos errores revelan que las reglas que siguen persistiendo para estos
alumnos en el trabajo con los decimales son las de los nimeros naturales. En este caso,
los numeros con escritura decimal con coma se perciben como pares de nimeros
naturales.

* En relacion con las aplicaciones de los decimales a situaciones practicas,
reales o menos familiares para los nifios, Centeno explica que a la pregunta realizada
a 500 alumnos de 5° y 6° de EGB en la que se pedia enunciar un problema que se
resolviera con la operacion 0,75 : 5, las respuestas se correspondian con situaciones
de reparto, lo que revela los problemas aritméticos que aprendieron con numeros
naturales.

Asimismo, en otras cuestiones relacionadas con este apartado, se observd una

desconexion entre los numeros y la realidad:
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¢ Tengo una cuerda de de 0,800 m de larga. Deseo hacer cuerdas de 0,8 m de
largo. ;Cuantas cuerdas puedo hacer? El 23,76 % dan como respuesta 100 después

de hacer la division de 0,800 entre 0,8.

5.1.10 Algunos materiales didacticos para la ensefianza y el aprendizaje de los

decimales

Para el estudio de este apartado solicitamos al alumnado consultar el capitulo
7 del libro de Centeno (1988): Numeros decimales ;por qué? ;para qué?. Se puede
hacer hincapié en los siguientes materiales:

a) Bloques de base diez de Dienes (véase apartado 4.3 de este tema)

b) Regletas de Cuisenaire.

¢) Abaco.

d) Calculadora.

5.1.11 Actividades

1. Escribe:

a) Seis décimas 0,6

b) Tres centésimas ~ ...........

c¢) Cuatro milésimas ~ ...........

d) Treinta y siete milésimas ...........

¢) Cuarenta centésimas ~ ............

2. Elige la respuesta correcta:

735,6125 =735 x 10000 + 6125

735,6125 =735 + 6/10000 + 1/1000 + 2/100 + 5/10

735, 6125 =735+ 6/10 + 1/100 + 2/1000 + 5/10000

3. Efectua:

a)0,1-5,13=

b)3,17:0,01 =

4 El numero de habitantes de una ciudad es de 4727986. Si tomamos como
unidad:

el millar, el nimero de habitantes se expresara ....................

el millon, el nimero de habitantes se expresara .....................

la decena de milldn, el nimero de habitantes se expresara ......................
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Esta es la unidad

El area sombreada €s: ...........ccccveeevieeeneeennenn. (En escritura decimal)

6. ;Qué parte de la unidad representa el nimero de bolas negras en cada

apartado?
a)
QOO
00O O
O OO0
Estaeslaunidad .
b)

O 0000

Estaeslaunidad e,
7. (Cudl es el mayor de los numeros: 0,09; 0,385; 0,1814?

8. Senala el nimero mas préoximo a 0,18 entre los siguientes:

0,1 10 02 20 0,01 2
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9. Escribe el numero que corresponde en la casilla en blanco en cada apartado:

b)

d) é:f:::::::*

10. Ordena de menor a mayor los siguientes nlimeros:

-0,99 0,63 -1,5 1,4 -1,6 0,1524

11. ;Cual es el nimero mas proximo a 59:190?

0,003 0,03 03 3 30 300 300

12. ;Cuales de los siguientes nimeros son iguales a 0,5?
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0,500
0,49999...
12

0,49

5x 107
50%

o o @

o

lmz)

13. Dado el nimero 4,256197. Se pide:
a. Redondea a unidades..........cccecuerieniniiiiiininiiiniecnieeee
b. Redondea a centésimas...........cecueveerienienienienenieneeieeeee
c. Redondea a milésimas...........ccceveenierierieniiniinienenieieee

d. Redondea a cienmiléSImas..........coeeveiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinan,

14. Redondea a centésimas los siguientes nimeros:
a. 13/17
b. 127/438 ...
c. 11/3
d 113

15. Obtén la expresion decimal de cada fraccion:

) A75/100 ..o

16. Relaciona la expresion decimal con la fraccion correspondiente.

218,73
0,075
3,5
0,056
0,375
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a) 75/1000 b) 7/2 c) 21873/100 d) 3/8 e) 7/125
17. Dos chicos tienen la misma cantidad de dinero en el bolsillo. Uno piensa
ahorrar 1/4 de su dinero; el otro, 5/20 del suyo. Marca la respuesta correcta:
a. 5/20y 1/4 son iguales
b. 1/4 es mas que 5/20
c. 5/20 es mas que Y4
18. ;Cual de las siguientes fracciones le corresponde una expresion decimal?
a. 17/60
b. 21/(7-5)°
c. 31/20
d. 3/28
19. Encuentra una fraccion decimal equivalente a cada una de las siguientes:
a. S5/ i
b, 7/2 i
C. 23/20 oo
d. 87/5 i,
20. Indica entre qué niimeros enteros se encuentra cada uno de los siguientes

nameros:

C)-43
d) 0,005 ..
€) 0,7
) 1,99
21. Intercala un decimal entre 1,23 y 1, 24.

22. ;Cuantos numeros pueden escribirse entre 1,23 y 1,24? Razona la respuesta.
23. Rodea en cada apartado la operacion que dé resultado mayor.
a) 8x4 o 8:4

b) 8x04 o 8:04
c) 0,8x04 o 08:04
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24. ;La division de nimeros decimales es siempre un numero decimal?

25. Realiza los siguientes calculos:

a) 14,85 +3,074  b) 200,01 -32,007 ¢)17,74x3,1416 d) 17,74 :3, 1416

26. Mediante fracciones efectia:

a
b.
C.

d.

3,5+2,13=
2,7-3,172 =
7,23x3,6 =
7,14 :2,1 =

27. Un trozo de queso pesa 0,923 kg. Un kg cuesta 27, 50 euros. Halla el precio

del queso. ;Qué operacion tienes que realizar?

a) 27,50+ 0,923  ¢) 27,50: 0,923 d) 0,923 x 27,50 e)27,50-0,923
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5.2 UNIDAD DE APRENDIZAJE: DIFICULTADES, OBSTACULOS Y
ERRORES EN EL APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS

Martin Socas
Adaptacion de este capitulo, realizada por Maria Dolores Moreno Martel, para el
alumnado de Educacion Musical.

A continuacion, se presenta la relacion de contenidos de esta unidad.

5.2.1. Introduccién

5.2.2. Dificultades en el aprendizaje de las matematicas

5.2.3. Obstaculos en el aprendizaje de las matematicas

5.2.4. Errores en las matematicas

5.2.5. Errores en el aprendizaje de las matematicas: evaluacion y diagndstico

5.2.6. Estrategias de prevencion y remedios

5.2.1 Introduccion

El aprendizaje de las Matematicas genera muchas dificultades a los
alumnos y éstas son de naturalezas distintas. Algunas tienen su origen en el
macrosistema’ educativo, pero, en general, su procedencia se concreta en el
microsistema educativo: alumno, materia, profesor e institucion escolar. Las
dificultades, por tanto, pueden abordarse desde varias perspectivas segun
pongamos énfasis en uno u otro elemento: desarrollo cognitivo de los alumnos,
curriculo de Matematicas y métodos de ensefianza.

Estas dificultades se conectan y refuerzan en redes complejas que se
concretan en la practica en forma de obstdculos y se manifiestan en los alumnos
en forma de errores.

El error va a tener procedencias diferentes, pero, en todo caso, va a ser
considerado como la presencia en el alumno de un esquema cognitivo
inadecuado y no solamente como consecuencia de una falta especifica de
conocimiento o de un despiste. Tomaremos como contenidos matematicos la
Aritmética y el Lenguaje algebraico y a ellos nos remitiremos para ilustrar de
manera concreta las cuestiones que se van planteando a lo largo del capitulo.

El proposito de este capitulo es hacer una reflexion general sobre este tema
central en el aprendizaje de las Matematicas y poner en contacto al lector con los

aspectos mas relevantes en torno a las dificultades, obstaculos y errores que presentan
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los alumnos en la construcciéon del conocimiento matematico. Para ello,
analizaremos el origen de estas dificultades, la nocion de obsticulo y los
diferentes errores que cometen los alumnos al trabajar con las Matematicas;
también comentaremos las razones por las que se originan. Al conocer de manera
general o especifica estas razones, podemos propiciar una ensefianza adecuada y
facilitar un mejor aprendizaje de las Matematicas.

5.2.2 Dificultades en el aprendizaje de las Matematicas

La presencia de dificultades y errores en el aprendizaje de las Matematicas no
se reducen a los menos capaces para trabajar con las Matematicas. En general,
algunos alumnos, casi siempre, y algunas veces, casi todos, tienen dificultades y
cometen errores en el aprendizaje de las Matematicas.

Estas dificultades que se dan en la ensefianza-aprendizaje de las
Matematicas son de distinta naturaleza y se pueden abordar, obviamente, desde
perspectivas distintas.

Aceptando que la naturaleza de las dificultades del aprendizaje de las
Matematicas es de diversa indole y que se conectan y se refuerzan en redes complejas,
¢éstas pueden ser agrupadas en cinco grandes categorias: las dos primeras asociadas a
la propia disciplina (objetos matematicos y procesos de pensamiento), la tercera
ligada a los procesos de ensefianza de las Matematicas, la cuarta en conexion
con los procesos cognitivos de los alumnos, y una quinta, relacionada con la
falta de una actitud racional hacia las Matematicas.

De manera mas explicita, en lineas generales, estas dificultades se pueden
organizar en los siguientes topicos:

1. Dificultades asociadas a la complejidad de los objetos de las Matematicas.

2. Dificultades asociadas a los procesos de pensamiento matematico.

3. Dificultades asociadas a los procesos de ensefianza desarrollados para el
aprendizaje de las Matematicas.

4. Dificultades asociadas a los procesos de desarrollo cognitivo de los

alumnos.

5. Dificultades asociadas a actitudes afectivas y emocionales hacia las

Matematicas.
Parece necesaria una reflexiéon mas detallada de cada uno de estos topicos

para situarnos mejor en la naturaleza de estas dificultades.
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5.2.2.1 Dificultades asociadas a la complejidad de los objetos matematicos

La comunicacion de los objetos matematicos, principalmente de forma
escrita, se realiza a través de los signos matemadticos con la ayuda del lenguaje
habitual que favorece la interpretacion de estos signos.

Nos encontramos, de esta manera, con diferentes conflictos asociados a la
comprension y comunicacion de los objetos matematicos. Uno de estos conflictos
nace de la ayuda que la lengua comun presta a la interpretacion de los signos
matematicos. El lenguaje habitual usado en la comunicaciéon puede expresar su
significado aunque se cometan abusos morfosintacticos, tales como roturas de
reglas gramaticales o faltas de ortografia. El significado puede ser comunicado por
alusion o asociacion. Sin embargo, el lenguaje de las Matemadticas es mas preciso,
estd sometido a reglas exactas, y no comunica su significado, salvo por la
interpretacion exacta de sus signos. Este conflicto, involucrado en el uso del
lenguaje ordinario, dentro del contexto matematico, es un conflicto de precision.

Otro problema del lenguaje en Matematicas es el originado por el
vocabulario comun. Palabras como, por ejemplo, raiz, potencia, producto, matriz,
primo, factor, diferencial, integral, semejante, indice, funcidn, etc., tienen
significados diferentes en Matemadticas y en el lenguaje habitual, de modo que el
uso de tales palabras puede producir dificultades a causa de la confusion semantica
implicada.

Hay también algunas palabras usadas en ciertos contextos que pueden
ocasionar confusiones de conceptos y que, probablemente, podrian ser evitadas,
particularmente, cuando se emplean connotaciones del lenguaje diario para atraer la
atencion sobre un signo. Se puede oscurecer asi su significado més que destacar el
concepto subyacente; por ejemplo, "afiadir un cero" en la multiplicaciéon por 10,
"reducir una fraccion" o "reducir una expresion algebraica" en la simplificacion,
que connota hacerla mas pequena, identificar una letra con un significado
algebraico como una determinada "fruta" (3 x + 2 y, igual a tres peras mas dos
manzanas),....

Igualmente, en relacidon con los conceptos, tenemos palabras especificamente
Matematicas, por ejemplo, hipotenusa, paralelogramo, coeficiente, isdsceles, divisor,
multiplo, etc. que, por ser poco familiares y frecuentemente mal entendidas, suelen
presentar al alumno dificultades considerables, pues Unicamente se encuentra con

ellas en sus lecciones de Matematicas.
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Las palabras de igual significado en la lengua comun y en Matematicas
tienen su principal problema en saber que, en efecto, el significado es el mismo. A
veces, los alumnos pueden pensar que una palabra de lenguaje habitual toma un
significado distinto y a veces "misterioso", cuando se emplea en Matematicas. Estas
dificultades pertenecen a otro dominio del lenguaje matematico que es la
Pragmatica’®, que se refiere al estudio del sentido que se da al discurso en funcién del
contexto en el que se enuncia. Hay una infinidad de cuestionamientos por parte de
los alumnos segiin que la palabra se encuentre en un contexto o en otro. Se
presentan por la influencia que tiene el contexto en la palabra. De igual
manera, las preguntas o cuestiones que planteamos a nuestros alumnos estan
también influenciadas por el contexto. Recordemos el ya clasico ejemplo: ;Cudl es
la edad del capitan?, que tiene su origen en una encuesta realizada en 1979 en el
IREM de Grenoble (Instituto de Investigacion sobre la Ensefianza de las
Matematicas) que se publico en el Boletin de la Asociacion de Profesores de
Matematicas de la Ensefianza Publica en 1980 y que dio origen a un libro del
mismo titulo, realizado por Stella Baruk en 1985.

El problema al que nos hemos referido se enuncia como sigue: hay un barco
que tiene tanto de largo y tanto de ancho, que transporta tantas ovejas y tantas
toneladas de trigo..., y después se pregunta: ;Cudl es la edad del capitin? Se
propusieron problemas de este tipo y se vio que la mayor parte de los alumnos daba
la edad del capitan.

Se podria pensar que se trata de un hecho excepcional. Sin embargo,
cuando se estd reunido con profesores de Matematicas para seleccionar y hacer
gjercicios y se proponen ejemplos andlogos en los que aparecen situaciones mal
formuladas como: encontrar x, medida de uno de los catetos de un tridngulo rectangulo,
en el que el otro cateto mide 12 y la hipotenusa 10. Todos podemos estar sometidos a
dar respuestas parecidas, si estamos en una situacion escolar.

Otros aspectos del lenguaje de las Matematicas que difieren de la lengua
comun, que son fuente de confusion en muchos alumnos, son los que hacen
referencia al lenguaje de los signos, de modo que, por ejemplo, su sintaxis
(reglas formales de las operaciones) puede algunas veces entenderse y
desarrollarse més alla del dominio propio de sus aplicaciones. Esto pertenece a lo
que denominamos la naturaleza abstracta de los conceptos matematicos que debe

ser entendida como un proceso de abstraccion caracterizado por diferentes etapas.
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Para situar mejor las dificultades y los errores que se originan en el
desarrollo de los signos matematicos, conviene analizar los diferentes estadios de
desarrollo que se dan en los sistemas de representacion cognitivos, tomando
como ejemplo algunos objetos matematicos. Asi, en el proceso de aprender a usar
correctamente los exponentes, podemos diferenciar tres etapas distintas.

Primeramente, el sistema nuevo de signos es caracterizado por el sistema
antiguo, ya conocido por los alumnos, que es en este caso el conjunto de las
operaciones de sumar, restar, multiplicar y dividir; de esta manera, se definen los
elementos del sistema nuevo 3* o0 a* como:

3*=3x3x3x3 0 a'=axaxaxa

Se trata éste de un estadio, que se denomina semidtico, en el que los
alumnos aprenden signos nuevos que adquieren significado con los signos
antiguos ya conocidos.

En un segundo estadio, el sistema nuevo se estructura segun la
organizacion del antiguo y, asi, mediante procesos como:

3'.3°=?=3" «(3-3-3-3)-(3-3-3)=3-3-3-3-3-3-3

llegamos al esquema general, a*-a’ =a*” =a’ , que puede ser expresado

n+m

simbolicamente como a"-a” =a
Asimismo, empleando los métodos de manipulacion de fracciones
Aritméticas y algebraicas, se puede obtener, mediante el sistema antiguo, un

esquema para la division:

a a-aaaa 2 L
—=————=a-a=a , que puede ser expresado simbolicamente como
a a-a-a

m

a

n

a

m-n

=a""", obteniendo asi la ley de los exponentes. Es este segundo estadio, el

denominado estadio estructural, donde el sistema antiguo organiza la estructura
del sistema nuevo. Comienzan a aparecer, en este estadio estructural, diferentes
problemas que nos obligan en un primer momento a poner restricciones, por

ejemplo, m > n, ya que a0 o a-2 no tienen explicacidn en el sistema antiguo; por

2\' 2222
3 3333

sistema antiguo. Aparecen en este estadio estructural verdaderas dificultades

el contrario, situaciones como ( , si tienen significado en el

cognitivas que, al no ser explicadas por el sistema antiguo, para dotarlos de
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significado se recurre a la observacion de regularidades y comportamientos

patrones; por ejemplo, en este caso:

3*=3-3-3=27
3=33=9
3'=3
30 =1
311

3

Hemos eliminado algunas restricciones pero todavia quedan signos que no
pueden ser dotados de significado, ni siquiera con la técnica de la regularidad y
de los comportamientos patrones; en este momento, estos signos actuan con
significados propios, independientemente del sistema anterior; es el estadio

autonomo del sistema nuevo, en nuestro ejemplo:

@) -ey

Es este el proceso de generalizacion de las Matematicas y es una
caracteristica de esta ciencia, como parte inherente del desarrollo de sus signos.
El sistema nuevo es, por tanto, una fuente de dificultades al encontrarnos con
elementos que no pueden ser conocidos en términos del sistema de signos antiguo.
Hemos analizado con cierto detalle el caso de las potencias, pero este desarrollo
descrito antes no es exclusivo del proceso de aprender el uso de exponentes.

Vemos como el lenguaje de las Matematicas opera en dos niveles, el nivel
semantico (los signos son dados con un significado claro y preciso), y el nivel
sintactico (los signos pueden ser operados mediante reglas sin referencia directa a
ningun significado). Por tanto, los objetos de las Matematicas (numeros, lenguaje
algebraico, funciones, etc.) se presentan bajo un aparente dilema con estatus
diferentes: el estatus operacional, de caracter dindmico, donde los objetos son
vistos como un proceso, y el estatus conceptual, de caracter estatico, donde los
objetos son vistos como una entidad conceptual. Ambos estatus constituyen,
obviamente, los dos aspectos integrantes del objeto de la Matematica. Son estos
aspectos los que ponen de manifiesto la naturaleza abstracta y la complejidad de

los conceptos matematicos.

5.2.2.2 Dificultades asociadas a los procesos de pensamiento matemdtico
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Las dificultades asociadas a los procesos de pensamiento matematico se
ponen de manifiesto en la naturaleza l6gica de las Matematicas y en las rupturas
que se dan necesariamente en relacion con los modos de pensamiento matematico.

Siempre se ha considerado el aspecto deductivo formal como una de las
principales dificultades en el aprendizaje de las Matematicas. El abandono de las
demostraciones formales en los programas de Matemadticas de la Secundaria se ha
estimado como adecuado, pero esto no incluye el abandono sobre el pensamiento
logico, es decir, la capacidad para seguir un argumento logico y es esta
incapacidad una de las causas que genera mayor dificultad en el aprendizaje de
esta ciencia. El abandonar ciertas demostraciones formales en beneficio de una
aplicacion mas instrumental de las reglas matematicas, no debe implicar de
ninguna manera el abandono del pensamiento 16gico, por ser éste una destreza de
alto nivel que resulta necesaria para alcanzar determinados niveles de
competencia matematica.

El fomentar esta capacidad para seguir un argumento logico no se debe
contraponer a los métodos intuitivos, a las conjeturas, a los ejemplos y
contraejemplos, que también permiten obtener resultados y métodos correctos,
sino que, mas bien, esta capacidad se desarrolla con la practica de estos métodos
informales; sin embargo, si estaria en contra de la intencion ingenua de los
métodos rutinarios, de las conjeturas aleatorias, etc.

Este enfoque logico de las Matematicas debe conducir a resolver los
problemas por medio de un pensamiento matematico inteligente y, en este sentido,
desarrolla una idea mas amplia que la propia deduccidon formal. La deduccion
l6gica no debe confundirse ni con la deduccidon formal ni con los procedimientos
algoritmicos. El pensamiento logico debe estar presente en todas las actividades
matematicas.

(Qué ocurre con las Matematicas escolares? (Estan organizadas y
desarrolladas con estos principios logicos? En general, la "logica" de las
matematicas escolares depende muchas veces de la situacién en la que se
encuentre el alumno. Ya hemos mencionado la Pragmatica como un dominio del
lenguaje, donde el sentido de la palabra estd en funcion del contexto en que se
enuncia; en un sentido mas general, podemos hablar de la influencia de lo social
sobre lo loégico. Generalmente, cuando planteamos cuestiones, buscamos el

interés matematico, el planteamiento de la ecuacion, pero, a veces, el contexto
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escogido es socialmente absurdo.
A este respecto, consideremos el siguiente problema: "Dos obreros

instalan doce metros de tuberia en nueve horas. Completa el cuadro:

Numero de Numero de metros de Tiempo (horas)
obreros tuberia instalados
2 12 9
? 24 9
6 12 ?
1 ? 18

Parece de lo mas normal, esperamos que se aplique la proporcionalidad,
esto se comprende bien. Sin embargo, profundizando, tampoco es razonable
aplicarla en esta situacion ya que sabemos bien que el trabajo en equipo no
genera un trabajo proporcional al nimero de personas, sino al ritmo de cada una
de ellas. Podria ocurrir que alumnos con una actitud critica no respondieran,
como esperamos, a la ultima pregunta.

Parece que en el ambito escolar generamos con las Matematicas una
"logica escolar" diferente de la "logica social", y esta logica escolar lleva al
alumno a responder, no a la pregunta que realizamos en el problema, sino a una
meta-pregunta: ;qué espera el profesorado que yo haga?

Por ello, a efectos de aminorar las dificultades de los alumnos en el
aprendizaje de las Matematicas, parece necesario potenciar el pensamiento logico
inherente a éstas y conjugar esta logica interna de la Matematica con la "ldgica
social" en la que estd inmerso el alumno.

Otras veces esta "logica social" dificulta el verdadero sentido de los
objetos matematicos. Veamos algunos ejemplos. Los numeros decimales se
presentan en la vida corriente como parejas de nimeros enteros; asi, decimos: Victor
mide un metro ochenta y no se trata del nimero 1,80, sino de dos nimeros enteros, 1
y 80, con dos unidades distintas, el metro y el centimetro. Este modelo del numero
decimal como pareja de nimeros enteros es de naturaleza social y queda en la mente
del alumno, y podemos encontrarnos con errores que se justifican via esta "logica

social":
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1,3 < 1,28 porque 3 <28, o
0,3x0,3=0,9porque 0 x0=0y3x3=9,

o entre 1,3 y 1,4 no hay otro nimero porque no hay nimero entre 3 y 4.

Otro ejemplo lo podemos encontrar en el modelo social més utilizado para
clasificar, la particidn, es decir, en la formacidén de conjuntos de interseccion vacia.
De esta manera, para el artesano que hace baldosas, una baldosa cuadrada no es
rectangular. Nos encontramos, asi, con errores asociados a esta forma clasificar.

Los modos de pensamiento matematico provocan rupturas que se
convierten en dificultades en el proceso normal de construccion del conocimiento
matematico. El saber matemadtico anterior produce modelos implicitos para
resolver los problemas matematicos. Muchas veces estos modelos son adecuados,
pero otras, por el contrario, aparecen como dificultades para el saber matematico
nuevo. Estas dificultades, en general, no se pueden evitar ya que forman parte del
proceso normal de construccion del conocimiento matemadatico, pero los
profesores tienen que conocerlas y reflexionar sobre ellas para facilitar su
explicitacion por parte de los alumnos. Si se quedan implicitas en la mente de los
estudiantes, es muy dificil incorporar otro saber nuevo.

Veamos, a titulo de ejemplo, dos rupturas importantes que se dan en
relaciéon con los modos de pensamiento matematico: el modelo aditivo crea
dificultades al modelo multiplicativo y lineal y éste, a su vez, crea dificultades a
otros modelos. Como hemos visto en el apartado anterior, en la escuela primaria,
se introduce la multiplicacion como una adicién que se repite:

a+a+.""“ +a+a=>b-a (estado semidtico)

Esta adicién que se repite no puede dar sentido a la multiplicaciéon con
otros numeros (enteros negativos o racionales) y constituye una fuente de
dificultades, ya que conduce unicamente a una ley externa. Se hace, por tanto,
necesario dotar de significado a la multiplicacion dentro de Z y Q y facilitar las
identificaciones sucesivas entre los nimeros.

Hemos de cambiar el punto de vista muchas veces a proposito del numero:
el nimero sirve para contar (conjunto N), para medir (conjuntos Q+ y R+) y para
operar (Zy Q).

Cuando el modelo lineal queda implicito, éste constituye un conflicto para

los demas modelos. Asi, por ejemplo, a los modelos x*\x o 1 se le suelen
X
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aplicar las propiedades de linealidad:
(a+b)2 =a’+b’
Ja+b=a++/b

y
1

xX+Yy

1 1
=—4—
S

Con relacién al comportamiento exponencial, en actividades de resolucion
de problemas nos encontramos en situaciones andlogas; por ejemplo, si pedimos
a nuestros alumnos que tomen una hoja de papel y la doblen, una vez, dos veces,
etc., y preguntamos: ;si doblo n veces cudntos pedazos de papel tengo? Muchos
alumnos contestaran "2n", es decir, recurriran al modelo lineal. Con bastante
reflexion llegaran a determinar el resultado verdadero: 2".

Vemos como los modelos implicitos que generan ciertos modos de
pensamiento se convierten en dificultades para el proceso en el conocimiento
matematico, dificultades que, por otro lado, no se pueden evitar. Los profesores

deben conocer y reflexionar sobre estos modelos, con el fin de no facilitar en la

enseflanza la formacidn de estas dificultades.

5.2.2.3 Dificultades asociadas a los procesos de ensenianza desarrollados para el
aprendizaje de las Matematicas

Las dificultades asociadas a los procesos de ensefianza tienen que ver con
la institucion escolar, con el curriculo de Matematicas y con los métodos de
enseflanza.

La institucion escolar debe propiciar una organizacion escolar que tienda a
reducir las dificultades del aprendizaje de las Matematicas dependiendo de los
materiales curriculares, de los recursos y de los estilos de ensefanza. Esta
organizacion afecta tanto a los elementos espacio-temporales como a los
agrupamientos en clases homogéneas o heterogéneas, de acuerdo con sus
habilidades en Matematicas.

La organizaciéon curricular en Matematicas puede originar diferentes
dificultades en su aprendizaje. Cuatro serian los elementos basicos que se pueden
considerar como dificultades en el curriculo de Matematicas: las habilidades
necesarias para desarrollar capacidades matematicas que definen la competencia

de un alumno en Matematicas, la necesidad de contenidos anteriores, el nivel de
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abstraccion requerido y la naturaleza logica de las Matematicas escolares.

Por ultimo, nos referimos a los métodos de ensefianza que deben estar
ligados tanto a los elementos organizativos de la institucion escolar como a la
organizacidon curricular. Varios son los aspectos que podemos considerar; por
ejemplo, el lenguaje, que debe adaptarse a las capacidades y comprension de los
alumnos; la secuenciacion de las unidades de aprendizaje, que debe estar
adaptada a la l6gica interna de las Matematicas; el respeto a las individualidades,
que tiene que ver con los ritmos de trabajo en clase y, por ultimo, los recursos y

la representacion adecuada.

5.2.2.4 Dificultades asociadas a los procesos de desarrollo cognitivo de los alumnos
La posibilidad de tener informacion sobre la naturaleza de los procesos de
aprendizaje y conocimiento del desarrollo intelectual permite conocer el nivel de
dificultades, realizaciones y respuestas a cuestiones esperadas de los alumnos.
Conocer los estadios generales del desarrollo intelectual, representado cada uno
de ellos por un modo caracteristico de razonamiento y por unas tareas especificas
de Matematicas que los alumnos son capaces de hacer, constituye una
informacion valiosa para los profesores a la hora de disefiar el material de
enseflanza. Nos encontramos, sin embargo, con diferentes teorias generales sobre
el desarrollo cognitivo que por distintas razones no han tenido un efecto claro y
directo en las aulas de Matematicas de Secundaria; también es verdad que muy
pocas de estas teorias se han ocupado de manera especifica de las Matematicas.
Los enfoques que podemos considerar son muchos: el enfoque jerarquico
del aprendizaje, el enfoque evolutivo, el enfoque estructuralista, el enfoque
constructivista y el enfoque del procesamiento de la informacién, entre otros
muchos. Un texto de interés en el que se pueden considerar algunos de estos
enfoques es el libro de L.B. Resnick y W.W. Ford (1990): La enserianza de las

Matematicas y sus fundamentos psicologicos.

5.2.2.5 Dificultades asociadas a las actitudes afectivas y emocionales hacia las
Matematicas

Sabemos que a muchos estudiantes, incluyendo a algunos de los mas
capacitados, no les gustan las Matematicas. Muchos alumnos tienen sentimientos

de tensién y miedo hacia ellas. Sin lugar a duda muchos son los aspectos que
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influyen en esta aversion. Por ejemplo, la naturaleza jerarquica del conocimiento
matematico, la actitud de los profesores de Matematicas hacia sus alumnos, los
estilos de ensefianza y las actitudes y creencias hacia las Matematicas que les son
transmitidas.

Muchas de las actitudes negativas y emocionales hacia las Matematicas
estan asociadas a la ansiedad y el miedo. La ansiedad por acabar una tarea, el
miedo al fracaso, a la equivocacion, etc., genera bloqueos de origen afectivo que
repercuten en la actividad matemadtica de los alumnos.

Buxton (1981), en su libro Do you Panic about Maths?, cita las
principales creencias sobre la naturaleza de las Matemdaticas y que son
transmitidas de padres a hijos:

Las Matematicas son:

1. Fijas, inmutables, externas, intratables, irreales.
. Abstractas y no relacionadas con la realidad.
. Un misterio accesible a pocos.
. Una coleccion de reglas y hechos que deben ser recordados.

. Una ofensa al sentido comun en algunas de las cosas que asegura.

(<)Y, B "N OS B 8]

. Un érea en la que se haran juicios, no sélo sobre el intelecto, sino sobre
la valia personal.
7. Sobre todo, calculo.

Esta perspectiva externa de las Matematicas las trata como la realizacion
de una aventura arriesgada a la que uno se enfrenta con pocas herramientas. En
esta situacion es 16gico que aparezcan la ansiedad y el miedo.

Los aspectos afectivos comienzan a ser objeto de las investigaciones en
Educacion Matematica. Una obra interesante es: Affect and Mathematical

Problem Solving. A New Perspective, de D.B. McLeod y V.M. Adams (1989).

5.2.3 Obstaculos en el aprendizaje de las matematicas

Presentadas en términos generales las dificultades que se dan en el
proceso de ensefanza aprendizaje, analizamos el segundo aspecto que tiene que
ver en la organizacion de los errores: los obstaculos.

El concepto de obstaculo fue introducido por primera vez por el filésofo

francés Gaston Bachelard (1938) en el contexto de las ciencias experimentales y
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bajo la denominacién de obstaculo epistemoldgico. El autor sefala el sentido en

que debe entenderse y dice:

[...] Hay que plantearse el problema del conocimiento cientifico en términos de
obstdculos. Y no se trata de considerar obstdculos externos, como la complejidad y la
fugacidad de los fenomenos, ni tampoco de culpar la debilidad de los sentidos y
de la mente humana, pues es, precisamente, en el mismo acto de conocer, intimamente,
cuando surgen, como una necesidad funcional, torpezas de entendimiento y confusiones. Es
ahi donde mostraremos causas de estancamiento e incluso de regresion, y donde

descubriremos causas de inercia que llamaremos obstdculos epistemologicos.

Identifica varias clases de obstadculos que surgen desde:
- la tendencia a confiar en engafiosas experiencias intuitivas,
- la tendencia a generalizar, que puede ocultar la particularidad de la
situacion,

- el lenguaje natural.

El traslado del concepto de obsticulo epistemoldgico al campo de la
Didactica de las Matematicas es objeto de debate, ya que plantea dificultades que
han sido descritas por autores como Brousseau (1983), Sierpinska (1985) y
Artigue (1989), y aunque coincidimos con Brousseau (1983) en que, la propia
nocion de obstaculo estd constituyéndose y diversificandose: no es facil decir
generalidades pertinentes sobre este tema, es mucho mejor estudiar caso por caso.
Una revisidn y organizacion de este concepto y de sus posibles implicaciones en el
analisis de errores, nos puede ayudar a tener una vision mas amplia en el tema que
nos ocupa.

Este autor considera que los obstidculos que se presentan en el sistema
didactico pueden ser:

De origen ontogénico o psicogénico, debidos a las caracteristicas del
desarrollo del nifio.

De origen didactico, resultado de una opcién o de un proyecto del
sistema educativo, esto es, de las elecciones didacticas que se hacen para establecer
la situacion de ensefianza.

De origen epistemologico, intrinsecamente relacionados con el propio

concepto.
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A todos ellos se los puede encontrar en la historia de los mismos
conceptos, aunque esto no quiere decir que se deban reproducir en el medio
escolar las condiciones historicas donde se les ha vencido.

Tall (1989), en su trabajo "Different Cognitive Obstacles in a
Technological Paradigm", no hace distinciones entre los obstaculos y los llama,
simplemente, obstaculos cognitivos. Distingue dos tipos:

a) Obstaculos basados en la secuencia de un tema: afirma que la razon
para creer en obsticulos surge fundamentalmente del hecho de que ciertos
conceptos tienen un grado de complejidad, por lo que es preciso familiarizarse
con ellos en un cierto orden. Por ejemplo, el caso del Algebra, en el que las
destrezas operatorias se ensefian con anterioridad a ideas conceptuales
aparentemente mas profundas.

b) Obstaculos basados sobre casos simples: indica que, posiblemente,
tienen su causa en el hecho de limitar al estudiante a la consideracién de casos
simples por un periodo sustancial de tiempo, antes de pasar a casos mas
complejos.

Observamos que la idea de obstaculo parte de la misma fuente: el
"obstaculo epistemoldgico" de Bachelard.

Tanto Bachelard como Brousseau caracterizan un obstaculo como "aquel
conocimiento que ha sido en general satisfactorio durante un tiempo para la
resolucion de ciertos problemas y que, por esta razon, se fija en la mente de los
estudiantes pero que, posteriormente, este conocimiento resulta inadecuado y
dificil de adaptarse cuando el alumno se enfrenta con nuevos problemas".

Podemos precisar expresando que: un obstidculo es un conocimiento
adquirido, no una falta de conocimiento. No se trata de una falta de conocimiento,
sino de algo que se conoce positivamente, o sea, constituye un verdadero
conocimiento.

Cada obstaculo tiene un dominio de eficacia; el alumno lo utiliza para
producir respuestas adaptadas en un cierto contexto en el que el dominio de ese
conocimiento es eficaz y adecuado. Cuando se usa este conocimiento fuera de ese
contexto genera respuestas inadecuadas, incluso incorrectas; el dominio resulta falso.

El obstaculo es resistente, y resultara mds resistente cuanto mejor
adquirido esté o cuanto mas haya demostrado su eficacia y su potencia en el

anterior dominio de validez; resulta indispensable identificarlo e incorporar su
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rechazo en el nuevo saber.

A pesar de haber notado su inexactitud, el alumno continua
manifestdndolo esporddicamente. De todo ello podemos obtener como primera
reflexion que, en el contexto del desarrollo del pensamiento matematico, éste esta
lleno de obstaculos caracterizados como epistemoldgicos. Sin embargo éstos, no
estan especificados en términos de experiencia de enseflanzas regladas y
organizadas en el sistema educativo; no obstante, aceptamos que tales
organizaciones de las Matematicas en el sistema escolar pueden originar
obstaculos que podemos caracterizar como didéacticos. Ahora bien, la adquisicion
por parte del alumno de nuevos esquemas conceptuales estad salpicada de
obstaculos que podemos considerar como cognitivos.

Estas consideraciones tedricas no estdn exentas de discusidon, pero nos
ayudaran a organizar e interpretar mejor los errores que manifiestan nuestros
alumnos, asi como a organizar las lecciones de Matematicas, que es de lo que se
trata.

Por ejemplo, para bastantes alumnos de Secundaria las representaciones
graficas de las funciones parecen haber perdido su valor de representacion de la
funciéon y son tomadas como si fueran a la vez significante y significado. Asi la
funciéon no seria para ellos, una relaciéon entre dos magnitudes x e y; una
ordenada positiva f (x) ya no seria la longitud de un segmento que representa una
magnitud. El concepto de funcidn se reduce, en cierta manera, a la imagen visual
que su curva genera; la expresion analitica y = f (X) sirve Unicamente para
designar esta curva y para identificarla entre otras formas distintas; de esta
manera, el par (x, f (x)) seria el nombre dado a tal o cual punto particular de la
curva; este hecho genera errores, entre otros, el suponer que las graficas son
siempre continuas debido a que las situaciones manejadas por los estudiantes
siempre tienen esta propiedad.

Aqui cabe preguntarse si la misma enseflanza no es la que origina esta
concepcion parcial de la nocion de funcidn. En efecto, con demasiada frecuencia
se considera a la curva que la representa como un objeto de estudio en si mismo,
y no como un modo de representacion de una ley de variacion.

La presencia de obstaculos epistemoldgicos fuera de los obstaculos
cognitivos, se justifica por la impresion de que los obstaculos epistemoldgicos

deben su existencia a la aparicion y resistencia de ciertos conceptos matematicos
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a lo largo de la historia, asi como a la observacion de conceptos andlogos en los
alumnos, mas que a la confirmacion de la presencia de esas concepciones en los
alumnos de hoy. Esta condicion parece esencial por la disparidad de las normas
que rigen la construccion del conocimiento matematico en la historia y la
construccion del conocimiento matematico en el contexto escolar. El analisis
historico puede ayudar al didactico en su busqueda de nucleos de resistencia al
aprendizaje matemadtico, pero no puede, en ningin caso, aportar por si solo la

prueba de la existencia de tal o cual obstaculo para los alumnos de hoy.

5.2.4 Errores en las matematicas

Algunos matematicos han encontrado en los errores una gama de
problemas dignos de estudio, ya sea porque plantean acertijos o pasatiempos o
porque sugieren teoremas interesantes. En este apartado consideramos el papel de
los errores en el desarrollo del conocimiento matemdatico, mostramos algunos
procedimientos erroneos, aprovechables didacticamente, y analizamos algunas
pseudo- demostraciones.

Lakatos (1981), en algunos de sus articulos, muestra como la discusion de
los errores detectados en algunas teorias matematicas permite su transformacion
o enriquecimiento

Las respuestas a las preguntas surgidas en la discusion permiten explicar
el desarrollo de ciertos conceptos y el nacimiento de nuevas teorias, que tal vez
no se hubieran desarrollado sin el andlisis critico de las concepciones vigentes.

En relaciéon con los errores cometidos en el desarrollo histoérico del
conocimiento matemadtico, algunos autores, como Lakatos, hacen referencia a
"concepciones limitadas", matiz totalmente valido, pues decimos que algun
procedimiento es correcto o no, a partir de los elementos que conforman las
teorias actuales, pero con ello cometemos el error de hacer juicios con marcos de
referencia que no corresponden a la situacidon que se analiza.

Este matiz de "concepcion limitada" que se le da a los errores en la
historia de las Matematicas, puede ser valido también en el caso de los errores
cometidos por los estudiantes, puesto que muchos de éstos pueden explicarse a
través de los métodos que ellos desarrollan con el tiempo, aunque dichos métodos
son validos en algunos casos solamente. Queda claro que no todos los errores de

los alumnos pueden explicarse de esta forma; por lo tanto, este matiz no es valido,
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en general, para reflexionar sobre los errores cometidos por los estudiantes, pero

constituye un elemento mas que debemos tener en cuenta.

5.2.4.1 Procedimientos erroneos
En este apartado analizamos algunos procedimientos erroneos que suelen
cometer los alumnos de Primaria o Secundaria.

a) Nos encontramos, a veces, con alumnos que realizan la suma de

: . a ¢ a+c )
fracciones como sigue: —+—= , es decir, sumar por separado los
d b+d
numeradores y los denominadores. Este procedimiento, incorrecto en general, no
. . - -b*-c
lo es en algunos casos. Si despejamos "a" obtenemos: a -

Algunas soluciones enteras de ésta nos conducen a las siguientes

-18 8 -18+8 -12 3 -12+3
—_——= +— =

soluciones: 3 2 2 .02 1 241

b) Un error muy conocido y discutido en diversos articulos y libros de

curiosidades o paradojas Matematicas es la cancelacion:

8 _1
B4 4
Si consideramos el caso general con q, b, ¢, digitos no nulos, obtenemos:
[

Ke
10-a+b

que se puede escribir de la forma —=ﬁ, de la que, después de algunas
10-b+c ¢

ol

transformaciones algebraicas sencillas, obtenemos:

9-a-c=b-(10-a—c)

sia=b oa=c,seobtienen a=c 0 a = b, respectivamente, lo que nos conduce a:

. ) ., . ) 2-c
Si consideramos b = 6, la ecuacion anterior se convierte en a = W’ que
—-3°C

admite algunas soluciones que corresponden a los siguientes casos:

a=1,b=6,c=4; a=2,b=6,c=5; a=6,b=6,c=6

146



de ahi que algunas soluciones son:

1B _126 2066 6
g4 4765 586 6
Analogamente se puede ir considerando otras posibilidades. Un estudio

detallado se encuentra en Johnson (1987).

c) Otro ejemplo sobre cancelacion, recogido en Carman (1971), es el
siguiente:
sen atsen 2a+...+senna=sen (n+ 1) a/2 .senna/2/sen a/2
"Cancelando sen" obtenemos:
at2at..4fna=(n+1)a/2.na/2/a/2
"cancelando a "se llega a:

I+2+..4n=(n+1)/2.n/2/1/2, estoes: 1+2+..4n=(n+1).n/2

d) Sucede a veces que la suma de dos errores da como resultado un acierto.

Por ejemplo:
4 2
Algunos alumnos desarrollan la expresion (5-2+1) =, de la forma

siguiente:

2 2 2
doan) =(20.3) o(12) 16
9 9°79) 9) 9

Otros lo hacen como sigue:

2 2
2o41) =(22) 41
9 9

Se puede comprobar que la respuesta correcta es la suma:

2 2 2

2oa1) =(2a) w80 (20) tpindas
9 9 9 9 9

En el caso de las fracciones, nos podemos encontrar una situacion similar,
dos errores consecutivos dan un acierto. Algunas veces el alumnado, por un lado,
considera que la division de niimeros enteros tiene la propiedad conmutativa vy,
por otro, se suele confundir el algoritmo de la division de fracciones con el de la

multiplicacion. Asi:
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5.2.4.2 Las pseudo-demostraciones

Con frecuencia, nos encontramos en Matematicas con demostraciones
aparentemente correctas, pero que chocan con la intuicion y el sentido comun: se
trata de curiosidades o acertijos como: puedo probar mateméticamente que "4 es
igual a 5" o que "2 es igual a 1" y, para el ejemplo: "4 es igual a 5", se plantean

demostraciones como la que sigue:

-20 = -20,
16 - 36 = 25 -45,
16 - 36 +(9/2)2 =25 - 45+ (9/2)2,
(4-9/2)2=(5-9/2)2,
4-9/2 = 5-9/2, y entonces 4=5

Analogamente, para el ejemplo: "2 es igual a 1".
x=1,
X" =X,

x*-1=x- 1,

x+1=1,1+1=1 y,entonces, 2 = 1.

El aprovechamiento de los casos anteriores en el contexto escolar puede
realizarse atendiendo a la serie de propiedades ocultas que generan estos errores
y permiten ampliar la comprension de algunos contenidos matematicos. Pueden
ser entonces de gran utilidad en nuestras clases de Matematicas, tanto en el

trabajo individual como en grupo.

. . , a+b b
Por ejemplo, si algun alumno comete el error: = —, se puede plantear:
at+c c

en qué casos es valido?, e indagar en los casos en que es posible realizar un
"procedimiento erroneo" para, posteriormente, animar al alumno a confiar en sus
propios recursos para salir de dudas. Andlogamente, en las pseudodemostraciones,
podemos desarrollar cuestiones relacionadas con la igualdad y las potencias y

analizar que:

148



a=b=a"=b>; pero que: a=b7$\/—=\/3 , Yy potenciar la busqueda de

situaciones familiares como:

1= = JEDED = (1) =1

o con la igualdad y las operaciones de +, -, X, /, donde:
a=b=axk=bxk,y ak=bk,y a:k=b:k(k;50)

Este uso de los errores en la clase de Matematicas consiste en plantear el

propio error como un problema matematico.

5.2.5 Errores en el aprendizaje de las matematicas: evaluacion y diagndstico

Un conocimiento de los errores béasicos es importante para el profesor
porque le provee de informacidon sobre la forma en que los alumnos interpretan
los problemas y utilizan los diferentes procedimientos para alcanzar una buena
meta. En general, aceptamos que incluso la mayoria de los alumnos que tiene una
actuacion aparentemente satisfactoria en Matematicas, oculta probablemente
serios errores conceptuales que dificultaran el aprendizaje subsiguiente. Parece
necesario diagnosticar y tratar mucho mas seriamente los errores de los alumnos,
discutiendo con ellos a nivel intuitivo acerca de sus concepciones erroneas y
presentarles luego situaciones matematicas, para seguir pensando en aquello que
les permite reajustar sus ideas.

La interpretacion y analisis de los errores cometidos en la ensefianza-
aprendizaje de las Matematicas puede enriquecerse con el apoyo de algunas
teorias de la Psicologia Educativa, algunas de las cuales se refieren a
determinados procesos que se dan en la Matematica. La posicién cognitiva
sugiere que la mente del alumno no es una pdgina en blanco; éste tiene un
conocimiento anterior que parece suficiente y establece en su mente un cierto
equilibrio.

Dos parecen las razones bésicas que deben tenerse en cuenta en la
adquisicion de un nuevo conocimiento. En primer lugar, que el nuevo
conocimiento debe tener significado para el alumno y para ello debe contestar a
preguntas que ¢l se ha hecho a si mismo o, por lo menos, recuperar algunas
representaciones que ya estaban en su mente, es decir, el alumno debe asumir la

responsabilidad de la construccién del saber y considerar los problemas como
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suyos y no como problemas del profesor. En segundo lugar, que el saber anterior
produce modelos implicitos que, a veces, son favorables para la adquisicion del
nuevo conocimiento matematico y que, por tanto, hay que explicitarlos y, otras
veces, al contrario, son un obstdculo. En ningtn caso, el conocimiento nuevo se
anade al saber antiguo, sino que se construye luchando contra €él, porque debe
provocar una estructuracion nueva del conocimiento total.

A nuestro juicio, podemos caracterizar en dos grupos las causas
principales de los errores en el aprendizaje de las Matematicas: errores que tienen
su origen en un obstaculo y errores que tienen su origen en una ausencia de
significado. Estos ultimos, tendrian dos procedencias distintas: una, relacionada
con las dificultades asociadas a la complejidad de los objetos matematicos y a los
procesos de pensamiento matematico y, otra, relacionada con las dificultades
asociadas a las actitudes afectivas y emocionales hacia las Matematicas.

En todo caso, desde la perspectiva de la enseflanza tener elementos de
andlisis de estos errores, parece util recordar algo que parece obvio aceptar: por
una parte, la complejidad de las dificultades del aprendizaje de las Matematicas,
y que estas dificultades se traducen en errores que cometen los alumnos y, por
otra, que éstos se producen por causas muy diversas que muchas veces se
refuerzan en redes complejas. Una manera eficaz de abordarlos es considerar las
tres direcciones antes mencionadas, a modo de tres ejes de coordenadas, lo que
nos situaria con mas precision en los origenes del error y nos permitiria, como
profesores, arbitrar procedimientos y remedios mas efectivos para nuestro
proposito.

Estos tres ejes estan determinados por:

I. Errores que tienen su origen en un obstaculo.

II. Errores que tienen su origen en ausencia de sentido.

III. Errores que tienen su origen en actitudes efectivas y emocionales. A
modo de ejemplo y tomando como referencias la Aritmética y el Lenguaje

algebraico, con relacion a los primeros ejes, tenemos:

I. Errores que tienen su origen en un obstaculo.
Como ejemplo de éstos citamos el que sefialan Vargas-Machuca y otros
(1990), que estd relacionado con el topico de los numeros enteros. La idea de

nimero como expresion de cantidad constituye un obstaculo para la aceptacion y
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reconocimiento del nimero negativo. A la pregunta ,;Puedes encontrar una
situacion real en la que tenga sentido - (-3)?, un estudiante de Magisterio
respondiod de la siguiente manera:

No, porque no es posible quitar una cosa que no existe (-3).

En el mismo orden de cosas, nos hemos encontrado con alumnos que
manifiestan duda sobre la posibilidad de formular un problema aritmético, de
estructura aditiva, de cambio con aumento, que se resuelva mediante una resta.
Ellos se preguntan: ;Como es posible?, si es de cambio aumentando, no puede ser
una resta. Este comportamiento, pero considerando que la resta siempre implica
disminucion, lo hemos observado para el caso de los problemas de cambio con
disminucion que se resuelven mediante una suma. Estos alumnos aplican un
conocimiento que poseen sobre las operaciones Aritméticas con niumeros naturales
en un contexto donde éste ya no es valido.

Otro caso que presentamos esta relacionado con el orden entre decimales.
Segln la encuesta del INRP 1977 (Ermel, 1982), en Centeno (1988), para el 37%
de alumnos de edades comprendidas entre 10 y 11 afios, el nimero 3,2 es inferior a
3,135. Los numeros decimales son interpretados como pares de enteros y se
ordenan con los mismos criterios que éstos (2 < 135).

Asimismo, podemos citar el que indica Collis (1974) que relaciona las
dificultades que los nifios tienen en el Algebra con la naturaleza abstracta de los
elementos utilizados. Este autor apunt6 la idea de que los estudiantes que
comienzan a estudiar esta materia consideran las expresiones algebraicas como
enunciados que, algunas veces, estan incompletos. Por ejemplo, si se les requiere
para que reemplacen dos niimeros conectados por una operacion por el resultado de
ésta y, posteriormente, se les introduce al Algebra con expresiones tales como x +
7 y 3x para ser remplazadas por un tercer nimero, como en este caso no pueden
"cerrarse", pues son expresiones "incompletas", los alumnos no lo aceptan y €l lo
expresa diciendo que "no hay aceptacion de la falta de clausura".

Davis (1975), por su parte, también plantea algunas situaciones a los
estudiantes en las que se les hace dificil dar respuestas "legitimas". Esta dificultad
esta relacionada con la distincidon entre la adicidon Aritmética, donde "+" es una
pregunta o un problema (3 + 7), y la adicion algebraica, como en x + 7, donde la
expresion describe, a la vez, la operacion de sumar y el resultado. Esto necesita por

parte de los alumnos un "reajuste cognitivo", que Davis ha llamado dilema
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proceso-producto donde, simultdneamente, se describe el proceso y se nombra la
respuesta.

La "concatenacion", esto es, la yuxtaposicion de dos simbolos, es otra
fuente de dificultad para el estudiante principiante de Algebra (Herscovics, 1989).
También Matz (1980), habia observado que, en Aritmética, la concatenacion
denota adiciéon implicita, como en la numeracion de valor posicional y en la
notaciéon numérica mixta. Sin embargo, en Algebra, concatenacién denota
multiplicaciéon. Esto explica por qué varios estudiantes, cuando se les pidio
sustituir 2 por a en 3a, pensaron que el resultado seria 32. Sélo cuando
especificamente se les requirié responder "en Algebra", respondieron "3 veces 2"

(Chalouh y Herscovics, 1988).

II. Errores que tienen su origen en ausencia del sentido. Dado que estos errores
se originan en los diferentes estadios de desarrollo que se dan en los sistemas de
representacion (semiotico, estructural y autonomo), podemos diferenciar errores en
tres etapas distintas.

A) Errores del Algebra que tienen su origen en la Aritmética.

El significado de los signos usados es el mismo en ambas ramas de las
Matematicas. El Algebra no estd separada de la Aritmética y aquella se puede
considerar con la perspectiva de Aritmética generalizada. De aqui que para
entender la generalizacion de relaciones y procesos se requiere que €stos sean
asimilados anteriormente dentro del contexto aritmético. Por eso, a veces, las
dificultades que los estudiantes encuentran en Algebra no son tanto dificultades en
el Algebra como problemas que se quedan sin corregir en la Aritmética; por
ejemplo, en el caso de las fracciones, uso de paréntesis, potencias, etc. Ejemplos de
estos errores son los cometidos por los alumnos que no dominan las operaciones

con fracciones y dan resultados como:

1 1 1
3 243 x y x+y
2 1.1 2
2 3 243 x y x4y
I 1 1 1 1 1
2 3 23 x y xp

También surgen muchos errores en la suma o la resta de fracciones. Por
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. 3 8 :
ejemplo, para calcular o8 + 35’ escriben:

3,8 _3+8
28 35 4:7-5

que, traducido al lenguaje algebraico, da lugar a:

X N k _ x+k
yz yp yzp

Otras veces, con la preocupacion de no olvidar los factores por los que hay
que multiplicar los numeradores primitivos, omiten éstos. Asi:

3,8 _5+4
28 35 4-7-5

Y, de forma analoga:

k
X, _z+p

yz yp yzp

El signo " - ", sobre todo cuando va colocado delante de un paréntesis o de

una fraccion, genera frecuentes errores:
~(3+5)=-3+5=-(a+b)=-a+b

B+5)_ 3.5 (a+b)_ _a b

4 4 4 ¢ c ¢

B) Errores de procedimientos.

El uso inapropiado de "foérmulas" o "reglas de procedimientos" también da
lugar a errores de este tipo. Consisten en el hecho de que los alumnos usan
inadecuadamente una férmula o regla conocida, que han extraido de un prototipo o
libro de texto, y la aplican tal cual la conocen o la adaptan a una situacion nueva.
Tienden asi un "puente" para cubrir el vacio entre reglas conocidas y problemas no
familiares. La mayoria de estos errores se origina como falsas generalizaciones
sobre operadores, fundamentalmente, por falta de linealidad de estos operadores.
La linealidad describe una manera de trabajar con un objeto que puede
descomponerse tratando cada una de sus partes de forma independiente. Un
operador es empleado linealmente, cuando el resultado final de aplicarlo a un
objeto se consigue aplicando el operador en cada parte y combinando luego los
resultados parciales. La linealidad resulta bastante natural para muchos alumnos,

ya que sus experiencias anteriores son compatibles con hipotesis de linealidad.
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Entre los errores derivados, distinguimos:
1. Errores relativos al mal uso de la propiedad distributiva:
a) Extension de la propiedad distributiva de la multiplicacion con relacion a
la adicion (o sustraccion) al caso de la multiplicacion:
3'(4+5)=3-4+3-5=>a'(b+c)=a-b+a'c
3-(4-5)=3-4‘3‘5=>a-(b-c)=a‘b-a-c

y también nos encontramos que

3+4 3 4 . 3 3
—— =—+— se extiende a =—+—
5 55 4+5 4 5
y, de manera analoga,
a+b a b . a a a
=—+—, se¢ extiende a =—+—
c c c b+c b c

b) La estructura (a-b)2 =a’-b*, en la que se relaciona el producto y la

. . , . 2
potencia, se extiende facilmente al caso de la suma, (a + b) =a’ +b*, de un modo

inconsciente para los alumnos como algo muy natural, a veces incluso después de
ser cuestionado. Es la misma situacion que en el trabajo con numeros, aunque en el
caso de la suma, y si se trata de numeros pequefios en valor absoluto, suelen
resolver primero la operacion indicada entre paréntesis. Y, también:

9243 _ 92 .93 _ qa+b _ na b

273 =22 428 =24 =29 42"

c) De la misma forma que con las potencias, sucede con las raices: es muy

frecuente extender la distributividad de la radicacion respecto a la multiplicacion, a
la distributividad de la radicacion respecto a la adicidon o sustraccion.

2. Errores relativos al uso de reciprocos

1 1 1 1 1 1
—t—=——=—+—=
5 3 543 x y x+y
1 1 2 1 1 2
—t—=——=—+—=
5 3 543 x y x+y
1 1 1 1 1 1
5 3 53 x y xy
3. Algunos errores de cancelacion
Indicaremos s6lo la version aritmética:
2:5 5 . 2+5 5
—— =—, se extiende a =—
2-3 3 2+3 3
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2:5+2-7 ) 2:5+3-7
——=2,seextiendea ——— =
5+7 5+7

2+3

Tanto los errores de cancelacion como los cometidos al trabajar con
reciprocos se podrian haber evitado si el alumno hubiese modificado la situacion
para que encajase con la regla, en vez de extender la regla para abarcar la situacion.
Por ejemplo, para el error de reciprocos, la solucidon podria ser igualar una fraccion
a otra, encontrar el denominador comun y, después, expresar la suma de fracciones

en una sola fraccion.

C) Errores de Algebra debidos a las caracteristicas propias del lenguaje

algebraico.

Estos errores son de naturaleza estrictamente algebraica y no tienen
referencia explicita en la Aritmética. Como ejemplo de ellos mencionaremos: el
sentido del signo "=" en su paso de la Aritmética al Algebra. En el sentido de este
signo aparece un cambio importante. El sentido de igualdad aritmética se conserva
en el Algebra cuando trabajamos con tautologias algebraicas, pero no en
expresiones como 4 x - 3 = 2 x + 7, que solo es verdadera cuando x = 5. A
diferencia de las tautologias, las ecuaciones no son afirmaciones universales
verdaderas, pues el signo igual en una ecuacidon no conexiona expresiones
equivalentes, aunque si condiciona a la incdgnita. Dada una ecuacidn, la tarea para
resolverla consiste en determinar los valores desconocidos (restricciones) que
hacen que la igualdad se verdadera.

Esta distincion de los errores en tres ejes, obviamente no disjuntos, nos hace
posible centrar la atencion en tres direcciones que permiten una evaluacion y
diagnéstico mas eficaz para poder ayudar a los estudiantes en sus dificultades
cognitivas y sus carencias de sentido de los objetos matematicos y en el desarrollo
de una actitud racional hacia las Matematicas.

Desde luego que la evaluacion y el diagndstico de los errores de los
alumnos es importante, pero el profesor ha de usar este conocimiento para
promover un mejor aprendizaje del alumno. Desde un punto de vista practico, esto
supone pasar de una enseflanza caracterizada por dos fases: contenidos y
aplicaciones, donde el error tiene s6lo una funcién negativa cuando realizamos la
evaluacion del alumno, a una ensefanza caracterizada por tres fases, donde la

primera (evaluacion y diagnostico) es la mas importante, y en la cual se tiene que
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hacer la explicitacion de los errores.

La evaluacién diagnostica es un conjunto de situaciones de aprendizaje
disefiadas para identificar las dificultades especificas del aprendizaje, que tratan de
determinar su naturaleza. Esta evaluacion diagnostica tiene lugar al comienzo de
las unidades didacticas, pero la deteccion de errores y la determinacion de su
naturaleza también tiene lugar en el desarrollo de la unidad didéctica, es decir, en
el curso del aprendizaje. El objeto de la evaluacion diagnoéstica es claro: determinar

inmediatamente una accion conveniente de remedio.

5.2.6 Estrategias de prevencion y remedios

Analizar las dificultades del aprendizaje de las Matematicas en términos de
prevencion y remedio supone combinar estrategias generales y especificas a largo
plazo con estrategias particulares e inmediatas. La prevencion requiere arbitrar
estrategias generales de ensefianza-aprendizaje de las Matematicas con estrategias
especificas que dependen del contenido concreto de que se trate. La prevencion, al
tender a minimizar las dificultades en el aprendizaje de las Matematicas, debe estar
orientada de manera general por las dificultades asociadas a la complejidad de los
objetos matematicos, a los procesos de pensamiento matematico, a los procesos de
desarrollo cognitivo de los alumnos, a los procesos de ensefanza y a las actitudes
afectivas y emocionales de los alumnos hacia las Matematicas (analizadas en el
parrafo 1 de este capitulo) y, de manera especifica, por los obstidculos y errores
concretos de cada uno de los bloques tematicos objeto de aprendizaje.

Los remedios tienen que ver mas con el dia a dia, con la interaccion diaria
en clase entre el profesor y el alumno. Su eficacia viene determinada, en gran
medida, por una buena evaluacion y diagnostico. El andlisis de errores tiene un
doble interés: de una parte, sirve para ayudar a los profesores a organizar
estrategias generales y especificas para conducir mejor la ensefianza-aprendizaje de
las Matematicas, insistiendo en aquellos aspectos que generan mas dificultades y,
de otra, contribuye a una mejor preparacion de estrategias de correccion. En este
sentido, el profesor debe entender los errores especificos de sus alumnos como una
informacion de las dificultades de las Matematicas, que requiere un esfuerzo
preciso en las dos direcciones anteriores. Las estrategias de prevencion deben ir
dirigidas a evitar o minimizar los obstaculos para que puedan ser superados, a

dotar de sentido a los objetos y al pensamiento matemdtico y a crear un clima de
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actitudes afectivas y emocionales positivas hacia las Matematicas.

Las estrategias de remedio vienen determinadas por el diagnostico inicial
del error y también, conviene recordarlo una vez mads, por el posicionamiento del
profesor. Situados dentro del paradigma conceptual influenciado por la teoria de la
absorcion, el remedio para un error de concepto o de procedimiento pasa por hacer
que el alumno olvide este concepto o procedimiento para lo cual, el profesor le
debe facilitar, con ejemplos adecuados, una buena definicion del concepto o
procedimiento correctos. El alumno subsanara este error mediante la realizacion de
ejercicios donde use el concepto o el procedimiento. El profesor situado en el
paradigma cognitivo se coloca en la posicion de que el error lo ha construido el
alumno y es, por tanto, una estructura cognitiva de su dominio. La estrategia de
remedio pasa porque el alumno modifique esa estructura cognitiva errénea y la
sustituya por la correcta; para ello, el profesor debe facilitar actividades que
provoquen conflictos que hagan tambalear esa estructura cognitiva erronea.

Aceptado el origen del error, las estrategias de remedio van dirigidas a
superar un obstaculo, a dar sentido a los objetos matematicos o a crear una actitud
racional hacia las Matematicas.

(Como superar un obstaculo en este sentido de conocimiento anterior que
se revela inadaptado en un momento determinado del aprendizaje? Brousseau

(1983) se manifiesta en los siguientes términos:

[...] para superar un obstdaculo se requiere un esfuerzo de la misma naturaleza que cuando se
establece un conocimiento, es decir interacciones repetidas, dialécticas del alumno con el objeto
de su conocimiento. Esta observacion es fundamental para distinguir un verdadero problema; es

una situacion que permite esa dialéctica y que la explica.

Nos interesa poner de manifiesto los conocimientos adquiridos por el
alumno, que responden a una "logica personal" y que en este momento producen
errores. Se trata de superar ese obstdculo, y de aceptarlo, no como algo que no
debiera haber aparecido, sino como algo cuya aparicidon es interesante, ya que su
superacion nos va a permitir la adquisicion de un nuevo y mejor conocimiento.
Debemos entender, como sefala Bachelard que es, con la superacion de ese
obstaculo, como vamos a conseguir el conocimiento nuevo.

(Como superar la falta de sentido en los objetos matematicos?
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Tomando como referencia los tres estadios de desarrollo que se dan en los
sistemas de representacion cognitiva, tenemos que la falta de sentido va desde el
estadio semidtico, en el que el sistema nuevo toma todo su significado en el
sistema antiguo y no tiene aiin ningun tipo de estructura, hasta el estadio autonomo
donde el sistema nuevo adquiere significado en si mismo, a veces adoptando
ciertas convenciones, pasando por el estadio estructural donde el sentido unas
veces se obtiene con ayuda del sistema antiguo y otras, donde el sistema antiguo es
insuficiente para dotar de significado a ciertos aspectos del sistema nuevo como ya
hemos mostrado en ejemplo de las potencias en el parrafo 1.

Algunas experiencias llevadas a cabo con nuestros alumnos ponen de
manifiesto como es posible poner en conflicto el error en diferentes situaciones.
Con frecuencia consideramos la situacion que en apariencia es mas facil, pero que
a veces para el alumno se puede convertir en muy dificil. Pensamos que el alumno

entiende  que, para establecer la falsedad de la  proposicion

Na’+b* =a+bNYa,hbER , basta probar que Ja,hER:Na’+b> =a+b es

verdadera.

Ciertamente, esto es lo que tratamos de hacer pero, a pesar de que cuando

los alumnos cometen el error va’ +b° =a+b los profesores les ofrecen un

contraejemplo (/16 +4 =~/4”> +2% = 4+2) para convencerlos, se sabe que €l error
se sigue cometiendo sistemdaticamente, lo que es un indicador de que sélo un
argumento de esta naturaleza no convence realmente. Seria interesante recurrir
también a otras situaciones, tal vez mds familiares o que creen esquemas mas
faciles de recuperar, por ser argumentos apoyados en sistemas de representacion
visual y no solamente en argumentos formales, como la que sigue: observa como
no se puede descomponer un cuadrado de lado a + b en dos cuadrados de lados a 'y

b, respectivamente.
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ab b2

Parece razonable pensar que la falta de sentido se recupera poniendo a los
alumnos en una situacioén de conflicto que genere esquemas que doten de sentido al
concepto o proceso erréneo que presentan; que estas situaciones son variadas, y
van desde considerar un ejemplo numérico mas simple, hasta usar diferentes
contextos o sistemas de representacion que pongan en evidencia que existe un
defecto en la comprension del concepto o en el procedimiento de la actuacion del
alumno.

Los errores que cometen éstos por falta de una actitud racional hacia las
Matematicas son errores que llamamos casuales o de descuido, y se manifiestan de
formas diversas, que van desde una excesiva confianza en la tarea matematica
hasta un bloqueo que les incapacita para la citada tarea, pasando por situaciones
intermedias que estan mediatizadas por las creencias sobre la tarea en el contexto
escolar. Uno de estos errores es el que se origina por los cuestionamientos que
generamos en nuestros alumnos (aspecto comentado en el apartado 1).

Para intentar paliar los errores que se dan por los diferentes
cuestionamientos que generamos en los alumnos al inducirles en el dmbito escolar
una "logica escolar" diferente a la "logica social", podemos comenzar por
incorporar problemas que tengan algun dato inttil, que carezca de algun dato util y
no limitarnos a los que tradicionalmente se plantean, problemas que sélo tienen
datos utiles, tradicidon que por otra parte no es preceptiva en la institucion escolar.

También podemos incorporar preguntas como: jPodemos con estos datos

obtener el resultado pedido? El propdsito es lograr que los alumnos descubran que
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hay datos que no sirven, que aprendan a hacer, si no un razonamiento matematico
formal, si algo un poco menos formal y cerca del sentido comun, es decir, de la
"logica social".

Es probablemente el intento de potenciar un automatismo matematico
basado en el adiestramiento, el que conduce a comportamientos automaticos que
son las respuestas a la metapregunta, en la que utilizan simplemente combinaciones
de todos los datos sin pensar en lo que eso significa.

La superacion de los errores por parte de los alumnos constituye un tema
basico en el aprendizaje que genera grandes dificultades. Las investigaciones
actuales sefialan que los errores estdn profundamente interiorizados por aquéllos y
que no son de facil eliminacién. Incluso en muchos casos, parece ser que los
estudiantes han superado un error y luego lo vemos, con desilusion, resurgir al
poco tiempo. Por ello, plantear a los estudiantes que su comprension conceptual de
una parte de la Matematica es incorrecta y darles entonces una explicacion es, a
menudo, insuficiente para eliminar el error.

El estudiante debe participar activamente en el proceso de superar sus
propios errores; para ello, el profesor debe provocar conflicto en su mente a partir
de la inconsistencia de sus propios errores, forzdndolo a participar activamente en
la resolucién del conflicto, sustituyendo los conceptos falsos por la comprension
conceptual adecuada. El profesor rara vez indica a los alumnos cudl es la respuesta
correcta, sino que simplemente les pide comprobaciones y pruebas que intentan
provocar contradicciones que resultan de los falsos conceptos de los estudiantes.
Ellos estan dirigidos a conseguir la resolucion de la contradiccion mediante la
solicitud de mas comprobaciones y pruebas. El objetivo no es tanto hacer escribir a
los estudiantes la formula o regla de procedimiento adecuada, como hacerlos
enfrentarse con la contradiccion y eliminar sus falsos conceptos de forma que éstos
no vuelvan a aparecer.

Otra ventaja de esta forma de tratar el problema, dado que es muy poco
probable que todo el grupo-clase esté de acuerdo al mismo tiempo con la respuesta
correcta, es que en la clase se generen discusiones que son excelentes, no so6lo para
mostrar los diferentes conceptos falsos que los estudiantes puedan tener, sino
también para ayudarles a superarlos a través de sus propias interacciones. En otro
nivel de reflexion sobre los errores, podriamos pensar no sélo en usarlos para

poner el énfasis en el desarrollo del curriculo; para mejorar la ensefanza de las
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Matematicas, con especial interés en la complejidad de los objetos matematicos y
en los procesos de pensamiento (simbolizacidn, generalizacion, ...); para evitar los
errores de los alumnos; sino para partir desde un punto de vista diferente, es decir,
tomar los mismos errores de los alumnos en Matematicas como punto de partida y
plantearnos como debe ser dirigida la ensefianza para diagnosticar y después
eliminar esos errores. Todo ello supondria colocar a los alumnos en situacion de
reflexionar sobre sus ideas erroneas, y pensando por si mismo, a partir de esa
reflexion, orientarse hacia conceptos mas amplios y correctos.

Es esta una concepcion del aprendizaje que considera al alumno como un
aprendiz activo, que intenta comprender y darle significado a los objetos
matematicos y que posee un sistema estable de ideas matematicas que cambia sélo
cuando el conflicto entre ellas llega a ser lo suficientemente persistente y poderoso.
Por tanto, las estrategias de enseflanza deben ir encaminadas a detectar los errores
y provocar el conflicto en los alumnos, fomentando ideas que permanezcan activas
mas alla de la clase de Matematicas y a capacitarle para evaluar si sus ideas o
métodos son o no correctos en una determinada tarea matematica.

A modo de resumen, vemos como las dificultades en el aprendizaje de las
Matematicas son debidas a multiples situaciones que se entrelazan entre si y que
van desde una deficiente planificacion curricular hasta la naturaleza propia de esta
ciencia que se manifiestan en sus simbolismos y en sus procesos de pensamiento,
pasando por el desarrollo cognitivo de los alumnos, asi como por sus actitudes
afectivas y emocionales.

Establecidas las hipotesis:

a) Los errores de los alumnos en Matematicas son producto de su
experiencia previa y del desarrollo interno de esas experiencias,

b) Los errores pueden tener tres origenes distintos: obstaculo, carencia de
sentido y actitudes afectivas y emocionales, que entrelazan entre si,
podemos concluir que secuencias alternativas del curriculo, donde éstas sean
factibles, podrian cambiar la naturaleza y comprensioén de los errores y que una
buena propuesta de estrategias de prevencion y remedio comienza por parte del
profesor con un conocimiento mejor de sus alumnos. En la medida en que el
profesor conozca mejor a cada uno de sus alumnos, podréd intervenir mejor en su
aprendizaje. Debe aceptarse que los errores, méas que indicadores del fracaso en

Matematicas, deben ser considerados como elementos que nos ayuden en nuestro
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trabajo como profesores de Matematicas, guiados por el siguiente principio: Todo

error puede ser el comienzo de un buen aprendizaje.
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GLOSARIO DE TERMINOS

(1): Microsistema: conjunto de esquemas institucionales de la cultura o subcultura
(sistema politico, legal, social, educativo) del cual el microsistema, entre otros, son
manifestaciones concretas.

(2): Pragmatica: parte de la lingiiistica que estudia el lenguaje en su relacion con los

hablantes y con las circunstancias de la comunicacion.
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