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RESUMEN

En esta tesis se estudia la distribución Gleser y algunas distribuciones relaciona-

das. Se muestra que tanto la distribución Gleser como las otras distribuciones son de

cola derecha pesada, condición muy común en el campo de la Estad́ıstica Actuarial.

Se hará uso de la metodoloǵıa slash para generar nuevas distribuciones relacionadas

a la distribución de Gleser. Se estudian sus propiedades básicas y la estimación de

los parámetros se realiza por el método de máxima verosimilitud. Se llevan a cabo

estudios de simulación para evaluar el comportamiento de los estimadores de máxi-

ma verosimilitud. Finalmente, se realizan aplicaciones a datos de ingresos y seguros,

donde se observa que estás nuevas distribuciones son una alternativa a distribuciones

conocidas, como por ejemplo, la distribución de Pareto.
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Formulación del Problema

En el modelado de datos actuariales, estos suelen ser unimodales, sesgados a la

derecha, positivos y tienen una densidad con cola derecha pesada. Entonces existe

una necesidad de desarrollar y proponer nuevas distribuciones más flexibles a las dis-

tribuciones conocidas para modelar conjuntos de datos de ingresos, seguros y gestión

de riesgos, entre otros.

Con respecto a distribuciones de colas pesadas, Andrews and Mallows (1974) desa-

rrolló un estudio de mezclas de escalas de la distribución normal, y su investigación

proporciona una familia de distribuciones con colas pesadas (por ejemplo, la cono-
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cida distribución Student-t). Estas familias de distribuciones se han utilizado en la

inferencia robusta de datos simétricos. Otro caso particular de esta familia de dis-

tribuciones de mezcla de escala es la distribución slash (ver Jonhson et al., 1995),

que se basa en la distribución del cociente de dos variables aleatorias independientes,

una normal estándar y una con distribución Beta. La distribución de este cociente

tiene las colas más pesadas que la distribución normal estándar. Más detalles de esta

distribución se pueden encontrar en Rogers and Tukey (1972) y en Mosteller and

Tukey (1977). Kafadar (1982) discute las estimaciones de máxima verosimilitud para

la distribución slash con localización y escala, Wang and Genton (2006) introducen

extensiones multivariadas simétricas y asimétricas de la distribución slash, Gómez et

al. (2007) y Gómez and Venegas (2008) extienden la distribución slash e introducen

la familia de distribuciones slash-eĺıptica, entre otros.

Por otro lado, una distribución clásica que tiene la cola derecha pesada es la

distribución de Pareto (ver Arnold, 2015) y que se ha utilizado para modelar la cuant́ıa

del daño por siniestro. Algunos trabajos publicados en la literatura estad́ıstica son

Gómez-Déniz and Caldeŕın-Ojeda (2014,2015,2020), entre muchos otros.

El trabajo de Gleser (1989) considera una distribución, la llamamos distribución

Gleser (G), que está involucrada en la representación de la distribución gamma como

una mezcla de escala de distribuciones exponenciales. La distribución G tiene el so-
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porte positivo y la cola derecha pesada, condiciones necesarias para el modelado de

datos actuariales, y esta es la motivación principal del desarrollo de esta tesis.

1.2. Definición de los objetivos

El objetivo general de esta tesis es construir y aplicar a datos actuariales nuevas

distribuciones con soporte positivo y cola derecha pesada.

Los siguientes son los objetivos espećıficos de esta tesis.

1. Establecer una versión con soporte positivo de la distribución G, estudiar sus

propiedades y aplicarla a datos actuariales.

2. Construir y aplicar a datos actuariales una mezcla de escala de la distribución

G.

3. Usando la metodoloǵıa slash unificar las distribuciones G y aplicarla a datos

actuariales.
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1.3. Resumen de los contenidos

Para cumplir los objetivos definidos anteriormente, esta tesis se organiza en cinco

Caṕıtulos, en la que los Caṕıtulos 2, 3 y 4 incluyen los resultados de esta tesis. Aśı,

los contenidos de estos Caṕıtulos son los siguientes.

En el Caṕıtulo 2 se muestra como se genera la distribución G, se estudian sus

propiedades, función VaR, función de riesgo y el comportamiento de la cola derecha

v́ıa la familias subexponencial y de variación regular. La estimación de los parámetros

se realiza por el método de máxima verosimilitud y se evalúa el rendimiento de los

estimadores mediante un estudio de simulación. Se muestran dos aplicaciones, una

con datos simulados y otra con datos de ingresos, para la que la distribución G ajusta

mejor que la distribución de Pareto.

En el Caṕıtulo 3 se introduce una nueva distribución con cola derecha pesada, esta

distribución es una mezcla de escala entre las distribuciones G y un caso particular

de la distribución Beta (ambas distribuciones comparten un mismo parámetro). Se

estudian sus propiedades y se muestra que pertenece a la familia de variación regular

y por lo tanto es de cola pesada. Se utiliza el método de máxima verosimilitud para la

estimación de los parámetros y se realiza un estudio de simulación donde se observa

un buen comportamiento de los estimadores de máxima verosimilitud. Se realiza

una aplicación a datos de seguros donde la nueva distribución ajusta mejor que la
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distribución de Pareto.

En el Caṕıtulo 4 se introduce una extensión de la distribución G que unifica las

distribuciones Gleser’s. Esta extensión se genera en base a la metodoloǵıa del tipo

slash, es decir, similiar a la distribución del Caṕıtulo 3 donde la mezcla de escala

entre las distribuciones G y un caso particular de la distribución Beta no comparten

ningún parámetro. Se estudian sus propiedades y se muestra que esta extensión de

la distrbución G es de cola pesada. Se utiliza el método de máxima verosimilitud

para la estimación de los parámetros y un estudio de simulación confirma que los

estimadores de máxima verosimilitud son consistentes. Se lleva a cabo una aplicación

con datos de ingresos por familia que muestra un buen ajuste en comparación con

otras distribuciones conocidas.

En el Caṕıtulo 5 se dan algunas conclusiones y futuras investigaciones.

1.4. Consideraciones finales

La tesis doctoral consta de tres manuscritos publicados en revistas de indexación

WoS (Q1), con pequeñas modificaciones para ajustarse al formato de este documento.

Caṕıtulo 2: Olmos, N. M., Gómez-Déniz, E., Venegas, O. (2022). The Heavy-Tailed

Gleser Model: Properties, Estimation, and Applications. Mathematics, 10(23), 4577.
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https://doi.org/10.3390/math10234577.

Caṕıtulo 3: Olmos, N. M., Gómez-Déniz, E., Venegas, O. (2024). Scale Mixture

of Gleser Distribution with an Application to Insurance Data. Mathematics, 12(9),

1397. https://doi.org/10.3390/math12091397. This article belongs to the Special Is-

sue Probabilistic Models in Insurance and Finance.

Caṕıtulo 4: Olmos, N. M., Gómez-Déniz, E., Venegas, O. (2025). The Gauss hyper-

geometric Gleser distribution with applications to flood peaks exceedance and income

data. AIMS Mathematics, 8(6), 13575-13593. doi: 10.3934/math.2025611. This article

belongs to the Special Issue Advances in Probability Distributions and Social Science

Statistics.
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Caṕıtulo 2

Distribución Gleser

2.1. Introducción

Las distribuciones de cola pesada se han utilizado para modelar datos en diversas

ciencias aplicadas, como las ciencias ambientales, las ciencias de la tierra y las ciencias

económicas y actuariales. Los conjuntos de datos de seguros tienden a ser positivos y

asimétricos hacia la derecha, con colas pesadas (ver Ibragimov and Prokhorov, 2017);

por lo tanto, las distribuciones con estas caracteŕısticas se utilizan para modelar da-

tos de seguros. Algunos autores han extendido ciertas distribuciones asimétricas con

soporte positivo mediante la metodoloǵıa slash, para aumentar el peso de la cola dere-

cha, por ejemplo, Gómez et al. (2009) lo aplican a la distribución Birnbaum-Saunders,

7



Olmos et al. (2012,2014) en los modelos half-normal y half-normal generalizada (ver

Cooray and Ananda, 2008), Astorga et al. (2017) en el modelo exponencial genera-

lizado (ver Mudholkar et al., 1995; Gupta and Kundu, 1999), y Gómez et al. (2019)

en el modelo de Gumbel. Otros dos trabajos recientes son, por ejemplo, Bhati and

Ravi (2018), en el modelo log-Moyal generalizado, y Afify et al. (2020), en el modelo

exponencial de cola pesada. Se sabe que la distribución de Pareto y sus generalizacio-

nes correspondientes son distribuciones de cola pesada; se han utilizado en diversas

áreas del conocimiento, por ejemplo, Choulakian and Stephens (2001), Zhang (2007),

Akinsete et al. (2008), Nassar and Nada (2011), Mahmoudi (2011) y Boumaraf el al.

(2020), entre otros. Es importante estudiar distribuciones con estas caracteŕısticas

para modelar, por ejemplo, conjuntos de datos de ingresos, seguros y rendimientos fi-

nancieros. En el presente Caṕıtulo, estudiamos una distribución con una cola derecha

pesada que se ajusta bien a los datos de ingresos familiares.

Una función que es muy necesaria en este documento de tesis doctoral es la función

beta, denotada por B(a, b), y que se puede expresar como:

B(a, b) =

∫ 1

0

ta−1(1− t)b−1dt =

∫ ∞
0

ta−1

(1 + t)a+b
dt =

Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
, (2.1)

donde a > 0, b > 0 y Γ(·) es la función gamma. La función beta es la constante de

normalización de la distribución Beta, es decir, decimos que la variable aleatoria Y
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tiene distribución Beta con parámetros a y b si su función de densidad de probabilidad

(fdp) es dada por

fY (y; a, b) =
1

B(a, b)
ya−1(1− y)b−1, (2.2)

donde 0 < y < 1, a > 0 y b > 0.

Otra función especial que merece ser destacada es la función beta incompleta, deno-

tada por B(y; a, b), y que se puede expresar como:

B(y; a, b) =

∫ y

0

ta−1(1− t)b−1dt, (2.3)

donde a > 0, b > 0 y 0 < y < 1. Otra función relacionada es la función beta

incompleta regularizada, denotada por Iy(a, b), y se expresa como Iy(a, b) = B(y;a,b)
B(a,b)

.

Finalmente, otra función que también se utiliza en esta tesis es la función hiper-

geométrica de Gauss (ver Abramowitz and Stegun, 1968), se denota por 2F1, y es

dada por

2F1(a, b, c;x) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

vb−1(1− v)c−b−1(1− xv)−adv, (2.4)

donde a, b, c > 0 y c > b.

Gleser (1989) introduce una representación de la distribución gamma, que es pro-

ducto de una mezcla de escala entre una distribución desconocida y la distribución

exponencial. El objetivo principal de esta tesis es estudiar esta distribución descono-

cida, que es la distribución G, y aplicarla al modelamiento de datos en Estad́ıstica
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Actuarial.

Este Caṕıtulo se desarrolla de la siguiente manera. En la Sección 2.2 se muestra

como se genera la distribución G y se estudian algunas de sus propiedades. En la

Sección 2.3 se estudian el comportamiento de la cola de la distribución G. En la

Sección 2.4 se realiza la estimación de los parámetros por el método de máxima

verosimiltud (MV), además de un estudio de simulación y la convergencia asintótica

de los estimadores de MV. En la Sección 2.5 se llevan a cabo dos aplicaciones, una con

datos simulados y otra con datos de ingresos. En la Sección 2.6 se entregan algunas

conclusiones de este Caṕıtulo.

2.2. Distribución G

En esta Sección se muetran como se genera la distribución G y se estudian sus

propiedades básicas.

Gleser (1989) introduce una representación de la distribución gamma, como pro-

ducto de una mezcla de escala entre la distribución exponencial y una distribución

desconocida, tal como lo muestra el siguiente Teorema.

Teorema 2.1 Sea h(·) la distribución gamma con parámetro de escala σ y parámetro

de forma α (0 < α < 1). Es decir,
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h(t) =
σα

Γ(α)
tα−1 exp(−σt), t > 0, (2.5)

donde σ > 0 y 0 < α < 1. Entonces

h(t) =

∫ ∞
σ

y exp(−yt)g(y)dy, (2.6)

donde

g(y) =
(y − σ)−ασα

yΓ(1− α)Γ(α)
, y > σ. (2.7)

Demostración.

h(t) =

∫ ∞
σ

y exp(−yt)g(y)dy =
σα

Γ(1− α)Γ(α)

∫ ∞
σ

(y − σ)−α exp(−yt)dy,

haciendo el siguiente cambio de variables u = (y − σ)t se obtiene el resultado. �

Comentario 2.1 La restricción en el espacio parámetrico con 0 < α < 1 en el

Teorema es necesaria, ya que toda mezcla de escalas de distribuciones exponenciales

debe tener una tasa de riesgo decreciente (ver Barlow and Proschan, 1975; Proschan,

1963).

Estudiar la distribución g desconocida es el objetivo principal de esta tesis. La

siguiente proposición nos entrega la forma que seguiremos de esta distribución.

Proposición 2.1 Sea Y la variable aleatoria que tiene densidad dada en (2.7), en-

tonces la distribución de la variable aleatoria X = Y − σ viene dada por
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fX(x;σ, α) =
σαx−α

B(α, α)(σ + x)
, x > 0, (2.8)

donde σ > 0 es un parámetro de escala, 0 < α < 1 es un parámetro de forma y

α = 1 − α. Cuando una variable aleatoria X siga la fdp (2.8) se notará mediante

X ∼ G(σ, α).

Demostración Utilizando la fdp dada en (2.7) y aplicando el cambio de variable

oportuno se obtiene el resultado. �

La distribución G es una distribución alternativa a las distribuciones con dos paráme-

tros que se utilizan para modelar datos de Estad́ıstica Actuarial, por ejemplo, como

es la distribución de Pareto, entre otras. La Figura 2.1 muestra el gráfico de la dis-

tribución G para diferentes valores del parámetro α.

Realizamos una breve comparación que ilustra que la cola derecha de la distribu-

ción G es más pesada cuando el parámetro α disminuye. En el Cuadro 4.1 muestra

P (X > x) en la distribución G, para diferentes valores de x y α. Se puede observar

que cuando el parámetro α decrece la cola derecha de la distribución G es más pesada.

2.2.1. Propiedades

La siguiente proposición muestra una forma de representar la distribution G.
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Figura 2.1: Ejemplos de la distribución G(1,0.3) (ĺınea continua), G(1,0.7) (ĺınea

discontinua), G(1,0.9) (ĺınea punteada)

Proposición 2.2 Sea Y ∼ Beta(α, α). Entonces X = σY
1−Y ∼ G(σ, α).

Demostración. Utilizando el teorema de transformacióm de variables se obtiene el

resultado. �

Proposición 2.3 Sea X ∼ G(σ, α). Entonces, la función de distribución acumulada

(fda) de la variables aleatoria X viene dada por

FX(x;σ, α) = Iy (α, α) , x > 0, (2.9)

donde σ > 0 , 0 < α < 1, y = x
σ+x

y Iy( , ) es la función beta incompleta regularizada.
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Cuadro 2.1: Comparación de colas

Distribución P (X > 2) P (X > 3) P (X > 4)

G(1,0.9) 0.04803 0.03537 0.02818

G(1,0.7) 0.19065 0.15106 0.12697

G(1,0.3) 0.63376 0.57717 0.53760

Demostración. Aplicando en forma directa la definición de fda se tiene

FX(x;σ, α) =
σα

B(α, α)

∫ x

0

t−α

σ + t
dt =

1

B(α, α)

∫ x
σ

0

(
u

1 + u

)
u−1−αdu,

y haciendo el cambio de variable w = u
1+u

, se obtiene el resultado �.

La función de supervivencia s(t), que es la probabilidad de que un art́ıculo no falle

antes del tiempo t, está definida por s(t) = F (t) = 1− F (t). La función de supervi-

vencia para la variable aleatoria T ∼ G(σ, α) viene dada por s(t) = 1− It/(σ+t) (α, α).

La función de riesgo, h(t), definida por h(t) = f(t)
s(t)

, para la variable aleatoria T ∼

G(σ, α) es dada por

h(t) =
σαt−α

(σ + t)
(
B(α, α)−B

(
t

σ+t
, α, α

)) , t > 0.

La Figura 2.2 muestra la forma que tiene la función de riesgo para distintos valores

de α, considerando σ = 1.

Proposición 2.4 Sea T ∼ G(σ, α). Entonces, la función de riesgo de T es decre-
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Figura 2.2: Ejemplos de la función de riesgo h(t), para α =0.3 (ĺınea continua), α =0.7

(ĺınea discontinua), α =0.9 (ĺınea punteada)

ciente para todo t > 0.

Demostración. Utilizando el Teorema, item (b), dado en Glaser (ver Glaser, 1980)

se tiene que

η(t) = −f
′(t)

f(t)
=
α

t
+

1

σ + t
,

donde f(t) es la fdp dada en (2.8), luego de la derivada de la función η(t) con respecto

a t

η′(t) = −
(
α

t2
+

1

(σ + t)2

)
< 0, ∀t > 0

se concluye el resultado �.
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Proposición 2.5 Los r-ésimos momentos, r = 1, 2, ..., de la variable aleatoria X ∼

G(1, α) no existen.

Demostración. Se tiene que por la integral valor-p, la
∫∞

0
1
tp
dt converge si p > 1,

por otro lado

E(Xr) =
1

B(α, α)

∫ ∞
0

x−α+r

1 + x
dx =

1

B(α, α)

{∫ 1

0

x−α+r

1 + x
dx+

∫ ∞
1

x−α+r

1 + x
dx

}
,

El integrando de la primera integral h1(x) = x−α+r

1+x
tiene la misma magnitud que

h2(x) = 1
xα−r

, ya que ĺım
x→∞

h1(x)

h2(x)
= ĺım

x→0

1

1 + x
= 1. Luego, se observa que debe tener

la condición que r < α < 1 + r y sólo para r = 0 se cumple la condición paramétrica

y convergencia, luego para r = 1, 2, 3, ... la integral diverge. El integrando de la

segunda integral g1(x) = x−α+r

1+x
tiene la misma magnitud que g2(x) = 1

x1+α−r
, ya que

ĺım
x→∞

g1(x)

g2(x)
= ĺım

x→∞

x

1 + x
= 1, aqúı el valor p = 1 + α − r y para r = 1, 2, 3, ... el

valor de p < 1, lo que indica que la integral diverge. Por lo tanto la integral completa

diverge y esto significa que no existen los r-ésimos momentos de la variable aleatoria

X ∼ G(1, α). �

Proposición 2.6 Sea X ∼ G(1, α). Entonces T = 1
1+X
∼ Beta(α, α).

Demostración. Utilizando transformación de variables aleatorias se obtiene el re-

sultado. �
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Por otro lado, los r-ésimos momentos de la variable aleatoria T son finitos y se pueden

expresar como.

E(T r) =
B(r + α, α)

B(α, α)
.

Por ejemplo, el primer y segundo momentos de la variable aleatoria T son:

E(T ) = α , E(T 2) =
α(1 + α)

2
.

Proposición 2.7 Sea X ∼ G(σ, α). Entonces, la función cuantil (Q) de la distribu-

ción G viene dada por

Q(p) =
σI−1

p (α, α)

1− I−1
p (α, α)

, 0 < p < 1, (2.10)

donde I−1
p es la función inversa de la función beta incompleta regularizada.

Demostración. Utilizando la fda dada en (2.9) se tiene que

p = FX(x;σ, α) = Ix/(σ+x) (α, α) .

Aplicando ahora la función inversa de la función beta incompleta regularizada

x

σ + x
= I−1

p (α, α),

de donde despejando para x se obtiene el resultado �.

Para estudiar los efectos del parámetro α en los coeficientes de asimetŕıa y kurtosis,

utilizamos los coeficientes definidos por Galton (1883) y Moors (1988) respectivamen-

te, y que están basados en la función cuantil y vienen dados en el siguiente resultado.
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Corolario 2.1 Sea X ∼ G(σ, α), entonces los coeficientes de asimetŕıa(
√
β1) y curtosis(β2)

son respectivamente: √
β1 =

Q
(

3
4

)
+Q

(
1
4

)
− 2Q

(
2
4

)
Q
(

3
4

)
−Q

(
1
4

) ,

β2 =
Q
(

3
8

)
−Q

(
1
8

)
+Q

(
7
8

)
−Q

(
5
8

)
Q
(

3
4

)
−Q

(
1
4

) ,

donde Q(·) es la función cuantil dada en (2.10). La Figura 2.3 muestra las gráficas

de los coeficientes de asimetŕıa y curtosis en la distribución G.

2.2.2. Medida actuarial

Las distribuciones de probabilidad son utilizadas para describir una exposición al

riesgo. Estos niveles de exposición al riesgo se muestran a través de indicadores que

están basadas en propiedades de la distribución, como por ejemplo la función cuantil.

Los actuarios a menudo usan estos indicadores para determinar el grado en que las

empresas están sujetas a riesgo, como por ejemplo, precios de las acciones o tasas

de interés, entre otras. Discutimos ahora la medida de riesgo VaR, también conoci-

da como medida de riesgo cuantil o principio de prima cuantil, y que se especifica

usualmente con un grado de confianza dado, que puede ser del 90 %, 95 % o 99 %.

Definición 2.1 El Valor en Riesgo de X al nivel de confianza 100p % se denota por

V aRp, y corresponde al 100p cuantil de la distribución del riesgo X.
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Figura 2.3: Gráficos de los coeficientes de asimetŕıa y curtosis para la distribución G.

El VaR se utiliza para evaluar la exposición al riesgo, es decir, se puede utilizar para

determinar la cantidad de capital necesaria para hacer frente resultados adversos. El

VaR es pues una medida de riesgo pero que su utiliación trasciende de la estad́ıstica
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actuarial, haciéndose uso de ella fundamentalmente en ecoonomı́a financiera y cuanti-

tativa. Usando la Definición 2.1 y (2.10), se tiene que el VaR de una variable aleatoria

X ∼ G(σ, α) viene dada por (ver Artzner, 1999 and Artzner et al., 1999).

V aRp = Q(p) =
σI−1

p (α, α)

1− I−1
p (α, α)

, 0 < p < 1,

donde I−1
p es la inversa de la función beta incompleta regularizada.

El Cuadro 2.2 proporciona algunos cálculos numéricos para la medida VaRp de la

distribución G(σ, α) para diferentes valores de los parámetros.

La Figura 2.4 muestra gráficos de la medición de VaRp de la distribución G(10, α)

para diferentes valores del parámetro α. Observamos que a medida que el valor del

parámetro α decrece, el valor del VaRp aumenta.

2.2.3. Estad́ısticos de Orden

Sean X1, ..., Xn una muestra aleatoria de la variable aleatoria X ∼ G(σ, α), deno-

temos por X(j) el j-ésimo estad́ıstico de orden, j ∈ {1, . . . , n}.

Proposición 2.8 La fdp de X(j) es

fX(j)
(x) =

n!

(j − 1)!(n− j)!
σαx−α

B(α, α)(σ + x)

[
Ix/(σ+x)(α, α)

]j−1 [
1− Ix/(σ+x)(α, α)

]n−j
, x > 0.

En particular, la fdp del mı́nimo, X(1), es

fX(1)
(x) =

nσαx−α

B(α, α)(σ + x)

[
1− Ix/(σ+x)(α, α)

]n−1
, x > 0.
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Cuadro 2.2: Medida VaRp y p es el nivel de significancia

Modelo p VaRp Modelo p VaRp

G(1,0.2) 0.90 71645.52 G(10,0.2) 0.90 716455.2

G(1,0.2) 0.95 2292682 G(10,0.2) 0.95 22926824

G(1,0.2) 0.99 7164634401 G(10,0.2) 0.99 71646344013

G(1,0.5) 0.90 39.86346 G(10,0.5) 0.90 398.6346

G(1,0.5) 0.95 161.4476 G(10,0.5) 0.95 1614.476

G(1,0.5) 0.99 4052.181 G(10,0.5) 0.99 40521.81

G(1,0.8) 0.90 2.364536 G(10,0.8) 0.90 23.64536

G(1,0.8) 0.95 6.334845 G(10,0.8) 0.95 63.34845

G(1,0.8) 0.99 50.87682 G(10,0.8) 0.99 508.7682

y la fdp del máximo, X(n), es

fX(n)
(x) =

nσαx−α

B(α, α)(σ + x)

[
Ix/(σ+x)(α, α)

]n−1
, x > 0

Demostración. Como es un modelo absolutamente continuo, la fdp del j-ésimo

estad́ıstico de orden se obtiene aplicando

fX(j)
(x) =

n!

(j − 1)!(n− j)!
f(x) [F (x)]j−1 [1− F (x)]n−j, , j ∈ {1, . . . , n},

donde F y f denotan la fda y la fdp de la distribución principal, que en este caso es
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Figura 2.4: Gráficos del VaRp , para G(1,0.3) (ĺınea continua), G(1,0.5) (ĺınea discon-

tinua), G(1,0.8) (ĺınea punteada)

X ∼ G(σ, α). �

2.2.4. Entroṕıa

En esta Subsección se estudian las entroṕıas de Shannon y Renyi.

Definición 2.2 Sea X una variable aleatoria continua, entonces

1. la entroṕıa de Shannon (S) (ver Shannon, 1948) para una variable aleatoria X,

es definida como

S(X) = −E(log fX(x)). (2.11)
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2. una generalización de la entroṕıa de Shannon es la entroṕıa de Rényi (Rp), que

se define como

Rp(X) =
1

1− p
log

(∫ ∞
0

[f(x)]pdz

)
. (2.12)

El siguiente Lema es útil para calcular la entroṕıa de Shannon en la distribución G.

Lema 2.1 Sea X ∼ G(σ, α), entonces se tienen los siguientes resultados.

1. E(log(X)) = log(σ) + ψ(α)− ψ(α),

2. E(log(σ +X)) = log(σ)− γ − ψ(α),

donde ψ(·) es la función digamma y γ = −ψ(1) es la constante de Euler’s.

Demostración. Ambos resultados se obtienen directamente utilizando la fdp que se

muestra en (2.8). �

Proposición 2.9 Sea X ∼ G(σ, α).

1. Entonces la entroṕıa de Shannon de X viene dada por

S(X) = log(σ) + log(B(α, α))− γ + αψ(α)− (1 + α)ψ(α). (2.13)

2. Entonces, la entroṕıa de Rényi de X viene dada por

Rp(X) =
1

1− p
[log(B(ξ, p− ξ))− (p− 1) log(σ)− p log(B(α, α))] . (2.14)

donde ξ = 1− pα > 0.
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Demostración. En 1. aplicando (2.11) y el Lema 2.1 se obtiene el resultado, en 2.

aplicando (2.12) y (2.1) se obtiene el resultado. �

La Figura 2.5 muestra la entroṕıa de Shannon para el modelo G, fijando σ = 1.
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Figura 2.5: Entroṕıa de Shannon para G(α, σ = 1).

Corolario 2.2 Sea X ∼ G(σ, α) con S(X) y Rp(X) las entroṕıas de Shanon y Renyi,

entonces tenemos

ĺım
p→1

Rp(X) = S(X). (2.15)

Demostración. Aplicando la regla de L’Hopital se obtiene el resultado. �
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2.3. Cola de la distribución G

En el ámbito de los seguros, se suele utilizar una variable aleatoria con soporte

no negativo, como la distribución de Pareto clásica, para modelar la magnitud de las

pérdidas. El tamaño de la cola de la distribución es fundamental si se desea que el

modelo elegido capture cantidades suficientemente alejadas del inicio del soporte de

la distribución, es decir, valores at́ıpicos (extremos). El concepto de cola pesada es

fundamental para este y otros escenarios financieros.

El uso de distribuciones con colas pesadas a la derecha es de vital importancia en

los seguros generales o no vida. Las distribuciones de Pareto, lognormal y Weibull,

entre otras, se han utilizado para modelar las pérdidas de seguros de responsabilidad

civil de terceros para veh́ıculos, reaseguros y seguros contra catástrofes, entre otros.

Sea S la clase de distribuciones subexponenciales. Es decir, F ∈ S definida en R+

que satisface:

ĺım
x→∞

1− F ∗2(x)

1− F (x)
= 2,

donde F ∗j es la j-convolución de F .

El siguiente Lema, que aparece, entre otros, en Rolski et al. (1999) es necesario en

el siguiente teorema.

Lema 2.2 Sean F (x) y H(x) dos fda’s en R+ y se supone que existe una constante
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c > 0 tal que

ĺım
x→∞

H(x)

F (x)
= c. (2.16)

Entonces, F ∈ S si y sólo si H ∈ S.

Teorema 2.2 Sea la fda de G(σ, α) dada en (2.9). Entonces, FX(x;σ, α) ∈ S.

Demostración. Sea HX(x;σ, α) = (σ/(σ + x))α la función de supervivencia de la

distribución de Pareto tipo II (distribución de Lomax), que junto con el complemento

de la fda dada en (2.9) y mediante el cálculo (2.16) tras aplicar la regla de L’Hôpital,

obtenemos que

ĺım
x→∞

H(x)

F (x)
= αB(α, α) > 0.

Ahora bien, teniendo en cuenta que la distribución de Pareto II pertenece a la clase

de distribuciones subexponenciales, se obtiene el resultado. �

Como consecuencia del Teorema anterior (ver Rolski et al., 1999), tenemos el

siguiente corolario.

Corolario 2.3 Si X1 y X2 son variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas con fda’s dadas en (2.9), entonces, cuando x→∞

Pr(X1 +X2 > x) ∼ Pr(máx{X1, X2} > x).
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Demostración. El resultado es consecuencia del hecho de que FX(x;σ, α) ∈ S. �

Proposición 2.10 Se verifica que FX(x;σ, α) es una distribución de cola derecha

pesada.

Demostración. Dado que FX(x;σ, α) ∈ S , el resultado es consecuencia de la apli-

cación del Teorema 2.5.2 en Rolski et al. (1999). �

Otra forma de mostrar que es FX(x;σ, α) es una distribución con colas derecha

pesada, calculando el ĺımite ĺımx→∞(− logFX(x;σ, α)/x), lo cual resulta 0. Observe

que − logFX(x;σ, α)/x) es la función de riesgo de X.

Como consecuencia del resultado anterior, tenemos el siguiente Corolario:

Corolario 2.4 Se verifica que ĺım supx→∞ e
sxFX(x;σ, α) =∞, s > 0.

En este caso, la distribución no posee ningún momento exponencial positivo, es

decir,
∫

exp(sx) dFX(x;σ, α) = ∞ para todo s > 0 (ver Foss et al., 2011). Las dis-

tribuciones de este tipo tienen función generadora de momentos MFX(x;σ,α)(s) = ∞,

para todo s > 0. Esto ocurre, por ejemplo, con la distribución log-normal.

Un aspecto importante en la teoŕıa de valores extremos es la variación regular

(ver Bingham, 1987 ; Konstantinides, 2018). Esta es una descripción flexible de la

variación de algunas funciones según la forma polinómica del tipo x−δ+o(x−δ), δ > 0.

Este concepto se formaliza en la siguiente definición.
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Definición 2.3 Una fda se denomina función de variación regular en el infinito con

ı́ndice −δ si se cumple:

ĺım
x→∞

F (τx)

F (x)
= τ−δ,

donde τ > 0 y el parámetro δ ≥ 0 se denomina ı́ndice de cola.

La siguiente proposición establece que la función de supervivencia de la distribu-

ción G es una distribución con variación regular.

Proposición 2.11 La función de supervivencia de G(σ, α) es de variación regular

con el ı́ndice de cola α.

Demostración. Aplicando la definición anterior y utilizando la regla de L’Hôpital,

tenemos que

ĺım
x→∞

F (tx)

F (x)
= t−α+1 ĺım

x→∞

(
σ + x

σ + tx

)−α(
σ + x

σ + tx

)α−1(
σ + x

σ + tx

)2

= t−α+1 ĺım
x→∞

σ + x

σ + tx
,

Calculando el ĺımite de la derecha, obtenemos el resultado. �

En el ámbito actuarial y en los modelos de riesgo individual y colectivo, el in-

vestigador suele estar interesado en la variable aleatoria. Sn =
∑n

i=1 Xi para n ≥ 1.

Aunque su fdp es dif́ıcil o imposible de calcular en la práctica, podemos aproximar

sus probabilidades utilizando el siguiente Corolario. (ver Jessen and Mikosch, 2006).
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Corolario 2.5 Si X1, . . . , Xn son variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas G(σ, α) y Sn =
∑n

i=1Xi, n ≥ 1, entonces

Pr(Sn > x) ∼ nPr(X1 > x), cuando x→∞. (2.17)

Por lo tanto, si Pn = máxi=1,...,nXi, n ≥ 1, tenemos que

Pr(Sn > x) ∼ nPr(X > x) ∼ Pr(Pn > x).

Esto significa que para x grande el evento {Sn > x} se debe al evento {Pn > x}.

Por lo tanto, que la suma Sn supere umbrales altos se debe a que el valor más grande

de la muestra supera dicho umbral.

Jessen and Mikosch (2006) señala que la expresión (2.17) puede considerarse como

la definición de una distribución subexponencial. La clase de esas distribuciones es

mayor que la clase de distribuciones que vaŕıan regularmente. El resultado, dado en

el Corolario 2.5, sigue siendo válido para distribuciones subexponenciales debido a la

subexponencialidad de Sn implica la subexponencialidad de X1. Normalmente, esta

propiedad se conoce como cierre de ráız de convolución de distribuciones subexpo-

nenciales. Se pueden consultar más detalles en Embrechts and Goldie (1980, 1982).

Por otro lado, sea la variable aleatoria X, cuyo soporte es 0 < x < ∞, que

representa un ĺımite de póliza o un deducible de reaseguro (desde la perspectiva de

una aseguradora); entonces la función de valor esperado limitado L de X con fda
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F (x), es definida por (ver Hogg and Klugman, 1984):

L(x) = E[mı́n(X, x)] =

∫ x

0

y dF (y) + xF (x),

que es la esperanza de la fda F (x) truncada en este punto. En otras palabras, repre-

senta la cantidad esperada por reclamación que retiene el asegurado en una póliza

con un deducible fijo de x. Observe que integramos según el intervalo (0, x).

Proposición 2.12 Sea X una variable aleatoria que sigue la fdp (2.8). Entonces, el

valor esperado limitado de X viene dado por

L(z) =
z2

σB(α, α)(2− α)

(σ
z

)α
2F1(2− α, 1, 3− α,−z/σ) + zF (z), α < 1.

donde 2F1 representa la función hipergeométrica dada en (2.4).

Demostración. Al realizar el cambio de variable t = x/(z − x) en la integral

I =
σα

B(α, α)

∫ z

0

dx

xα−1(σ + x)
,

se obtiene el resultado. �

2.4. Inferencia

En esta Sección realizamos estimación de los parámetros del modelo G por el

método de MV, un estudio de simulación y estimación asintótica de los estimadores

de MV.
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2.4.1. Estimación por MV

Para una muestra aleatoria x1, . . . , xn derivada desde la distribución G(σ, α), la

función logaritmo de la verosimilitud (log-verosimilitud) se puede escribir como

`(σ, α) = nα log(σ)− α
n∑
i=1

log(xi)− n log(B(α, α))−
n∑
i=1

log(σ − xi), (2.18)

Las ecuaciones de score vienen dadas por:

nα

σ
−

n∑
i=1

1

σ + xi
= 0, (2.19)

log(σ)− log(x) + ψ(1− α)− ψ(α) = 0, (2.20)

donde ψ(·) es la función digamma y log(x) = 1
n

∑n
i=1 log(xi). De (2.19) obtenemos

α̂ =
σ̂

n

n∑
i=1

1

σ̂ + xi
, (2.21)

y el estimador de MV para σ (σ̂) se obtiene resolviendo numéricamente la siguiente

ecuación

log(σ̂) = log(x) + ψ

(
σ̂

n

n∑
i=1

1

σ̂ + xi

)
− ψ

(
1− σ̂

n

n∑
i=1

1

σ̂ + xi

)
, (2.22)

El estimador σ̂ es la solución de la ecuación (2.22), y sustituyéndolo en (2.21) obte-

nemos α̂. La solución para esta ecuación (2.22) se puede obtener mediante procedi-

mientos numéricos como el algoritmo de Newton-Raphson. Alternativamente, estas
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estimaciones se pueden encontrar maximizando directamente de la fucnión de log-

verosimilitud dada en (2.18) y utilizando la subrutina optim en el software R (ver R

Core Team, 2021).

2.4.2. Estudio de Simulación

Para examinar el comportamiento de la estimación por MV, presentamos un es-

tudio de simulación para evaluar su rendimiento, evaluando los parámetros σ y α

en el modelo G. El análisis de simulación se realiza generando 1000 muestras de ta-

maños n = 100, 200 y 500 del modelo G. El objetivo de esta simulación es estudiar

el comportamiento de los estimadores de MV para los parámetros del modelo G. Se

pueden utilizar dos algoritmos para generar números aleatorios del modelo G como

se muestra más abajo.

Algorithm 1 for simulating from the X ∼ G(σ, α) can proceed as follows.

1. Step 1: Generate Y ∼ Uniform(0, 1).

2. Step 2: Compute X =
σI−1
Y (α,α)

1−I−1
Y (α,α)

Donde σ > 0, 0 < α < 1 y I−1
p es la función inversa de la función beta incompleta

regularizada. Para cada muestra generada de la distribución G, las estimaciones de
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Algorithm 2 for simulating from the X ∼ G(σ, α) can proceed as follows.

1. Step 1: Generate Y ∼ Beta(α, α).

2. Step 2: Compute X = σY
1−Y

MV se obtienen aplicando el algoritmo de Newton-Raphson. El Cuadro 2.3 muestra el

sesgo emṕırico (SE), la media de los errores estándar (EE), la ráız del error cuadrático

medio emṕırico (ECME) y la probabilidad de cobertura (PC) del 95 % basada en la

distribución asintótica para los estimadores de MV para los parámetros. Como se

puede ver en el Cuadro 2.3, el rendimiento de las estimaciones mejora cuando n

aumenta.

2.4.3. Matriz de información de Fisher

Consideremos ahora X ∼ G(σ, α). Para una sola observación x de X, la función

de log-verosimilitud para θ = (σ, α) es dado por

`(θ) = α log(σ)− α log(x)− log(B(α, α))− log(σ + x).

La primera y segunda derivadas parciales correspondientes de la función de log-

verosimilitud se entregan en el Apéndice A. Se puede demostrar que la matriz de

información de Fisher, que denotamos por IF (·), para la distribución G viene dada
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Cuadro 2.3: SE, EE, ECME y 95 % PC para los estimadores de MV de σ y α en la

distribución G con diferentes combinaciones en los valores de los parámetros.

valor verdadero n = 100 n = 200 n = 500

σ α par. SE EE ECME PC SE EE ECME PC SE EE ECME PC

1 0.2 σ 0.1934 0.5709 0.6543 0.9402 0.1113 0.3727 0.4083 0.9474 0.0494 0.2219 0.2292 0.9540

α 0.0054 0.0260 0.0270 0.9618 0.0039 0.0181 0.0186 0.9562 0.0022 0.0113 0.0116 0.9542

0.5 σ 0.2191 0.7544 0.8668 0.9004 0.1006 0.4920 0.5425 0.9156 0.0468 0.3010 0.3131 0.9370

α 0.0004 0.0679 0.0667 0.9258 -0.0012 0.0496 0.0491 0.9308 0.0005 0.0322 0.0320 0.9424

0.8 σ 0.0727 0.5090 0.5498 0.8988 0.0348 0.3463 0.3602 0.9216 0.0118 0.2137 0.2143 0.9432

α -0.0044 0.0258 0.0271 0.9550 -0.0022 0.0179 0.0183 0.9496 -0.0010 0.0112 0.0114 0.9510

10 0.2 σ 1.9401 5.7013 6.4320 0.9394 1.1103 3.7292 4.0676 0.9486 0.4651 2.2140 2.2556 0.9528

α 0.0052 0.0260 0.0268 0.9562 0.0037 0.0181 0.0189 0.9492 0.0020 0.0113 0.0112 0.9560

0.5 σ 1.9611 7.4418 8.4714 0.8872 1.0610 4.9654 5.2373 0.9176 0.4148 2.9938 3.0764 0.9360

α -0.0014 0.0681 0.0668 0.9216 0.0002 0.0497 0.0490 0.9344 0.0000 0.0322 0.0315 0.9484

0.8 σ 0.6832 5.0843 5.3895 0.8952 0.3724 3.4679 3.5625 0.9236 0.1692 2.1465 2.1721 0.9406

α -0.0047 0.0259 0.0274 0.9510 -0.0020 0.0179 0.0181 0.9544 -0.0008 0.0112 0.0113 0.9534

por

IF (θ)=

 αα
2σ2 − 1

σ

− 1
σ

ψ′(α) + ψ′(α)


donde ψ′(·) es la función trigamma.

Por lo tanto, para muestras grandes, los estimadores de MV, θ̂, de θ es asintótica-

mente normal bivariada, es decir,

√
n
(
θ̂ − θ

)
L−→ N2(0, IF (θ)−1),
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lo que resulta en la varianza asintótica de los estimadores MV (θ̂), y es la inversa de

la matriz de información de Fisher IF (θ). Dado que los parámetros son desconocidos,

generalmente se considera la matriz de información observada, donde los parámetros

desconocidos se estiman mediante MV.

2.5. Aplicaciones

En esta Sección analizamos dos aplicaciones: la primera con datos simulados y la

segunda con datos reales. Para comparar los ajustes de los modelos, utilizamos los cri-

terios de información de Akaike AIC (ver Akaike, 1974) y el de información bayesiano

BIC (ver Schwarz, 1978). Se sabe que AIC = 2k−2 log lik y BIC = k log(n)−2 log lik,

dónde k es el número de parámetros del modelo ajustado, n es el tamaño de la muestra

y log lik es el valor maximizado de la función de verosimilitud.

2.5.1. Aplicación numérica

En esta aplicación numérica analizamos 200 datos simulados generados a partir

del modelo G(1,0.3) usando el Algoritmo 2 dado en la Sección 2.4.2. El objetivo

de este ejemplo numérico es utilizar el método de MV dado en la Sección 2.4.1 para

determinar si, al ajustar el modelo G, este tiene una forma propia. Como consideramos
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un valor de α =0.3, esto implica que los datos tienen una alta curtosis, esto implica

que modelos con cola derecha pesada podŕıan ser buenos modelos para ajustar estos

datos. Por esto consideramos el modelo clásico de Pareto para este ajuste. Decimos

que una variable aleatoria X tiene distribución Pareto si su fdp es dada por

fX(x;α, β) =
βαβ

xβ+1
, x ≥ α, (2.23)

donde α > 0 parámetro de escala y β > 0 parámetro de forma. Se denotará mediante

X ∼ Pareto(α, β).

El Cuadro 2.4 muestra las estimativas de MV para los parámetros de los modelos G

y Pareto, aśı como los valores AIC y BIC para cada modelo.

Cuadro 2.4: 200 datos simulados: Modelo, estimativas de MV, valores de AIC y BIC.

Modelo Estimativas de MV AIC BIC

G(σ, α) σ̂ =0.890, α̂ =0.295 1967.556 1974.152

Pareto(α, β) α̂ =0.002, β̂ =0.121 2144.958 2151.555

Observamos que los valores de los criterios AIC y BIC del modelo G son signi-

ficativamente más bajos que los valores del modelo Pareto, lo que significa que este

modelo se ajusta mejor a los datos que el modelo Pareto. Esto es de esperar, ya que

los datos se simularon a partir del modelo G. Los valores anteriores para las medidas
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indican que el modelo G tiene una forma propia y que puede ser dif́ıcil reemplazarlo

por cualquier otro modelo conocido de dos parámetros.

2.5.2. Datos de ingresos per cápita

Este conjunto de datos proviene de la Encuesta de Finanzas del Consumidor,

una muestra representativa a nivel nacional que contiene amplia información sobre

activos, pasivos, ingresos y caracteŕısticas demográficas de los encuestados (clientes

potenciales estadounidenses). Contiene una muestra aleatoria de 500 hogares con

ingresos positivos entrevistados en la encuesta de 2004. La variable de interés es

el ingreso anual de la familia en miles de dólares estadounidenses dividido entre

el número de miembros del hogar. Las estad́ısticas descŕıptivas de estos datos se

encuentran en el Cuadro 2.5, donde CS es el coeficiente de asimetŕıa muestral y CK

es el coeficiente de kurtosis muestral. Se puede observar un coeficiente de kurtosis

alto, de 1.655, y esto significa que la cola derecha de los datos es muy pesada.

Cuadro 2.5: Estad́ısticas descriptivas para datos de ingresos

n Mediana Media Varianza CS CK

500 21.125 216.709 11270001 0.435 1.655

En la Figura 2.6 se presentan dos gráficos de cajas y bigotes (boxplots), donde el
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boxplot de arriba muestra un dato muy extremo y en el boxplot de abajo muestra

el conjunto de datos quitando el dato extremo con el objetivo de mostrar los otros

datos extremos que en el boxplot de la arriba no se pueden ver. Estos datos at́ıpicos

hacen que la cola derecha sea más pesada. Se puede notar que la mayoria de las

observaciones están en torno a 21125 dólares per cápita por familia y existe un valor

muy at́ıpico que es un ingreso de 75 millones de dólares.

El Cuadro 2.6 muestra las estimativas de MV para los parámetros de los modelos

G y Pareto, también se muestran los valores de los criterios de selección de modelos

AIC y BIC para cada modelo.

Cuadro 2.6: Estimativas de MV para los datos de ingresos con sus correspondientes

errores estándar (entre paréntesis), valores AIC y BIC.

Modelo Estimativas de MV AIC BIC

G(σ, α) σ̂ =21.555 (6.264), α̂ =0.497 (0.033) 5139.176 5147.605

Pareto(α, β) α̂ =0.065 (0.001), β̂ =0.171 (0.008) 5867.910 5876.339

Se puede observar que los valores más pequeños de los criterios AIC y BIC co-

rresponden al modelo G, esto significa que el modelo G ajusta mejor estos datos que

el modelo de Pareto. Los errores estándar de las estimativas de MV del modelo G

fueron calculados usando la subsección 2.4.3.
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Figura 2.6: Boxplot para los datos de ingresos (arriba) y boxplot para los datos de

ingresos sin el valor extremo (abajo).
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Cuadro 2.7: Comparación de los valores estimados del VaR de los modelos G y Pareto

para los datos de ingresos

Modelo\ Significancia 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 0.95

G(σ̂, α̂) 22.034 41.764 85.060 209.891 889.770 3632.538

Pareto (α̂, β̂) 3.744 13.805 74.248 795.165 45800.120 2638007

El Cuadro 2.7 presenta estimaciones del VaR para los modelos G y Pareto al

nivel de significanción de: 0.50, 0.60, 0.70, 0.80, 0.90 y 0.95. Se sabe que los modelos

con los valores de VaR más altos presentan las colas más pesadas. Por lo tanto, con

base en esta caracteŕıstica, podemos observar que el modelo G proporciona valores

de VaR más altos hasta el nivel de 0.70 que el modelo Pareto, ya que el VaR del

modelo Pareto se disparan en cuantiles altos. En base a los criterios de selección de

modelos AIC y BIC, el modelo G se ajusta mejor a los datos de ingresos. La Figura

2.7 muestra el comportamiento de los valores de VaR de los dos modelos con respecto

al VaR emṕırico, se observa que el VaR del modelo G se encuentra más cerca al VaR

emṕırico. La Figura 2.8 muestra la fda emṕırica con las fda estimadas de los modelos

G y Pareto, lo que también muestra la excelente concordancia entre el modelo G y

los datos de ingresos.
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Figura 2.7: Gráficos del VaR emṕırica (ĺınea continua), con las VaR estimados de los

modelos G (ĺınea discontinua) y Pareto (ĺınea de punteada).
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Figura 2.8: Gráficos de la fda emṕırica (ĺınea continua) con las fda estimadas de los

modelos G (ĺınea discontinua) y Pareto (ĺınea de punteada).
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2.6. Discusión

Este Caṕıtulo presenta un estudio del modelo G, que se obtiene a partir de una

caracterización de la distribución gamma. El modelo G tiene dos parámetros, lo que

lo convierte en una alternativa atractiva frente a diversos modelos de dos parámetros

utilizados en estad́ıstica actuarial, como la distribución gamma, lognormal, Weibull

y la distribución inversa Gaussiana. El modelo G se presenta como una opción via-

ble para ajustar datos con observaciones extremas. Algunas caracteŕısticas más del

modelo G son:

• El modelo G presenta su cola derecha más pesadas a medida que el parámetro

α sea más pequeño.

• El modelo G tiene una representación expĺıcita dada en la Proposición 2.2.

• Fdp, fda, función de riesgo y función cuantil son expĺıcitas y están representadas

por funciones conocidas.

• La medida de riesgo VaR es expĺıcita y es utilizada para mostrar que la cola

derecha del modelo G es pesada.

• Se muestra que el modelo G pertenece a la familia subexponencial, como tam-

bién es de variación regular y por lo tanto es un modelo de cola derecha pesada.
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• En las aplicaciones se muestra que el modelo G tiene su propia caracteŕıstica en

comparación con el modelo de Pareto, y que es un buen candidato para modelar

datos de ingresos con cola derecha pesada.
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Caṕıtulo 3

Mezcla de escala de Gleser

3.1. Introducción

Andrews and Mallows (1974) desarrolló un estudio de mezclas de escalas de la

distribución normal, y su investigación proporcionó una familia de distribuciones con

colas pesadas (por ejemplo, la conocida distribución t de Student). Estas familias

de distribuciones se han utilizado en la inferencia robusta de datos simétricos. Una

distribución de mezcla de escalas se puede obtener mezclando una densidad base con

una distribución de escalas. La distribución resultante se puede expresar como sigue:

f(x) =

∫
g(x|κ(w))dH(w),
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donde g(x|κ(w)) es la distribución condicionada de la variable aleatoria X, dado que

κ(w) es una función positiva de una variable aleatoria W con fda H(w). Por ejemplo,

en el caso de la distribución t de Student, W ∼ Gamma(ν/2, ν/2) y κ(w) = 1/w.

Otro caso que se ha estudiado varias veces en los últimos años es el de la distribución

slash, donde W ∼ Uniforme(0, 1) y κ(w) = w1/q.

Como hemos indicado en el Caṕıtulo 2, la distribución de Pareto (ver Pareto, 1897),

que lleva el nombre de Vilfredo Pareto, es un modelo ampliamente utilizado en di-

versas ciencias aplicadas, como las ciencias actuariales, la economı́a, las finanzas, los

estudios de vida, la climatoloǵıa y la distribución de la renta, donde la ocurrencia

se describe generalmente en observaciones extremas. Algunos investigadores que han

utilizado la distribución de Pareto son Beirlant et al. (1996,2004) y Resnick (1997),

entre otros.

Gómez-Déniz and Caldeŕın-Ojeda (2014), estudia una distribución con dos paráme-

tros que ofrece una alternativa a la distribución de Pareto; esta distribución se con-

sidera un caso particular de la distribución log-gamma (LG) y en este Caṕıtulo la

denotamos por LG2. Decimos que una variable aleatoria X tiene una distribución

LG2 si su fdp es dada por

fX(x;α, β) =
β2 log(x+ 1− α)

(x+ 1− α)β+1
, x ≥ α,

donde α ≥ 0 y β ≥ 0. La denotamos por X ∼ LG2(α, β).
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El objetivo de este Caṕıtulo es estudiar la distribución de mezcla de escala de Gleser

(MEG), que está relacionada con la distribución G y es el resultado de una mezcla

de escalas entre las distribuciones G y Beta. La distribución MEG tiene dos paráme-

tros y una cola derecha pesada, lo que la convierte en una posible alternativa a las

distribuciones conocidas de dos parámetros con cola pesada, para modelar datos con

observaciones at́ıpicas.

Este Caṕıtulo se organiza de la siguiente manera: en la Sección 3.2, se estudian las

principales propiedades de la distribución MEG; en la Sección 3.3, se estiman los

parámetros mediante el método de MV, un estudio de simulación y la matriz de

información de Fisher, que será útil para calcular los errores estándar asintóticos de

las estimaciones de los parámetros, en la Sección 3.4, se muestra una aplicación a

datos reales, y en la Sección 3.5, se presentan algunas conclusiones.

3.2. Distribución MEG y sus propiedades

En esta Sección se presenta la distribución MEG y se estudian algunas de sus

propiedades.
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Figura 3.1: Ejemplos de la distribución MEG(1, 0,3) (ĺınea continua), MEG(1, 0,7)

(ĺınea discontinua) y MEG(1, 0,9) (ĺınea punteada)

3.2.1. Densidad

Definición 3.1 Sea Z ∼ MEG(σ, α), la fdp de Z viene dada por

fZ(z;σ, α) =
ασα

B(α, α)
z−(α+1) log

(
1 +

z

σ

)
, (3.1)

donde z > 0, σ > 0 es un parámetro de escala y 0 < α < 1 es un parámetro de forma.

La Figura 3.1 muestra algunos gráficos de la distribución MEG considerando diferen-

tes valores del parámetro α.

El Cuadro 3.1 muestra P (Z > z) para diferentes valores de z en la distribución MEG,

ilustrando que las colas son más pesadas a medida que disminuye el parámetro α.
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Cuadro 3.1: Comparación de colas

Distribución P (Z > 5) P (Z > 10) P (Z > 15)

MEG(1,0.9) 0.06493 0.04284 0.03310

MEG(1,0.7) 0.26006 0.19377 0.16107

MEG(1,0.3) 0.79235 0.73030 0.69215

3.2.2. Propiedades

Las siguientes proposiciones muestran la forma de representar la distribución

MEG. La primera proposición muestra que la distribución MEG es el producto de

una mezcla de escalas entre las distribuciones G y Beta.

Proposición 3.1 Sea Z|U = u ∼ G(σu−1, α) y U ∼ Beta(α, 1) entonces Z ∼

MEG(σ, α)

Demostración. Calculando la integral directamente, tenemos

fZ(z;σ, α) =

∫
Rec(u)

f(z|u)fU(u)du =

∫ 1

0

(σu−1)αz−α

B(1− α, α)(σu−1 + z)
αuα−1du,

de donde el resultado se obtiene haciendo el siguiente cambio de variable t = σ+ uz.

�

Proposición 3.2 Sea X ∼ G(σ, α) y Y ∼ Beta(α, 1) sean variables aleatorias inde-

pendientes. Entonces Z = X
Y
∼MEG(σ, α).
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Demostración. Utilizando el método del jacobiano tenemos

Z = XY −1

V = Y

⇒
X = ZV

Y = V

⇒ J =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂X
∂Z

∂X
∂V

∂Y
∂Z

∂Y
∂V

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
v z

0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = v

fZ,V (z, v) = |J |fX,Y (zv, v)

fZ,V (z, v) = vfX(zv)fY (v) , z > 0 , 0 < v < 1,

luego, marginalizando con respecto a la variable V , obtenemos la función de densidad

asociada con Z.

fZ(z;σ, α) = α
σB(α,α)

∫ 1

0

(
zv
σ

)−α
vα

1 + zv
σ

dv,

= ασα−1

B(α,α)zα

∫ 1

0

1

1 + zv
σ

dv,

realizando el siguiente cambio de variables u = 1 + zv
σ

, se obtiene el resultado. �

Se pueden utilizar dos algoritmos para generar números aleatorios a partir del

modelo MEG, como se muestra a continuación. El Algoritmo 1 utiliza la Proposi-

ción 3.1 y el método de composición (ver Tanner, 1996); El Algoritmo 2 utiliza la

representación dada en la Proposición 3.2.

Algorithm 1 for simulating Z ∼MEG(σ, α) can proceed as follows.

1: Generate U ∼ Beta(α, 1).

2: Compute Z|U = u ∼ G (σu−1, α).

Proposición 3.3 Sea Z ∼MEG(σ, α). Entonces, la fda de Z es dada por

FZ(z;σ, α) = Iy (α, α)− σαz−α

B(α, α)
log
(

1 +
z

σ

)
, z > 0, (3.2)
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Algorithm 2 for simulating Z ∼MEG(σ, α) can proceed as follows.

1: Generate V ∼ Beta(1− α, α).

2: Compute X = σV
1−V .

3: Generate Y ∼ Beta(α, 1).

4: Compute Z = X
Y

.

donde σ > 0, 0 < α < 1, y = z
σ+z

y Iy(·, ·) es la función beta incompleta regularizada.

Demostración. Aplicando directamente la definición de la fda, tenemos

FZ(z;σ, α) =
σα

B(α, α)

∫ z

0

t−(α+1) log

(
1 +

t

σ

)
dt,

y aplicando el método de integración por partes y considerando la transformación

u = log
(
1 + t

σ

)
, se obtiene el resultado. �

La función de supervivencia para una variable aleatoria MEG viene dada por

FZ(t;σ, α) = 1− Iy (α, α) +
σαt−α

B(α, α)
log

(
1 +

t

σ

)
,

donde y = t
σ+t

. La función de riesgo para una variable aleatoria MEG es dada por

h(t;σ, α) =
ασαt−(α+1) log

(
1 + t

σ

)
B(α, α)−B

(
t

σ+t
;α, α

)
+ σαt−α log

(
1 + t

σ

) , t > 0.

La Figura 4.3 muestra la forma de la función de riesgo para diferentes valores de α,

considerando σ = 1.
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Figura 3.2: Ejemplos de la función h(t), para MEG(1,0.3) (ĺınea continua),

MEG(1,0.7) (ĺınea discontinua) y MEG(1,0.9) (ĺınea punteada)

Proposición 3.4 Sea T ∼ MEG(σ, α). Entonces, la función de riesgo de T es de-

creciente para todo t > 0.

Demostración. Usando el Teorema, ı́tem (b), dada en Glaser (1980) tenemos que

η(t) = −f
′(t)

f(t)
=
α + 1

t
− 1

(σ + t) log
(
1 + t

σ

) ,
donde f(t) es la fdp dada en (3.1). Luego, derivando la función η(t) con respecto a t,

obtenemos

η′(t) = −

(
α + 1

t2
− 1

(σ + t)2 log
(
1 + t

σ

) − 1

(σ + t)2 log2
(
1 + t

σ

)) < 0, ∀t > 0,

de donde se concluye el resultado. �
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Figura 3.3: Ejemplos de η′(t), para α =0.3 (ĺınea continua), α =0.7 (ĺınea disconti-

nua), α =0.9 (ĺınea punteada).

La Figura 3.3 muestra, fijando σ = 1, que la función η′(t) es siempre negativa. Para

otros valores diferentes de σ y α el resultado es el mismo.

Proposición 3.5 Los momentos r−ésimos de la variable aleatoria Z ∼MEG(1, α)

no existen para r ≥ α.

Demostración. Utilizando integración por partes, con u = log(1 + x), tenemos

E(Zr) =
ασα

B(α, α)

∫ ∞
0

zr−α−1 log(1 + z)dz

=
ασαzr−α log(1 + z)

(r − α)B(α, α)

∣∣∣∣∣
∞

0

− ασα

(r − α)B(α, α)

∫ ∞
0

zr−α

1 + z
dz.
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La expresión del lado izquierdo es igual a cero si r < α y no existe si r ≥ α; la

integral del lado derecho se analizó en la Proposición 1 (e) del trabajo de Olmos et

al. (2022) y no converge. Por lo tanto, la integral completa diverge y esto significa

que no existen los r−ésimos momentos para la variable aleatoria Z ∼ MEG(1, α).

Por lo tanto, la integral completa diverge y esto significa que no existen r−ésimos

momentos para la variable aleatoria Z ∼MEG(1, α). �

3.2.3. Cola de la distribución

Como hemos indicado en el Caṕıtulo 2, el modelo Pareto es una distribución

con una cola derecha pesada y por esta caracteŕıstica se utiliza en seguros para

modelar datos de cuant́ıa o de daños; por lo tanto, el tamaño de la cola de una

distribución es fundamental para modelar valores extremos. Aśı, el concepto de cola

pesada es fundamental para este y otros escenarios financieros. Se sabe que cualquier

distribución de probabilidad, especificada por su fda F (x), tiene una cola derecha

pesada (ver Rolski et al., 1999) si ĺım sup
x→∞

(− log(F (x))/x) = 0.

Un tema importante en la teoŕıa de valores extremos es la variación regular (ver

Bingham, 1987). La siguiente proposición establece que la función de supervivencia

de la distribución MEG es una distribución de variación regular.

Proposición 3.6 La función de supervivencia de la variable aleatoria X ∼MEG(σ, α)
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es una función de supervivencia con colas de variación regular.

Demostración. Aplicando la Definición 2.3 y utilizando la regla de L’Hôpital, tene-

mos que

ĺım
x→∞

F (tx)

F (x)
= ĺım

x→∞

1− F (tx)

1− F (x)
= t−α ĺım

x→∞

log
(
1 + tx

σ

)
log
(
1 + x

σ

) = t−α+1 ĺım
x→∞

σ + x

σ + tx
,

de donde calculando este último ĺımite se obtiene el resultado. � Como la distribución

MEG es de colas de variación regular, entonces es de cola pesada (ver Feller, 1971).

3.3. Inferencia

En esta Sección estimamos los parámetros de la distribución MEG utilizando el

método de MV, se discute un estudio de simulación y la estimación asintótica de los

estimadores de MV.

3.3.1. Estimación de MV

Para una muestra aleatoria z1, . . . , zn derivado de la distribución MEG(σ, α), la

función log-verosimilitud se puede escribir como

`(σ, α) = c(σ, α)− (α + 1)
n∑
i=1

log(zi) +
n∑
i=1

log(log(1 + zi/σ)), (3.3)

donde c(σ, α) = n log(α) + nα log(σ)− n log(B(α, α)).
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Al igualar a cero las primeras derivadas con respecto a cada parámetro, obtenemos

n∑
i=1

zi
(σ + zi) log(1 + zi/σ)

= nα, (3.4)

n∑
i=1

log(zi) + nψ(α)− nψ(1− α) =
n

α
+ n log(σ).

De (3.4) obtenemos

α̂(σ̂) =
1

n

n∑
i=1

zi
(σ̂ + zi) log(1 + zi/σ̂)

, (3.5)

y el estimador de MV para σ (σ̂) se obtiene resolviendo numéricamente la siguiente

ecuación:

1

n

n∑
i=1

log(zi)− ψ (1− α̂(σ̂)) + ψ (α̂(σ̂)) =
n

α̂(σ̂)
+ n log(σ̂). (3.6)

El estimador σ̂ es la solución de la ecuación (3.6), y al sustituirlo en (3.5) obtene-

mos α̂. La solución de esta ecuación (3.6) se puede obtener mediante procedimientos

numéricos como el algoritmo de Newton-Raphson. Alternativamente, estas estima-

ciones se pueden encontrar maximizando directamente la función log-verosimilitud,

dada en (3.3), utilizando la subrutina optim del software R (ver R Core Team, 2021).

3.3.2. Estudio de simulación

Para evaluar la efectividad del enfoque propuesto, realizamos un estudio de simu-

lación para analizar el procedimiento de estimación de los parámetros α y σ de la
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distribución MEG. El estudio consistió en simular 1000 muestras del modelo MEG

con tres tamaños de muestra diferentes: n = 100, 200 y 500. El Cuadro 3.2 muestra

el SE, EE, ECME y PC. Del Cuadro 3.2, concluimos que las estimaciones de MV son

estables. El sesgo se reduce al aumentar el tamaño de la muestra. Los PC también se

aproxima al 95 % nominal a medida que aumenta n.

3.3.3. Matriz de información de Fisher

Consideremos ahora Z ∼MEG(σ, α), para una sola observación z de Z, la función

log-verosimilitud para θ = (σ, α) es dada por

`(θ) = log(α) + α log(σ)− log(B(α, α))− (α + 1) log(z) + log(log(1 + z/σ)).

Las primera y segunda derivadas parciales de la función log-verosimilitud se encuen-

tran en el Apéndice B. Se puede mostrar que la matriz de información de Fisher, para

la distribución MEG viene dada por

IF (θ)=

 αaα
σ2B(α,α)

− 1
σ

− 1
σ

ψ′(α) + ψ′(α) + 1
α2

 ,

donde aα =
∫∞

0
u1−α

(1+u)2 log(1+u)
du.

Por lo tanto, para muestras grandes, el estimador de MV, θ̂, de θ es asintóticamente
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Cuadro 3.2: SE, EE, ECME y 95 % PC para los estimadores de MV de σ y α en la

distribución MEG con diferentes combinaciones en los valores de los parámetros.

valor verdadero n = 100 n = 200 n = 500

σ α par. SE EE ECME PC SE EE ECME PC SE EE ECME PC

1 0.1 α 0.0068 0.0093 0.0116 0.9190 0.0071 0.0066 0.0097 0.8460 0.0062 0.0053 0.0083 0.7990

σ 0.4032 2.2812 4.0426 0.9350 0.3730 1.2368 1.6858 0.9640 0.3860 0.8955 1.1496 0.9710

0.25 α 0.0071 0.0093 0.0120 0.9250 0.0065 0.0065 0.0093 0.8620 0.0065 0.0053 0.0083 0.7960

σ 4.0440 22.4201 34.7855 0.9390 3.5141 11.7503 15.3452 0.9600 3.5002 8.8431 11.3256 0.9780

0.5 α 0.0030 0.0265 0.0273 0.9630 0.0012 0.0185 0.0194 0.9470 -0.0002 0.0149 0.0153 0.9420

σ 0.0919 0.9833 1.2023 0.9110 0.0365 0.5801 0.6274 0.9300 0.0287 0.4429 0.4736 0.9320

0.75 α 0.0017 0.0266 0.0285 0.9580 0.0018 0.0184 0.0185 0.9570 0.0011 0.0150 0.0158 0.9550

σ 1.4353 10.1717 12.4871 0.9090 0.4046 5.7823 6.4739 0.9360 0.2705 4.5401 5.3019 0.9390

0.9 α 0.0000 0.0645 0.0663 0.9190 0.0006 0.0470 0.0486 0.9290 -0.0009 0.0389 0.0378 0.9390

σ 0.0090 1.3658 2.1311 0.8800 0.0027 0.7859 0.9812 0.8930 -0.0025 0.5698 0.6251 0.9090

10 0.1 α 0.0031 0.0643 0.0629 0.9210 0.0015 0.0471 0.0488 0.9270 0.0013 0.0388 0.0387 0.9390

σ 0.2496 12.7439 24.3474 0.8950 0.4281 8.0812 10.7496 0.9060 0.3605 5.9643 6.8460 0.9230

0.25 α -0.0026 0.0381 0.0423 0.9560 -0.0023 0.0262 0.0271 0.9540 -0.0017 0.0213 0.0224 0.9590

σ -0.0281 0.6856 0.7240 0.8880 -0.0512 0.4548 0.4745 0.9130 -0.0301 0.3663 0.3837 0.9210

0.5 α -0.0033 0.0381 0.0420 0.9450 -0.0016 0.0261 0.0265 0.9470 -0.0011 0.0211 0.0217 0.9530

σ -0.7347 6.8163 7.3233 0.8840 -0.3695 4.6192 4.8007 0.9290 -0.2962 3.6364 3.8096 0.9060

0.75 α 0.0001 0.0116 0.0122 0.9550 -0.0005 0.0081 0.0082 0.9470 -0.0005 0.0066 0.0069 0.9470

σ -0.0263 0.7099 0.7945 0.8810 -0.0256 0.4557 0.4643 0.9150 -0.0227 0.3672 0.3941 0.9230

0.9 α -0.0016 0.0117 0.0120 0.9600 -0.0002 0.0081 0.0083 0.9400 -0.0004 0.0066 0.0066 0.9480

σ -0.7632 6.7365 7.6937 0.8640 -0.4858 4.5617 4.9562 0.9070 -0.1317 3.6848 3.8046 0.9260

normal bivariado, es decir,

√
n
(
θ̂ − θ

)
L−→ N2(0, IF (θ)−1),
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la varianza asintótica del estimador MV θ̂ es, por lo tanto, la inversa de la matriz de

información de Fisher. Dado que los parámetros son desconocidos, generalmente se

considera la matriz de información observada, donde los parámetros desconocidos se

estiman mediante MV.

3.4. Aplicación a datos de ı́ndices de siniestralidad

En esta Sección, analizamos una aplicación a un conjunto de datos reales, uti-

lizando los modelos de Pareto y LG2 para compararlos con el modelo MEG. Para

comparar los modelos, utilizamos los criterios de información AIC y BIC. El conjunto

de datos representa los ı́ndices de accidentes (datos anuales en miles de millones de

dólares) para seguros contra terremotos en California desde 1971 hasta 1993 para

valores mayores que cero. Los datos se proporcionan en Embrechts et al. (1999). Los

estad́ısticos descriptivos de estos datos se muestran en el Cuadro 3.3. El boxplot de

la Figura 3.4 muestra la existencia de dos datos extremos. Estos datos at́ıpicos hacen

que la cola derecha sea más pesada.

Cuadro 3.3: Estad́ısticas descriptivas de los datos de ı́ndices de siniestralidad

n Mediana Media Varianza CS CK

19 5.0 15.72 889.582 3.204 12.648
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Figura 3.4: Boxplot para los datos de ı́ndices de siniestralidad

El Cuadro 3.4 muestra las estimativas de MV junto con los errores estándar para los

parámetros de los modelos MEG, Pareto y LG2, aśı como los valores de los criterios

AIC y BIC para cada modelo. Para los modelos Pareto y LG2, se utilizó el valor

α =0.1.

Se observa que los valores más bajos de los criterios AIC y BIC corresponden al

modelo MEG, lo que significa que el modelo MEG se ajusta mejor a los datos que

los modelos Pareto y LG2. Por esta razón, el modelo MEG puede considerarse una

alternativa al modelo de Pareto. La Figura 3.5 muestra el gráfico QQ-plot de los

residuos cuantiles (ver Dunn and Smyth, 1996) del modelo MEG, donde muestra que

el modelo MEG es apropiado para ajustar los datos de ı́ndices de siniestralidad, ya
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Cuadro 3.4: Estimativas de MV para los datos de ı́ndices de siniestralidad con sus

correspondientes errores estándar, valores AIC y BIC.

Modelos Estimativas de MV AIC BIC

MEG(σ, α) σ̂ = 2.0190(0.793), α̂ =0.573(0.069) 151.815 153.704

Pareto(α, β) β̂ = 0.249(0.057) 157.878 158.822

LG2(α, β) β̂ = 0.688(0.112) 176.332 177.277

que los cuantiles muestrales son muy próximos a los teóricos.

3.5. Conclusiones

Este Caṕıtulo presenta un estudio de la distribución MEG; se analizan algunas

de sus propiedades, se estiman los parámetros mediante el método MV y se presenta

una aplicación a datos reales. La distribución MEG es el producto de una mezcla

de escala de las distribuciones G y Beta. Esta distribución tiene dos parámetros, lo

que la convierte en una alternativa interesante a otros modelos de dos parámetros

utilizados, por ejemplo, en estad́ıstica actuarial. El modelo MEG se presenta como

una opción viable para ajustar datos con observaciones at́ıpicas. Otras caracteŕısticas

del modelo MEG son:
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Figura 3.5: QQ-plots de los residuos cuantiles del modelo MEG.

• La cola derecha del modelo MEG es más pesada para valores pequeños del

parámetro α.

• Existen dos representaciones del modelo MEG, dadas en las Proposiciones 3.1

y 3.2.

• La distribución MEG tiene la cola derecha pesada, ya que es de variación regu-

lar.

• La fdp, la fda y la función de riesgo son expĺıcitas y están representadas por

funciones conocidas.

• El análisis de la aplicación muestra que la distribución MEG es una buena
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candidata para modelar datos de ı́ndices de siniestralidad, con un rendimiento

mejor que dos distribuciones bien conocidas, Pareto y LG2.

62



Caṕıtulo 4

Distribución Hipergeométrica

Gaussiana Gleser

4.1. Introducción

Como hemos comentado en los Caṕıtulos anteriores, las distribuciones de cola

derecha pesada se han utilizado en el modelado de datos en distintas áreas del co-

nocimiento. Usualmente en el modelamiento de estos datos se utilizan distribuciones

con soporte positivo y que tengan éstas caracteŕısticas, Aban et al. (2006) contiene

una lista de áreas donde se consideran aplicables las distribuciones de cola pesada.

Como indicamos en el Caṕıtulo 2, Andrews and Mallows (1974) desarrolló un estudio
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de mezclas de escalas de la distribución normal, obteniendo algunas distribuciones

con colas pesadas. Entonces podemos realizar una mezcla de escala con dos distri-

buciones con soportes positivo. La distribución resultante se puede expresar de la

siguiente manera

fZ(z) =

∫ ∞
0

fZ|U=u(z;κ(u))fU(u)du,

donde fZ|U=u es la distribución condicional de la variable aleatoria Z dado U = u

con soporte positivo, donde κ(u) es una función positiva de la variable aleatoria U

con fdp fU y que influye en la escala de la variable aleatoria Z.

Una función necesaria en este Caṕıtulo es la función trascendente de Lerch (Φ), y

que se puede expresar como:

Φ(−z, s, a) =
1

Γ(s)

∫ 1

0

xa−1 logs−1
(

1
x

)
1 + zx

dx, (4.1)

donde a > 0, s > 0 y z > −1.

El Objetivo de este Caṕıtulo es extender las distribuciones G y MEG, y que

se genera en base a una mezcla de escala entre las distribuciones G y Beta (con

parámetros distintos), similar a la distribución MEG, y que contenga como casos

particulares a las distribuciones G y MEG. Estudiar algunas de sus propiedades y

mostrar que puede ser una alternativa para el modelado de datos que provienen de

las ciencias actuariales, como por ejemplo, de ingresos por familia.
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El Caṕıtulo se desarrolla de la siguiente manera. En la Sección 4.2 se entrega la

fdp y sus propiedades básicas de la nueva distribución. En la Sección 4.3 se realiza

inferencia por el método de MV, un estudio de simulación y su matriz de información

de Fisher. En la Sección 4.4 se muestra una aplicación a datos de ingresos por familia

y en la Sección 4.5 se entregan algunas conclusiones.

4.2. Función Densidad y Propiedades

En esta Sección introducimos la distribución hipergeométrica Gaussiana Gleser

(HGG), y estudiamos algunas de sus propiedades.

4.2.1. Función densidad

La siguiente definición muestra la fdp de la distribución HGG, como algunos casos

particulares.

Definición 4.1 Sea Z ∼ HGG(σ, α, β). Entonces, la fdp de Z viene dada por

fZ(z;σ, α, β) =
βB(α + β, 1)

σαB(α, α)
z−α 2F1

(
1, α + β, α + β + 1;− z

σ

)
, z > 0, (4.2)

donde σ > 0 es un parámetro de escala, 0 < α < 1 y β > 0 son parámetros de formas

y 2F1 es la función hipergeométrica de Gauss dada en (2.4).
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Comentario 4.1 1. Śı β < α, entonces la distribución HGG se puede representar

como

fZ(z;σ, α, β) =
βσβz−(β+1)

B(α, α)
B

(
z

σ + z
, α + β, α− β

)
, z > 0, (4.3)

2. Śı β = α, entonces se obtiene la distribución MEG(σ, α), que fue estudianda

en el Caṕıtulo anterior (ver también Olmos et al., 2024).

3. Si z
σ
< 1 y utilizando la función trascendental de Lerch dada en (4.1), se obtiene

fZ(z;σ, α, β) =
βσ−αz−α

B(α, α)
Φ
(
− z
σ
, 1, α + β

)
, z > 0, (4.4)

La Figura 4.1 muestra los gráficos de la distribución HGG para σ = 1, α =0.5 y

dos valores del parámetro β.

El Cuadro 4.1 muestra P (Z > z) para diferentes valores de z de la distribución

HGG. Se puede ver que la distribución HGG tiene la cola derecha más pesada cuando

el valor del parámetro β decrece.

4.2.2. Propiedades

En ésta Subsección mostramos algunas propiedades de la distribución HGG.

Proposición 4.1 Sea Z|U = u ∼ G(σu−1, α) y U ∼ Beta(β, 1) entonces Z ∼

HGG(σ, α, β).
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Figura 4.1: Ejemplos de la distribución HGG(1,0.5,1) (ĺınea continua) y

HGG(1,0.5,10) (ĺınea discontinua)

Cuadro 4.1: Comparación de la cola para la distribución HGG para diferentes valores

de β

Distribución P (Z > 4) P (Z > 5) P (Z > 6)

HGG(1,0.5,1) 0.437 0.406 0.381

HGG(1,0.5,3) 0.341 0.311 0.288

HGG(1,0.5,10) 0.308 0.280 0.258

Demostración. Calculando directamente la integral se tiene
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fZ(z;σ, α, β) =
∫
Rec(u)

fZ|U(z)fU(u)du,

=
∫ 1

0
(σu−1)αz−α

B(α,α)(σu−1+z)
βuβ−1du,

= βz−α

B(α,α)σα

∫ 1

0
uβ−α

1+ z
σ
u
du,

e donde el resultado se obtiene utilizando (2.4). �

Proposición 4.2 Sea X ∼ G(1, α) y Y ∼ Beta(β, 1) son variables aleatorias inde-

pendientes. Entonces Z = σX
Y
∼ HGG(σ, α, β).

Demostración. Utilizando la representación estocástica Z = σX
Y

y la transformación

jacobiana, tenemos:

Z = σX
Y

W = Y

⇒
X = ZW

σ

Y = W

⇒ J =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂X
∂Z

∂X
∂W

∂Y
∂Z

∂Y
∂W

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
w
σ

z
σ

0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
w

σ

fZ,W (z, w) = |J |fX,Y
(zw
σ
,w
)

fZ,W (z, w) =
w

σ
fX

(zw
σ

)
fY (w), z > 0, 0 < w < 1

luego marginalizando con respecto a la variable W se obtiene la función de densidad

asociada a Z.

fZ(z;σ, α, β) =
βσα−1z−α

B(α, α)

∫ 1

0

wβ−α

1 + zw
σ

dw

el resultado se obtiene utilizando (2.4). �
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Proposición 4.3 Sea Z ∼ HGG(σ, α, β). Si β →∞ entonces Z converge en distri-

bución a una variable aleatoria Z ∼ G(σ, α).

Demostración. Sea Z ∼ HGG(σ, α, β). Entonces, por la representación dada en

la Proposición 4.2 se tiene que Z = σX
Y

. Primero estudiamos la convergencia en

probabilidad de Y .

Como Y ∼ Beta(β, 1), se tiene que E[(Y − 1)2] = 2
(β+1)(β+2)

, si β → ∞, entonces

E[(Y − 1)2] = 2
(β+1)(β+2)

→ 0, implica que Y
P→ 1. Aplicando el lema de Slutsky se

obtiene el resultado. �

Comentario 4.2 El resultado de la Proposición 4.1 nos muestra que esta distribu-

ción HGG es producto de una mezcla de escala entre la distribución G y la distri-

bución Beta, por otro lado la Proposición 4.2 nos indica que cuando β → ∞ en la

distribución HGG se obtiene la distribución G. La Figura 4.2 muestra la relación

que existe entre las tres distribuciones, se puede observar que la distribución HGG

contiene como casos particulares a las distribuciones G y MEG.

HGG(σ, α, β)

β→∞

!!

α=β

{{
MEG(σ, α) G(σ, α)

Figura 4.2: Casos particulares de la distribución de HGG.
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Proposición 4.4 Sea Z ∼ HGG(σ, α, β). Entonces, la fda de Z es dada por

FZ(z;σ, α, β) = Iy (α, α)− z

β
fZ(z;σ, α, β), z > 0, (4.5)

donde σ > 0, 0 < α < 1, β > 0, y = z
σ+z

y Iy( , ) es la función beta incompleta

regularizada.

Demostración. Aplicando en forma directa la definición de fda se tiene

FZ(z;σ, α, β) = βB(α+β,1)
σαB(α,α)

∫ z
0
t−α 2F1

(
1, α + β, α + β + 1;− t

σ

)
dt,

= β
σαB(α,α)

∫ z
0
t−α
∫ 1

0
vα+β−1

1+ tv
σ

dvdt,

= β
B(α,α)

∫ 1

0
vβ−1

(∫ vz
σ

0
w−α

1+w
dw
)
dv

aplicando el método de integración por partes y considerando u =
∫ vz

σ

0
w−α

1+w
dw, se

obtiene el resultado. �

Corolario 4.1 Sea Z ∼ HGG(σ, α, β), la función de supervivencia para una variable

aleatoria que se distribuye HGG y es dada por

FZ(t;σ, α, β) = 1− Iy (α, α) +
t

β
fZ(t;σ, α, β).

Por otro lado la función de riesgo, h(t), para una variable aleatoria que se distribuye

HGG es dada por

h(t;σ, α, β) =
fZ(t;σ, α, β)

1− Iy (α, α) + t
β
fZ(t;σ, α, β)

, t > 0,

donde y = t
σ+t

.
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Figura 4.3: Ejemplos de h(t), cuando HGG(1,0.5,1) (ĺınea continua) y HGG(1,0.5,10)

(ĺınea discontinua)

La Figura 4.3 muestra la forma que tiene la función de riesgo para distintos valores de

β, considerando σ = 1 y α =0.5. Observamos que la función de riesgo es decreciente,

esto es un indicador que la disribución HGG es de cola derecha pesada.

En el estudio de simulación como en la estimación de los parámetros por el método de

MV consideramos la distribución HGG sólo con dos parámetros, es decir, modificando

la Proposición 4.1 como sigue: Z|U = u ∼ G(u−1, α) y U ∼ Beta(β, 1), resulta la

siguiente fdp de la variable aleatoria Z.

fZ(z; β, α) =
βB(α + β, 1)

B(α, α)
z−α 2F1 (1, α + β, α + β + 1;−z) , z > 0, (4.6)
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donde β > 0 y 0 < α < 1 son parámetros de formas. Esta reducción en el espacio

parámetrico se basa en que al considerar un segundo parámetro en la mezcla de escala

(β) esto podŕıa llevar a un problema de sobrestimación en el estudio de simulación.

Se pueden utilizar dos algoritmos para generar números aleatorios de la distri-

bución HGG como se muestra más abajo, el primer algoritmo utiliza la Proposición

4.1 y el método de composición (ver Tanner, 1996). El segundo algoritmo utiliza la

representación dada en la Proposición 4.2.

Algorithm 1 for simulating from the Z ∼ HGG(β, α) can proceed as follows.

1. Step 1: Generate U ∼ Beta(β, 1).

2. Step 2: Compute Z|U = u ∼ G (u−1, α)

Algorithm 2 for simulating from the Z ∼ HGG(β, α) can proceed as follows.

1. Step 1: Generate V ∼ Beta(1− α, α).

2. Step 2: Compute X = V
1−V

3. Step 3: Generate Y ∼ Beta(β, 1).

4. Step 4: Compute Z = X
Y
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Proposición 4.5 Sea T ∼ HGG(β, α). Entonces, la función de riesgo de la variable

aleatoria T es decreciente para todo t > 0.

Demostración. Utilizando el Teorema, item (b), dado en Glaser(1980), se tiene que

η(t) = −f
′(t)

f(t)
=
α

t
+

(
α + β

α + β + 1

)
2F1 (2, α + β + 1, α + β + 2;−t) ,

donde f(t) es la fdp dada en (4.6), luego derivando la función η(t) con respecto a t

η′(t) = −
(
α

t2
+ 2

(
α + β

α + β + 2

)
2F1 (3, α + β + 2, α + β + 3;−t)

)
< 0, ∀t > 0

se concluye el resultado �.

La siguiente Proposición muestra que no existen los momentos de la distribución

HGG, esto es algo común en las distribuciones de cola pesada.

Proposición 4.6 Los r-ésimos momentos de la variable aleatoria Z ∼ HGG(β, α)

no existen para r ≥ α.

Demostración. Primero haciendo el siguiente cambio de variable t = zw y luego
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utilizando integración por parte, con u =
∫ z

0
tβ−α

1+t
dt, se tiene

E(Zr) =
β

B(α, α)

∫ ∞
0

zr−α
∫ 1

0

wβ−α

1 + zw
dwdz

=
β

B(α, α)

∫ ∞
0

zr−β−1

∫ z

0

tβ−α

1 + t
dtdz

=
zr−β

r − β

∫ z

0

tβ−α

1 + t
dt

∣∣∣∣∣
∞

0

− 1

r − β

∫ ∞
0

zr−α

1 + z
dz,

La expresión del lado izquierdo vale cero si r < β y no existe si r ≥ β, la integral

que se encuentra en lado derecho fue analizada en la Proposición 1 (e) del trabajo

de Olmos et al. (2022), y ésta no converge. Por lo tanto la integral completa diverge

y esto significa que no existen los r-ésimos momentos de la variable aleatoria Z ∼

HGG(β, α). �

4.2.3. Cola de la distribución

Las distribuciones de cola pesada son aproximadamente aquellas cuyas colas de-

caen más lentamente que a una tasa exponencial. La distribución exponencial se

considera como el ĺımite entre colas pesadas y ligeras. En las áreas del conocimiento

que son aplicadas, por ejemplo en finanzas y ciencias actuariales, los datos son positi-

vos y con cola derecha pesada. La distribución de Pareto, ha sido muy utilizada en el

modelado de conjuntos de datos financieros, pero en muchos casos no proporciona un

buen ajuste, de ah́ı que resulte de interés considerar nuevas distribuciones con cola
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derecha pesada.

Un importante tema en la teoŕıa de valores extremos es la variación regular, ver por

ejemplo, Feller (1971), Bingham el al. (1987), Beirlant et al. (2001) y Konstantinides

(2018), entre otros. La siguiente proposición establece que la función de supervivencia

de la distribución HGG es una distribución con variación regular.

Proposición 4.7 La función de supervivencia de la variable aleatoria Z ∼ HGG(β, α),

tiene colas que vaŕıan regularmente.

Demostración. Aplicando la Definición 2.3 y utilizando la regla de L’Hôpital, tene-

mos que

ĺım
z→∞

FZ(tz)

FZ(z)
= ĺım

z→∞

1− F (tz)

1− F (z)
= t−α+1 ĺım

z→∞

∫ 1

0
wβ−α

1+tzw
dw∫ 1

0
wβ−α

1+zw
dw

= t−β ĺım
z→∞

∫ tz
0

uβ−α

1+u
du∫ z

0
uβ−α

1+u
du

= t−β,

y teniendo en cuenta que β > 0, se obtiene el resultado. �

Como la distribución HGG es de colas de variación regular, entonces es de cola pesada

(ver Feller, 1971).

4.3. Inferencia

En esta sección realizamos la estimación de los parámetros del modelo HGG por

el método de MV, y un estudio de simulación de los estimadores de MV.
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4.3.1. Estimación de MV

Para una muestra aleatoria z1, . . . , zn derivada de la distribución HGG(β, α), la

función log-verosimilitud se puede escribir como

`(β, α) = c(β, α)− α
n∑
i=1

log(zi) +
n∑
i=1

log ( 2F1 (1, α + β, α + β + 1;−zi)) , (4.7)

donde c(β, α) = n log(β)− n log(α + β)− n log(Γ(α))− n log(Γ(α)).

Al igualar a cero las primeras derivadas con respecto a cada parámetro, tenemos

(α + β)
n∑
i=1

Φ (−zi, 2, α + β)

2F1 (1, α + β, α + β + 1;−zi)
=

n

β
, (4.8)

(α + β)
n∑
i=1

Φ (−zi, 2, α + β)

2F1 (1, α + β, α + β + 1;−zi)
−

n∑
i=1

log(zi) + nψ(α) = nψ(α),(4.9)

Desde (4.8) y (4.9) obtenemos

β̂(α̂) =
n∑n

i=1 log(zi) + nψ(α̂)− nψ(1− α̂)
, (4.10)

y el estimador de MV para α (α̂)se obtiene resolviendo numéricamente la siguiente

ecuación

(1− α̂ + β̂(α̂))
n∑
i=1

Φ
(
−zi, 2, 1− α̂ + β̂(α̂)

)
2F1

(
1, 1− α̂ + β̂(α̂), 2− α̂ + β̂(α̂);−zi

) =
n

β̂(α̂)
, (4.11)

El estimador α̂ es la solución de la ecuación (4.11), y sustituyéndola en (4.10) obtene-

mos β̂. Solución para esta ecuación (4.11) se puede obtener mediante procedimientos
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numéricos como el algoritmo de Newton-Raphson. Alternativamente, estas estimacio-

nes se pueden encontrar maximizando directamente la función log-verosimilitud dada

en (4.7) y utilizando la subrutina optim en el software R (ver R Core Team, 2021).

4.3.2. Matriz de información de Fisher

Consideremos ahora Z ∼ HGG(β, α), para una sola observación z de Z. La

función log-verosimilitud para θ = (β, α) viene dada por

`(θ) = log(β)−log(α+β)−log(B(α, α))−α log(z)+log ( 2F1 (1, α + β, α + β + 1;−z)) .

La primera y segunda derivadas parciales de la función log-verosimilitud se en-

cuentran en el Apéndice C. Se puede demostrar que la matriz de información de

Fisher, para la distribución HGG viene dada por

IF (θ)=

 1
β2 − 2η31 + η22 2η31 − η22

2η31 − η22 ψ′(α) + ψ′(α)− η31 + η22


donde ηij = E

(
κ0Φ(−Z,i,κ0)

2F1(1,κ0,κ1;−Z)

)j
se calculan numéricamente.

Por lo tanto, para muestras grandes, los estimadores de MV, θ̂, de θ se distribuyen

asintóticamente normal bivariada, es decir,

√
n
(
θ̂ − θ

)
L−→ N2(0, IF (θ)−1),
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de ah́ı que la varianza asintótica de los estimadores de MV de θ̂ sea la inversa de la

matriz de información de Fisher.

4.3.3. Estudio de simulación

Para examinar el comportamiento del enfoque de la estimación de MV, se lleva

a cabo un estudio de simulación para evaluar el rendimiento del método de estima-

ción, procedimiento para los parámetros β y α de la distribución HGG. Utilizamos el

algoritmo 2 dado en la subsección 4.2 para generar números aleatorios de la distribu-

ción HGG. El análisis de simulación se realiza generando 1000 muestras de tamaños

n = 50, 100 y 200 de la distribución HGG. El Cuadro 4.2 muestra el SE, sesgo medio

(SM), EE y ECME. Como muestra el Cuadro 4.2, el desempeño de las estimativas

mejora cuando n aumenta.

4.4. Aplicación con datos de ingresos por familia

En esta aplicación utilizamos la misma base de datos del Caṕıtulo 2, pero en este

caso la variable de interés son los ingresos anuales de cada familia en dólares. Los

estad́ısticos descriptivos de estos datos se muestran en el Cuadro 4.3.

78



Cuadro 4.2: SE, SM, EE y ECME de la distribución HGG con diferentes combina-

ciones en los valores de los parámetros.

valores verdaderos n = 50 n = 100 n = 200

α β estimativa SE SM EE ECME SE SM EE ECME SE SM EE ECME

0.25 0.5 α̂ -0.1374 -0.1299 0.0375 0.1879 -0.1482 -0.1402 0.0239 0.1943 -0.1529 -0.0701 0.0159 0.1981

β̂ 0.4259 0.3745 0.4085 0.5228 0.4217 0.3923 0.2198 0.4898 0.4144 0.4099 0.1280 0.4727

0.25 1.0 α̂ -0.3671 -0.3332 0.0438 0.5257 -0.3737 -0.3655 0.0296 0.5300 -0.3770 -0.3645 0.0203 0.5325

β̂ 0.5271 0.4453 1.1577 0.9360 0.5898 0.5107 0.9012 0.9740 0.6220 0.5731 0.6249 0.9282

0.5 0.5 α̂ -0.0188 -0.0182 0.0634 0.0637 -0.0323 -0.0295 0.0414 0.0593 -0.0407 -0.0373 0.0258 0.0588

β̂ 0.2778 0.1966 0.3919 0.4199 0.2638 0.1822 0.2371 0.3856 0.2398 0.1798 0.1272 0.3406

0.5 1.0 α̂ -0.2531 -0.2053 0.0705 0.3605 -0.2550 -0.1412 0.0510 0.3610 -0.2623 -0.2681 0.0366 0.3647

β̂ 0.5732 0.3697 1.5618 1.0018 0.5860 0.4185 1.1389 0.9673 0.5905 0.4434 0.8198 0.9221

0.8 0.5 α̂ 0.1428 0.0656 0.0323 0.2089 0.1476 0.1323 0.0225 0.2119 0.1466 0.1436 0.0158 0.2100

β̂ 0.0499 0.0279 0.2704 0.2794 -0.0465 -0.0156 0.1363 0.1855 -0.0750 -0.0301 0.0861 0.1844

0.8 1.0 α̂ -0.1055 -0.1441 0.0325 0.1486 -0.1045 -0.0729 0.0231 0.1455 -0.1037 -0.0537 0.0160 0.1453

β̂ 0.3400 0.1629 1.0430 0.7558 0.3325 0.1799 0.7387 0.6662 0.2792 0.1685 0.4242 0.5485

Cuadro 4.3: Estad́ısticas descriptivas de los datos de ingresos

n Mediana Media SD CS CK

500 54000 321021.9 3410936 21.127 461.575

La Figura 4.4 muestra el diagrama de caja con algunos datos extremos. Estos datos

at́ıpicos hacen que la cola derecha sea muy pesada. Cabe destacar que la mayoŕıa de

las observaciones se encuentran alrededor de los 5400 dólares como ingresos de cada
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familia, y existe un valor muy extremo de ingreso familiar de 75 millones de dólares.

●●●● ●●●● ●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●

0e+00 2e+07 4e+07 6e+07

Figura 4.4: Boxplot para los datos de ingresos

Comparamos los ajustes de las distribuciones MEG y Pareto con la distribución HGG

de tres parámetros dada en (4.2). El Cuadro 4.4 muestra las estimativas de MV para

los parámetros de los modelos de HGG, MEG y Pareto. El Cuadro 4.5 muestra los

valores de la función log-verosimilitud y los valores de los criterios AIC y BIC, para

cada modelo.

Observamos que los valores más pequeños de los criterios AIC y BIC, corresponden

al modelo HGG, lo que significa que el modelo HGG se ajusta mejor a los datos que

los otros dos modelos.
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Cuadro 4.4: Modelos y estimativas de MV

Modelo Estimativas de MV

HGG(σ, α, β) σ̂ =56417.5 (2174.647), α̂ = 0.5(0.015) , β̂ = 756.154(62.525)

MEG(σ, α) σ̂ =22584.770(4027.346), α̂ =0.581(0.018)

Pareto(α, β) α̂ = 260, β̂ =0.186(0.008)

Cuadro 4.5: Modelos; valores de la función log-verosimilitud, AIC y BIC.

Modelo log-verosimilitud AIC BIC

GHG(σ, α, β) -6466.192 12938.38 12951.03

MEG(σ, α) -6541.776 13087.55 13095.98

Pareto(α, β) -6802.113 13606.23 13610.44

Figura 4.5 muestra la fda emṕırica con las fda’s estimadas de los dos mejores modelos

HGG y MEG, lo que también muestra un ajuste mejor del modelo HGG para los datos

de ingresos por familia.
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Figura 4.5: Gráficos de la fda emṕırica (ĺınea continua) con las fda estimadas de los

modelos HGG (ĺınea discontinua) y MEG (ĺınea de punteada)

4.5. Conclusiones

En este Caṕıtulo se introduce una extensión de la distribución G utilizando la

metodoloǵıa de mezcla de escala, se estudian algunas propiedades, estimación de los

parámetros por el método MV y se hace una aplicación a datos reales. La distribución

HGG es producto de una mezcla de escala entre las distribuciones G y Beta, obtenien-

do una nueva distribución con cola derecha pesada y esto la hace interesante, ya que

se puede utilizar en estad́ıstica actuarial, entre otras áreas. Algunas caracteŕısticas
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más del modelo HGG son:

• La distribución HGG presenta su cola derecha pesada.

• La distribución HGG tiene dos representaciones dadas en las Proposiciones 4.1

y 4.2.

• Fdp, fda y función de riesgo son expĺıcitas y están representadas por funciones

especiales conocidas, por ejemplo la función Gauss hipergeométrica.

• La función de riesgo es decreciente, lo que sugiere información con respecto a

la cola de la distribución, es decir, cola derecha pesada (ver Rolski et al., 1999).

• En la aplicación se muestra que la distribución HGG es una buena distribu-

ción para el modelado de ingresos por familia, superando a dos distribuciones

conocidas como son MEG y Pareto.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

Esta tesis comienza destacando la importancia de los modelos de cola derecha

pesada, ya que en diferentes áreas del conocimiento se tienen conjuntos de datos con

estas caracteŕısticas. Se estudió el modelo G, analizando sus principales propiedades,

destacando que este modelo es de cola derecha pesada y que pertenece a las familias

subexponenciales y de variación regular. Por otro lado, aunque el modelo G no tiene

momentos si tiene función cuantil, lo que permite incorporar el VaR como medida

de riesgo. Para ilustrar todos los resultados, en la aplicación se utilizó un conjunto

de datos de ingresos per cápita y se comparó su ajuste con el modelo de Pareto

obteniéndose buenos resultados. En base al modelo G se obtuvieron los modelos

MEG y HGG, ambos con caracteŕısticas similares al modelo G. En los tres modelos
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se aplicó el método de MV para la estimación de los parámetros, obteniéndose de

nuevo buenos resultados. Los estudios de simulación indican que existe una buena

recuperación de los valores de los parámetros, aunque en algunos casos se necesita un

tamaño de muestra mayor. Se señalan a continuación algunas ĺıneas de trabajo que

sin duda pueden constituir un punto de partida para futuras investigaciones.

• Extender los modelos G y MEG, esto se puede lograr incorporado un parámetro

que flexibilice la moda de ambos modelos.

• Incorporar una moda más al modelo G, ya que hay muchas situaciones donde

hay datos bimodales con cola derecha pesada.

• Realizar regresión en base la mediana del modelo G.

• Se abordará un estudio de estimación más exhaustivo de los tres parámetros de

la distribución HGG, donde analizaremos los efectos y las limitaciones de los

parámetros α y β en el método de estimación de MV.

• Se estudiará un extensión bivariada del modelo G.
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Apéndices

Apéndice A

Las primeras derivadas de `(θ) son dadas por

∂`(θ)

∂σ
=

α

σ
− 1

σ + x

∂`(θ)

∂α
= log(σ)− log(x) + ψ(α)− ψ(α)

Las segundas derivadas del(θ) son:

∂2`(θ)

∂σ2
= − α

σ2
+

1

(σ + x)2

∂2`(θ)

∂σ∂α
=

1

σ

∂2`(θ)

∂α2
= −ψ′(α)− ψ′(α)
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donde ψ(·) and ψ′(·) are the digamma and trigamma functions respectively.

Apéndice B

Las primeras derivadas de `(θ) son dadas por

∂`(θ)

∂σ
=

α

σ
− z

σ2(1 + z/σ) log(1 + z/σ)
,

∂`(θ)

∂α
=

1

α
+ log(σ) + ψ(α)− ψ(α)− log(z).

Las segundas derivadas de l(θ) son:

∂2`(θ)

∂σ2
= − α

σ2
+

z(2σ + z)

σ2(σ + z)2 log(1 + z/σ)
− z2

σ2(σ + z)2 log2(1 + z/σ)
,

∂2`(θ)

∂σ∂α
=

1

σ
,

∂2`(θ)

∂α2
= − 1

α2
− ψ′(α)− ψ′(α).

Apéndice C

Las primeras derivadas de `(θ) son dadas por
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∂`(θ)

∂β
=

1

β
− κ0Φ (−z, 2, κ0)

2F1 (1, κ0, κ1;−z)

∂`(θ)

∂α
= ψ(α)− ψ(α)− log(z) +

κ0Φ (−z, 2, κ0)

2F1 (1, κ0, κ1;−z)

Las segundas derivadas de l(θ) son:

∂2`(θ)

∂β2
= − 1

β2
+

2κ0Φ (−z, 3, κ0)

2F1 (1, κ0, κ1;−z)
−
(

κ0Φ (−z, 2, κ0)

2F1 (1, κ0, κ1;−z)

)2

∂2`(θ)

∂β∂α
=

(
κ0Φ (−z, 2, κ0)

2F1 (1, κ0, κ1;−z)

)2

− 2κ0Φ (−z, 3, κ0)

2F1 (1, κ0, κ1;−z)

∂2`(θ)

∂α2
= −ψ′(α)− ψ′(α) +

2κ0Φ (−z, 3, κ0)

2F1 (1, κ0, κ1;−z)
−
(

κ0Φ (−z, 2, κ0)

2F1 (1, κ0, κ1;−z)

)2

donde κi = α + β + i.
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the generalized half-normal distribution. Statistical Papers, 55, 967-981.
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