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M. Hemandez CURSO DE RECONOCIMIENTO DE FORMAS

1.1.- INTRODUCCION

-Un.aspecto importante.de la actividad humana.lo constituye el continuo.interés
por el disefio y desarrollo de herramientas y maquinas (entendidas en su sentido mas
amplio) con la finalidad de disminuir el esfuerzo fisico y/o realizar procesos mas
réapido y/o mejor. Una orientacion de ello, la primera histéricamente, se refleja en el
desarrollo de ingenios capaces de posibilitar, reducir o eliminar el esfuerzo en tareas
de naturaleza fisica. Ejemplos pueden ser desde los topicos del martillo, la rueda y
la polea hasta la maquina de transporte mas sofisticada que pueda disefarse.
Histéricamente, este aspecto se ha englobado dentro de las tareas de interés tecno-
l6gico de lo que hoy en dia se consideran las ingenierias clasicas. La otra orientacion,
cualitativamente diferente, es la que se refiere a las maquinas capaces de procesar
informacidn, categoria que puede agrupar por ejemplo, desde el abaco hasta el
computador tecnolégicamente mas avanzado.

El avance de las civilizaciones y de las ciencias genera una gran cantidad de
informacion. En efecto, si quisiéramos medir el nivel de desarrollo de una cierta
sociedad, un parametro que probablemente debiéramos tener en cuenta es el referido
a la cantidad de informacion que genera, hasta tal punto, que se podria sentenciar
que sin mformac:on la civilizacion no existe.

Los niveles de desarrollo de las sociedades industriales, fundamentaimente en
la segunda mitad del presente siglo, han conllevado una explosidn en el crecimiento.
de la cantidad de informacion generada. Como datos que avalan esta afirmacion se
podrian analizar los datos de crecimiento comparativo de ejemplos tambien tépicos,
como son los correspondientes a la cantidad de informacidn que se utiliza en la cada

vez mas avanzada Medicina para realizar diagndsticos, definir tratamientos o efectuar

intervenciones quirurgicas, o por otro lado, al numero de revistas y articulos de
pensamiento o cientifico-técnicos publicados en todo el mundo en diferentes lenguas,
el niUmero de operaciones bancarias, de efectos postales, de operaciones de
teletransmision, etc ... efectuados todos ellos a lo largo de un afno. En la década de
los afnos sesenta, con el desarrollo de la tercera generacion de computadores, los
diversos sectores econdmicos comenzaron a mostrar un interés cada vez mayor hacia
la manipulacidn automatizada de la informacidn. Este interés se transforma cada vez
mas en necesidad, con lo que se esta produciendo un incremento creciente del nivel
de penetracion de los computadores en practicamente todos los aspectos de nuestra
vida cotidiana.

La disciplina raiz que engloba este aspecto es la Informatica, entendida como
la disciplina del tratamiento y la representacion mecanizadas de la informacion.
Historicamente, la informatica no aparece espontaneamente, sino mas bien como un
desgajamiento de la Cibemética, definida por su creador N. Wiener como e/ drea
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CONCEPTOS BASICOS EN RECONOCIMIENTO DE FORMAS GIAS-ULPGC

dedicada al estudio de los procesos de control e informacion en los seres vivos y las
maquinas.

Los computadores han permitido por primera vez abordar, gracias a sus
prestaciones, un conjunto de problemas con los que ha especulado el hombre desde
muy antiguo; /os relacionados con el disefio y realizacién de maquinas capaces de
incorporar procesos analogos a los bioldgicos de informacion. El drea de la
informatica que se ocupa, entre otros, de estos problemas es la Inteligencia Artificial.

Entre los procesos comentados se encuentran los englobados bajo el epigrafe
de Percepcion Artificial, entendiendo como sistemas perceptuales a aquellos que
realizan la interpretacion de impresiones sensoriales, adquiriendo informacién acerca
del entorno y, en cooperacion con otros sistemas efectores, actuar sobre aquel y por
tanto influenciarlo. El area dedicada al estudio de los procesos de percepcion
mecanizada es la del Reconocimiento de Formas (Pattern Recognition).

El reconocimiento es un atributo basico de los humanos y, en general, de los
seres vivos. Realizamos actos de reconocimiento en cualquier instante de nuestras
vidas; reconocemos los objetos del entorno que nos rodea y nos movemos o

actuamos en relacion a ellos, podemos distinguir a una persona: conocida entre.una.
multitud, la voz de un amigo, los gestos de una cara, un textae: escrito,: el-olorzdel :
bizcocho de la abuela, el sabor de una naranja o el tacto de un.trozo de:hielo:-En-.

este sentido, los humanos somos un sistema de informacidn muy sofisticado, con
prestaciones de reconocimiento muy elevadas. Atendiendo al sentido de la palabra:
reconocimiento y segun la naturaleza de las formas a reconocer [TOU-74], podemos
dividir los actos de reconocimiento en dos tipos: los referentes a items concretos y los
referentes a items abstractos. Como ejemplos del primer tipo se encuentran el
reconocimiento de textos escritos a mano, de los objetos que nos rodean o de una
pieza musical. Es decir, el primer tipo recoge los actos de reconocimiento sensorial,
a los que nos hemos referido en el parrafo anterior, los cuales hacen referencia a los
procesos de identificacion y clasificacion de formas espaciales y/o temporales, y son
el objeto de los contenidos de la asignatura que nos ocupa.

Como ejemplos del segundo tipo podemos citar los argumentos logicos de una
antigua reflexion, el reconocimiento, ante una cierta integral funcional, de la
metodologia de solucidn, aprendida tiempo atras en un curso de Calculo Integral. Los
actos de este tipo se incluyen en el denominado Reconocimiento Conceptual, en
contraste con el tipo anteriormente mencionado.

El reconocimiento de formas concretas por los seres humanos puede
considerarse un problema psicofisiologico, en el que se establece una relacion entre
una persona y un estimulo fisico. Cuando un sujeto percibe una forma, realiza un
proceso de inferencia inductiva y asocia su percepcion con una serie de pistas y
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M. Hemandez CURSO DE RECONOCIMIENTO DE FORMAS

conceptos generales derivados de experiencias perceptuales pasadas. Podriamos
interpretar, por tanto, que los actos humanos de reconocimiento son, en realidad,
procesos de estimacion de los parecidos entre los_datos de entrada y los conceptos
generales realizados en base a las pistas, constituyendo ambos la informacién a priori
para el reconocimiento. En definitiva, se puede decir que el problema de
reconocimiento de formas puede asimilarse a un proceso de discriminacion de los
datos de entrada entre poblaciones de conceptos, mediante la extracciéon de
caracteristicas o atributos individuales significativos de dichos datos de entrada.

El estudio de los problemas de reconocimiento puede dividirse en dos grandes
areas:

1.- El estudio de las habilidades o capacidades de reconocimiento de los seres.

humanos o seres vivos en general, que es un objetivo incluido en disciplinas
como la psicologia, la fisiologia o la biologia.

2.- El desarrollo de teorias, métodos y técnicas para el disefio de ingenios
capaces de realizar ciertas tareas de reconocimiento en aplicaciones
especificas, objetivo que cae dentro de las areas de interés de la Informéatica:
en general y de la Inteligencia Artificial y Reconocimiento de Formas en
particular. Este, por tanto es el objetivo que nos mueve en.esta-asignatura

Dicho objetivo, no obstante no consiste en una mera:;emulacién de:’los
procesos biolégicos de reconocimiento. Al contrario, el objetivo de la disciplina, que
es el diseno de maéquinas con capacidades de reconocimiento se nutre en el
desarrollo de las teorias, métodos y técnicas, anteriormente mencionados, del
conocimiento disponible acerca del funcionamiento de los sistemas bioldgicos, pero
este conocimiento no se orienta a la replicacion de dichos sistemas naturales, sino
mas bien de sus capacidades. Una analogia que puede servir coma ejemplo para
concretar el comentario anterior es la que se refiere al vuelo. Los aviones y las aves
vuelan en base al mismo principio, el de sustentacion aerodinamica, que es el
fundamento que utilizan los ingenieros aeronauticos para el diseno de sus maquinas.
Sin embargo, los disefiadores de aviones no han copiado el mecanismo de impulsion
de las aves basado en el batir de alas, del que las ha dotado la evolucidn. Ello se
debe a que la solucidn propuesta por aquellos resulta mucho més adecuada para el
disefio de los aviones, tanto desde la Optica de eficacia en nuestro contexto
economico como de los problemas mecanico-estructurales, en nuestro contexto
tecnolégico. En definitiva, tanto las aves como los aviones cumplen el mismo objetivo;
volar, pero el camino seguido por los disefiadores de las maquinas para conseguirio
es claramente diferente al suministrado por la naturaleza.

Desde el punto de vista que nos ocupa, se puede entender como sistema de
Reconocimiento de Formas a aquel conjunto de procesos orientados a /a

1-3
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CONCEPTOS BASICOS EN RECONOCIMIENTO DE FORMAS GIAS-ULPGC

transformacion de sefiales o datos en experiencias o entidades con significado. Los
datos a que se hace referencia presentan una relacion causa-efecto con respecto a
los hechos del mundo sobre 10s que el sistema de RF va a desarrollar su actividad,
y se corresponden con la salida suministrada por el sistema sensor o de sensores que
adquieren la informacion del mundo o entorno del sistema, como puede observarse
en el esquema de la figura 1.1. Un ejemplo es la matriz de pixels suministrada por un
sistema de adquisicion de imagenes o el vector que corresponde a una senal
muestreada por un sistema de adquisiciéon de sefiales monodimensionales.

//—\\ . Datos
/ \ Sensoriales . X
/ . i Sistema ' ~._ Sistema :
/ Enomo . | sensor —————————"" de R.F.
7 [ —
/ o
K \—J i+ Interpretacién
[
v
T
: Sistema !
i Efector |
Acciones

Figura 1.1.- Esquema de bloques de la ubicacidn de un sistema de
Reconicimiento de Formas en un cierto entorno

Por otro lado, las denominadas entidades con significado se refieren a las
salidas efectoras del sistema de Reconocimiento de Formas hacia aquel otro sistema
que recibe la informacion suministrada por el primero para fines especificos, ya sea
de simple monitorizacion o para actuar convenientemente sobre el entorno. Por
ejemplo, un usuario que monitoriza con algun objetivo |os resultados suministrados
por un sistema de Reconocimiento de Formas, o un Sistema Robdtico que actua
sobre el entorno de trabajo ,asistido por un sistema de Vision Artificial en una cadena
de montaje y/o inspeccion visual.

El salto entre los datos sensoriales y la interpretacion de los mismos en
entidades con significado para el sistema efector se efectua por un proceso de
Contrastacion o Clasificacion. Dicho salto se suele efectuar a través del uso de una
representacién intermedia por los siguientes motivos:

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2005



M. Hernandez CURSO DE RECONOCIMIENTO DE FORMAS

1) Superar el abismo semantico (semantic gap) entre la estructura de los datos
sensoriales y la estructura de las interpretaciones.

2) Permitir el disefio de una estructura de representacion que simplifique y
robustezca los procesos de contrastacion o clasificacion.

3) Compactar la informacion relevante a los efectos de interpretacién de entre
la disponible en los datos sensoriales, eliminando ademas aquella informacidon
presente en los datos de entrada que no es relevante a los efectos de
interpretacion.

El esquema de bloques general de un sistema de RF puede ser el indicado en
la figura 1.2, donde el reconocimiento se efectua segun la secuencia siguiente: de los
datos captados por el sensor del entorno o sistema fisico se pasa a la representacion
de los mismos y con ella se realiza el proceso de contrastacion o clasificacion, con
los modelos del entorno como referencia, para generar la interpretacion. Ahora bien,
una caracteristica interesante de los sistemas de RF es su posibilidad de adaptacién
a diferentes entornos. Ello implica que los modelos se puedan modificar o adaptar a
diferentes situaciones. Esto se puede conseguir si al sistema se le dota en el diserio
con un segundo modo de funcionamiento, denominado modo:de analisisio de
aprendizaje, con el cual se efectia la adaptacién del modelo a:fas-caracteristicas
propias del problema de reconocimiento, definiendo las categorias “de- formas propias.
del sistema y las reglas de asignamiento de formas incognita para.efectuar el procéso
de contrastacion. '

—Sisterna Fisico™ ey MO0do Reconocimiento

\j’_// —=> Modo Aprendizaje

-Sensor ; T

Datos Sensoriales

s

Generacion de la . Aprendizaje de los
epresentacion ’ Modelos '
g Representacién b

|Contrastacion/| Modelo de los Hechos |
! Clasificacion /< i del Dominio del
' Problema

g Interpretacion

Figura 1.2.- Esquema General de un Sistema de Reconocimiento de Formas
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CONCEPTOS BASICOS EN RECONOCIMIENTO DE FORMAS GIAS-ULPGC

Para concluir este apartado haremos una breve recopilacion de otras definiciones de
Reconocimiento de Formas citadas en la bibliografia especializada. De entre ellas
podemos destacar:. -

I} El Reconocimiento de Formas esta relacionado con la descripcién y andlisis
de procesos fisicos y mentales [FU-84a].

1) Actividades relacionadas con los aspectos matematicos y técnicos de fa
percepcion [NIEM-81].

lil) Categorizacion de datos de entrada en clases identificables mediante la
extraccion de caracteristicas o atributos de los datos, respecto al fondo o
detalles irrelevantes [TOU-74).

anaria. Biblioteca Digital, 2005
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M. Hernandez CURSO DE RECONOCIMIENTO DE FORMAS

1.2.- CONCEPTOS BASICOS

Desde nuestro punto de vista, entendemos por forma a cada una de las
descripciones, cuantitativas 0 estructurales, de entidades o hechos del mundo o
entorno del sistema. Del mismo modo, se puede definir una clase de formas como un
conjunto de formas que poseen alguna propiedad comun, y que pueden tener
asociada alguna categoria semantica. El objetivo del RF es, como hemos dicho, la
asignacion de formas a sus clases respectivas de manera mecanizada, es decir, auto-
matica y por tanto, con la menor intervencion humana posible.

Por-ejemplo. sea el problema de disefio de una maquina de RF que sea capaz de
reconocer visualmente caracteres alfanuméricos. En este caso cada caracter, en todas las
. configuraciones posibles (p.e..maylsculas y mindsculas), sera una forma, y existiran tantas
clases de formas como caracteres distintos se pueden presentar, es decir, 38: 27
correspondientes a los caracteres del aifabeto casteliano y 10 correspondientes a los digitos
numeéricos. El objetivo del sistema seré la identificacion de cada caracter de entrada (forma
adquirida) como perteneciente a alguna de las clases de formas definidas..

La definicion anterior tambien nos da pie a una reflexion acerca del fundamento
ultimo de los sistemas de RF. El objetivo que se plantea en dicha definicion es la
asignacioén de los datos adquiridos a una de entre un conjunto de clases de ellos
previamente determinadas. Esto presupone que los datos admiten esa categorizacion,
es decir, que existe algun tipo de regularidad entre ellos en base a la cual se pueden
definir las categorias.

Las aproximaciones utilizables en la descripcion de las formas en una
"maquina" de RF concreta pueden ser muy variadas, y en muchos casos, Ia definicién
de una en concreto estara muy influenciada por el ambito de aplicacién de la misma,
como se vera posteriormente. Asi, por ejemplo, para la maquina anterior dedicada al
reconocimiento de caracteres, los datos de entrada pueden ser los obtenidos con un
dispositivo fotosensible conectado a un sistema de digitalizacion, que suministra al
sistema datos en estructura matricial y en los que cada celda se corresponde con la
respuesta de un elemento de la matriz fotosensible a una zona del plano donde se
encuentra escrito o impreso el caracter en cuestion. Estos datos se pueden utilizar
directamente para efectuar el proceso de reconocimiento, 0 se puede realizar
previamente algin tipo de transformacién sobre ellos, obteniendo un conjunto de
medidas significativas que constituyan una representacion intermedia. Como ejemplo:
de ellas podemos mencionar algun conjunto de medidas o relaciones geométricas
extraidas de cada caracter.
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Por otro lado, en el contexto que nos ocupa, se entiende por forma simple a
aquella que puede considerarse como un todo y, por tanto, como una sola clase o
unidad a efectos del sistema de Reconocimiento de Formas. Por el contrario, una
forma compleja es aquella que a efectos del sistema no puede considerarse como
una unidad elemental, sino que esta constituida por una agragacion de formas
simples con un conjunto de relaciones entre ellas.

La: consideracidon de un elemento objeto de reconocimiento como forma simple o
‘compleja’esiaveces dependiente del problema de RF concreto que se plantea. En una.cierta
‘aplicacion;:puede-considerarse simple, mientras que en otra, puede resultar mas adecuado
considerarla como compleja. Ejemplos de ello pueden ser los siguientes. Supongamos un
sistema de RF orientado a reconocer los caracteres tipogréaficos producidos por una cierta
maquina de escribir. Es posible en este caso considerar que los caracteres son formas simples,
perfectamente diferenciados unos de otros, en los que es posible definir una forma como un
cierto conjunto de caracteristicas. Un caso diferente seria el de una maquina con el objetivo
de reconocer caracteres escritos'a mano. En este caso, existe una variedad estructural-entre
los caracteres constitutivos de una clase concreta, por ejemplo la de las letras "a", ya que no
todas las personas escriben el caracter de la misma manera. Seria necesario en este caso
determinar. cuales son las reglas generales de constitucion de las diferentes escrituras de la
letra:mencionada, en base a los trazos que la constituyen y las relaciones .entre eilos. Por
tanto, pararealizar el reconocimiento resulta pués recomendable considerar a:las-formas como.
complejas, '

1.3.- FORMALIZACION DEL PROBLEMA

Para la formalizacion consideremos una situacion como la mostrada en el
diagrama de la figura 1.3, que recoge las relaciones entre los conjuntos de datos
involucrados en el esquema de la figura 1.2.

Sean;

-2 el quinio 0 Espacio Sensorial, es decir, el conjunto de cantidades o datos
que pueden ser medidos por parte de los dispositivos del sistema sensorial.

- ¢ el Dominio o Espacio de las Representaciones o Caracteristicas.

- A el Dominio de las Interpretaciones o de las Categorias de Formas, que se
corresponde con el de las etiquetas linguisticas asociadas a nivel de salida del
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M. Hernandez CURSO DE RECONOCIMIENTO DE FORMAS

sistema a cada una de las clases de formas involucrada}s en el marco del
sistema de Reconocimiento de Formas A=1 L; j=1,...,¢c

Espacio Sensorial Espacio de Espacio de las
Representacion Interpretaciones

Figura 1.3.- Esquema de las relaciones entre los conjuntos de datos
involucrados en un sistema de Reconocimiento de Formas

El conjunto de las interpretaciones debe cumplir las siguientes condiciones:

1) Lize Vjl..c

2  LNL=e, Ve
3 UL =A

Es decir, no existe la interpretacién nula, todas las interpretaciones son disjuntas y el
conjunto de interpretaciones es completo.

En este contexto, un Clasificador o Regla de Clasificacion d( ) es un proceso

que tiene por objeto asignar una interpretacion L, e A a cada representacién X € ¥,
es decir:

dyx—->A
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Tal que, V X € ¥y, si X corresponde a una forma cuya interpretacion es L,
entonces:
d(X) = L

Un clasificador d( ) es pues un mecanismo sistematico de asignacion de
interpretaciones a datos sensoriales.

En general, entre el dominio de las Representaciones y el dominio de las
Interpretaciones se produce una compactacion del volumen de la informacion
asociada a cada forma en cuestidn. Ademas en este proceso, a cada interpretacion
| se la suele hacer corresponder con un subconjunto del espacio o dominio de
representacion ¢ x mas que con un solo elemento X (figura 1.3). Los motivos de
ello los podemos resumir en ios dos siguientes:

1) "Ruido" que se introduce, por diferentes motivos, en los procesos del
sistema sensorial y que provoca perturbaciones en los datos sensoriales. Ello
a su vez se refleja en variaciones en las representaciones, por lo que una
misma identidad linguistica o interpretacion se podra: corresponder con
diferentes representaciones que se corresponderan a Su:vez con versiones
"degradadas” de una hipotética representacion ideal.

2) Pequenas variaciones o distorsiones en la forma original-que provocan las
correspondientes en los datos sensoriales, que, de la misma manera se
transmiten a las representaciones. Dichas variaciones, sin embargo, no
modifican las identidades linguisticas |, de las formas.

En ninguno de los dos casos, el sistema debera modificar por estos hechos la
identidad asociada con la forma original.

Asi, existiran tantos subconjuntos {€; j=1,....c} en el espacio de representacion
como interpretaciones posibles. Cada uno de esos subconjuntos se correspondera
con una clase de formas, que agrupara a todas aquellas variaciones o versiones de
la forma original, generadas por las causas mencionadas. Teniendo en cuenta lo
anterior, podriamos definir una clase de formas como cada una de /as ¢ particiones
del espacio de representaciones.

El conjunto de las clases de formas cumplen, en general, las siguientes
propiedades:

Es decir, ninguno es vacio y todos cubren el dominio completo de las

representaciones.
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1)-  Qpo
c

2)-  UQ=x
P

En este contexto, podemos reescribir la definicion de clasificacién como e/
proceso por el cual una forma incégnita definida por los datos de un acto sensorial,
resulta asignada a una de entre las clases de formas, teneindo cada una de ellas
asignada una interpretacion.

La particion del espacio de representacion segun el conjunto de clases de
formas {Q; j=1,...,c} se efectda, en general, mediante procesos de aprendizaje, cuyo
objetivo es determinar dicha particion a partir de las regularidades detectadas en las
representaciones, las cuales estan relacionadas con los dos fendmenos citados
anteriormente.

Si el funcional de clasificaciéon es tal que le asociamos una Funcion de
Confianza f € [0,1] < R, cuyo objeto es asignar una medida.de confianza a la
interpretacion | correspondiente a una representacion X:

De forma que:

VXey dX) =<L,f>

Se podria generalizar la definicién de los procedimientos de clasificacion en
Reconocimiento de Formas. Asi, si f se interpreta como una probabilidad, se definiria
el marco de clasificacién estadistico, mientras que si se interpreta como una
posibilidad, tendriamos un marco de clasificaciéon borroso.

En definitiva, el ‘objetivo nuclear del Reconocimiento de Formas esta

relacionado con la construccion de algoritmos que implementen clasificadores d( ) y
de aquellos otros que permitan generarlos, es decir, algoritmos de aprendizaje.

1.4.- APROXIMACIONES EN RECONOCIMIENTO DE FORMAS

Existen dos aproximaciones bésicas a la solucidn de los problemas de RF,
definidas en funcion del tipo de representacion utilizada para las formas:
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I) Aproximacién de Teoria de la Decision. Se considera cuando el sistema va
a manipular formas simples. En este caso, las mismas formas son los
elementos primitivos de la representacion, no planteandose descomposicion
estructural de las mismas. Se utilizan funciones de decision para clasificar las
formas, representadas como vectores de caracteristicas.

11) Aproximacién Estructural. Su utilidad se encuentra en problemas en los que
las formas en estudio se consideran complejas, es decir, constituidas por
formas simples y relaciones estructurales entre las formas simples. En este
caso, las formas resultan representadas como cadenas, arboles, grafos, etc,,
estableciéendose una analogia entre la estructura de la forma y la sintaxis de
un lenguaje, o entre la estructura de la forma y una red estructural con
contenido semantico. El proceso de reconocimiento resulta, en el caso
sintactico, uno de andlisis (parsing), o en el caso estructural, un problema de
comparacion entre grafos o de inferencia.

- En ambas aproximaciones, todo sistema de RF puede estas dotado, como se .
ha comentado anteriormente, de dos modos de funcionamiento: el denominado de
reconocimiento propiamente dicho y el de analisis 0 aprendizaje. Las aproximaciones
metodoldgicas al disefio de las etapas de aprendizaje pueden ser:

1) Aprendizaje Supervisado (Leaming with a Teacher). En este caso se dispone

" de una muestra controlada de cada una de las clases de formas en el disefio
del clasificador de la cual se conaocen a priori las etiquetas de pertenencia a
clase de todos y cada uno de los elementos de dicha muestra. El proceso de
aprendizaje consiste pues en la determinacion, en base a la muestra, de las
reglas de clasificacion a partir de las regularidades de la misma.

Il) Aprendizaje no Supervisado (Leaming without a Teacher). En este caso no
se dispone de las etiquetas de pertenencia a clase de los elementos de la
muestra controlada, por lo que antes de obtener las reglas de clasificacién es
preciso analizar el conjunto de datos para determinar el numero de clases de
formas que la constituyen asi como sus regularidades.

lll) Aprendizaje mediante Refuerzo (Reinforcement Leaming). Es un concepto
extraido de ia literatura de aprendizaje animal, y se refiere a una clase de
tareas'y algoritmos de aprendizaje, para los cuales este uitimo se efectua
maximizando una evaluacién escalar o refuerzo de la calidad de lo aprendido
acerca del problema en cuestion. Sila medida de calidad se obtiene tras cada
paso del proceso de aprendizaje por una muestra, el procedimiento se
denomina de refuerzo inmediato, mientras que si se obtiene el refuerzo, no
para cada muestra sino para un colectivo de ellas, el procedimiento se
denomina de refuerzo retardado {delayed reinforcement).
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1.5.- ROSTULADOS DE NIEMANN.

Cualquier.aproximacion al disefo de sistemas de RF se debe plantear teniendo
en cuenta en lo posible los postulados siguientes [NIEM-81]:

1) Representatividad. El disefio de un proceso de RF en un campo dado
requiere de una muestra representativa de formas.

2) Discriminabilidad. Una forma simple tiene siempre caracteristicas que
permiten determinar su grado de pertenencia a una clase, esto es, siempre es
posible encontrar un conjunto de caracteristicas que discriminen una forma
simple en algun tipo de espacio. '

3) Compacidad y Separacién. Las caracteristicas de las-formas de una clase
ocupan un dominio compacto de la representacion, y los dominios ocupados
por clases diferentes estan separados. El que se verifique este postulado es
condicion necesaria para que pueda tener lugar un proceso de RF. En la
practica resulta de extrema importancia la eleccion de caracteristicas que lo
cumplan.

Asi, segin Niemann, el problema central del RF es encontrar o generar una
representacion que cumpla con el postulado 3, por cuanto si“la encontramos, el
problema de la clasificacién esta resuelto, al menos formalmente.

4) Una forma compleja se compone de constituyentes mas simples, entre los
cuales existen ciertas relaciones de estructura.

5) A un conjunto de componentes mas unas relaciones entre ellos le
corresponde una y solo una forma compieja.

Para una aplicacién general con formas complejas son necesarios los cinco
postulados, mientras que para una con formas simples son sdlo necesarios los tres
primeros. '
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. ]
“Comgiilustracion.a aspectos relacionados con el postulado de discriminabilidad transcribimos
.un’cuento’recogido por B. K. P:*Horn. en su texto' [HORN-87], y qué contiene- un principio
‘basica util para el disefio de clas_l_f icadores para sistemas de RF y que se hara patente durante
el:curso:

‘Habia: una vez dos granjeros vecinos, Jed y Ned, que eran propietarios cada uno de un
caballo ‘Los dos caballos tenian por costumbre saltar a un lado y otro de la valla que separaba-
las granjas, por tanto, los granjeros necesitaban de algin medio para discriminar cual era el
caballo de cada uno.

‘Asi'que Jed y Ned se reunieron y decidieron un esquema de discriminacion, que consistié en
lo siguiente. Jed hizo un corte en Ja oreja de su caballo, no muy grande, pero lo suficiente para
que se pudiese observar a simple vista. Pero, al dia siguiente de que Jed realizase dicha
operacion, el caballo de Ned se hiri6 la misma oreja en el alambre de espino de la valla,
resultando asi ambos animales con una cicatriz idéntica. De nuevo algo habia que hacer para
distinguirles, por lo que decidieron que Ned atara una cinta azul al cuello de su caballo como
elemento distintivo. Pero al dia siguiente, el caballo de Jed salté la valla, corrié hacia el lugar
donde estaba pastando el de Ned, le arrancé la cinta con los dientes y se la comié.

Desesperados, los granjeros volvieron a reunirse y Jed sugirié que- debfan buscar una
caracteristica que fuese menos sensible a cambios. La altura les parecié-buena, y decidiercn
comprobar si los caballos eran diferentes en altura. Cada granjero procedié:a medir su caballo:’
y, efectivamente, eran distintos en altura, ya que jel caballo marrén .era- exactamente dos
pulgadas mas alto que el caballo blanco!.

Y, como de muchos cuentos, de este se puede extraer una moraleja, queitraspasada a nuestro:
.objeto:de‘interés se puede: expresar coma:

Cuando se tengan dificultades en la clasificacion, no intentemos resolver de entrada el
problema a traves de intrincados y esotéricos trucos matematicos, sino, por el contrario,
busquemos mejores caracteristicas.

1.6.- APROXIMACION DE TEORIA DE LA DECISION

La aproximacién de Teoria de la Decisién al RF se basa en la utilizacién de
funciones de decision para la clasificacion de formas previamente representadas por
vectores de caracteristicas n-dimensionales:

=K% x50 x)
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Donde x; representa la i-ésima caracteristica del vector. Un diagrama de
bloques de la estructura de un sistema de RF segun esta aproximacion se muestra
enla-figura 1.4.

{

| f i i
Forma_ | Pre- | i Extracclonde | Funcion de |Clasifi-
L P SN ) Tircence
Inoognna! proceso | . Caracteristicas ! Decision icacion
! : . ! T H
Modo Reconocimiento i |
Modo Aprendizaje '

FMu.e_str_L\/\: Seleccionde ... Entrenamiento :

~

Patron Caracteristicas : i o Aprendizaje ;

Figura 1.4.- Diagrama de Bloques de un Sistema de RF en
Aproximacion de Teoria de la Decisién

El problema se puede abordar segun uno de los siquientes esquemas:

1) Esquema Geométrico. En este caso, la clasificacion se puede plantear como
la asignacion del vector de caracteristicas incégnita, entendido este como un
punto del espacio de caracteristicas, a una de las particiones (regiones)
mutuamente exclusivas previamente obtenidas en dicho espacio. Cada una de
esas particiones se corresponde con una de las ¢ clases de formas _Q,
(j=1,2,...c). Para efectuar el proceso de asignacién, durante el proceso de
aprendizaje se define un conjunto de ¢ funciones discriminantes d,(X), asociada
cada una a una de las ¢ clases de formas. La regla de clasificacion se
construye, a continuacion en base a esas funciones discriminantes, con la cual
se efectuara posteriormente el proceso de clasificacion de las formas
incégnitas. : :

2) Esquema Estadistico. En este caso se considera que los elementos del
vector de caracteristicas son variables aleatorias, siendo x, una medida ruidosa
de la i-esima caracteristica. Para cada clase de formas Q (j=1,...,c) se hace
uso del conocimiento de su estructura probabilistica de distribucion y la
probabilidad a priori de de ocurrencia de las muestras. En base a estos atos
se construye una regla de decision de naturaleza probabilistica basada en el
objetivo de minimizar las probabilidades de reconocimiento erréneo.
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3) Esquema de Redes Neuronales. En este caso, se considera la utilizacion de
elementos provenientes del paradigma de las redes neuronales artificiales para
resolver problemas de RF.

1.7.- APROXIMACION ESTRUCTURAL

Cuando las formas a reconocer presentan cierto grado de complejidad, la
caracterizacion de las formas en base a vectores de un cierto espacio de
representacion dan lugar a esquemas resolutivos del problema de RF impracticables.
Puede deberse, por ejemplo, a que el nimero de caracteristicas requeridas para una
representacion adecuada de los objetos sea muy grande y/o porque resulte excesivo
el nimero de clases en que se deberia dividir el espacio de representacién para
reflejar toda la variabilidad significativa de los objetos.

En estos casos, el proceso de interpretacidn no se corresponde con una
simple clasificacion o identificacién, como ocurrre en los planteamientos de Teoria de
la Decisién, sino con uno de descripcion estructural, en el cual, los objetos o formas
complejas se describen como composicidn de subobjetos, siendé:los subobjetos mas
simples las denominadas primitivas, o formas basicas de la;representacion.

Un esquema en diagrama de bloques de un sistemaide RF sealn una
aproximacion estructural se muestra en la figura 1.5.

Generacion de la
Representacion
P - e Extraccion de | - Analisis Interpre-
orma re- | iSegmen-
> o = Primitivas y :_» Sintactico/ ---.—_5:»
Incognita | proceso ; I qacion taclon
f - Relaciones . lHeIac:onaI
Modo Reconocimiento ,
!
Modo Aprendizaje : !'
"Seleccion de | - Inferencia

Muestra
“.>. Primitivas y r:/ Gramatlwl/

Patron

| Relaciones . Relacional |

—

Figura 1.5.- Diagrama de Bloques de un Sistema de
Reconocimiento de Formas en Aproximacion Estructural.

En dicho diagrama se observa coma la etapa de generacién de la
representacién esta constituida per un proceso de segmentacion en el gue se
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detectan las partes o primitivas de la representacidn y en un proceso posterior en el
que se codifica la estructura de primitivas y relaciones entre ellas. El proceso de
contrastacion posterior se puede efectuar segun alguno de los dos_siguientes
esquemas:

1) Esquema Sintactico. En este caso, la representacion estructural de un objeto
0 escena, en base a las primitivas y las operaciones de composicion, se
corresponde con una frase de un cierto Lenguaje de Descripcion de las
Formas, y el conjunto de reglas de composicidn se corresponde con las reg/as
de produccidon de una cierta gramatica. La descripcion estructural entonces se
puede plantear como un problema de Analisis Sintactico.

2) Esquema Relacional. Para los problemas discutidos se puede escoger un
segundo esquema, que ‘se basa en considerar que las estructuras de
representacion son grafos relacionales, redes semanticas u otro tipo (como los
frames), de las utilizadas ampliamente en el marco de la Inteligencia Artificial.
En este caso, el proceso de contrastacion se efectua como si de un problema
de isomorfismo entre grafos, 0 en su caso, como uno de inferencia.

Por Gltimo, hay que hacer notar que, si bien la aproximacion de Teoria de la
Decisién y la Estructural estan claramente diferenciadas, la segunda aproximacion
precisa, en general, hacer uso de elementos de la primera en.la;etapa de generacion
de la representacion simbolica, tanto para establecer las clases de primitivas vy
relaciones en el aprendizaje como para etiquetar los elementos durante el proceso de
obtencidn de la descripcion.

1.8.- ALGUNAS APLICACIONES DEL RECONOCIMIENTO DE
FORMAS

A continuacion incluimos, con intencidn ilustrativa, un conjunto de problemas
en los que la aplicacion de las técnicas de Reconocimiento de Formas resulta de
interés econdmico. La lista incluida no pretende ser exahustiva, pero si Io
suficientemente amplia para dar una vision del interés creciente que estas técnicas
esta generando en los campos de aplicacion mas variados. Hay que hacer notar que,
algunas de las aplicaciones mencionadas pueden hacer uso, no de tcdos los procesos
de un sistema de RF, sino mas bien de algunos de eltos y. por tanto, de lo que hacen
uso es de ciertas técnicas que forman parte de la disciplina.

1) Reconocimiento de Caracteres: Desde los sistemas clasicos OCR (Optical
Character Recognition) en las maquinas de lectura automética de los
caracteres codificados de ios cheques bancarios (por €jemplo, los basados en
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el conjunto estandar de caracteres ABA E-13B), a los sistemas OCR
comerciales actuales de lectura automatica de textos, a aquellios otros mas
_sofisticados como los lectores autométicos de periddicos, de documentos
complejos, por ejemplo, con formulas matematicas, o en caracteres orientales
como chino o japonés, o los mas complejos de lectura de textos manuscritos.

2) Reconocimiento de Huellas Digitales y/o de Caras: cuyo interes es claro y
evidente, cuando se trata de disefiar sistemas automaticos para la deteccion
de la identidad a partir de ellas, teniendo en cuenta lo amplios gue suelen ser
los ficheros de identificacion, o para su utilizacion en control de accesos a
zonas o medios restringidos.

3) Clasificacién e ldentificacion en Aplicaciones Relacionadas con Imagenes
Aéreas o de Satélite: que van desde la identificacion y seguimiento de
objetivos hasta las de investigacion de recursos naturales o estados climaticos
a partir de imagenes multiespectrales.

4) Aplicaciones Industriales: que pueden ser de control de calidad de
productos, asociadas a la automatizacion de procesos de produccion,
asistencia automatica a procesos de ensamblaje, etc.

5) Reconocimiento Auditivo de Patrones: es decir, sistemas relacionados con
el reconocimiento automatico del habla humana, en ‘todas sus variantes
posibles: de palabras aisladas o discurso continuo, de-un solo sujeto o de
multiples, etc... '

g
£
i}
a
@
s
s
£
s
o
&
[}
P
3
A
8
£
s
[
o
&
3
°
3
©
3
b4
[
]
2
£
=)
©

6) Identificacion de Objetivos: a partir de las sefiales suministradas por equipos
de sonar, radar u otras bandas em.

7) Andlisis de Escenas en Movimiento: como asistencia visual en vehiculos
autoguiados o sistemas auténomos mdviles en general.

8) Aplicaciones en Biomedicina: como las de anélisis de ECG, EEG, analisis
y recuentos cromosomicos, tests clinicos en general, etc.

9) Aplicaciones de Control o Toma de Decision Basadas en la Informacion
Suministrada por Diferentes Tipos de Sensores: como pueden ser los sensores
térmicos, los tactiles, detectores-medidores de emanaciones gaseosas,
radiaciones o ciertas particulas o compuestos quimicos.
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2.1.- INTRODUCCION

El ndcleo de todo sistema de Reconocimiento de Formas lo constituye el modulo
generador de las decisiones, que asigna las formas incognitas a las clases de formas
previamente definidas, segun reglas preestablecidas. El estudio de las reglas de
decision es el objetivo de este tema y dado que en esta parte de la asignatura nos
centramos en el estudio de los métodos de RF segun la aproximacion de Teoria de
la Decision, analizaremos:

a) Reglas de Decision en Problemas con planteamiento geometrico: Funciones
Discriminantes y Criterios de Distancia.

b) Reglas de Decision en problemas con Planteamiento Estadistico.

2.2.- FUNCIONES DISCRIMINANTES Y SUPERFICIES DE DECISION

Dado un espacio n-dimensional E (p. e. K') donde se ha definido un conjunto de ¢
clases {Q2,,Q),,..., .} y asociada a cada clase / se encuentra un funcional d,(X), donde
X representa a un vector de medibles o caracteristicas del espacio, se puede
establecer una Regla de Clasificacion basada en estos funcionales de la siguiente
manera: el clasificador asigna el vector de caracteristicas X de la forma incognita a
la clase €, con la que se cumple:

aX>d(X) Vj=i [2.1]

Al conjunto de funcionales mencionados se les denomina Funciones de Decision o
Funciones Discriminantes.

Si planteamos cada inecuacion de la siguiente manera:

dX-dx>0 [2.2]

Su limite inferior vendra definido por la ecuacién:

dfX)=0(X)-d(X)=0 [2.3]

Que en el espacio n-dimensional de la representacién se corresponde con una
hipersuperficie d;(X) que separa las clases iy J. A esta hipersuperficie se la denomina
Frontera de Decision o Superficie de Decision.
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La naturaleza de las funciones discriminantes se define en base a la aproximacién
que se haga al problema:

a) Si se considera al espacio de representacion como uno de naturaleza
estadistica, donde las distribuciones de las clases son conocidas o
determinables por aplicacion de ciertas técnicas, el problema de clasificaciéon
es de naturaleza estadistica paramétrica, y las funciones discriminantes seran
funcionales estadisticos.

b) Si, por el contrario, no se considera dicha naturaleza estadistica, el
problema se plantea como uno de decisidon geométrica, en el que las funciones
discriminantes son funcionales deterministas parameétricos.

El éxito de los esquemas de clasificacion de formas mediante funciones de decisidn
depende de dos factores:

I) La forma de la funcion de decision, directamente relacionada con las
propiedades de las clases en consideracion. Sino se posee informacion previa
acerca de las ciases en cuestion asi como de su distribucidon en el espacio, la
unica manera de establecer la efectividad de una funcién de decisién es
mediante prueba directa.

I1) La determinacion de los parametros de la funcion, que se resuelve mediante
esquemas de aprendizaje, normalmente a partir de muestras de formas,
cuestion que abordaremos en el préoximo tema.

2.3.- DISCRIMINANTE LINEAL BICLASICO

Sea un problema de clasificacion entre dos clases Q, y Q, en un espacio
bidimensional, es decir, donde el vector de caracteristicas es de la forma:

X- [2.4]

Y asociados a las clases se encuentran las funciones discriminantes d,(X) y d,(X),
que intervienen en la clasificacién a través de la siguiente regla:

Si las funciones discriminantes son de la forma:

Es decir, combinaciones lineales de las coordenadas de! vector de caracteristicas, a
la funcidn se la denomina Discriminante Lineal, y |la correspondiente Superficie de
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[ si dy(X>ayX-XeQ 0 s
vX. {si o (X)<d.(X)~XeQ, (2.51

d(X)=wyX + @0, Vie1,2 [2.6]

Decisijon sera:

dX) =0 (X)=,(X)-c4(X)-
(@11~ 0a) X +(W 10~ Wop) Xo +(W1g = Wpq) = [2.7]
04X) + WXy + 0o =0

Que es la ecuaciéon de una recta como la mostrada en la figura 2.1.

La ecuacion de la superficie de decision puede tambien usarse como base de una
regla de decision, tal y como se muestra a continuacion:

si d(X)>0~XeQ, 2.8]

vX. { si dX)<0=XeQ,

Un esquema del clasificador lineal biclasico se muestra en la figura 2.2.

X
X 1 o4 .
\’\d(x) *1.8 4p9>0
e e, T T
- i Lt T D
N i
1 : wo i Umbral
X1
Figura 2.1: Recta de Decision en el Plano Figura 2.2: Esquema del Clasificador Lineal
de Caracteristicas. entre dos clases.

La funcién discriminante biclasica puede generalizarse a un espacio n-dimensional,
en cuyo caso y por extrapolacion del caso anterior, su expresién puede ser:

X) =0 X +0 o+t X rw,y  Vie1,2 - [2.9]

Que puede expresarse en forma vectorial como:
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diX)=oX+0, Vi<1,2 [2.10]

Donde o;=[o, o, ... ©,] es la traspuesta del denominado Vector de Pesos o de
Parametros y o,, el Peso o Parametro Umbral de la clase Q..

La regla de decisidon basada en las funciones discriminantes tendra por expresién la
2.5. Asi mismo, la superficie de decision sera:

AX)=Cia(X) -
((.011—(021)X1 +(C012"(1J22)X2+ "o +((.01”—(02n)Xn+((010—(020) = [2.11]
WX+ WpXo* e 0, X w0y = @ X+wy = 0

Que se corresponde con un hiperplano del espacio n-dimensional, siendo el vector
de pesos normal al hiperplano.

Si expresamos la ecuacion 2.11 en la forma:

o'X = v, [2.12]

Y expresamos al vector de pesos en funcién del vector unitario u en su direccion,
podemos poner:

uX = -ﬁ= D, ' [2.13]
@

Ecuacion que nos dice que, el cociente, cambiado de signo, entre en peso umbral y
el modulo del vector de pesos se corresponde con la distancia del hiperplano al origen
de referencia, como puede observarse, para un caso bidimensional, en la figura 2.3.

Los signos opuestos que presentan los valores de la funcidén d(X) en las dos
particiones del espacio separadas por la superficie de decision se pueden analizar en
el siguiente ejemplo bidimensional ilustrado en la figura 2.3.
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Figura 2.3: Configuracion de vectores para el andlisis
de la Funcion de Decision.

Sean los vectores X, y X, que se corresponden a puntos situados a uno y otro lado,
respectivamente de la recta de decisién. Ambos vectores se pueden representar como
la suma de otros dos vectores:

X XA, [2.14]
X,XZ,

Para el primer vector, X, podemos poner:
d(X X, ¢
X,) o 1, 9o .
lof Joi joj

1 ~u”

[2.15]

(uX-D,)Z,

El término entre paréntesis es nulo, como se desprende de la ecuacidn 2.13 para todo
vector X situado sobre la recta de decision, con lo cual resuita:
dX,)

—=U.
lo]

[2.16]

Como el angulo formado por el vector unitario u y el vector Z, es agudo, el producto
escalar sera positivo, con lo cual d(X;)>0. Analogamente se puede realizar el analisis
para X,, obteniéndose que d(X,)<0, para todo vector del semiplano correspondiente.

El discriminante lineal de las expresiones 2.9 y 2.10 puede representarse en la
denominada forma homogénea, que consiste en expresar la funcién discriminante
como un producto matricial. Si partimos de la expresidn matricial del discriminante
segun 2.9:
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(%
X ]
dX)=(0y @3 « « - @) | .| *0g=) @X; +og [2.17]
i
X

n

Y si establecemos las siguientes igualdades:

al:‘(ﬂ, Vi=0,1,...,/7
Vo=T1 [2.18]
Yi=x; Vi=1,2,.,n

Podemos construir dos nuevos vectores: a e Y, correspondientes a pesos y
caracteristicas, de dimension (n+1), con lo cual podemos escribir el discriminante
como:

dXx) = Y ay, = a'Y-
i=0
1
X

1 [2.19]
(g @3 - -« @) X2 = ( W, m‘)(x]

Xn

Lo que equivale a realizar un mapeo del espacio original de caracteristicas n-
dimensional a otro espacio n -dimensional (n =n+1). Este mapeo preserva todas las
relaciones de distancia entre las muestras y la superficie de decision, que sera:

2tY=0 [2.20]

Y que pasara por el origen del nuevo sistema referencial.
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2.2.2.- DISCRIMINACION LINEAL MULTICLASICA

Cuando el problema de decision se establece entre c clases (c>2), se presentan
varias opciones para establecer reglas de decision, las cuales analizaremos a
continuacion.

a) A cada clase (), se asocia un discriminante lineal d,(X) que presenta el siguiente
comportamiento para cualquier vector X

>0 si XEQ,- . [2.21]
d{ {<0 si XeQ Vi=1,2,...,¢

i

O dicho de otra manera, existe un hiperplano de decision d(X)=0 que separa a cada
clase Q) de las c-1 clases restantes. La regla de decision del clasificador se establece
como:

d(Xx)>0 [2.22]

XeQ; s’{d,(X)<0 Vel

Podemos analizar la regla partiendo de un ejempio bidimensional triclasico como el
mostrado en la figura 2.4. En ella se muestran las regiones correspondientes a las
clases: Q,, Q, y Q, y las correspondientes fronteras de decision. Dada la naturaleza
de la regla de clasificacion y la estructuracion de las fronteras de decision, que
separan cada clase de todas las demas, en el espacio de representacion apareceran
regiones que no cumplen la regla, es decir, no asignables a ninguna de las clases.
Dichas regiones se etiquetan en la figura como R.l. (Regiones Indeterminadas). En
la figura tambien se indican las desiqualdades correspondientes a las funciones de
decision que permiten corroborar la afirmacion anterior.
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X2

d4%)=0 (\_\Qf_//) 0,4X=0

Figura 2.4: Ejemplo de Fronteras de Decisién para un
Clasificador seguln el modelo a.

b) Cada clase se separa de cada una de las c-1 restantes mediante una superficie
de decision. El numero de superficies de decisién sera:

¢ _c(c-1) [
Cz= 2.23]

Las fronteras de decision dy(X) presenta las siguientes caracteristicas:

) Si XeQ & d(X)>0 =i [2.24]
) dy(X)=-dy(X)

Y la regla de decision es:

Si di(X)>0 V=i o XeQ, [2.25]

En este caso y en condiciones generales, se presentan tambien regiones
indeterminadas, como puede observarse en la figura 2.5. El unico caso en el que no
existirian dichas regiones seria el muy particular correspondiente a que todas las
rectas de decision intersectasen en un mismo punto.
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X1
dx(X)=0

Figura 2.5: Ejemplo de Fronteras de Decision para un
Clasificador segtn el modelo b.

c) Existen ¢ funciones de decisidon d,(X) con la propiedad de que:

Si XeQ; = d(X)>d(X) V ij=1,..,G j#i [2.26]

Existe una relacion entre este caso y el anterior (b), ya que, a partir de las funciones
de la expresion 2.26 podemos definir las superficies de decision:

dfX)=d(X)-dX) V)i [2.27]

Que verifican la condicion di(X)>0 V i, ya que d,(X)> d(X) V iz]. Luego, si las clases
resultan separables bajo estas condiciones, lo son bajo las del caso b. Lo contrario
no es necesariamente cierto. En este caso, 1a regla de decision puede escribirse de
la siguiente manera:

Si d{X)= max {d{X)} =XeQ, [2.28]

vj=1.2....,c

El clasificador resultante se denomina MAQUINA LINEAL, mostrandose un diagrama
operacional del mismo en la figura 2.6.

2-9

aria. Biblioteca Digital, 2005

iversidad de Las Palmas de Gran Can:

© Uni



REGLAS DE DECISION ' GIAS-ULPGC

—d, .—~\\
. >~ Decision

IMax, rm—————

— e () —

Figura 2.6: Diagrama Operacional de la Maquina
Lineat

En la figura 2.7 se muestra un ejemplo bidimensional triclasico que ilustra el modelo
de clasificador. La estructura del mismo, analizada desde el punto de vista de los
signos de las desigualdades permite determinar las regiones de cada clase. Se
observa como la unica posible region indeterminada es alguna area tridangular definida
por las tres rectas, una de las cuales se ilustra en la figura 2.8,

dy-dy=0

Xy d1> da

d>d, /_

s

d,<dy ]
Figura 2.7: Ejemplo de Fronteras de Decision Figura 2.8: Andlisis de las desigualdades en una
para un Clasificador seguin el modelo c. de las posibles regiones de interseccion definida

por las tres rectas de decision de la Figura 2.7.

El andlisis de las desigualdades en su interior, segun cada frontera da lugar a:

d)(X)<dy(X)
d(X)>dy(X) [2.29]
6,00,

De la segunda y la tercera desigualdad se obtiene: d,(X)>d,(X), lo que resulta
contradictorio con fa primera, con lo que podemos concluir que la Unica posibilidad es
que todas las rectas de decision se intersecten en el mismo punto. Por tanto, con este
esquema de clasificador no apareceran regiones indeterminadas.
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2.2.3.- FUNCIONES DISCRIMINANTES GENERALIZADAS

No todos los problemas de clasificacion se pueden resolver utilizando fronteras de
decision como las analizadas anteriormente. En efecto, existen configuraciones de
clases no linealmente separables, como se muestra en la figura 2.9.

La complejidad de las fronteras puede ir desde el mencionado caso lineal al de
hipersuperficies altamente no lineales.

QoD

Figura 2.9: A la izquierda, dos regiones
linealmente separables. A la derecha, no
linealmente separables.

Se puede generalizar convenientemente el funcional de decisién, partiendo de la
expresion 2.9, sustituyendo la combinacion lineal de las caracteristicas por la de
funcionales genéricos f(X) del vector de caracteristicas n-dimensional, es decir:

A(X) =0 £y (X)+ 0y (X)+orn v, F{ X) + 0 =
ik
> of(X)

i=Q

[2.30]

Donde f,(X)=1y {f(X);i=1,...k} son funciones reales unievaluadas. La expresién 2.30
engloba una variedad infinita de funciones de decision, cuya naturaleza depende de
la eleccién de los funcionales f(X) y del nimero k de términos de la expresion. La
funcién de decisién obtenida presenta una naturaleza no lineal respecto a X, sin
embargo, es posible expresaria en forma lineal generalizada mediante una
transformacidn del espacio de representacién. En efecto, definiendo las igualdades:
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a=w; ; Vi=0,1,...k
Y-t | [2.31]
Y=f(X) ; Vi=1,2,....k

La funcidn discriminante resulta entonces expresada en base al vector Y como:

Yo
k Y
ax) =Y ay-a'Y=(a a ... a)| . [2.32]
=0
Yk

Es decir, en forma lineal. Como se observa, el proceso de linealizacion se basa en
un mapeo desde el espacio original de representacion n-dimensional, en el cual la
funcion de decision es no lineal, a un espacio transformado n’-dimensional ( n'=k+1),

en el que el discriminante es lineal, concretamente un hiperplano que pasa por el
origen. '

Una de las soluciones mas estudiadas corresponde al caso en que el discriminante
es de naturaleza polindmica, que se genera afadiendo términos de grados superiores
al discriminante lineal. El caso mas sencillo es el de grado dos, de expresion:

dX) = (00+Z1: w?(ii-z y @ XX, [2.33]

i1 =1

Como x=x;, podemos suponer, sin pérdida de generalidad que ;=@ Con ello
podemos expresar la funcién como:

n n-1 n n :
d(X)=mO+Z1: 0x+2y y “)//Y:Xj*_}; wif‘ia [2.34]

1 j=irt

La frontera de decision d(X)=0, correspondiente a esta ecuacion, es una superficie
hipercuadratica, cuya forma viene definida por sus términos. Asi, si definimos las
matrices:

W={o} ; ij=1,2,..,n

o={w}; i=1,2,..,n [2.3%]

Podemos expresar la frontera de decisién como:
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dx) = X'WX+o'X+w, = 0 [2.36]

Las propiedades de W determinan la forma' de la frontera de decision. Asi, si W es
matriz identidad, la frontera es una hiperesfera. Si es definida positiva, describe un
hiperelipsoide con los ejes en la direccion de los autovectores de W. Si es
semidefinida positiva, es un cilindro hiperelipsoidal, cuyas secciones son
hiperelipsoides de dimensién inferior cuyos ejes estan en la direccién de los
autovectores de W correspondientes a autovalores no nulos. Por ultimo, si es definida
negativa, la frontera es un hiperhiperboloide.

Analogamente a las funciones discriminantes polinémicas de grado dos, se pueden
definir otras de cualquier grado superior. Dichas funciones son expresables
recursivamente:

n

d(X)= Z ) E @h...f, X XX, +d"Y(X) (2.37]

h=16=1 =iy

Donde r indica el grado de no linealidad y:

(X =0, [2.38]

Ejemplo: Usando la expresion recursiva, podemos generar una funcién cuadratica
(r=2), en un espacio bidimensional (n=2). De 2.37 con r=2 obtenemos:

2 2
dAX)=) Y @, %%, + d'(X) [2.39]

h=1 bi

Y con r=1;

' Se dice que W es definida positiva si:

X'WXx>0 vX=0
Se dice que es semidefinida positiva si:

X'WX=0 vX=0

Analogamente se puede decir para definida negativa y semidefinida negativa,
para los casos respectivos de las desigualdades <y <.
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2
d'X)=Y ox + d°X) [2.40]

i1=1

Con lo que, sustituyendo y desarrollando, obtenemos:
I (X) =001 1X + 04Xy X+ @205+ X, + 0%+ 2.41]

El nimero de coeficientes de peso de las funciones de decision polinémicas crece
rapidamente con la dimensionalidad (n) del espacio de representaciéon y con el grado
r. Baste para ello hacer recuento en el caso del discriminante lineal, donde el numero
de términos es de n+1, mientras que en el caso del cuadratico (ecuacion 2.34) es:

1+n+ n(n‘1) N = (n+1)(n+2) [2.42]
2 2 :

Como caso ilustrativo es valido el de n=2 anterior, donde el discriminante lineal
contiene 3 pardmetros a determinar, mientras que el cuadratico posee 6. En general,
el nimero de terminos de un discriminante de grado r en un espacio n-dimensional
contiene el nimero de coeficientes definidos por la expresién:

n=cr-{n+n! [2.43
Ant :

Se deja al lector la comprobacién, por simple sustitucidon de valores en la ecuacion
anterior, de como se incrementa N con el incremento de los valores de ny r. Un
nimero alto de coeficientes conlleva un incremento de la complejidad computacional
del proceso de aprendizaje de dichos términos.

2.3.- CLASIFICACION POR FUNCIONES DE DISTANCIA

La manera mas simple e intuitiva de realizar un proceso de clasificacion de formas
es probablemente la basada en los conceptos de distancia entre la forma a clasificar
y conjuntos de prototipos de las clases en consideracion. El motivo de ello es que la
proximidad o similaridad, en algin sentido, entre vectores de caracteristicas es una
manera obvia de determinar pertenencia a categorias.

En este caso, los vectores de caracteristicas se consideran como puntos de un
espacio con estructura tal que admite la definicion de una métrica o pseudométrica.
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Ademas, para obtener resultados satisfactorios, las clases deben ser lo mas
compactas y separadas entre si, es decir, deben de ser tales que cumplan
adecuadamente el tercer postulado de Niemann (alto valor de la relacion entre
dispersiones interclasicas a dispersiones intraclasicas). Para ilustrar, intuitivamente,
la aseveracién anterior, basta con observar los ejemplos mostrados en la figura 2.10.
En el de la izquierda, que cumple la afirmacion, resulta bastante adecuada la
conclusion de asignar la muestra incdgnita X a la clase £, en base a su mayor
proximidad a las muestras patrén de esta clase. En el de la derecha, sin embargo,
una conclusidon de este tipo es mas arriesgada.

Figura 2.10: A la izquierda, muestra clasificable
facilmente por concepto de proximidad. A la derecha,
muestra no facilmente clasificable.

2.3.1.- SIMILARIDAD Y DISTANCIA

Antes de centrarnos en las reglas de clasificacion por distancia, resulta adecuado
definir conceptos. Para ello, sea U (U=FR") un conjunto, finito o infinito, de elementos,
que se corresponden con los vectores de caracteristicas asociados a las muestras de
un problema dado. Sea R el conjunto de los numeros reales y K el de los reales
positivos. Se denomina funcién de distancia D a un mapeo D:U*U—R, que para un par
arbitrario X, YeU cumple:

1) DX.Y)2D, '
2) D(X,X)=D, [2.44]

3) D(X,N=D¥,X)

Donde D, es un numero real finito arbitrario, que puede ser negativo. La primera
propiedad indica que la funcién de distancia posee una cota inferior, la segunda que
la distancia es minima para el caso de elementos idénticos, y la tercera es la de
simetria.
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La funcion de distancia se dice que es métrica si ademas:

4) Si D(X\V)=Dy = X=Y [2.45]
5) VX Y.ZeU: D(X2)<D(X,Y)+[(Y,2)

La cuarta indica que siempre que el funcional de distancia posea el valor minimo, los
elementos considerados son idénticos y la quinta corresponde a la desigualdad
triangular.

Los funcionales de distancia, por su definicidn, asignan valor numérico a la nocion de
disimilaridad o lejania entre dos formas representadas por vectores de caracteristicas,
de manera que una gran similaridad o semejanza entre ambas formas se refleja en
un valor pequeno del funcional de distancia.

Si ademés D,=0, se tiene el concepto de métrica del andlisis funcional. Si D, es
negativo, se puede construir una distancia métrica como:

D'(X,N=D(X,Y)-D, [2.46]

La mas conocida de las métricas es la Euclidea, que corresponde a la generalizacién
a n dimensiones de la distancia entre dos puntos es un plano, y derivada de la norma

L, de un vector, es decir de:
n :
1X,= X X = l » Xiz [2.47]
=1

La correspondiente distancia entre dos vectores X e Y es:

Dy(X, V) =IX-Y1,=/(X-N{(X-Y)=

n [2.48]
Pl . 2
l > 05

Esta métrica Euclidea, asi como la norma, presenta la propiedad de que sus valores
son invariantes respecto a mapeos ortogonales (rotaciones) de los vectores, los
cuales se describen por matrices Q de dimensiéon n*n, tales que Q*Q=/ (matriz
identidad). Asi, tenemos que:

1OX1,=1 X1, [2.49]
D,(QX,QY)=D,(X.Y) ,

Ademas, norma y meétrica tambien resultan invariantes frente a traslaciones.
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La métrica Euclidea puede generalizarse de dos maneras:

1) Basandonos en la norma L

Py n
IX1,- l 1X[P (p=21) [2.50]
\ i1

Segun la cual, por analogia nos permite definir:
DX, N=IX-YI, [2.51.a]

Que constituyen la familia de coeficientes de disimilaridad de Minkowski. De
ellos, dos que resultan particularmente interesantes son los siguientes:

a) Distancia Manhatan (tambien conocida como "city blocks", "taxicab"
o ciudad"), que corresponde al caso p=1 y cuya expresion es:

Dy(X,Y) =Z:: | X;=y;] [2.51.b]

b) Distancia de Tablero de Ajedrez o Chebycheff, que corresponde al
caso p=x y COon expresion:

D(X)Y) = m,z’ax | X~y [2.51.c]
i=1

A efectos comparativos, se muestran en la figura 2.11.a las curvas
correspondientes a los puntos del plano que se encuentran a distancias
unitarias euclidea, Manhatan y Tablero de Ajedrez respectivamente.
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Figura 2.11.a: Curvas correspondientes a los puntos
de un plano situados a distancia unitaria del origen de
coordenadas segun tres de las distancias de
Minkowsky

No se conocen otras transformaciones distintas de las traslaciones para los
cuales las norma y distancia anteriores resuiten invariantes.

2) Definiendo:
"X"B= {X tBX [2.52]

Donde B es una matriz definida positiva.

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2005

La meétrica correspondiente a 2.52 es:

DX, V)= (X-WBX-¥) [2.53]

En los casos mas sencillos B es una matriz diagonal, en la que los elementos
de la diagonal se corresponden a diferentes pesos positivos para las
componentes del vector.

Una métrica de este tipo que es muy utilizada es la distancia estadistica
general de Mahalanobis [CUAD-81]. Para describirla, supongamos un conjunto
de m vectores o muestras de formas n-dimensionales { X,; k=1,2,....m }.
Denominemos a la componente i-ésima del vector k-ésimo como X,.
Denominemos M a una matriz de dimensiones m*n, en la que cada columna
se corresponde con uno de los vectores de caracteristicas X,. Sea y el vector
de medias de las componentes o caracteristicas, es decir:

p=E[X] [2.54]

Con lo que, cada componente de p es:
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1 m
p,,:r_ng; X, [2.55]

Sea a su vez, X2 la matriz n*n de covarianzas de variables, es decir:

S =E(X-)(X-1)]=(c) [2.56]

Siendo cada elemento de dicha matriz (o), la covarianza entre las
componentes i y j, indicadas por los subindices, es decir:

1 m
U/f"n;; (X 1) (X 1) [2.57]

Si definimos la matriz M como:

M =(x, 1) [2.58]

aria. Biblioteca Digital, 2005

La matriz de covarianzas se puede expresar como:

=L memy [2.59]
m

iversidad de Las Palmas de Gran Can:

Cuando los vectores X' son linealmente independientes (algo que se puede
asumir cuando m>>n [SPAT-80]), la matriz de covarianzas de variables es
definida positiva y, por tanto, no singular, con lo cual posee inversa definida
positiva ='. Ademas, £ es una matriz simétrica, ya que o;=0; Vij=1,2,...n.

© Uni

En base a lo anterior, se define la Distancia de Mahalanobis entre dos
muestras X e Y como:

Dr (X, N =/(X- = (X-V) [2.60]

Esta distancia cumple las propiedades 2.44 y 2.45 con D,=0. Ademas, resulta
invariante ante cualquier transformacién lineal no singular de las variables o
caracteristicas, sobre todas las muestras. Para demostrarto, sea una matriz de
transformacién C genérica como las mencionadas, de dimensién n*n, tal que,
la relacion entre vectores originales (X e Y) y transformados, que
denominaremos 1y &
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A=CX = At=X'C!
E=CY= Etzytct

[2.61]

Entonces, la matriz de covarianzas para las muestras transformadas sera:

)
EC=EMC(Mc)t

Y dado que:

Mi-cM*
(MR)'=(my'c*

Sustituyendo en 2.62 se obtiene:

}:c=-,17—7 CM (M*)'C'-CxC!

Y su inversa:

DI [0 ek Y (o1 Wb ulode

Con lo que, la distancia de Mahalanobis entre 1y £ resulta:

Dy (ME)={(A-E)Ec (A-E)=

JX-VIC(CHTETCICX-)=/(X- V)T (X-V)=Dg(X,Y)

[2.62]

[2.63]

[2.64]

[2.65]

[2.66]

¢.q.d.

Si, en particular, C es una matriz diagonal con elementos no nulos en la
diagonal, la transformacion de X por C significa que el valor de cada
componente del vector se multiplica por una constante, es decir, la matriz de
transformacion efectta un cambio de escala. Como se observa en la expresion
anterior, aun ante esta transformacidn, la distancia de Mahalanobis resulta
invariante. Hay que hacer notar cémo otras métricas, incluidas las euclideas,

no poseen esta importante propiedad.

Como comentario afiadido ante este funcional de distancia, se puede decir que
esta expresada en unidades de desviacion tipica, y tiene en cuenta las
correlaciones (es decir, interdependencia o redundancia) entre las variables,
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de forma que la distancia disminuye a medida que aumenta la correlacién de
las variables. Ademas, la distancia es un funcional mondtono creciente con la
dimensionalidad del espacio. Como se puede observar en la figura 2.11.b.

0>D'>a
0>0'>b

Fig 2.11.b: Distancia de Mahalanobis para
caracteristicas no correlacionadas (a la izquierda) y
correlacionadas (derecha).

Es posible tambien definir, en vez de funcionales que asignen valor numerico a la
disimilaridad, como son los de distancia anteriormente comentados, funcionales que
cuantifique la similaridad, es decir, que presenten mayor valor a mayor similaridad y
menor valor a menor similaridad, como son los denominados funcionales de
semejanza. Formalmente y por analogia con la funciéon de distancia. se define una
funcién de semejanza S para un conjunto U de elementos como un mapeo S:U*U—R
que ,para una par arbitrario X, YeU posee las siguientes propiedades:

1) SXYs<S,
2) S(XX)=5 [2.67]
3) S(XY=S(Y.%)

Siendo S, un nimero real finito arbitrario. La funcion de semejanza se dice métrica
si, ademas

4) Si SX V=S, = X=Y [2.68]
§) VX,\Y.ZeU: [S(X,V)+5(Y,2)].5(X,2)=5(X, Y).8(Y.2)

La cuarta corresponde a la proposicién de que la maxima semejanza sélo pueden
poseerla elementos idénticos. La quinta se define establecaendo analogia con la
correspondiente de la definicion de distancia métrica.

La relacién entre semejanza y distancia es, pués, evidente. Asi, si D es una funcién
de distancia (métrica) definida en el rango de valores de K o de R, entonces 1/D es
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una funcién de semejanza (métrica). Si D es una métrica que esta definida en K,
entonces:

o-d [2.69]

Es una funcion de semejanza también métrica. Por otro lado, si D esta definida en un
rango finito de valores reales, entonces, son métricas de semejanza:

max{D}-D ,
Jmax[D}-D [2.70]

max|D}-D?

Ahora bien, las medidas de similaridad no tienen por que limitarse a estar expresadas
en funcién de distancias predefinidas. Por ejemplo, sea la semejanza:

Xty
S(X.Y)=—2 ¥ [2.71]
(X9 XY

Que se corresponde con el coseno del angulo que forman los vectores X e Y, y que
es maxima cuando ambos vectores estan orientados en la misma direccion respecto
al origen del sistema de referencia. En este sentido, resultara util cuando las clases
constituyen regiones alargadas como las mostradas en la figura 2.12.

Figura 2.12: Ejemplo de clases adecuadas para Ia
medida de semejanza 2.71.

Se puede observar como, con una semejanza como esta y para las muestras que
aparecen en la figura, se cumple que:
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S(X, Y)=c0s0, =X 4
X1V
S(X,2)=cos8,= X'z [2.72]
’ 2 X121
S(X,¥)>S(X, 2

En ciertos casos, las formas se representan mediante vectores de caracteristicas con
componentes binarias, es decir valuadas en 0 0 1, lo que quiere decir que, si el valor
del elemento i del vector es x;=1, esto indica que la forma posee la propiedad i,
mientras que si es 0, carece de ella. En estos casos, una funcion de semejanza como
la 2.71 presenta una interpretacion geométrica interesante. Asi, el numerador de 2.71
representa el niumero de atributos que poseen comunes X e Y, mientras que el
producto de normas del denominador representa la media geométrica del nimero de
atributos poseidos por uno de los vectores muiltiplicada por la del otro. Por tanto, |la
semejanza en este caso puede interpretarse como una medida de los atributos
comunes que poseen ambos vectores.

Una variacién binaria de la medida anterior, utilizadas en aplicaciones de taxonomia
(clasificacion de plantas y animales) o en nosologia (clasificacién de enfermedades
infecciosas), es la denominada medida de Tanimoto, que viene dada por:

t
S(X,Y)= Xy [2.73]
XX+ YY-XtY

Se deja como ejercicio al lector, el dar una interpretacion de esta medida.

2.3.2.- REGLA DE LA DISTANCIA MINIMA

Sea un conjunto de c clases {Q,Q,,..., QJ}, donde cada una de las € resuite
representada por un vector de caracteristicas Z, que denominaremos vector prototipo,
o prototipo a secas, de la clase. Sea a su vez un vector de una forma incdgnita X,
que pretendemos clasificar. La clasificacién de X segun la regla de la minima
distancia a los prototipos se puede expresar como:
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XeQ sii D(X,Z)<D(X,Z) W,j=,2,....C; i#] [2.74]

Donde D representa al funcional de distancia definido para el espacio de
representacion.

La regla anterior se puede escribir alternativamente de la siguiente manera:

Xeq, st D(XZ)= min [D(XZ)) [2.75]
vj=12,....

La fase de aprendizaje de un sistema con clasificador segun la regla de decision de
la distancia minima consistira en obtener, a partir de las muestras de aprendizaje, los
c prototipos Z, que representen a las clases correspondientes. Un vector propatipo
muy utilizado es el centroide o vector medio de la clase.

La clasificacidén por regla de distancia minima es un caso de clasificacién por funcion
discriminante lineal. Asi, sea el caso de E= R'y métrica Euclidea. Para comprobarlo,
partamos de la expresién del cuadrado de la distancia euclidea, cualitativamente
andloga a la distancia a secas, y desarrollemos la expresién, es decir:

D¥(X,Z) = IX-ZJ? = IX|?-2Z,/X+|Z,? [2.76]
Si definimos:

0/0-2/X-11Z)F [2.77]

El funcional de distancia queda como:

D?(X,Z)=IX12-20,(X) 273

Como la norma del vector de la forma incdgnita es independiente de la clase i, de
2.75y 2.78 se puede deducir que, la minimizacién de la distancia es equivalente a la
de maximizacion del funcional 2.77, con que la regla de clasificaciéon se puede
expresar como:

XeQ; st o(X)= max {¢(X)} [2.79]

Vj=1,2,.0,C

Que presenta la misma estructura que la regla de clasificacion por discriminante lineal
de la expresion 2.26. Si ademas, comparamos el funcional definido en 2.77 con la
expresion 2.10, se pueden establecer las equivalencias:
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@=Z;

1 [2.80]
‘Doz‘“g“z/“?'

Lo que demuestra la afirmacién mencionada: el proceso de clasificacion por regla de
distancia euclidea minima a los prototipos de las clases es un caso particular de
clasificacion basado en funcién discriminante lineal.

Ademas, las superficies de decision que separan las clases, son hiperplanos
perpendiculares a los segmentos que unen los puntos del espacio de caracteristicas
que representan a los prototipos correspondientes. Ademas, dichos hiperplanos
bisectan dicho segmento en su punte medio. La demostracion de esta afirmacién se
deja al lector.

Al conjunto de regiones definidas por las fronteras asociadas al clasificador de minima
distancia se las denomina regiones de Voronoi (de orden 0).

La equivalencia entre la regla de distancia minima a los prototipos y la regla basada
en discriminantes lineales, tambien se presenta en el caso de que se utilice como
métrica la distancia de Mahalanobis. Se propone tambien como ejercicio la
demostracion de esta afirmacion.

2.3.3.- REGLA DEL VECINO MAS PROXIMO

El clasificador de distancia minima puede generalizarse para permitir mas de un
prototipo por clase. Asi, sea un conjunto de c clases {Q2,,Q,,..., Q}, donde cada una
de las Q, resulte representada por un conjunto de vectores prototipos {Z,' Z2,...,Z},
de manera que Z/ representa al prototipo I-ésimo de la clase i-ésima. Se dice que una
forma incdgnita X resulta clasificada en la clase i-€sima segun la regla de clasificacién
del vecino mas proximo (NN rule) si:

DXxzH=  min  {D(XZ) [2.81]

=1 '2'""N/‘; j=12,...c

Es decir, si en la clase i-ésima existe al menos un prototipo Z® que sea, dentro del

conjunto de los prototipos de todas las clases, el mas proximo a la muestra incégnita.

Este esquema de clasificacidn presenta varias ventajas a priori. Por un lado permite,
si se desea, definir reglas de clasificacion sin esquemas de aprendizaje, ya que es
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posible definir como conjunto de prototipos para la clase, al propio conjunto de
muestras de aprendizaje. Sin embargo, esta estructura de clasificador es de
naturaleza exhaustiva y, por tanto, si el nimero de muestras de aprendizaje es
elevado, el costo computacional en la toma de decision tambien lo es. Por otro lado,
si se realiza una seleccion de prototipos adecuada, se pueden definir reglas de
clasificacion en estructuras de clases con formas mas complejas de las que permite
el clasificador por distancia minima a prototipo.

Si la métrica definida para realizar la clasificacion en el espacio es euclidea, y por
analogia por el caso descrito en el apartado anterior, el funcional de distancia puede
escribirse como:

[D/(X.2Z))P=IXIP-2(Z)) X +1Z} =1 XIP-2¢X) [2.82]

Donde ¢/(X) tiene estructura de discriminante lineal en X y, por tanto se puede
reescribir la regla de clasificacién como: '

XeQgsi of(X)=  max  {p{X) [2.83]
I=1,2,...,N,-; Jj1,2,..c

Como se observa, para cada clase i existen N, discriminantes asociados, y las
superficies de decision entre cada dos clases no seran en este caso hiperplanos
como en el caso de la distancia minima, sino que dicha superficie estara constituida
por diversos hiperplanos, constituyendo una superficie hiperpoliédrica. Por este
motivo, el discriminante obtenido segun la regla NN se le denomina funcién
discriminante lineal a intervalos (piecewise-linear).

El esquema de clasificacion segtin la regla del vecino més préximo puede modificarse
en el sentido de que la regla no suministre el prototipo mas cercano a la muestra
incdgnita, sino el conjunto de prototipos mas cercanos. Este tipo de regla es la
denominada regla de los K-vecinos més proximos (K-NN rule), la cual suministra los
K prototipos méas proximos y a continuacion, segun un criterio de mayoria entre los
K resultados, obtener la clasificacion de la muestra incognita.

Esta regla es Gtil en ciertas situaciones en que las muestras de clases diferentes se
encuentran muy proximas. La regla NN suministra resultados mas fiables que la K-NN
s6lo si las distancias entre muestras de la misma clase son mas pequefias que las
distancias entre muestras de diferentes clases.

2-26

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2005



M. Hernandez CURSO DE RECONOCIMIENTO DE FORMAS

24.- LA DECISION COMO PROBLEMA ESTADISTICO
PARAMETRICO

En este apartado abordaremos el problema de la definicidn de reglas de decision
desde una aproximacidn estadistica. En este caso, se considera a los vectores de
caracteristicas como variables aleatorias n-dimensionales y a las clases de formas,
distribuidas segun densidades de probabilidad. La solucidén sera obtener reglas de
clasificacién optimas en el sentido de minimizar determinadas tasas relacionadas con
la clasificacién erronea.

2.4.1.- DECISION EN BASE A PROBABILIDADES A PRIORI Y
POSTERIORI

Sea que nos planteamos definir una regla de clasificacion de formas entre dos clases
Q, y Q, partiendo de un vector de medidas X. Sea que es conocida la probabilidad
a priori de que, una muestra pertenezca a una de las clases P(Q,) 0 a otra P(Q,).
. Ambas probabilidades estan ligadas por la relacion P(€,)+P(Q,)=1.

Si hay que decidir Ia clasificacion del vector incégnita X en una de las clases sin
analizarlo, la regla de decision posible en base a los datos disponibles es la
denominada regla de decisidon en base a las probabilidades a priori:

Si P(Q4)>P(Q,) Entonces XeQ,

2.84
Si P(Q,)<P(Q,) Entonces XeQ, [2.84]

Con este esquema, siempre se tomara la misma decision, independientemente de X
y la probabilidad de error vendra definida por la menor de las probabilidades a priori.

Ahora bien, normalmente en los problemas de Reconocimiento de Formas es posible
la observabilidad del vector X, con lo cual se puede disponer de mas informacion para
la toma de decision. Sea que al disenar se disponen, o es posible estimar, las
densidades de probabilidad de las clases: p(X/€,), que es la probabilidad condicional
de que una forma incdgnita, perteneciendo a la clase Q,, poseea en su vector de
medidas el valor X y p(X/Q),), lo correspondiente para (2,. Asi, para un valor dado de
X, la diferencia entre estas dos densidades de probabilidad recoge la discriminacion
entre las clases, siempre que X haya sido seleccionada correctamente y contenga
toda la informacién relevante relativa al problema.
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Sea ademas p(X) la probabilidad de que el vector de caracteristicas posea el valor
X, independientemente de su clase de pertenencia. En base a las probabilidades a
priori, las densidades de probabilidad de clase y la probabilidad de que el vector
posea un valor concreto, es posible determinar las probabilidades a posteriori P(Q/X),
es decir las probabilidades de que, poseyendo la forma incognita a X por valor de su
vector de caracteristicas, pertenezca a la clase . Dicha determinacion se puede

realizar a partir del teorema de Bayes:

PNDRQ) 2851
P(X)

Las probabilidades a posteriori de este problema biclasico estan ligadas por la
expresion:

POX)-

Q[ X)+P(Q,X) =1 [2.86]

Con las probabilidades obtenidas en 2.85 podemos definir la denominada reg/a de
decision en base a las probabilidades a posteriori, que se puede expresar:

Si P(Q,/X)>P(§,/X) Entonces XeQ, [2.87]
Si P(Q/X)<P(Q,/X) Entonces XeQ, '

Podemos sustituir las probabilidades a posteriori seguin 2.85. Se puede observar como
p(X) es factor comun a ambas probabilidades a posteriori, no dependiendo de i, por
lo que la regla la podemos simplificar de la siguiente manera:

Si pXIQ,)P(Q)>p(XIQ,)P(Q,) Entonces XeQ, (2,68}
Si p(XQ,)P(Q,)<p(XIQ,)P(Q,) Entonces XeqQ,

Si ocurre que las densidades de probabilidad de las dos clases son iguales, la
decision se encuentra en el valor de probabilidades a priori.

Si observamos la estructura, tanto de la regla de clasificacién 2.87 como de su
equivalente 2.88 y la comparamos con la expresién 2.1, los términos se corresponden
perfectamente al concepto de funcidn discriminante. Asi para la 2.88 podemos poner:

d(X)=p(XIQ)AQ); Vi=1,2 [2.89]

Con lo que la regla de decision en base a probabilidades a posteriori se puede
expresar en base a las funciones discriminantes probabilisticas como:

2-28

anaria. Biblioteca Digital, 2005

ersidad de Las Palmas de Gran Ci

© Unive



M. Hernéndez CURSO DE RECONOCIMIENTO DE FORMAS

Si dy(X)>d,(X) Entonces XeQ, [2.90]
Si dy(X)<d,(X) Entonces XeQ, )

La desigualdad de 2.87 se suele expresar despejando a un lado de la desigualdad las
densidades de probabilidad y a otro, las probabilidades a priori. Asi, se define como
relacion de verosimilitud I(X) (llikelihood ratio) al cociente:

p(X1Q,)
IX) = [2.91]
0 o0,
Y como valor umbral (threshold value) 8 a:
= AQ,) ' [2.92]

AQ,)
Con lo que la regla de decision queda como:

Si [X)>6 Entonces XeQ,

, [2.93]
Si [X)<6 Entonces XeQ,

Podemos analizar a continuacion las tasas de error en el clasificador de la expresién
2.89. La funcién de probabilidad condicional de error cometido para los valores de X
sera:

i P(g1/X) si se decide clase Q, 2.94
el X) ‘{ P(Q,/X) si se decide clase Q, o

Se observa como el error, en cada caso, viene definido por la menor de las
probabilidades a posteriori paxa un X dado. Por ello a este esquema de clasificacion
se le denomina tambien regla bayesiana de minimo error. '

Denominemos I, a la region del espacio de representacion donde se cumple que
P(Q,/X)>P(Q,/X) y T, a la regidon donde se cumple P(,/X)<P(€,/X). La probabilidad
media de error que se comete al efectuar una clasificaciéon es:

Es decir, la probabilidad promedio de error consta de dos términos: un primero
correspondiente a clasificacion errénea de muestras de Q, y otro corréspondiente a
la clasificacion erréonea de muestras de Q,.
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Ple)= f P&l X)P(X)dX= f min[A(Q/X)|P(X)0X~
f AQ,/X)PX)dX + f P(Q,]X) P(X) dX= [2.95]
AQ,) f PXI,)X + P(Q,) fp(xm )dX = P(Q)e, +P(Qy)e,

El analisis anterior del clasificador bayesiano de minimo error para el caso biclasico
se puede extender facilmente al caso multiclasico. Asi, si el problema que se plantea
es clasificar una muestra incognita entre c clases, la regla puede escribirse, a partir
de las probabilidades a posteriori:

Si P(Q,/X) VjTQaX c[P(Q 1X)} Entonces XeQ,; [2.96]

Asi si, definimos la funcion discriminante probabilistica asociada a cada clase como:

d(X)=p(XIQ)PQ); Vi=1,2,.. [2.97]

La regla puede tambien escribirse de la siguiente manera:

S/ d{X)= max {dj(X)} Entonces XeQ; [2.98]
vj=12,..c

La probabilidad de error, que sera minima para cada decisiéon como hemos visto, de
asignar X a la clase (), sera:

PAe/X)=Y PQy/X)=1-P(Q/X [2.99]

Vjei

En base a las cuales, la regla puede expresarse en la siguiente manera:

Si Pfe/X)= min {P{e/X)} Entonces XeQ; [2.106]

vj=1,2,...,c

Un esquema funcional del clasificador bayesiano de minimo error segun la expresién
2.98 se muestra en la figura 2.13.
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- | Paa)
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pOyay)

Figura 2.13: Esquema Funcional del Clasificador
Bayesiano de minimo error.

Del mismo modo que se definen funciones discriminantes porbabilisticas, asociadas
a cada una de las clases de un problema dado, tambien se definen superficies de
decisién, como frontera de separacion entre dos clases, seguin lo descrito en la
ecuacion 2.3. Asi, la superficie de decision bayesiana entre las clases iy j sera:

0(X)=(X)-(X)=pXIQ)P(Q) -P(X Q) P(2) =0 [2.101]

Que se corresponden con las hipersuperficies en el espacio de representacion por la
igualdad entre las densidades de probabilidad de las clases en consideracion,
contrapesadas por las correspondientes probabilidades a priori. Dos ejemplos de elio
se muestran en las figuras 2.14a y 2.14b, que se corresponden a las fronteras de
decisién en un caso unidimensional triclasico y en uno bidimensional biclasico.

d
a9 L9
d.9 ~
i\
/\ ap |\
\\ ,/—\." ¢
v A i S
—Ry R Tl‘ﬂ'{_"— Rz e X,
7 B d
7 R (ot Simmidany
Fronteras de Decision X,y e Frontera
Regionde Q,  de Dedisién
Region de Q,
Figura 2.14a: Ejemplo de Fronteras de Figura 2.14b: Ejemplo de Fronteras de
Decisién en wun Caso triclasico Decisién en un Caso Bidimensional Biclasico

monodimensional

Por ultimo, hay que hacer notar que muchas veces, a efectos de simplificar 1a forma
de la funcién discriminante, la ecuacion 2.97 se suele expresar logaritmicamente, es
decir:
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d(X)=Inp(XIQ) +NPQ); Vi=1,2,...,c [2.102]

Lo que no afecta en absoluto a la forma de la regla de decisidon y hace mas tratable
el manejo de las densidades de probabilidad mas comunes.

2.4.2.- CLASIFICACION Y TEORIA DE JUEGOS

El problema de la toma de decisidn en un sistema de Reconocimiento de Formas
puede tratarse como un juego estadistico, cuyos contendientes son el clasificador,
que llamaremos jugador B y otro jugador, que denominaremos A y podemos hacer
corresponder con el concepto "naturaleza". La tarea del clasificador es pues,
encontrar una decision dptima que minimice su costo o riesgo promedio como jugador
A. Un juego se caracteriza por una serie de reglas con una estructura formal que
gobiernan el comportamiento de ios jugadores.

Un juego se denomina de suma cero (zero sum) si lo gue gana un jugador es igual
a lo que pierde el otro. Formalmente, un juego G se define como una tripleta:

G=(Y,Z,L) [2.103]

Donde Y,Z son conjuntos arbitrarios, cuyos elementos son las estrategias,
respectivamente, de los jugadores A y B, y L:es una funcién numérica acotada,
definida en el espacio producto cartesiano Y*Z de pares (y,z), con yeY y zeZ,
denominada funcidén de pérdida o ajuste.

Un juego se denomina finito si los conjuntos de estrategias Y y Z son finitos:
Y=y YooV Z5(Z432Zp50052,) [2.104]

En este caso, Y*Z es el conjunto de pares:

YxZ={(y1,20): (Y12 s (Vi Zah s Vs Z)s Y n Zo)eees Vo Z0) [2.105]

Y la funcidn de pérdida L da lugar a una matriz, denominada matriz de pérdida o

ajuste, de dimensiones m*n, donde el término:
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Ll].=LLyp.zj) [2.106]

Representa la pérdida en la que se incurre si el jugador B escoge la estrategia Z;
cuando el A escoge lay, Por convencion, una pérdida positiva representa una pérdida
real, y una pérdida nula o negativa se considera una ganancia.

En el caso que nos ocupa, las estrategias del conjunto Y son los "estados” de la
naturaleza, y se corresponden con las clases de formas (), mientras que las
estrategias Z del jugador B son las decisiones del clasificador. Asumimos que el
nimero de decisiones posibles para cada jugador es igual al de posibles clases.

Cada vez que se juega, la naturaleza selecciona una estrategia Q, de acuerdo con
la probabilidad a priori P(Q), pero el clasificador no conoce dicha estrategia, solo
conoce el vector de caracteristicas incégnita X. La tarea del clasificador consiste en
determinar, en base a la informacion de que dispone, las estrategia de A, es decir,
la clase a la que pertenece X. '

Antes de continuar es interesante que hagamos algunas reflexiones acerca de las
diferencias entre este juego clasificador-naturaleza y un juego normal:

1.- La naturaleza no es un oponente inteligente, es decir, no escoge
deliberadamente sus estrategias para maximizar las perdidas del clasificador.

2.- Hay posibilidad de "espiar” a la naturaleza disefando experimentos que nos
permitan adquirir informacién acerca de las técnicas que utiliza la naturaleza
para seleccionar sus estrategias en la tarea de diseno del clasificador.

2.4.3.- CLASIFICADOR BAYESIANO DE MINIMO RIESGO

Supongamos un problema de clasificacion entre c clases planteado como un juego
de suma cero como el descrito en el punto anterior. La naturaleza selecciona la clase
Q. y produce a la entrada del clasificador una forma X. Para la asignacion de X a
cada una de las posibles clases, se puede determinar la probabilidad a posteriori
correspondiente P({/X), como quedd expuesto en el punto 2.4.1.

Perteneciendo X a la clase i, como hemos dicho, si el clasificador decide que
pertenece a la clase j, incurre en una pérdida L. Ahora bien, como existen ¢ clases,
el vector incégnita puede pertenecer a cualquiera de ellas, por lo que la pérdida
promedio esperada o riesgo de asignar la muestra incognita a la clase j sera:
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(X =yjj LP(Q,/X) [2.107]

i=1

Podemos pues diseriar un clasificador que calcule los riesgos asociados a tomar cada
una de las c decisiones para la muestra incégnita X, y que tome una decisién en base
a que el riesgo de la misma sea el minimo, es decir, una regla como:

Si r{X)= min {r(X)} Entonces XeQ, [2.108]

vi=1,2,..,c

Esta estructura es la correspondiente al denominado clasificador bayesiano de riesgo
minimo. Sustituyendo la expresion 2.85 en la ecuacion 2.101, el riesgo esperado
resulta:

WS Laayae) (09

/-1

Como p(X) es comun a todas las expres:ones de rlesgo se puede eliminar de la
expresion anterior al aplicar la regla de 2.108.

Por ultimo hacemos notar que la estructura de la regla 2.108 es tal que se puede
asimilar el funcional de riesgo a una funcién discriminante, analogamente a lo
comentado para el clasificador bayesiano de minimo error.

A continuacion se incluyen anélisis complementarios de los clasificadores bicldsico y
multiclasico segun el esquema del minimo riesgo.

a) ANALISIS DEL CLASIFICADOR BAYESIANO BICLASICO

Siendo c=2, los riesgos de escoger Q, y Q, son respectivamente:

[ (X) =44 PXI)P(Q,) L, PX/CL)P(LY,) [2.110]}
r(X) 2, PIX/Q,)P(Q,) 4L, p(X/Q,)P(Q,)

El clasificador asignara X a Q, si r (X)<r,(X), es decir si:
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(Lyy L) P(X/)P(Q,) (L, L, P(X/Q)P(Q,) [2.111]

O lo que es lo mismo, si:
PX/Q,) | Ly, P(Q)

[2.112]
pP(X/,) L,y PQ)

Asi, como segun 2.91, el antecedente de la desigualdad es la denominada relacién
de verosimilitudes, y si al consecuente lo denominamos, analogamente a lo expuesto
en el punto 2.4.1, como valor umbral 9, es decir;

= l"21—-{"‘22 P(O)

[2.113]
L12 11 ( )

Laregla de decision, respetando estas equivalencias, se puede escribiridénticamente
igual a la 2.93. Como normalmente L,,>L,, y L,,>L,,, es decir: la pérdida por
asignacion incorrecta es mayor que la pérdida por asignacion correcta, el vector
incégnita X se asignaré a la clase Q, si la relacion de verosimilitudes supera un cierto
valor umbral, I6gicamente siempre positivo e independiente de la observacion de X.

b) ANALISIS DEL CLASIFICADOR BAYESIANO MULTICLASICO

En un caso general con c clases, la regla de clasificacion 2.108 se puede escribir:

Si Y LgPXQIAQY < T LipXQIAQ) i V1,200 foi
k=1 g-1 = [2.114]

Entonces XeQ )

Con argumentos similares a los del caso biclasico podemos expresar esta ecuacion

en funcion de relaciones de verosimilitudes [(X) y valores umbrales 9, cuyas
expresiones son, respectivamente:
XQ Li-L; P(Q;
,j(X)—p( ). 6, = L4 5 7(9) [2.115]

P()GQ) a Lij‘Lii Q)

Sin embargo, el caso multiclasico se explica mejor utilizando una funcién de pérdida
especifica. En muchos problemas de Reconocimiento de Formas, la pérdida es nula
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para decisiones correctas, y un valor fijo distinto de cero para decisiones erroneas.
Asi, por ejemplo, podemos definir:

L=1-§. [2.116]

Donde §; representa la delta de Kronecker. A esta funcién se la denomina funcién de
pérdida simeétrica o cero-uno. Sustituyendo la expresion anterior en la del riesgo
esperado se obtiene:

r{X)= 2(1 6,)9()00)/3(9) ZP(XIQ,)P Z%PWQ)P(Q) [2.117]
P(X) P()GQ)P(Q)

Asi, este clasificador bayesiano de minimo riesgo asignaré una forma X a ), si:

PX)-pXIQYAQ) < p(X)-pXIQ)AQ); Vi=12,...¢ jei  [2.118]

O, lo que es lo mismo, si:

PXIQ)AQ) > pXIQYPQ); Vj=1,2,...C; j=i [2.119]

Que es exactamente la regla de decisidon 2.98, es decir: la regla de decision basada
en las probabilidades a posteriori es la misma que la del clasificador bayesiano de
minimo riesgo con funcién de pérdida cero-uno.
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2.4.4.- ESTUDIO DE CASO: DISTRIBUCION NORMAL

La estructura de los clasificadores bayesianos resulta determinada, en principio, por
la forma de las densidades condicionales p(X/€)). De las diferentes funciones
estudiadas, ninguna ha recibido tanta atencién como la densidad normal multivariante,
fundamentalmente debido a su tratabilidad analitica. Sin embargo, este modelo resuita
apropiado para una situacidon muy comun en los problemas de Reconocimiento de
Formas: el caso en el que, los vectores de caracteristicas X para una clase Q
pertenecen a un dominio continuo de valaores, y corresponden a versiones, afectadas
por ruido, de un vector prototipo y,. Esta situacion corresponde a aquellos casos en
los que, el extractor de caracteristicas se haya disefiado de manera que se extraigan
caracteristicas cuyo valor sea diferente para muestras de diferentes clases y similares
para muestras de la misma clase.

En este punto vamos a analizar la densidad normal multivariante, concentrandonos
fundamentalmente en lo correspondiente a los problemas de clasificacion.

a) DISTRIBUCION NORMAL UNIVARIANTE

La densidad de probabilidad univariante (es decir, unidimensional) presenta la forma:

_{x-n)?

o) = Mp,c?) = e 2 {2.120]

2rno
Siendo:

k=B = [ xp(ax
- [2.121]

of = Bl = [ (x-ufp(xdx

La densidad normal univariante resulta completamente especificada por dos
parametros: la media p y la varianza o*. Por ello, normalmente se suele expresar una
cierta densidad de probabilidad normal en forma reducida como N(W,c?%).

Las muestras distribuidas segun la densidad normal se suelen agrupar alrededor de
la media, con una dispersion alrededor de ella proporcional a la desviacion tipica o,
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ubicandose aproximadamente el 95% de las muestras de la poblacién en el intervalo
X-pk26.

Figura 2.15: Graficas de dos Distribuciones
Normales Univariantes

b) DISTRIBUCION NORMAL MULTIVARIANTE

La densidad de probabilidad normal multivariante tiene la forma:
1 e[-g(X—u)'S"w-pn

Y = MpT) = ——
J@ryTT]

[2.122]

Siendo X un vector de caracteristicas n-dimensionales, y el vector media y 3 la matriz
de covarianzas de variables, de dimensién n*n. Analogamente al caso univariante, la
densidad normai multivariante se suele representar en forma reducida como
p(X)=N(u,2), y resulta completamente definida por n+n(n+1)/2 parametros que son:
los elementos del vector de medias y los elementos independientes de la matriz de
covarianzas, que es una matriz simétrica y definida positiva.

Las muestras que constituyen una poblacién normal tienden a situarse en una nube
0 agrupamiento (cluster), cuyo centro queda determinado por el vector de medias y
cuya forma viene definida por la matriz de covarianzas. El lugar de los puntos de
densidad de probabilidad constante constituyen hyperelipsoides del espacio de
representacion, centrados en el punto definido por el vector de medias y para los
cuales la forma cuadratica:
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Como la regla de decision a utilizar es |a 2.98, el término no dependiente de J.as
LERLRIPEN 2924

Es constante. Si observamos, la misma se corresponde con la Distancia de
Mahalanobis, introducida en el punto 2.3.1, por tanto, se puede decir que: los puntos
de igual densidad de probabilidad se encuentran a la misma distancia de Mahalanobis
de la media. Ademas, los ejes principales de estos hiperelipsoides son los
autovectores de la matriz de covarianzas, y las longitudes de sus ejes estan definidas
por los autovalores.

X2

1 B® 1 x
Figura 2.16a: Ejemplo de Densidad Normal Figura 2.16b: Diagrama de Dispersiones en el
Bivariante Plano de Caracteristicas, indicando Curvas de
Isodensidad

c) FUNCIONES DISCRIMINANTES Y DENSIDAD DE PROBABILIDAD
NORMAL

Abordamos en este punto el disefio y analisis de un clasificador bayesiano de minimo
error en un problema muiticlasico (c clases) y multivariante (dimension n). Sea que
las probabilidades a priori de las clases son {P(Q);i=1,2,...,c} conocidas, y que las
densidades de probabilidad de las mismas se rigen por ley normal, es decir:

1 e[-%(X-m)'EE'(X-m)l

y(@m)" ||

Dada la naturaleza exponencial de la funcién de densidad, podemos definir la funcién
discriminante asociada a cada clase segun la expresion 2.102, con lo que obtenemos:

d{X)=InAQ)+Inp(X/Q) =
-1(X-)T;" (X-p)-2In(27) -1In|Z; ] +InAQ)

p(,VQI) =N(|.I.I,Z,) = [21 24]

[2.125]
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comun a todas las funciones discriminantes, por lo que podemos eliminarlo. Con ello
la funcidn discriminante queda:

X =-1(X-1)'T; (X-p)-1In|T;|+InAQ) [2.126]

A continuacién analizaremos la clasificacion para diferentes casos particulares,
relacionados con formas especificas de la matriz de dispersiones.

) CASO DE CARACTERISTICAS ESTADISTICAMENTE
INDEPENDIENTES CON IDENTICA VARIANZA

Este caso corrresponde a:

Y=c?t Vvi=12,.,c [2.127]

Donde | representa la matriz identidad de dimensién n*n. Geométricamente las
muestras de las clases se situan en agrupamientos hiperesféricos de igual tamano,
alrededor del vector media de cada clase. Esta matriz de covarianzas tiene como
determinante e inversa a:

g2

IZi=0?" ; %" =(—1—)I [2.128]

Con ellos, la expresion 2.126 del discriminante resulta:
d,<X>=-g(X-u,)'(—1;) [X~p)~rinG +InP(Q)-
o

[2.129]
LX) (X-p)-rin +InA(Q)
2g?

En el primer sumando aparece la distancia Euclidea y, por otro lado tambien hay un
sumando que resulta independiente de la clase, por tanto, el discriminante puede
ponerse como:
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1X-p, 2
2g°

di(X)=- HnA(Q) [2.130]

Si ademas, las probabilidades a priori de todas las clases son iguales, el segundo
sumando puede eliminarse, con lo que la funcién discriminante resulta:

d(X)=-1X-p 2 [2.131]

La regla 2.98 asigna la muestra a la clase que maximiza el discriminante, o lo que es
lo mismo, a la que minimiza la distancia Euclidea de X a su media. Por tanto, en este
caso, la clasificacion se realiza por el criterio de distancia minima. Por otro lado, la
expresion 2.130 tiene naturaleza de discriminante lineal asi que, con un razonamiento
analogo al utilizado para la regla de la distancia minima en el punto 2.3.2, dicho
discriminante queda como:

d(X)=wiX+w,, [2.132]
Con:
@
e B;
Y:

1 ¢
W;p= "0—2 pip+HnA(Q)

La frontera de decision dy(X)=0 entre dos clases i y j es, por tanto, un hiperplano
ortogonal al vector que une las medias de ambas clases. Si ¢° es pequefia, en
relacion a la distancia Euclidea entre ambas medias, la posicion de la frontera de
decision es relativamente insensible a las probabilidades a priori de las clases P(Q)

y P(€}). Un ejemplo correspondiente a este caso se muestra en la Figura 2.17.
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Xy

Figura 2.17: Ejemplo de Clases con Variables
Estadisticamente Independientes e Idéntica
Varianza

Il) CASO DE CLASES CON IDENTICA MATRIZ DE COVARIANZAS

Que corresponde a:
3=Y, Vvi=1.2,...c [2.133]

[

Geometricamente, las muestras se situan en agrupamientos hiperelipsoidales de igual
tamano y forma, estando centrado el agrupamiento de la clase £ en la media de su
clase y,. Las funciones discriminantes resultan: '

dfX)=-2(X-p)'T(X-p)-2In| Z | +InP(Q) ‘ [2.134]

El segundo sumando se puede eliminar al no depender de i. Ademas , si todas las
probabilidades a priori de las clases son iguales, el discriminante se puede poner
como:

di(‘x)=_(x_|'li)r2_1(x_ui) [2.135]

Con lo que la regla de clasificacion en base al maximo valor del discriminante se
puede sustituir por la de asignar a aquella clase a la que la muestra posea minima
distancia de Mahalanobis a su media. La ecuacién 2.134 tiene naturaleza de
discriminante lineal, lo que se puede demostrar por simple desarrollo de la expresion.
Por tanto, las fronteras de decision seran tambien en este caso hiperplanos aunque
en general no ortogonales a los vectores que unen las medias. Si las probabilidades
a priori de las clases son iguales, el hiperplano corta a dicho vector en su punto
medio. Una ilustracion de este caso se muestra en la Figura 2.18.
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Figura 2.18: Ejemplo de Dos Clases con
Idéntica Matriz de Covarianzas

lll) CASO DE MATRIZ DE COVARIANZAS ARBITRARIA

En el caso mas general las matrices de covarianzas son diferentes para cada clase
y la expresion de la funcion discriminante es la 2.126, que desarrollada nos permite
obtener:

AN =-3X T, Xe g X T s wi Ty X~ Ty wm4In | 4InAQ) [2.136]

Que es la expresion de una funcién discriminante cuadratica, lo que se puede
observar si la comparamos con la expresion 2.36 de dicho discriminante, que para
cada clase es:

d(X)=XWX+aX+w, [2.137]
Donde:
W=-1%;"
0=z 'y, [2.138]

1 15
Wig= "5 Bi&i p,-%InIZ,-HnP(Q,)

Las superficies de decision son hipercuadraticas, como se discution en el punto 2.2.3.
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APENDICE: METODOS ESTADISTICOS PARAMETRICOS VERSUS
METODOS GEOMETRICOS

Los métodos de clasificacién estadisticos que se han expuesto permiten un
aprendizaje adecuado y el disefio de reglas de clasificacion con minimo error, siempre
que se conozcan las formas de las funciones de densidad de probabilidad asociadas,
y que las mismas se puedan asociar a las funciones usuales (p.e. ley normal). En la
practica, estas asunciones son aplicables a un numero relativamente reducido de
casos, ya que, las funciones de densidad realmente observadas en los problemas
practicos se ajustan en pocas ocasiones a los modelos de funciones mas usuales.
Por ejemplo, es bastante frecuente encontrarse en problemas en los que las clases
presentan distribuciones claramente multimodales (varios maximos), mientras que,
todas las densidades paramétricas son unimodales. Ademas, hay que hacer notar
que, los métodos parameétricos como la regla de clasificacion bayesiana son
conceptos estadisticos y, por tanto no es esperable un buen comportamiento, en
general, en los casos en los que el conjunto de muestras de aprendizaje sea
relativamente reducido. '

Los problemas comentados conducen a que, siendo la aproximacion estadistica

parametrica mas rigurosa, la misma sea sustituida por métodos geométricos en el
diseno del clasificador y mas en problemas de Reconocimiento de Formas en los
haya un relativo control sobre la actividad del extractor de caracteristicas, lo que nos
permite disefiar esquemas de clasificacion supervisando el buen cumplimiento el
postulado tercero de Niemann en el espacio de medidas.

La aproximacion estadistica paramétrica, no obstante, presenta un alto interés tedrico
y sus resultados se utilizan frecuentemente como referencia para contrastar la bondad
de otros métodos.
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3.1.- INTRODUCCION

Este tema se dedica al estudio de procedimientos de naturaleza iterativa que permiten
la determinacidn de reglas de decision a partir del conjunto de muestras de
aprendizaje. Como se estudid en el tema 2, una vez que se ha especificado un tipo
de funcidn de decision para un problema de clasificacion determinado, el objetivo que
se plantea es la determinacion de los coeficientes de dichas funciones. Los
procedimientos que se estudian en este tema seran capaces de obtener solucion para
esos coeficientes, es decir aprender, siempre y cuando las clases sean separables
mediante las funciones de decision definidas.

3.2.- APRENDIZAJE DE FUNCIONES DE DECISION.
PLANTEAMIENTO

Supongamos un problema de clasificacion biclasica entre Q, y Q, en un espacio de
representacion bidimensional mediante una regla de decision con frontera de decisién
lineal, que en expresion generalizada es:

dX)=a'y [3.1]

Si el vector de pesos a existe, Ias clases son linealmente separables. Supuesta dicha
existencia, para las muestras controladas -del conjunto de aprendizaje, que
denominaremos tambien muestra de aprendizaje a secas, se debe cumplir que:

Si XeQ, Entonces a'Y>0

3.2

Si XeQ, Entonces a'Y<0 2l
Supongamos que la muestra controlada M esta constituida por cuatro vectores de
medidas, dos de ellos pertenecientes a la clase Q, y otras dos a la Q,. Para referirnos
a ellas, cada vector llevara asociado un superindice, que indica la clase a la que
corresponde el vector, y un subindice, que indica el numero de orden dentro de la
muestra controlada de su clase. Con esta nomenclatura, la muestra controlada M
resuita:

Mo,z{y11, Y21}

s o [3.3]
Mi]z:{yhy2}

M=Mq UMy, Siendo.

Para cada uno de los vectores de caracteristicas de la muestra se debera cumplir una
u otra de las desigualdades 3.2, segun su clase de pertenencia. Con el fin de
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normalizar el sentido de dichas desigualdades, a los vectores de la muestra
controlada de la clase (), los cambiamos de signo, con lo cual, el conjunto de
desigualdades que debe cumplir el vector de pesos a para la muestra controlada es:

1 1
@1 Xyy+WpX12+0o>0
1 1
04Xy + W Xp + >0 [3.4]
2 2
01 Xj1~WpX12~ >0

2 2
_(.1)1X21 _w2X22—Q)O>O

Si construimos una matriz ¥ en la que cada fila se corresponde con un vector de la
muestra de aprendizaje, por lo cual resultara de dimensiéon m*(n+1), siendo m el
numero total de vectores de la muestra (en el caso particular que analizamos m=4),
el conjunto de desigualdades 3.4 se puede expresar de la siguiente manera:

Pa>0 [3.5]

Donde 0 representa el vector nulo de dimension m.

Si existe un a que satisface 3.5, se dice que las desigualdades son consistentes. En
Reconocimiento de Formas, esto corresponde la situacion mencionada anteriormente
de clases linealmente separables.

El problema del aprendizaje lo podemos, por

tanto, definir como el de encontrar un vector X,
de pesos a tal que las desigualdades
generadas en base a la muestra de
aprendizaje sean consistentes. Hay que
observar como, en el conjunto de
inecuaciones 3.5, los coeficientes son las
coordenadas de los vectores de la muestra,
mientras que, las incognitas son las
coordenadas del vector de pesos. Esta Figura 3.1: llustracién Geométrica del Espacio
consideracion nos es Util para analizar a de Caracteristicas

continuacion qué posibles valores puede

adquirir el vector de pesos enun problema de clases linealmente separables concreto.

Hasta este punto hemos manejado el concepto de espacio de caracteristicas, es
decir, el espacio n-dimensional cuyos elementos son los vectores de medidas Xy por
tanto, tiene por coordenadas de su sistema referencial a las componentes de dichos
vectores. En este espacio, a se corresponde con el vector de coeficientes del
hiperplano de separacion (p.e. figura 3.1).
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En la situacion de aprendizaje del vector de pesos, la muestra controlada es un
conjunto de puntos en posicion fija del espacio, mientras que el vector de pesos a
representa una recta cuya posicion esta a priori indefinida. Para analizar la situacion
resulta mas adecuado interpretar las soluciones del vector a desde otro esquema de
representacion. Asi se introduce el concepto de espacio de pesos, entendido como
aquel espacio (n+1)-dimensional en el que las coordenadas del sistema de referencia
vienen dadas por los coeficientes del vector de pesos, a priori parametros no
determinados, mientras que los vectores de la muestra de aprendizaje son los
coeficientes que intervienen en las desigualdades 3.4. Con esta representacion, cada
solucion al vector de pesos se corresponde con un punto del espacio de pesos.

Cada una de las desigualdades de 3.4
constituye una regidén acotada por un
hiperplano que pasa por el origen, es decir,
cada una se cumplird para el conjunto de
puntos de una region del hiperespacio, o
dicho de otra manera, por el conjunto infinito
de valores del vector de pesos que abarca
esa region. El cumplimiento de todas las
desigualdades se dara en aquella region g
interseccion de las definidas por cada una de  gigyra 3.2: Configuracion en el Espacio de
las desigualdades. Dicha region, denominada Pesos Correspondiente al Ejemplo de la Figura
region de decision en el espacio de pesos, 3.1

sera en general una parte del hiperespacio de

pesos limitada por un poliedro cénico convexo, como se ilustra para el ejemplo
concreto que nos ocupa, en la figura 3.2. Por ello, si el vector de pesos solucion
existe, la solucién en general no es unica sino que existen infinitos vectores de pesos
solucion.

Resulta pues interesante imponer restricciones adicionales, como por ejemplo, las que
nos pernmitan obtener soluciones que no correspondan a puntos en los limites de la
region de decision, lo que se puede conseguir buscando, en vez de un vector de
pesos que converja en el limite inferior de las desigualdades (‘Ya>0), una solucion a
partir de un conjunto de desigualdades con un margen de seguridad respecto al limite
inferior (Wa>b>0) Tambien se puede seleccionar el vector de pesos solucién con otra
condicion, como puede ser, la de que maximice la distancia desde las muestras de
aprendizaje al hiperplano de separacion de clases.

Basicamente, la aproximacion a la busqueda de una solucion a la desigualdad 3.5
puede ser determinista o estadistica. La aproximacion determinista, es decir la que
engloba los métodos que determinan el vector de pesos sin asumir nada en lo
referente a fas propiedades estadisticas de las clases, constituye el objetivo de este
tema.
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3.3.- PROCEDIMIENTOS BASADOS EN EL CONCEPTO DE
DESCENSO SEGUN EL GRADIENTE

La determinacidn de un vector de pesos que cumpla las desigualdades 3.5 se puede
realizar mediante procedimientos iterativos que, partiendo de un valorincial del vector
de pesos, permita en un numero finito de pasos acercarnos a un vector de pesos que
sea solucion de dichas desigualdades. Ahora bien, se precisa de algun mecanismo
que nos permita controlar la evolucion, en el sentido adecuado para alcanzar la
solucion, de dicho vector de pesos a lo largo de las iteraciones. Dicho mecanismo
puede ser la utilizacion de una funcion criterio, tambien denominanda funcion objetivo,
escalar del vector de pesos a actual (J(a)), que presente la particularidad de ser
minima si a es el vector solucion.

El control de la evolucion de a de iteracion a iteracion en busqueda del minimo de
J(a) se puede realizar utilizandc el denominado esquema de descenso segun el
gradiente.

Como recordatorio de las herramientas del analisis vectorial podemos decir que, dada
una funcion escalar f(Z), que tiene como argumento a un vector Z de | componentes
(es decir un vector tal que 2'={z,.z,,....z}), se denomina gradiente Vf(Z) de dicha
funcion al vector.

o
0z,
of
vi(Z) - | %% [3.6]
L
3z,

Es decir, el gradiente de una funcidn escalar que tiene como argumento a un vector,
es a su vez un vector, que presenta la interesante cualidad de que, cada componente
refleja la velocidad de cambio de la funcion f en la direccidon de la correspondiente
componente de Z.

UUna de las propiedades mas interesantes del vector gradiente de una funcidon escalar
es que apunta en la direccidn de la maxima velocidad de incremento de la funcidon f
cuando se incrementa su argumento. De la misma forma, el gradiente de f cambiado
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de signo (-Vf(Z)) apunta en la direccion de la maxima velocidad de decremento de f.
Utilizando esta propiedad, se pueden derivar esquemas iterativos de determinacidn
del minimo de una funcion.

La aproximacion que se emplea para determinar un vector de pesos a que es solucion
del sistema de inecuaciones 3.5, es iterativa, como ya se adelant6é. El proceso
consiste en partir de un vector inicial de pesos a(1) que puede ser arbitrario. En cada
iteracion k+1 se obtiene el nuevo vector de pesos a(k+1) por correccion del
correspondiente a la anterior iteracion a(k) en base al valor del gradiente de la funcién
objetivo J(a) segun la expresidn:

a(k+1) = a(k)-p[VA@)],- a4 [3.7]

Donde el coeficiente p>0 determina la magnitud de la correccion. Se puede observar
como no se efectuara ninguna correccion en el vector de pesos cuando el gradiente
de f sea nulo, es decir cuando f sea minimo, caso que correspondera, por las
condiciones impuestas a la funcion criterio, a la situacion de haber alcanzado una
solucion.

La gcuacic’m 3.7 puede interpretarse .

geometricamente con ayuda de Ia figura 3.3. | v
En ella y a efectos de claridad expositiva,
suponemos que el vector a es
unidimensional. Podemos abservar como, si
el gradiente es negativo en el paso k-ésimo,

J(a)

J(a(kr1))

el vector de pesos a(k+1) se incrementa en la ) minimo

direccion positiva, es decir, acercandonos al atke1) a

minimo de J(a). En el caso de que el a()  valor solucion

gradiente sea positivo, la funcidn criterio es Figura  3.3: llustacion Geomética  del

creciente, luego, ocurrira el efecto contrario Procedimiento de Descenso segin el
de decrementarse el vector de pesaos a(k+1). Gradiente

El proceso de modificacion iterativa del vector

de pesos concluira, como se ha dicho anteriormente, solamente cuando se alcance
el minimo de la funcion criterio. Esto ocurrird siempre que las desigualdades de la
ecuacion 3.5 sean consistentes.

Evidentemente, el proceso de busqueda de la solucidon del vector de pesos no
solamente depende de la utilizacidn de una funcion criterio adecuada, sino tambien
la eleccién conveniente del coeficiente de correccion ¢ incluido en la expresion
recursiva 3.7 del procedimiento de descenso segun el gradiente. En efecto, y con
ayuda de la figura 3.3 se puede deducir que, si se elige un coeficiente corrector de
valor muy pequeno, el proceso de convergencia puede ser muy lento, mientras que
si se elige muy grande, el proceso de correccion puede oscilar, o incluso diverger.
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En los puntos siguientes analizaremas dos procedimientos especificos de aprendizaje
basados en este esquema: el procedimiento Perceptron, que suministra una solucion
si las clases son linealmente separables pero que oscila indefinidamente en el caso
de que no lo sean, y el procedimiento Ho-Kashyap, que ademas de encontrar dicha
solucién, si existe, "avisa" en el caso de que las clases no sean linealmente
separables.

3.3.1.- PROCEDIMIENTO PERCEPTRON

El origen de los algoritmos de clasificacion de formas puede datarse en los primeros
desarrollos en el campo de la denominada Bidnica (es decir el area dedicada a la
aplicacion de conceptos bioldgicos a las maquinas basadas en elementos y sistemas
de naturaleza electronica) relacionados con los problemas del aprendizaje en
animales y maquinas.

Entre mediados de la década de los anos cincuenta y principios de los sesenta, una
clase de maquinas disefiadas por Rosenblatt y denominandas corrientemente
perceptrones, parecieron ofrecer a muchos investigadores un modelo naturaly potente
de maquina de aprendizaje. Aunque hoy dia se considera que las expectativas que
se crearon en lo referente a las prestaciones del perceptron eran excesivamente
optimistas, los conceptos matematicos que surgieron de su desarrollo continuan
jugando un papel de cierta relevancia en la teoria del Reconocimiento de Formas.
Ademas, en los Gltimos anos se ha suscitado un interés renovado por estos modelos
en el marco de las Redes Neuronales.

El modelo basico del perceptron capaz
de clasificar una forma entre dos clases
se muestra en la figura 3.4. La maquina
estd constituida por una capa S de
unidades sensoriales, que pueden
entenderse como el medio por el que |a
maquina recibe estimulos del exterior,
que se conectan al modulo R generador
de respuesta.

Cada unidad de salida R produce una
respuesta que se determina a partir de
una combinacidén lineal de los valores
qu:e alcanzan las unidades sensoriales. Figura 3.4: Esquema del Modelo Béasico del
Asl, la respuesta es: Perceptron
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A = g(n) (3.8.3]

Pudiendo ser g un funcional de tipo signo, es decir:

gla) = sgn(a) = {j Z 228 [3.8.b]

U otrfuncional sin discontinuidades. Ademas, n es:

n
=Y ax -0 [3.8.c]

=1

Como se puede observar, la unidad perceptron implementa una regla de decision
basada en una discrminacion lineal establecida por el signo del funcional n. En efecto,
si establecemos las siquientes igualdades:

w; = a; ¥V /=1,2,..n

3.8.d
A [3.8.d]

Obtenemos la expresion:
1 =X+, =aY=dX [3.8.¢]

Ya analizada anteriormente. Ademas, es posible extender el perceptron a un proceso
de clasificacion multiclasico, simplemente afiadiendo tantas unidades de respuesta R
como clases haya, estableciendo sus interconexiones a las unidades asociativas y
realizando el proceso final de clasificacion mediante una analisis de las salidas de las
unidades R y una asignacion a la clase cuya R asociada presente salida maxima. El
modelo basico puede tambien extenderse al caso no lineal introduciendo el
correspondiente preprocesador no lineal entre las unidades sensoriales y las de
respuesta R, o bien, trantando el proceso como lineal por transformacion lineal
generalizada.

Otro aspecto muy interesante del perceptrén es su esquema de aprendizaje. El mismo
es de naturaleza iterativa, de forma que el vector de pesos se va ajustando en
iteraciones sucesivas, en las que se va comprobando la buena o mala clasificacion
de las muestras. una a una. del conjunto de aprendizaje y ajustando el valor del
vector de pesos mediante un esquema de premio-castigo. En los puntos siguientes
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nos centraremos mas detalladamente en el analisis del procedimiento perceptrén
considerado como uno de los derivados del concepto de descenso segun el gradiente.

3.3.1.1.- FUNCION CRITERIO

La funcidn criterio perceptrén para cada muestra del conjunto de aprendizaje puede
escribirse como:

JaY) = H|a'Y]|-aty) [3.9]

Donde el primer sumando del consecuente de la expresion representa el valor
absoluto del resultado de aplicar la funcion discriminante a la muestra Y
correspondiente. Para la simplificacion de las expresiones y del algoritmo perceptrén,
aplicado al caso biclasico, las muestras Y de la clase ), se cambian de signo, para
normalizarlas en el sentido mostrado en la expresién 3.4 y descrito en el apartado 3.2.

Asi, si para un valor concreto del vector de pesos a, una muestra Y resulta mal
clasificada, entonces a'Y<0 con lo que J(a,Y)=-a'Y, mientras que si resulta bien
clasificada a'Y>0 y por tanto J(a,Y)=0. La funcion criterio global Jy(a) es:

J(a=3 Jay) [3.10]

YYeM

Presentara un minimo igual a cero en el caso de que todas las muestras resulten bien
clasificadas. El gradiente de la funcidn criterio parcial sera:

V,/a,Y)=;[Y sgn(a 'v)- Y]
Donde, por definicién sgn(a'Y) es una funcion tal que:

1 siatY>0
sgn(a'y) - {-1 si atY<0 13421

El hecho de introducir la condicion de anulacion del valor de la funcion discriminante
con el de valor negativo en la expresion 3.12 se debe a que es deseable que se
refleje en la funcion criterio parcial dicha condicion, con la finalidad de realizar
correccion en ese caso.

Gi se analiza la ecuacion 3.11, se observa que el gradiente es no nulo en el caso ds
que una muestra resulte mal clasificada y su valor en ese caso corresponde
precisamente al de dicho vector muestra.
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Sustituyendo 3.11 en la expresion recursiva de descenso segun el gradiente 3.7
obtenemos:

a(k+1)=a(k)-cv,J/a,Y)=a(k) +%{ Y(K)-Y(Ksgria (k) Y(K)]) [3.13]

Donde Y(k) representa a la muestra de aprendizaje considerada en el paso iterativo
k-esimo, p>0 define la magnitud de la correccion, como se dijo anteriormente y a(1)
es un vector de pesos inicial arbitrario.

Sustituyendo 3.12 en 3.13 resulta la siguiente expresion de correccion:

TR 0 sia'(kYk>0 3.
alk+1)=ak)+p { YK si a'(K)Y(K)<0 [3.14]

Donde 0 representa al vector nulo de dimension n+1.
3.3.1.2.- APRENDIZAJE POR PREMIO-CASTIGO

El algoritmo de aprendizaje del vector de pesos a segun el procedimiento perceptron
es, como hemos dicho, de naturaleza iterativa y puede ser resumido como se muestra
a continuacion:

Dados dos conjuntos de muestras de aprendizaje pertenecientes a las clases
Q, y Q,, escogido un vector de pesosinicial a(1) que puede ser arbitrariamente
€Sc0Qido, definido un valor del factor de correccion p positivo, normalizadas las
muestras de la clase Q, en signo en la expresion generalizada, segtn se
muestra en 3.4, y dada la expresion de correccion 3.14, el paso k-ésimo del
algoritmo de aprendizaje es el siguiente;

Si[a'(KY(K<0] Entonces a(k+1)=a(K)+p Y(K)
En otro caso a(k+1)=a(k)

Es decir, el algoritmo modifica a si y solo si la muestra considerada en el paso k-
ésimo ha resultado mal clasificada por el vector de pesos en este paso.

El algoritmo perceptrén, como puede observarse, es un procedimiento de aprendizaje
por premio-castigo, donde, el premio se asigna en el caso de buena clasificacion, y
se corresponde con la ausencia de castigo, es decir, ausencia de correccion en a(k).
En caso contrario, si la muestra resulta mal clasificada, la méquina resulta castigada
modificando €l valor de a(k). El procedimiento de correccion continua hasta que, tras
una pasada de todas las muestras por &l algoritmo de apprendizaje, todas resultan
correctamente clasificadas, es decir, no se efectua ninguna correccion en a(k). En
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este punto, el algoritmo ha alcanzado la convergencia en un resultado para el vector
de pesos, pues esta condicion corresponde al caso de que la funcién criterio global
J,(Y) de la expresién 3.10 alcanza valor minimo.

3.3.1.3.- CONVERGENCIA
Para un valor fijo de p, el Teorema de Convergencia del Perceptrén establece que si:
a) Las clases en consideraciéon son linealmente separables

b) Cada muestra del conjunto de aprendizaje se "presenta” al procedimiento
de aprendizaje tantas veces como sea necesario

Entonces el algoritmo perceptrén converge en una solucion en un numero finito de
pasos.

La convergencia del algoritmo perceptron puede demostrarse de diversas maneras,
siendo las mostradas a continuacion de las mas concisas.

A efectos de simplificar la exposicion de la demostracion, sea {Y:Y;,...,Y .} el conjunta
de m muestras del conjunto de aprendizaje pertenecientes a fas dos clases del
problema, convenientemente normalizadas en signo como se indicd en el apartado
3.2. Sea que el vector de pesos solucién al problema lo denominamos a’. Este vector
presenta la propiedad:

@)vp0 Vis12,..m [3.15]

Expresiéon que se puede generalizar introduciendo un umbral T no negativo, de
manera que si las clases son linealmente separables:

@)'YPT Vvi=1,2,...m [3.16]

De la discusion geométrica del apartado 3.2 se puede deducir que, la introduccion de
un umbral T en la expresion 2.16 equivale a establecer una "franja" a cada lado del
hiperplano a'(k)Y(k)=0, lo que da lugar a que cualquier muestra en esta regién resulte
incorrectamente clasificada. Ademas, un incremento de T provoca una disminucion
de la region de soluciones (figura 3.2) para a en el espacio de pesos.

Sea que por simplicidad asumimos que el factor de correccién p=1, lo que no implica
pérdida de generalidad, ya que segun la forma de la expresion 3.14 cuaiquier otro
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M. Hernandez CURSO DE RECONOCIMIENTO DE FORMAS

valor de p puede asignarse a los vectores muestra como una constante de
normalizaciéon. De 3.14 y 3.16 resulta:

v, | O STaRYR>T _
alk1)=alk {Y(k) si a(RYR<T 3471

Con la intencidén tambien de simplificar la notacién, sea que los indices k solo se
asocian a aquellos pasos en los que se produce correccién durante el proceso de
aprendizaje, no contando los indices k correspondientes a muestras correctamente
clasificadas. Por ello, readaptando la notacion de indices la expresion anterior la
escribimaos:

a(k+1)=a(k)+ Y(K) [3.18]

Que, como ocurrird al haber correccién, se cumplira para todo k:

a‘(RY{KsT [3.19]

La convergencia del algoritmo significa que, a partir de un cierto valor finito k, del
indice se cumplira:

alk,)=atk,+1)=a(k,+2)=... 13201

Con las simplificaciones y detalles comentados, una demostracion de la convergencia
es la siguiente. )

DEMOSTRACION 1:

De la ecuacion 3.18 se puede deducir que:

ak+1)=a(1)+ Y1)+ Y{(2)+...+ Y{K) [3.21]
Efectuando el producto escalar de a” con ambos lados de la expresién anterior se
obtiene:

allks)a* = a'(Ma*+Y,Ma*+Y,(Qa*+..+Y,(ha* [3.22]

Como a partir de la ecuacion 3.16 se obtiene que cada producto escalar del vector
muestra i-ésimo por el vector de pesos solucion es mayor que el umbral T, entonces:

a'lk+1)a* > a'(l)a*+kT [3.23]
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APRENDIZAJE SUPERVISADO DE CLASIFICADORES GIAS-ULPGC
Utilizando la desigualdad de Cauchi-Schwartz' tenemos que:
[a(k+1) a'F < la(k+1) P& [2.24]
De donde, despejando obtenemos:
t *32
Jagkey 2 2 [N AT [3.25]
ta”l
Sustituyendo 3.25 en 3.23 obtenemos la desigualdad:
t » 2
Ja(ke1) 2 » (2 (1)@ KT] [3.26]

=2
la”l

Con un razonamiento alternativo podemos obtener una contradiccion relacionada con
el antecedente de la desigualdad. Asi, de la expresién 3.18 podemos obtener:

la(i+1) 12 = la() IB+2a () YA)+1 YD1

Que se puede poner:

1ai+1) I - 1aQ) 2 = 2a %) Y() 1Y)

Si a continuacion definimos:

Q= max |Y{)IP

Vi=1,2,,N

Y utilizamos la desigualdad 3.19 resulta el conjunto de desigualdades:

tag+1)I? - ta()I® < 2T+Q

Que sumadas para todo j=1,2,...,k generan la nueva desigualdad:

[3.27]
[3:28]

[3.29]

[3.30]

1

cumple que:

IRIZIER 2 (pE)?

La desigualdad de Cauchy-Schwart establece que, para dos vectores py £ se

3-12

aria. Biblioteca Digital, 2005

iversidad de Las Palmas de Gran Can:

© Uni



M. Hernandez CURSO DE RECONOCIMIENTO DE FORMAS

la(k+1) I < 1&1)IP + 2T+Q)k, [3.31]

Comparando 3.31 con 3.26, se observa como las desigualdades entran en conflicto
para un valor de k suficientemente grande. De ello se deduce que k no puede ser
mayor que el valor k, gue es solucion a:

[a'(a’+KTP
la*|?

Ecuacion que nos indica que k, es finito, lo que implica que el algoritmo perceptron,
para el caso de clases linealmente separables, converge en un numero finito de
pasos.

= la()|? + (2T+Q)k, | [3.32]

c.q.d.
DEMOSTRACION 2:

Es posible tambien efectuar una demostracion ligeramente diferente partiendo de la
consideracién de que el umbral T=0. Con esta condicidn, la expresidn 3.23 resulta:

a‘(k+1)a* 2 a'(1)a*+kh [B:33)
Donde:
h= min [Y{)a’] [3.35]
vi=1,2,...,.N

Ya que a’ es un vector de pesos solucion, por la ecuacion anterior h sera mayor que
cero. Tambien, una vez que a'(j)Y,(j)<0, la expresion 3.28 resulta:

lag+) I - 12 P s 1Y) = Q [3.35]

El resto de la demostracion es equivalente. El limite en el numero de pasos
requeridos para convergencia con T=0 es el resultado de la solucién de la ecuacion:

[a‘(1)a '+kph]2

EMS
Como comentario final a este punto hay que decir que, aunque las expresiones 3.32
y 3.37 establecen un limite en k, estas ecuaciones no pueden utilizarse para

determinar el numero de pasos requeridos para alcanzar la convergencia, ya que
seria preciso conocer el vector solucion a. Ademas, y por otro lado, k, depende

tambien del vector de pesos inicial a(1).

= Ja(1)I? + Gk, [3.36]
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APRENDIZAJE SUPERVISADO DE CLASIFICADORES GIAS-ULPGC

3.3.1.4.- VARIACIONES DEL PROCEDIMIENTO

Del procedimiento perceptron mostrado en los puntos anteriores se pueden formular
diversas variaciones, dependiendo de como se seleccione el valor del factor de
correccién p. Entre los tipos de correccidn més usuales se encuentran: la correCC/on
fi f/a la correccién absoluta y la correccion fracionaria.

En el caso de la correccién fija p es una constante mayor que cero sin ninguna otra
consideracion adicional, como es el caso en lo analizado hasta ahora.

En el caso de la correccién absoluta, p se escoge de manera que sea suficientemente
grande para asegurar que el vector muestra considerado resulte correctamente
clasificado tras un solo ajuste del vector de pesos. En otras palabras, si Y(k) resulta
mal clasificado por a(k), es decir si: '

a '(k) Y(K <0 [3.37]

Se escoge p de manera que con el vector de pesos corregido .a(k+1) se obtenga: '

a'(k+1)Y(k) > O [3:a8]

Sustituyendo a(k+1) por su valor dado por la expresién 3.14, la ecuacién anterior
queda:

[a(K)+p Y(KI'V(K > O [3.39]
Teniendo en cuenta 3.37 y 3.39, un valor de p que cumple estas condicionés es:
p = éei{ a (YK ) [3.40]
Y (k) Y(R)

Donde ceil() es la funcidn que asigna a p el valor entero mas pequefio que es mayor
que la cantidad resultado del cociente.

En el caso de correccidn fraccionaria se escoge p de manera que el valor absoluto
de la diferencia entre el valor actual del discriminante: a'(k)Y(k) y el valor para el
vector de pesos corregido: a'(k+1)Y(k), sea una cierta fraccidn positiva A del valor
absoluto del discriminante actual, es decir:
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lat(k)Y(k) - at(k+)Y(k) | =1 |a'(k)Y(k) " [3.41]

Sustituyendo a(k+1) por su valor, dado por la expresion de correccién 3.14 y
despejando p se obtiene:

5 -3 Jatove | -' [5.42]
YSR)Y (K)

En este caso, el buen funcionamiento del algoritmo de correccion precisa que el
vector inicial de pesos a(k) sea distinto del vector nulo. Respecto a este caso se
puede concluir que si A>1, cada muestra Y(k) resulta correctamente clasificada.
Ademas, se ha demostrado que el algoritmo perceptrén converge para 0<A<2.

3.3.1.5.- CLASIFICADOR MULTICLASICO

:‘Los problemas de clasificacion multiclasico los analizamos en e}:apartado 2.2 2:det
‘tema anterior, donde se consideraron tres opciones para la reglg:de clasificacion..&
rcontinuacion discutiremos la determinacion de los vectores de pesas de las funciongs
de decision para los tres casos utilizando el procedimiento perceptrorn:.

En el caso a, considerabamos que cada clase era separable del resto mediante una
superficie de decision. Existirdn por tanto ¢ funciones de decision, cada una de las
cuales se puede determinar utilizando el esquema del procedimiento perceptréon
biclasico anteriormente descrito. Asi, para determinar la frontera de decision que
separa la clase €, del resto, basta considerar dos conjuntos de muestras de
aprendizaje: el primero, constituido por las muestras de la clase i y el el segundo,
constituido por las muestras de las restantes clases.

En el caso b, cada clase resultaba separable de cada una de las otras. En este caso,
consiste en determinar c(c-1)/2 funciones de decision, cada una de las cuales separa
una Q, de una €, Tambien estas funciones se pueden determinar utilizando un
procedimiento perceptron biclasico, donde en cada funcién de decision di(X), las
muestras de aprendizaje de una clase son las de la clase i y las de la otra, las de la
clase j.

En el caso ¢ se asume la existencia de ¢ funciones de decision con la propiedad de
que:
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Si XeQ, Entonces: d{(X) > d{X) Vj=1,2,...,G; j2i [3.43]

A continuacion mostraremos el procedimiento perceptrén para aprender los vectores
de peso a, de dichas funciones de decisidn. Dicho algoritmo iterativo, ajustara en cada
iteracion las funciones de decision que sea preciso, por lo que ahora no nos
encontramos en situacion de normalizar las muestras en signo como se ha hecho
hasta ahora. En este sentido, es necesario reformular la expresién 3.14 de descenso
segun el gradiente sin incluir el cambio de signo en los vectores muestra Y
correspondientes. La expresion recursiva de ajuste resulta:

0 si a (K Y(H>0 e Y(KeQ,

YR si a'(KY(K)<0 e Y(KeQ, [3.44]
~Y(K) si a (R Y(K=0 e Y(KeQ,
0 si a ‘(K Y(K<0 e Y(KeQ,

alk+1) = alky +

En base a esta expresién el procedimiento resulta de la siguiente manera:

Definido p y el conjunto de vectores de pesos iniciales {a1),i=1,2,....c},exel
paso k en el que Y(k)eQ, se efectuan las siguientes operaciones.

Si (d[X(K] > d[X(K] Vj=1,2,...,G; j+) Entonces afk+1) = agh) vj=12,...c

En otro caso si (Existe algun (algunos) m t;'il (tales) que d{X(K] < dIX(K)]) en
afk+1) = afl) + p Y(K);
an(k+1) = a,(K) - p Y(K);

aj(k+1) = aj(k) Vj=1,2,---’c; j#I; j¢n7;

Si las clases son separables segun el modelo ¢ este procedimiento converge en los
vectores solucion en un numero finito de pasos.
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3.3.2.- PROCEDIMIENTOS DE ERROR CUADRATICO MINIMO

El procedimiento perceptrdn y sus variantes convergen en una solucion si las clases
en consideracion son separables por la superficie de decisidon especificada. Sin
embargo si las clases no son separables, el procedimiento oscilard indefinidamente.
Como no es posible determinar a priori el numero de pasos requeridos para la
convergencia en el primer caso, tampoco es posible asegurar con certeza absoluta
si un nimero elevado de pasos de aprendizaje implica que las clases no son
separables. El procedimiento que se describe a continuaciéon, ademas de ser
convergente para clases separables, indica si las clases consideradas no son
separables por la superficie especificada.

Por otro lado, en el procedimiento perceptron se procede a probar la clasificacion de
las muestras una a una y corregir en base a las muestras mal clasificadas. En este
apartado, por el contrario, vamos a considerar un procedimiento de aprendizaje de
clasificadores biclasicos que involucra todas las muestras en cada paso de ajuste.

En este procedimiento, en vez de plantearse la-busqueda de un a que, para cada una
de las m muestras de aprendizaje, asegure el cumplimiento de la:desigualdad a'Y>0
vk=1,2,...m (donde las muestras correspondientes a la clase Q, se: habramn
“multiplicado por -1 para normalizar el signo de las desiguald&des), se: prefefide
resolver a'Y=b, Yk=1,2,...,m, donde los b, son un conjunto de eonstantes-pasitivas
arbitrariamente especificadas. Ambas formulaciones son absolutamente equivalentes
en lo referente a la busqueda de un vector de pesos solucion, con la ventaja de
sustituir el problema de busqueda de solucién a un sistema de inecuaciones, por el
de solucionar un sistema de ecuaciones lineales.

El tratamiento de ecuaciones lineales simultaneas se simplifica utilizando notacion
matricial. Asi, siendo ¥ la matriz de dimension m*(n+1), introducida en el apartado
3.2, donde cada fila corresponde a una de las muestras del conjunto de aprendizaje
Y, y denominando b al vector m-dimensional constituido por los margenes b,
asociados a cada muestra Y,, es decir:

b=(b, b, ...b...by [3.45]

El problema de determinacion de a es el de resolver el sistema:
Ya=b [3.46]

Si ¥ no fuese singular la solucién seria a=¥'b, pero al ser una matriz rectangular de
dimensiones m*(n+1) que normalmente posee mas filas que columnas, existen mas
ecuaciones gque incognitas, a esta sobredeterminado y no suele existir una solucién
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exacta. Sin embargo, se puede buscar un vector de pesos que minimice alguna
funcién de error entre Wa y b. Asi, si definimos el vector error m-dimensional e:

- ¥a-b [3.47]

Se puede obtener una solucion tratando de minimizar una funcion criterio escalar
basada en este vector. Dicha funcidn puede ser la magnitud de dicho vector error:

J(a) = I¥a-bI? = Y (a'Y-b) [3.48]
i1

Que como se observa, equivale a minimizar la suma de errores cuadréaticos entre los
valores de los discriminantes para las muestras y sus margenes correspondientes. Por
este motivo, a los procedimientos que se basan en la minimizacién de esta funcion
critero se les denomina de error cuadratico minimo, lo cual es un problema clasico y
se puede resolver por procedimiento de busqueda segun el gradiente.

3.3.2.1.- PROCEDIMIENTO HO-KASHYAP

Una opcién para obtener un vector de pesos solucién a partir de laiexpresion matriciat

3.46 consiste en no predefinir b, que por tanto estara indeterminado a priori, pero:-

restringiendo a que sus componentes b, posean valor positivo en todo momento:
b, > 0 Vi=1,2,...m [3.49]

En esta situacién, con dos vectores de parametros a y b a determinar, Ia funcién
criterio basada en el error cuadratico dependera de ambos, por lo que debemos

expresarla como:

J(ab) = [¥a-b|? [3.50]

Los gradientes respecto a ambos vectores seran, respectivamente:
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m
Y ab) = Y 2(a'Y-b)Y, - 2¥(¥a-b)
i1

[3.51]
VJ.(ab) = -2(Ya-b) = -2e

Como a no posee restricciones, para minimizar respecto a dicho vector podemos
igualar el primero de los gradientes anteriores a cero, con lo que resulta:

Yiga = gip [3.52]

Con ello hemos transformado el problema de resolver 3.46 a resolver 3.52, cuya
ventaja estriba en que la matriz ¥'¥ es cuadrada de dimensiones (n+1)*(n+1) y
generalmente no singular, por lo que posee inversa, pudiéndose obtener una solucion
para a simplemente como:

a=(¥¥)"'¥b = ¥¥b [3.53]

Esta ecuacion liga a ambos vectores, siendo V* la denominada pseudoinversa. de. \¥*

', Existiendo esta ecuacion de relacion y dada la restriccion de valores 3.49 pata @

vector de margenes, el procedimiento de ajuste iterativo lo establecemos para b. ia-

expresion sera:

blk+1) = b(k) - -p8[b(K)] | [3.54]

Donde §[b(k)] representa la variacion, dependiente del gradiente, a realizar sobre b(k)
para obtener b(k+1). Como b esta limitado a valores positivos de sus componentes,
el ajuste iterativo debe evitar su convergencia a cero o su actualizacién a valores
negativos. Ello obliga a formular una expresién modificada de la variacion en el
descenso segun el gradiente:

B1b(R) = L1V, = V] [3.55]

Donde Iv,J,les un vector cuyas componentes son el valor absoluto de las de V,J,.
La expresion puede interpretarse asi: si la componente i (i=1,2,...,m) del vector error
es positiva, se incrementa la componente i de b(k) en una cantidad igual a aquella

! La matriz pseudoinversa ¥* de una dada ¥ presenta algunas interesantes propiedades como:
a) Si ¥ es cuadrada y no singuiar: ¥*=¥"'
b) Se cumple que W*¥ = [, siendo | la matriz identidad, pero en general ‘¥\¥*zl
c) Si YW es singular, (a solucién de P'¥a=¥'b no es unica
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para alcanzar la igualdad. Si por el contrario es negativa, y para respetar la
restriccion, la componente i de b(k) correspondiente no se modifica. Si definimos los
vectores siguientes:

e(k) = Ya(k) - bk
1 [3.56]
(K = ek + |ek)]]
Obtenemos que las componentes del vector e*(k) son tales que:
Vie1.2, si e{k)=0 entonces e; (k)=0 [3.59]

si e{K)<0 entonces e; (K)=e(K)

De las expresiones anteriores podemos hacer la siguiente lectura: si todas las
componentes de e(k) no son positivas, pero no todas nulas, las clases no son
separables por la funcién especificada. Si, por otro lado, son todas nulas, se ha
alcanzado la solucidn. En otro caso, la busqueda de solucidén debe continuar. Asi,
podemos escribir el siguiente procedimiento: :

Dados un factor de correccién p, un vector de margenes:inicial b(1) arbitratie;
pero con la restriccion de que sus componentes sean tadas positivas, ern ef
paso k las operaciones a efectuar son:

a(k) = ¥*b(K)
e(k) = ¥a(k) - b(k)

Si vi=1,2,...m e{k+0 y no todas nulas entonces las clases no son separable
En otro caso. Si ¥i=1,2,....m e{K)=0 entonces alcanzada la solucion

e*(k) = z(e(h-|e(h))
En otro caso: b(k+1) = b(K) + 2pe*(K)

Siguiente iteracion

Es decir, se observa como el procedimiento incluye un test de separabilidad, que nos
indica si las clases no son separables mediante la funcién de decision definida.
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3.3.2.2.- COMENTARIOS AL PROCEDIMIENTO HO-KASHIAP

Cuando existe solucion para las desigualdades Wa>0, el procedimiento Ho-Kashyap
converge en una, para valores del factor de correccién 0<p<1. La demostracion de
esta afirmacion se sale de los objetivos del curso y por ello no la incluimos. No
obstante, el lector interesado puede encontrar demostraciones en [DUDA-73]y [TOU-
74].

Este procedimiento presenta una velocidad alta de convergencia debido a, por un
lado, la modificacion simultdnea del vector de pesos y el vector de méargenes y, por
otro, a la utilizacién de un esquema en el cual la adaptacion de valores se efectua
para todas las muestras de aprendizaje a la vez. La desventaja del método se
encuentra en la necesidad de efectuar la inversion de la matriz ¥"¥. Sin embargo,
esto no presenta serias dificultades a menos que las muestras presenten una
dimensionalidad muy elevada. Ademas, este proceso de inversion hay que efectuarlo
solo una vez para cada posible discriminante.

Por Uitimo, hacemos un comentario relativo a la existencia de inversa de ¥'¥. Dado
que la matriz ¥ esta constituida por las muestras expresadas en forma homogenea

(es decir, vectores de dimensién n+1), el hecho de que V'Y posea inversa depende..
no solo de las muestras del conjunto de aprendizaje, sino tambien de la funcicnzae

decisién escogida. Hay que tener en cuenta que si al menos: A+t de las muestras

utilizadas para generar ¥ estan bien distribuidas (lo que significa que al menos ese

subconjunto de n+1 muestras no forman parte de un mismo hiperplano del espacio),
se garantiza que ¥'¥ posea inversa.

3.4.- METODO DE LAS FUNCIONES POTENCIALES

Los procedimientos de aprendizaje anteriormente analizados permiten determinar
funciones de decision para clasificadores si las clases son linealmente separables en
el espacio de representacién utilizado. En este apartado nos centraremos en el
estudio de la metodologia de disefio basada en el concepto de funcién potencial,
conceptualmente diferente a las basadas en la técnica de descenso segun el
gradiente, que permite el disefio de funciones de decision generales.

El método se basa en el establecimiento de una analogia entre los problemas de
clasificacion y ciertos problemas de la fisica. Para exponer los fundamentos del
mismo, supongamos esa analogia entre la funcién discriminante y el potencial en un
problema electrostatico.
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Sea un problema de clasificacion de formas en un entorno biclasico ©,, ,. Cada
muestra de aprendizaje X, se hace corresponder con un punto en el espacio n-
dimensional de representacion. Si a cada una de las citadas muestras le suponemos
asociada una cierta carga g, que sera positiva si la muestra pertenece a (), y negativa
si pertenece a Q,, por la analogia suponemos que en el espacio existira una
distribucién de potencial que serd maximo en los puntos en que esta situada cada
muestra y decrecera segun no alejemos de ella. A cada carga X, por tanto, le
podemos asociar una funcién potencial U(X,X;), que reflejara el potencial generado en
cada punto X del espacio por una carga unitaria situada en la posicion X

Por tanto, en cada punto del espacio de
representacion existira un potencial generado U\j 2 €0,

por las contribuciones de las funciones €0y
potenciales situadas en las posiciones de las
muestras del conjunto de aprendizaje. Dicha S
distribucién de potencial la podemos asimilar
a una cierta funcién discriminante, de manera /\
que:
m
dX) = E gl(XX) [3.60] Figura 3.5: E.jem‘pl9 deuncién Potencial camo:
e Funcion Discriminante: en . un problema*

Unidimensional Biclasico

El lugar de los puntos tales que d(X)=0

constituye la frontera de decisién entre las dos clases, como se puede observar err-

el ejemplo de la figura 3.5.

3.4.1.- PROCEDIMIENTO DE APRENDIZAJE BICLASICO

Para obtener un discriminante en un problema n-dimensional bicldsico se parte de un
conjunto de aprendizaje con m muestras y de una cierta funcion potencial U(X,X;) y
se asocia a las muestras de la clase Q, "carga" de valor +1y a las de , "carga” de
valor -1. El procedimiento de aprendizaje es iterativo de prueba-correccion de la
funcidén discriminante que se ajustara, muestra a muestra, hasta que el conjunto de
aprendizaje al completo resulte bien clasificado. Asi si k es el indice de la iteracion
actual, d, ,(X) el discriminante obtenido en la iteracién anterior, d,(X) el resultado del
ajuste en la iteracion actual y q, el valor de la "carga” para la muestra actual X[k], la
expresion de ajuste resuita: -

ddX) = dey(X) + qUXXIK) [3.61]

Donde los valores de q, se definen segun la siguiente regla:
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0 si X[KeQ, y d {(XK)>0

_ ] 0 si X[KeQ, y dy4(XK)<0 [3.62]
% =1 1 si XKeQ, y d,(X[K)<O
-1 si X[KeQ, y di1(X[K)=0

Basandonos en 3.61, el procedimiento puede escribirse:

Partiendo de una funcion discriminante inicial d,(X)=0. En la iteracién k hacer:

Si ( X(k)eQ, ) Entonces: {
Si ( d,,(X[K])>0 ) Entonces: d,((X)=.dk_1(X);
En caso contrario: d (X)=d, ,(X)+U(X,X[K]);
5
Si ( X(k)e€, )} Entonces: {
Si ( d,,(X[K])<0 ) Entonces: d (X)=d,_,(X);
En caso contrario: d,(X)=d,_,(X)-U(X,X[K]);
3

Las iteraciones continuaran hasta que las m muestras de aprendizaje resulten bien
clasificadas.

3.4.2.- GENERACION DE FUNCIONES POTENCIALES

Una cuestion importante al utilizar este método de aprendizaje es la definicion de qué
tipos de funciones utilizar como potenciales. La definicion del método que hicimos al
principio de este apartado nos determinaba unas pautas que deben cumplir estas
funciones:

I) Deben presentar valores maximos en los puntos X=X, donde se sitan las
muestras

3-23

anaria. Biblioteca Digital, 2005

ersidad de Las Palmas de Gran Ci

© Unive



APRENDIZAJE SUPERVISADO DE CLASIFICADORES GIAS-ULPGC

Il) Deben ser funciones continuas y decrecer monodtonamente segun se
incrementa la distancia X-X;.

i) Si U(Z X)=U(Z,X), X; y X; deben tener el mismo grado de similaridad a Z.
Clasicamente se utilizan dos tipos de funciones potenciales U(X,X,): las obtenidas en
base a series truncadas de expansiones ortonormales, que denominaremos Tipo 1,

y las expresadas en base a funciones simétricas de las dos variables X y X;, que
denominaremos de Tipo 2. A continuacion haremos una breve resena de ambas.

3.4.2.1.- FUNCIONES POTENCIALES DE TIPO 1

Las funciones potenciales de este tipo son series truncadas de p términos, de la
forma:

p
UXX) = 3 9iX)0dX) [3.63]

Donde ¢,(X) son funciones ortonormales, de los vectores n-dimensionales: X, sgbre.

da regidn de definicion de las formas. A continuacion hacemos uma-ligera repaso de
conceptos relacionados con dichas funciones ortonormales.

a) FUNCIONES ORTONORMALES UNIVARIANTES

Se define producto interno de dos funciones f(x) y g(x) en el intervalo [a,b]=a<x<b a:

b
(f9) = [ f0g(xydx [3.64]

Se denomina norma de una funcion f{x) al producto interno de la funcién por si
misma:

b
(th = [ AXfxdx [3.65]

Una funcién cuya norma es unitaria se dice que esta normalizada. Por tanto, resulta
sencillo normalizar cualquier funcion, simplemente dividiéndola por su norma.
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Dos funciones f{x) y g(x) se denominan ortogonales respecto a una funcién de peso
u(x) en el intervalo [a,b] si:

b

[ ux9g(xax = 0 [3.66]

a

Un conjunto de funciones ¢,(x), ¢,(x),... que son ortogonales dos a dos en [a,b] se
denomina conjunto ortogonal. Asi, la condicidn de ortogonalidad de cualquier conjunto
de funciones se suele escribir:

b

[ uoHemdx = Ag, | [3.67]

a

Donde §; es la delta de Kronecker. Si A;=1 Vi, el conjunto de funciones es ortonormal,
y la condicidn anterior es en dicho caso la de orfonormalidad del sistema.

Resulta corriente absorber u(x) dentro de de las funciones del conjunto ortogonal.
Ademas, si un sistema de funciones ¢, (x), ¢, (x),... es ortogonal en-un.intervala [a;b],

es posible obtener un conjunto ortonormal {¢,(x)} en el mismo intervalo, absarvierdo

ademas u(x) dentro de las funciones de dicho conjunto, de la siguiente manera:

o4 = ij\’i) ;09 [3.68]
il

Donde A, se puede obtener a partir de 3.67 con i=j:

b

Ay = [ U] (e [3.69]

a

Por otro lado, un conjunto de funciones f,(x),f,(x),...,f,(x) se dice que es linealmente
independiente si no existe ningdn conjunto de coeficientes c¢,,c,,...,c,, que no sean
todos nulos tales que:

¢ h(X)+6 h(X)+..+c, fr(X) = O [3.70]

Se cumpla Vx. Las funciones de un conjunto ortogonal son todas:lineaimente
independientes.
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Por dltimo, un conjunto de funciones se denomina completo si cualquier funcion
continua a tramos puede aproximarse de manera todo lo préxima que se desee a
partir de una combinacién lineal de funciones del conjunto. Un ejemplo de conjunto
ortonormal completo esta constituido por las funciones del bien conocido desarrollo
en serie de Fourier, que permite aproximar cualguier funcion continua a tramos como
una combinacién lineal de funcionales de dicho desarrollo. ’

Los conjuntos de funciones ortonormales unidimiensionales en diferentes intervalos
han sido clasicamente objeto de estudio de las matematicas operacionales. Sin
embargo, los conjuntos de funciones ortonormales multivariantes, es decir, definidas
en un espacio n-dimensional, no han sido estudidas tan exahustivamente debido a su
propia complejidad. A continuacién mostraremos un método que permite generar
conjuntos completos de funciones ortonormales multidimensionales a partir de
conjuntos completos de funciones ortonormales unidimensionales.

b) GENERACION DE FUNCIONES ORTONORMALES
MULTIVARIANTES :

Dado un sistema completo de funciones ortonormales de una variable ¢,(X),.¢,(X),...

:-_.:en el intervalo asx<b, Se puede construir un sistema ortonormal..completo: ‘de:
funciones de dos variables {¢,(X)}, siendo X=(x,,x,), de la siguiente manera [COUR-
55].

01 (X1sX%) = &10%)d4(%)
P2(X1 %) = d1(X;)da(X)
P3(X1 %) = (%) 4(X)
P4(X1.%) = $a(X;)do(X) [3.71]
@5(X1:%) = ¢1(X)P3(X0)

Es decir, la regla de construccion se basa simplemente en tomar parejas de funciones
del conjunto unidimensional y muitiplicarlas, después de sustituir la variable x por x,
y X,. El orden en que se toman las funciones unidimensionales no es relevante, basta
con que se preserve el de las variables.

Las funciones ¢, (X) asi obtenidas constituyen un conjunto ortonormal en la regién
cuadrada as<x,<b, a<x,<b. La extensién de este procedimiento a cualquier caso n-
dimensional es directa; consiste en multiplicar entre si grupos de n funciones del
conjunto unidimensional despues de la sustitucion de x por X,,X,,X3,X,,....X,. Asi, si las
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funciones del conjunto inicial son ortonormales en el intervalo asx<b, las
multidimensionales generadas son tambien ortonormales en el hipercubo definido por
{asx<b Vj=1,2,...,n.

Por ejemplo, las funciones de un conjunto ortonormal multivariante con n=4
0,(X)=0,(X,,X,.X5,X,) S€ generan de la siguiente manera:

¢4(X) = ¢1(X1)¢1(X2)¢1(X3)¢1(X4)
?o(X) = ¢1(X1)91(X) b1 (X3)Pa(Xs)
P3(X) = &1(x)d1(X) d2(X5)d4(Xy)
?4(X) = 01(x)d1 ()b () da(X) [3.72]
?5(X) = &1(X)d2(%)d1(X3)1(X,)

3.4.2.2.- FUNCIONES POTENCIALES DE TIPO 2

Las funciones de este tipo son simétricas respecto a las das variables X y X,
presentan valor maximo para X=X, y decrecen monétonamente segun se incrementa
la distancia X-X,, como se ha comentado anteriormente. Ejemplos de estas funciones
son:

uxx) - eV r

UXX) = !
1+ afX-X|? [3.73]
XX _ | sereix-x27)|
T axexp |

Donde a es una constante positiva y |X-X;| indica la norma o modulo del vector X-X..

~ Gréficas en casos unidimensionales y bidimensionales de estas funciones se pueden
encontrar en la figura 3.6.
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Figura 3.6.: Crafica de las Funciones Potenciales de la
expresion 3.73 en Caso Unidimensional.
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Figura 3.7a: Gréfica de la Funcién Potencial (a) de la
expresién 3.73

Figura 3.7b: Gréfica de la Funcién Potencial (b) de la
expresién 3.73 en caso Bidimensional

Figura 3.7c: Gréfica de la Funcién Potencial (c) de la
expresion 3.73 en caso Bidimensional
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3.4.3.- PROCEDIMIENTO DE APRENDIZAJE MULTICLASICO

En un problema con ¢ clases, el procedimiento de aprendizaje de las funciones de
decision {d,(X), Vi=1,2,...,c} segun el método de las funciones potenciales, y con una
regla de decisidn como la siguiente:

Si d{X) = max d/(X) Entonces XeQ,; [3.74]

vi=1,2,..

Se puede resumir como se indica a continuacion:

Partiendo del conjunto de m muestras de aprendizaje y definiendo las
funciones de decision iniciales d®'(X) que por simplicidad pueden ser nulas, en
el paso k (siendo la muestra X[kleQ)), las operaciones a realizar son las
siguientes:

fk-

([H](Xlkl) max o "(X{K)) Entonces df*x) = g™ vj-1,2,....c

vj=1,2,..,¢

En caso contrario |
wi'tal que o (XIK) 20 "(XIK) hacer d*(X) = d"(X) - UK XKD
para i hacer d,-[k’(X) = d,-[k‘”+U(X,)_([k])

para el resto hacer d'(X) = d'"'(x)
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3.5.- PERCEPTRON MULTICAPA

En el apartado 3.3.1 hemos hecho referencia al perceptrén de una capa y hemos
establecido su correspondencia con una regla de discriminacidn entre clases basada
en discriminante lineal. Ahora bien, tambien es posible definir discriminaciones para
clases no linealmente separables utilizando perceptrones multicapa, que son redes

sin realimentaciones (feed-forward) con una o mas capas de nodos entre la capa de.

entrada y la de salida. Estas capas adicionales contienen unidades ocultas, o nodos
que no estan conectados directamente a la entrada y a la salida. En la figura 3.8 se
muestra una red perceptrdn multiclasica de tres capas, con dos capas de unidades
ocultas. A efectos de unificar la nomenclatura de los analisis que posteriormente
haremos con los del apartado 3.3, los pesos de las conexiones de la red los
hacemos corresponder con los elementos de los vectores de pesos en los
discriminantes lineales.

Figura 3.8: Perceptrén Multiclasico
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3.5.1.- DESCRIPCION Y PROPIEDADES

Un perceptron multicapa es una red con n entradas, luego, capaz de generar
decisiones en un espacio de medidas n-dimensional, y ¢ salidas, porlo que es posible
discriminar entre ¢ clases. La descripcion analitica de su estructura es la siguiente.
Cada una de las c salidas es:

ddX) = o = 98(2) [3'7§]

Donde g® es la funcién de activacion nolineal asociada al nodo k de la capa de
salida. Dicha funcidn puede ser de tipo signo, como se ha dicho en 3.3.1 o una
funcién sigmiodal como, por ejemplo:

ee® 2 [3.76]
ebrrgPx  {+g720r

g(n = mpn =

El funcional presenta asintotas horizontales en
+1y -1, La grafica de la curva es la indicada en
la figura 3.9.

a0
+1 4

Siguiendo con la descripcion de fa red, z, en T
3.75 es: 4 '

my
- (8,2 B _
2y = Zwlkhl t Wox = ) o .
1=1 Figura 3.9: Funcién sigmoidal asintética

[3.77]

m,
=) w®ht ; siendo K = 1
=0

Donde los 0®, son los pesos de las conexiones de cada nodo | de la segunda capa
oculta al nodo k de la capa de salida. A su vez, h? se corresponde con la salida de
la segunda capa oculta, cuya relacion de entrada-salida es:

m1 R
2 2, @y . 2 2 (1 .
h¥ = g¥v® ; v = Z.; “’}l by [3.78]

Siendo 0%, los pesos correspondientes a las conexiones de 10s nodos de la primera.

a la segunda capa oculta. Por Gltimo, la retacién entrada-salida en la primera capa
oculta es, anadlogamente:
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n ' ‘
(1 (1,0 . 1 1 (1
=g () 5 Y = Xejx s ag 3791
i

Se puede establecer la decision de una muestra incognita X entre las ¢ clases
utilizando la ya conocida regla de mayoria:

Para X si. d,(X) = max {d(X)} entonces XeQ, [3.80]

Vk = 12...c

La capacidad del perceptron multicapa para discriminar entre clases separadas por

limites méas complejos que el hiperplano se deriva de la presencia a la salida de cada

nodo de la nolinealidad recogida en las funciones g. Las capacidades de perceptrones
con una, dos y tres capas que hacen uso de nolinealidades de tipo signo se recogen
en la tabla 3.1. En la segunda columna se indican los tipos de regiones limitadas por
superficies de decision que pueden generarse, las dos siguientes columnas presentan
ejemplos de regiones de decisidn que pueden formarse para tratar el denominado
problema del "OR exclusivo" y los correspondientes a regiones engarzadas. La uitima

columna recoge ejemplos de las superficies de decision méas generales que pueden-

obtenerse en cada caso.

Como se he mencionado anteriormente, un perceptron de una capa gemera:

superficies de decisidon que son hiperplanos. Un perceptrén de.dos capas es capaz
de definir regiones convexas en el espacio de_ caracteristicas, regiones que pueden
ser, o abiertas o conchas convexas (convex hulls), entendiendo asi a aquellas
regiones con topologia tal que cualquier linea que une dos puntos de los limites de
la regidn, pasa solamente por otros puntos que son tambien de la regidn.

Las regiones convexas se forman como interseccién de regiones semiplano definidas
por cada nodo de la primera capa ocuilta del perceptron multicapa. Cada nodo de la
primera capa se comporta como un perceptron de una capa, que separa puntos del
espacic mediante un hiperplano, definido por su vector de peso y peso umbral. La
combinacion de las salidas de diversos nodos de la primera capa en un nodo de la
segunda capa con su vector de pesos y peso umbral convenientemente definidos,
permite definir una regiéon convexa como interseccién de los semiplanos definidos en
la primera capa, lo que se corresponde a efectuar una operacién de AND légico en
el nodo de salida. La region convexa tendra tantos lados como nodos en la primera
capa.
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ESTRUCTURA | TIPOS DE PROBLEMA DEL | CLASES CON FORMAS DE
REGIONES OR EXCLUSIVO REGIONES REGIONES MAS
DE ENGARZADAS GENERALES
DECISION

UNA CAPA

REGION
FaN LIMITADA
POR UN
HIPERPLAN
o)

DOS CAPAS

REGIONES

' CONVEXAS
ABIERTAS O

CERRADAS

TRES CAPAS

ARBITRARIO
(complejidad
limitada por el
numero de
nodos)

Tabia 3.1

El andlisis anterior suministra algunas pistas acerca de la seleccioén del numero de
nodos a utilizar en un perceptréon de dos capas: el numero de nodos debe ser
suficiente para formar una regién tan compleja como la requerida por el problema,
pero no deben ser tantos que no resulte (til la estima de los pesos por un
procedimiento de aprendizaje.
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Un perceptron de tres capas sin realimentacion puede generar fronteras de decision
arbitrariamente complejas y puede separar clases engarzadas como se muestra en
la tabla 3.1, lo que se puede mostrar con un pequefio analisis. El espacio de
caracteristicas se puede dividir en hipercubos (cuadrados en el caso de espacio de
dimensién dos). Para generar cada hipercubo se requiere que en la primera capa
oculta existan 2n nodos, uno por cada cara del hipercuba siendo n la dimensionalidad
del espacio (asi, para dimensién dos, se precisan cuatro nodos), asi como un nodo
en la segunda capa oculta para efectuar el AND logico de los de la primera capa. Asi,
las salidas de los nodos de la segunda capa oculta serén de valor "alto" sélo si el
vector de caracteristicas de la entrada se corresponde a un punto en el interior del
hipercubo. Los hipercubos asi definidos se asignan a la region de la clase
correspondiente conectando la salida correspondiente a la segunda capa oculta al
nodo de salida correspondiente a su clase, que realiza una operacién de OR ldgico.
El andlisis anterior puede genralizarse a la utilizacidn de regiones convexas
cualesquiera, con lo cual serd posible generar regiones no convexas e incluso
desconectadas como se muestra en la tabla 3.1.

Un problema afadido, del que podemos dar unas reglas minimas, es el numero de
nodos que debe poseer el perceptrén de tres capas. De entrada, son validos en este
sentido, los comentarios del parrafo anterior referentes a la primera.capa son validos.

Para.la segunda capa debe ser mayor que uno, si las regiones de: gyna.misma ciase:

seencuentran-desconectadas o las clases se encuentran engarzagasy no:se: pueden
formar a partir de un area convexa En el peor caso debe sef igual al numero de
regiones desconectadas.

Las discusiones anteriores se han centrado, por simplicidad, en analisis intuitivos de
perceptrones multicapa con nolinealidades de tipo signo en los nodos. Lo anterior es
transportable tambien al caso de nolinealidades reflejadas en funciones continuas
sigmoidales, aunque el comportamiento de estas redes es mas complejo, ya que las
hipersuperficies de decisidn son curvas suaves en vez segmentos de linea recta, con
lo que el anlisis resulta por ello mas dificil. Sin embargo, presentan la ventaja de que
pueden entrenarse con un nuevo procedimiento denominado de propagacion hacia
atras que describiremos a continuacién.

3.5.2.- APRENDIZAJE POR RETROPROPAGACION

El aprendizaje por retropropagacnon (back-propagation) utiliza el método de descenso
segun el gradiente para determinar iterativamente los pesos de la red a partir de un
conjunto de aprendizaje, constituido por p muestras de entrada, que ordenamos de
la siguiente manera {X[1], X[2),...X[u]....}, y las salidas respectivas, vectores que
denominaremos {&[1],€[2],...E[p]....}. La estructura de red en la que nos centraremos
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es del tipo de la figura 3.8, con nolinealidades continuas y diferenciables en los

nodos. La funcidn criterio a minimizar es el error cuadratico entre las salidas de la red,
para la configuracion actual de pesos, y las salidas esperadas para el conjunto de
aprendizaje, es decir:

Jp] = %2_,‘ Edu] - odulf [3.81]

Esta funcién sera minima cuando la diferencia entre salidas esperadas y salidas
reales sea minima. La correccion de pesos por descenso segun el gradiente se puede
expresar como:

Am,ﬂblu] = oflp+1] - © b[u] [M‘(‘b] [3.82]

7

b
o+ oft

Donde b=1,2,....p,, siendo p, el nimero de capas de la red. Para determinar la
expresion de correccion de cada peso se procede por capas. Para simplificar las
expresiones, no incluimos en ellas el numero de orden p de la muestra Para una red
de tres capas: :

1) Pesos-de las conexiones de la segunda capa oculta a‘lasalida:

90 dg?®
Aol = -pﬁi—% = p(Ex ~-0)) Ik pe - 05Ch? [3.83]
90k 3wy Zy
Donde hemos definido:
dgy’
58 = (&, - 0 [3.84]
k= (&~ 9) 2,

ll) Para las conexiones de la primera a la segunda capa oculta, derivamos
respecto a los pesos ©®, que se encuentran empotrados en la red mas
profundamente que los anteriores. Utilizando la regla de encadenamiento
obtenemos:

Donde, para mantener analogia con 3.83 , hemos definido:
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3z, oh/
=1 9Zx gpf aw},
dgl(a[c @ (3] @ [3.85]
=P 25/« k|hi =
dV,(2 =1 !
_ ﬁfahj“
(2 dg/ (3 (3 [3.86]

Ill) Para las conexiones de la entrada a la primera capa oculta, igual que en
el caso anterior, la variacibn de los pesos puede obtenerse por

encadenamiento:

m, @ A (1

AC\)U = -pf: aJ azk ahl ahj =
¥ — 57 @ (1 Rl
k=1 94k1=0 Oh, ahj aco,]-

Donde:

d
5 - g 26(2 (2
dv =0

[3.87]

[3.88]

Las ecuaciones 3.83, 3.85 y 3.87 presentan la misma estructura, solo variando en los
coeficientes 3.84, 3.86 y 3.88, por lo que, en general, con un numero arbitrario de
capas, la regla de correccion de pesos por propagacion hacia atras tiene la forma:
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b b, (b-1
A “’Lq = 08 sah mca [3.89]

Donde: salida y entrada se refieren a los dos extremos p y q de la conexién
considerada y h®"_ .., ala entrada de activacion de la unidad correspondiente al
peso considerado, que puede ser la salida de otra unidad o una entrada a la red,
segun corresponda. -

Las ecuaciones 3.86 y 3.88 nos permiten determinar los "errores” & para una cierta
“unidad oculta a partir de los correspondientes & de las unidades de salida o, a los que
se encuentra conectada. Como podemos ver por las expresiones, las entradas a la
red se propagan "hacia adelante" en la misma hasta la salida, pero los errores 6 se
propagan "hacia atras" desde salida a entrada en el proceso de aprendizaje. Esta
forma de propagacion de las modificaciones es la causa del nombre que se da al
procedimiento de aprendizaje.

Las funciones de activacidon g a utilizar deben ser funciones diferenciables, dada la
naturaleza de las expresiones de correccidon de pesos, siendo validas expresiones
sigmoidales como las 3.76, donde en el caso de la exponencial, el parametro § suele
definirse tipicamente a 1 6 1/2. Normalmente las derivadas de estas funciones de
activacion suelen expresarse en términos de las mismas funciones.:con lo que-para
las: recogidas-&n 3.76 tiene la forma:

90 - g1 [3.90]

3.5.3.- PROCEDIMIENTO DE APRENDIZAJE

El procedimiento de aprendizaje por retropropagacion utiliza el esquema iterativo de
ajuste de pesos por descenso segun el gradiente para el ajuste de pesos que se
aplica paso a paso, tomando una muestra del conjunto de aprendizaje cada vez.

Definidas:

a) La muestra de aprendizaje, que ordenamos como se indicé en el parrafo
anterior (p=1,2,...)

b) La estructura de la red en cuanto a nimero de capas y nimero de nodos
por capa '

¢) La funcién de activacion g(r) y el factor de correccion p
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El procedimiento comienza inicializando todos los pesos y pesos umbrales de las
conexiones de la red a pequefios valores aleatorios. En este punto se entra en el
esquema iterativo de ajuste, que para el paso ¢ en una red con tres capas se puede
resumir como sigue:

1) Tomar el vector de entrada X[[] y el de salida E[u] de entre los del conjunto
de aprendizaje.

2) Propagar la sefial generada por el vector de entrada hacia adelante en la
red, capa a capa hasta la salida, utilizando las expresiones 3.79, 3.78, 3.77 y
3.75 en este orden.

3) Calcular los & de la capa de salida, comparando las salidas obtenidas por
la red con las esperadas segun la muestra de aprendizaje, aplicando la
expresion 3.84. Propagar a continuacion hacia atras el calculo de los & de las
capas interiores por aplicacidon de las ecuaciones 3.86 y 3.88 en este orden.

4) Calcular las correcciones de los pesos de las conexiones en las diferentes
capas aplicando las expresiones de correccion 3.83, 3.85 y.3.87, el nuevo peso
de cada conexion se calcula segin 3.82, es decir, sequn:ta expresion:

wlp+1] = wpfp]+Aw,Ju]

El proceso se repite ciclicamente sobre cada muestra del conjunto de aprendizaje,
presentandose dicho conjunto tantas veces como sea necesario, hasta que los pesos
se estabilicen.

3.5.4.- COMENTARIOS ADICIONALES

El procedimiento de propagacion hacia atras mostrado anteriormente precisa de la
definicion del factor de correccidon p, que define la "velocidad" de aprendizaje. No
existe una demostracion que defina el rango de valores que debe poseer dicho
coeficiente para asegurar la convergencia, por lo que, en la practica se suele escoger
un valor pequeno para asegurar que no se produzcan oscilaciones en los valores de
los ajustes, que implican oscilaciones en el valor de la funcién criterio. Este hecho,
unido a la propia estructura de la red y del procedimiento de aprendizaje, hace que
el nimero de presentaciones del conjunto de muestras de aprendizaje al
procedimiento sea relativamente elevado (generalmente mas de 100 presentaciones
de todo el conjunto).
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Anteriormente se afirmé que un perceptron de tres capas es capaz de generar
funciones de decision de cualquier grado de complejidad. Esta afirmaciéon viene
avalada por el Teorema de Kolmogorov acerca de la Existencia de Transformaciones
en Redes Neuronales que establece: Dada cualquier funcion continua :(0,1]" - R,
f(X)=0, se puede implementar con una red neuronal de tres capas sin
realimentaciones, que contenga n elementos en la primera capa, 2n+1 en la segunda
y ¢ en la de salida, utilizando nolinealidades crecientes continuamente en los nodos.
Desafortunadamente, el teorema no establece nada acerca de como seleccionar los
pesos o0 nolinealidades de los nodos, ni tampoco nada acerca de cual es la
sensibilidad de la funcion de salida a las variaciones de los pesos y funciones
internas.
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-3.5.- COMENTARIOS ADICIONALES

Los procedimientos presentados a lo largo del tema emplean muestras de aprendizaje
para generar los coeficientes de las funciones de decision. Para obtener funciones de
decision suficientemente robustas o generales, los vectores de la muestra de
aprendizaje deben ser representativos de las clases en consideracion.

Una cuestion importante referente al problema de aprendizaje es la siguiente:
icuantas muestras deben escogerse para obtener clasificadores suficientemente
robustos?. La respuesta intuitiva es: tantas como sea posible. La solucién practica,
sin embargo, no puede ser en general esa, ya que es una regla que choca
frontalmente con la economia y comodidad del disefio. En un esquema determinista
como es el caso que nos ocupa, Coves [COVE-65] determind que el numero total de
vectores de la muestra de aprendizaje para resolver un problema biclasico debe ser
como minimo dos veces la dimensionalidad del espacio para los procedimientos
perceptron y de minimo error cuadratico, de manera que se pueda asegurar suficiente
robustez en el clasificador disefiado.
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