TESIS DOCTORAL

ESTUDIO DE LOS EFECTOS DE LA RADIACION
DE PUNTO CERO EN EXPERIMENTOS DE
COMUNICACION CUANTICA CON LUZ
GENERADA EN EL PROCESO DE CONVERSION
PARAMETRICA A LA BAJA, UTILIZANDO EL
FORMALISMO DE LA FUNCION DE WIGNER

Autor: Santiago Ramoéon Guerra Guillén

Julio 2011
Las Palmas de Gran Canaria






Programa de Doctorado de
Fisica, Matematica, Geologia y Clima

Departamento de Fisica

ESTUDIO DE LOS EFECTOS DE LA RADIACION
DE PUNTO CERO EN EXPERIMENTOS DE
COMUNICACION CUANTICA CON LUZ
GENERADA EN EL PROCESO DE CONVERSION
PARAMETRICA A LA BAJA, UTILIZANDO EL
FORMALISMO DE LA FUNCION DE WIGNER

Autor

Fdo: Santiago Ramén Guerra Guillén

Director Director

Fdo: Alberto Casado Rodriguez Fdo: José Placido Suarez






Agradecimientos

La elaboraciéon de la presente Tesis Doctoral no hubiese sido posible sin la inestimable
ayuda y apoyo de mis directores Dr. D. Alberto Casado Rodriguez y Dr. D. José Placido

Suérez.






Seience is not and will never be a closed book. Fvery

important advance brings new questions. Every develop-

ment reveals, in the long run, new and deeper difficulties.

Albert Finstein and Leopold Infeld,
The Evolution of Physics, 1937.






INDICE DE ACRONIMOS

BS: Divisor de Haz (del inglés Beam-Splitter)

BSM: Medida de Bell (del inglés Bell-State Measurement)

CP: Polarizador circular (del inglés Circular Polarizer)

EP: Polarizador Eliptico (del inglés Elliptical Polarizer)

EPR: Einstein-Podolsky-Rosen

GHZ: Greenberger-Horne-Zeilinger

HWP: Placa de Media Onda (del inglés Half-Wave Plate)

LHYV: Variables Ocultas Locales (del inglés Local Hidden Variable)

LOCC: Operaciones Locales y Comunicacion Clasica (del inglés Local Operations and

Classical Communication).

PBS: Divisor de Polarizacion (del inglés Polaryzing Beam-Splitter)

PDC: Conversion Paramétrica a la Baja (del inglés Parametric Down Conversion)
PR: Rotador de Polarizacion (del inglés Polarization Rotator)

QC: Criptografia Cuantica (del inglés Quantum Cryptography)

QED: Electrodindmica Cuantica (del inglés Quantum FElectrodynamics)

QKD: Distribucién Cuantica de Clave (del inglés Quantum Key Distribution)

QSS: Secreto Cuéntico Compartido (del inglés Quantum Secret Sharing)



QWP: Lamina de cuarto de onda (del inglés Quarter-Wave Plate)
SED: Electrodinamica Estocastica (del inglés Stochastic Electrodynamics)

SPUC: Conversion Paramétrica a la Alta Espontanea (del inglés Spontaneous Parame-

tric Up Conversion)

WRHP: Representacion de Wigner en el marco de Heisenberg (del inglés Wigner Re-

presentation in the Heisenberg Picture

ZPF: Campo de punto cero (del inglés Zeropoint Field)



1. ANTECEDENTES Y MOTIVACIONES

IL.1. Inmtroducciénl. . . . . . . . Lo

[2.2.1. Puertas logicas cuanticas sobre un qubit| . . . . . . . .
[2.2.2. Qubits multiples. La puerta CNOT|. . . . .. ... ..
[2.3. La paradoja EPR y las desigualdades de Bell| . . . . . . . ..
2.4, Fvolucion cuantica reversiblel . . . . ... ...
2.5. Influencia del entornol . . . . . . .. ... ... ...

13.2. La Conversion Paramétrica a la Baja] . . . . . .. .. ... ..
3.2.1. PDCtipol] . . ... ... .. ...
3.2.2. PDCtipoIll. . . . ... ... ... ... ... ... ..

[3.3. Medida de los estados de Bell (BSM)| . . . . . ... ... ...

[3.4. Experimentos| . . . . . ... ...
13.4.1.  Criptografia con fotones entrelazados| . . . . . . . . ..

13.4.2.  Experimentos en el aire libre con fotones entrelazados|

II1

11
12
13
14
16
17
19
19
20
21

23
25
25
27



INDICE

13.4.3. Teletransporte] . . . . . . . . ... 43

4. LA FUNCION DE WIGNER] 45
4.1, Introduccion|. . . . . . .o 45
|4.2. La funcion de Wigner en mecanica cuantical . . . . . . . . . . . ... ... ... 46
[4.2.1. Ecuacion de Wigner-Moyall . . . . . .. ... ... 47

[4.3. Optica cuantica en el espacio de las fases|. . . . . . . ... ... ... ... ... 47
|4.3.1.  Descripcion estocastica del campo electromagnético clasicol. . . . . . . . 48
4.3.2. Funcion de correlacion en optica cuantical . . . . . . ... ... 48
4.3.3. La representacion P| . . . . . . . . .. ... o 49
[4.3.4. Larepresentacién )| . . . . . . . . ... 50
4.3.5. Funciones caracteristicas . . . . . . . . . ... oo 50

|4.4. La funcion de Wigner en 6ptica cuantical . . . . . . . . . . . . ... ... .. .. 51
4.4.1. Ejemplos de tunciéon de Wigner| . . . . . . . . . . ... 53

[4.5. La funcion de Wigner en el marco de Heisenberg (WRHP)| . . . . .. .. .. .. 55
[4.5.1. Descripcion de un haz deluzg| . . . . . ... ... .. ... 55
4.5.2. La radiacion de punto cero| . . . . . . . . . ... Y

4.6. La teoria de la deteccionl . . . . . . . . . . 58
4.6.1. Probabilidad simple y conjuntal . . . . . . . .. ... ... 58
[4.6.2.  Deteccion triple y cuadruplel . . . . . . . . ..o 59

5. LA CONVERSION PARAMETRICA A LA BAJA EN LA WRHP) 61
B.I. Introduccionl. . . . . . . L 61
5.2. Conversion a la bajaen la WRHP| . . . . .. ... ... ... ... ... .. 63
5.3. Entrelazamiento de fotones en la WRHPI . . . . ... ... ... ... ... ... 67
[9.3.1. Descripcion de la base de Bell| . . . . . ... .. ... ... . 68

|5.4. El problema de la deteccion| . . . . . . . ... ... o0 70
6. INFORMACION CUANTICA EN OPTICA CON LA WRHP| 73
6.1 Tntroduccionl. . . . . . o o oo 73
6.2.  El qubit espacial en la WRHP|. . . . . . ... ... ... ... 0. 74
|6.3. Elementos 6pticos lineales en comunicacién cuantica, en la WRHP| . . . . . .. 78
[6.3.1. La accion del BS sobre el qubit en la WRHP| . . . . ... ... ... .. 79
6.3.2. EI PBS v los etectos del ZPF en la puerta CNOT| . . . . . ... ... .. 81
[6.3.3. Retardadores . . . . .. . . .. ... ... 85
6.3.4.  El rotador de polarizacion| . . . . . . .. ... 86
6.3.5. Mach-Zhender] . . . .. . ... ... o 87
6.3.6. El polarizador|. . . . . . . . ... 87

|6.4. Los generadores aleatorios cuanticos| . . . . . . . . . ... ... ... ... .. 89
16.5. La funcion de Wigner en la Teoria de la Informacion Cuantical. . . . . . . . .. 90
6.6, Conclusiones] . . . . . . . . 92
[7._ CRIPTOGRAFIA CUANTICA CON PDC EN LA WRHP) 95
[[1. Introduccionl. . . . . . . . o 95
[7.2. Entrelazamiento y distribucion de clave (no segura) en la WRHP| . . . . . . .. 96
[7.3. Experimentos con PDC tipo II para distribucién de clave segural. . . . . . . .. 98
[7.3.1. Codificacion en polarizacion| . . . . . . . . . . . ... ... ... 99




INDICE Y

[7.4. El espionaje en el formalismo de Wigner| . . . . . . . .. ... .. ... ... .. 103
[7.5. Estados GHZ en la Representacion de Wigner| . . . . . . . . .. ... ... ... 107
[7.6. Experimentos con PDC tipo I: entrelazamiento tiempo-energia en la WRHP| . . 112
[f6.1. Codificaciénen fasel . . . . . ... .. . ... .. ... ... ... ... . 112

[t.7. Conclusiones . . . . . . . . . . e 119
I8. CODIFICACION DENSA Y BSM EN LA WRHP| 123
8.1. Introduccidnl. . . . . . . . .. 123
8.2, kstadistica de dos fotones en un BS en la WRHPI . . . . ... .. ... ... .. 124
18.3.  Analisis parcial de los estados de Bell en la WRHP| . . . . . ... ... ... .. 127
[8.4.  Hiperentrelazamiento polarizacion-momento en la WRHP| . . . . . . . ... . . 130
18.5. BSM con hiperentrelazamiento polarizacion-momento en la WRHP| . . . . . .. 133
8.6. Conclusionesl . . . . . . . . . e 138
141

141

142

142

19.2.2. Campo eléctrico en los detectores| . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 143

[9.2.3. Intercambio de entrelazamiento y correlaciones cuadruples| . . . . . . . . 147

19.2.4. Protocolo de teleportacion de entrelazamiento| . . . . . . . . . . ... .. 152

19.3. Experimento de Teletransporte de Innsbruck en la WRHP| . . . . . . .. . . .. 153
9.3.1. Introduccidnl . . . . . . . . . . 153

19.3.2. Campo eléctrico en los detectores vy correlaciones cruzadas| . . . . . . . . 156

19.3.3. Medida de Bell y correlaciones cuadruples| . . . . . ... ... ... ... 161

19.4. Teletransporte de un qubit de polarizacion en la WRHP| . . . . . . .. ... .. 168
19.5. Experimento de teletransporte de Roma en la WRHP| . . . .. .. .. ... .. 174
9.5.1. Introduccionl . . . . . . ... Lo 174

alisi 176

182

10. CONCLUSIONES GENERALES 185
189
|.1.  Probabilidad triple en la representacion de Wigner para PDC| . . . . . . . . .. 189
193
|.2.  Probabilidad cuadruple en la Representacion de Wigner para PDC| . . . . . .. 193

195






Capitulo 1

ANTECEDENTES Y
MOTIVACIONES

1.1. Introducciéon

El objetivo de esta tesis es el estudio de los efectos que produce la radiacién de punto
cero en los experimentos de comunicacién cuéntica con fotones generados en el proceso de
conversion paramétrica a la baja. Para ello, utilizaremos el formalismo de la funciéon de Wigner
de la 6ptica cuantica. En este primer capitulo vamos a exponer someramente cuéles son los
antecedentes que han desembocado en este trabajo, asi como las motivaciones que nos han
llevado a desarrollar la linea de investigacion que lo ha generado.

Comenzamos en la seccion estableciendo el contexto en que se desarrolla la tesis: la
confrontaciéon entre la mecénica cuantica y el realismo local (apartado, la electrodinamica
estocastica (apartado , el formalismo de la funciéon de Wigner y la éptica estocéstica
(apartado , y finalmente la teoria de la informacion cuantica (apartado . En la
seccion explicamos las motivaciones de esta tesis, y finalmente en la secciéon se indican

los diferentes capitulos en los que se organiza.

1.2. Contexto historico

1.2.1. Mecanica cuantica frente a realismo local

Bien sabido es que la mecanica cuantica revoluciond la fisica y la tecnologia en el siglo XX,
y hoy en dia, en el incipiente siglo XXI, nos sigue impresionando con la enorme cantidad de
aplicaciones que aporta. No obstante, la mecanica cudntica ha generado una serie de impor-
tantes paradojas que emanan de sus postulados, y que han motivado desde su nacimiento un
enorme debate en la comunidad cientifica, dadas las discrepancias evidentes entre esta teoria y
la fisica clasica. Aspectos como la dualidad onda-particula, la superposicién cuéntica, el prin-
cipio de indeterminacién de Heisenberg y el entrelazamiento, estan detras de los fenémenos

méas llamativos del mundo cuantico.
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En el afio 1935, Einstein, Podolsky y Rosen formularon la paradoja EPR, icono de los
problemas generados por los aspectos mas elementales de esta teoria en base a su contraposiciéon
al concepto de realismo local. El trio EPR trat6 de argumentar que el resultado de una medicién
en un sistema fisico se determina antes y con independencia de la medida (realismo) y que
el resultado no puede depender de las acciones en regiones del espacio separadas (localidad
de Einstein). Ademaés, sugirieron que las correlaciones cuanticas perfectas, que se producen en
sistemas de dos particulas en un estado de maximo entrelazamiento, se pueden utilizar para
definir los elementos de la realidad, sin contrapartida en la teoria cuantica. La conclusiéon del
argumento EPR es que la mecanica cuéntica es una teoria incompleta, porque no describe
adecuadamente la existencia de elementos de realidad deducidos a lo largo del argumento, en
base a la aceptacién del principio de localidad. Es mas, introdujeron el concepto de variables
ocultas, como una forma de completar la teoria cuantica. El entrelazamientolﬂ es bésico en la
paradoja, representado en la version posterior de Bohm a través del estado singlete.

La formulacion de la paradoja EPR fue sblo el principio de un largo periodo (unos 30
anos), de un intenso debate, llevado siempre en el terreno teorico, sobre como se comporta la
naturaleza, hasta que en 1964 John Bell dio la clave para poder discernir si el realismo local
era violado por la naturaleza a través de algtin experimento. Bell obtuvo unas desigualdades
que violaban las correlaciones predichas por cualquier teoria de variables ocultas realista local,
y demostrd que hay estados cuanticos que violan estas desigualdades (teorema de Bell).

Hasta el trabajo de Bell, podemos decir que la cuestion mecdnica cudntica frente a realismo
local se habia convertido en algo filosofico o metafisico; no obstante, Bell consiguié que este
tema de tan magna importancia regresara al campo de la fisica, abriendo un enorme abanico de
posibilidades. Tuvieron que transcurrir algunos anos hasta que esta cuestién pudiera llevarse
al laboratorio de una forma efectiva, y en este periodo de tiempo surgieron distintos tipos
de desigualdades que se podian contrastar en el laboratorio. La mayorfa de los experimentos
se han realizado con fotones, y hasta la fecha actual, el realismo local no se ha llegado a
violar experimentalmente. Por el contrario, lo que se ha violado ha sido la conjuncién entre
el realismo local y ciertas hipotesis adicionales (no-enhancement, fair sampling,..), cuyo papel
en las desigualdades tiene como objetivo el salvar dificultades técnicas de envergadura, la més
importante la baja eficiencia de los detectores. Podemos afirmar que son las desigualdades no
genuinas, basadas en un conjunto de hipétesis constituido por el realismo local méas ciertas
hipétesis adicionales, las que se han violado experimentalmente.

La mayor parte de los experimentos tipo Bell se han realizado en el campo de la éptica
cuantica. Los primeros experimentos fueron realizados, en 1978, por Clauser y Shimony, uti-
lizando pares de fotones entrelazados en polarizacién mediante cascadas atémicas. A finales

de 1980 esta técnica fue eclipsada por la conversion paramétrica a la baja, proceso que se

'El término entrelazamiento o enredo cuantico fue introducido por Schrodinger, en 1935. Consideraba el
entrelazamiento como la caracteristica esencial de la mecanica cuantica. La version de Bohm del EPR, en 1951,
utilizo el estado singlete de espin 1/2 de dos particulas, que hoy en dia es un icono y un punto de referencia
del entrelazamiento.
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ha venido utilizando desde entonces, no sélo para mostrar los aspectos contraintuitivos de la
luz, que emanan del concepto de fotén como excitacion elemental del campo electromagnético
cuantizado, sino para el contraste de desigualdades de Bell.

La naturaleza cuantica del campo electromagnético se revela actualmente en experimen-
tos multifoténicos. Sin embargo, el experimento clave en el que se estudidé por primera vez
la dualidad onda-particula en la luz es el experimento de Aspect, Grangier y Roger en 1986.
Partiendo de pares de fotones emitidos en cascadas atémicas, usando uno de ellos como dis-
parador, el otro fotén fue introducido en un interferometro Mach-Zehnder, observandose un
patrén de interferencia en la medida de la tasa de deteccién simple en uno de los detectores a
la salida del interferémetro, cuando se variaba la diferencia de camino 6ptico. Sin embargo, si
se observa la tasa de deteccién conjunta correspondiente a las dos salidas del interferometro,

ésta es nula, lo que parece revelar el comportamiento corpuscular de la luz.

1.2.2. La electrodinamica estocastica

A principios del siglo XX, Planck intent6 explicar la cuantizacion de la luz, defendida por
Einstein en su explicacion del efecto fotoeléctrico, en base a las fluctuaciones de lo que llamo,
energia o campo de punto ceroﬂ Planck introdujo este concepto con el objeto de salvar la
naturaleza ondulatoria de la luz, bien asentada a finales del siglo XIX en base a las ecuaciones
de Maxwell, pero que volvia a descartarse a partir de la interpretacién de Einstein sobre el
efecto fotoeléctrico.

La alternativa de la radiacién de punto cero, como base para explicar los fenémenos cuin-
ticos, dio lugar en los anos 60 del siglo pasado al desarrollo de una nueva disciplina, la electro-
dindmica estocastica (SED), cuyo objeto era reproducir los resultados cuénticos, y reinterpretar
los fenémenos en base a la intervenciéon de la radiacion de punto cero del campo electromag-
nético. Aunque esta teoria dio lugar a importantes resultados, no consigui6é explicar aspectos
como la cuantizaciéon de la energia en el atomo de hidrégeno, por lo que tuvo que descartar-
se como alternativa a la teoria cuantica. Si bien se lograron algunos éxitos notables, como
por ejemplo la explicacion del efecto Casimir, hay aspectos que hoy por hoy la SED no ha
conseguido explicar.

Sin embargo, una ramificacién de la electrodinamica estocastica en el campo de la éptica,
la denominada Optica estocastica, ideada por los Drs. T. W. Marshall y E. Santos, surgié a
principios de los 80 como alternativa a la 6ptica cuantica. La 6ptica estocastica se cred con la
idea de explicar los resultados de los experimentos de 6ptica cuantica utilizando el concepto
de radiaciéon de punto cero en lugar del concepto de foton, regresando a la idea de la luz como

algo intrinsecamente ondulatorio. La deteccion de fotones se entiende, en el &mbito de la 6ptica

2En principio, se llamo energia residual, el término energia del punto cero es una traduccién del germano
Nullpunktsenergie. Todos los sistemas mecanocuénticos tienen energia de punto cero, cuyo término emerge
como referencia al estado base del oscilador armoénico cuéntico y sus oscilaciones nulas. En la teoria cuantica
de campos, la energia de punto cero es un sinénimo de la energia del vacio o de la energia oscura, una cantidad
de energia que se asocia con la vacuidad del espacio vacio.
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estocéastica a partir de la sustraccion, a la intensidad total, de la correspondiente al punto cero
en la posicién del detector, de modo que la intensidad medible es aquella que esta por encima

del umbral definido por el campo de punto cero.

1.2.3. La funcién de Wigner y la éptica estocastica

Fue a principios de los 90 cuando dptica cuantica y Optica estocéstica encontraron un
puente formal a través de la mecénica cuéntica en el espacio de fases. La representacion de
Wigner de la 6ptica cuéntica recupera la idea del punto cero como umbral en la deteccion, y
muestra los efectos del vacio cuantico en los experimentos, en contraposicién con el espacio de
Hilbert, que lo sustrae directamente a través del ordenamiento normal de operadores. Mas atun,
todos los experimentos con fotones utilizando la conversiéon paramétrica a la baja, realizados
con el objetivo de mostrar los aspectos no clésicos de la luz, y la violacién experimental de
desigualdades de Bell, tienen una interpretaciéon estocastica fundamentada en la positividad
de la funcién de Wigner para este proceso, lo que afiadi6 la posibilidad de estudiar el proceso
tipicamente cuantico de la conversién paramétrica a la baja, mediante ecuaciones de evolucién
clasicas, simplemente anadiendo a la onda clésica correspondiente al laser la radiacién de punto
cero a la entrada del cristal. El comportamiento cuantico se trasladaba entonces a la deteccion,
debido a la aparicion de “probabilidades negativas", cuando la intensidad total quedaba por
debajo del umbral del punto cero. Este trabajo fue desarrollado en la década de los 90, y
constituye la linea de investigacién que precede a la actual.

Ademés, la gran similitud entre la funciéon de Wigner para la conversion paramétrica a la
baja, y las teorias de variables ocultas locales, llevé a un intento por reproducir los resultados
experimentales, modificando la teoria cuantica de la deteccién, con objeto de tener un modelo
de variables ocultas basado en la funcion de Wigner para el PDC. Sin embargo, los modelos

de deteccion propuestos para tal fin no consiguieron su objetivo.

1.2.4. La informaciéon cuantica

Es bien sabido que cualquier tratamiento de la informacion se realiza siempre utilizando
medios fisicos, en un principio por medios clésicos pero, en los tltimo 25 afios, muchos cientifi-
cos desarrollaron una idea que Richard Feynman habia sugerido en 1982. Feynman se percatd
de que podria haber serias dificultades para simular sistemas mecénico-cuénticos en compu-
tadores clasicos, y sugirié que construyendo computadoras basadas en principios de mecanica
cuantica se podrian evitar tales dificultades. Pocos anos més tarde, en los 90, varios equipos
de investigadores desarrollaron esta idea, demostrando que, si es posible utilizar computadores
cuénticos para simular eficientemente sistemas que no tienen simulacion eficiente conocida en
un computador clasico.

De este modo, las ventajas que ofrece la teoria cuantica, a través de propiedades que no
tienen contrapartida en la fisica clasica, junto con los experimentos realizados con el fin de

mostrar los resultados a que den lugar estas propiedades “mégicas", han constituido la base
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para el desarrollo, en la década de los 80, de la informacién cuéntica, en sus aspectos tedrico
y précticos.

Entre los temas cubiertos se incluyen: la teleportacién cuantica, sin contrapartida clésica;
la codificacién densa, mediante la cual, son transmitidos dos bits clasicos de informacién con
el envio de sélo un bit cudntico desde el emisor al receptor; la computaciéon cuantica, con el
diseno de algoritmos, utilizando efectos cuénticos, muy diferentes a los de los computadores
clasicos; la criptografia cuéntica, para la que las propiedades de la mecénica cuéntica permite
establecer una clave de forma que la seguridad entre emisor y receptor no pueda ser vulnerada;
correccion cuantica de errores y correccién cuantica tolerante a fallos, para proteger los estados

cuanticos del ruido.

1.3. Motivaciones

Esta tesis se nutre de los resultados obtenidos en la linea de investigaciéon anterior, desa-
rrollada en la década de los 90 del pasado siglo, y cuyos padres fueron los Drs. Emilio Santos de
la Universidad de Cantabria y Trevor W. Marshall de la Universidad de Manchester, quienes
habian desarrollado con anterioridad la 6ptica estocastica, y encontraron en el formalismo de
Wigner el puente entre esta teoria y la 6ptica cuéntica a través de la radiacién de punto cero.
Esta linea generé una serie de resultados, dentro de la ortodoxia cuéntica, encaminados a
buscar un modelo realista local, basado en punto cero y electromagnetismo clasico, para todos
los experimentos con fotones generados en la conversidén paramétrica a la baja. El uso de la
funcién de Wigner en la imagen de Heisenberg permitié establecer la frontera entre mecanica
cuéntica y realismo local a través de la radiacién de punto cero.

Con el desarrollo de la teorfa de la informaciéon cuantica, los experimentos con fotones
que durante muchos anos buscaron la violacién experimental de las desigualdades de Bell, se
convertieron en los exponentes de la experimentacién en el campo de la comunicacién cuantica.
De este modo, la conversion a la baja se ha convertido en un recurso fundamental en este campo.
Més atn, el uso de desigualdades de Bell en procesos de distribucién cuantica de clave es un
ejemplo claro del vinculo que existe entre los fundamentos de la mecanica cuantica y la teoria
de la informacién cuantica.

El objetivo de esta tesis es manifestar la compleja naturaleza de la luz y del vacio, asi
como mostrar la belleza de la manipulacion multifoténica y sus aplicaciones en los increibles
protocolos de comunicaciéon y computacién cuantica, usando el formalismo de la funcién de
Wigner, donde aparece de forma natural un ingrediente esencial de la teoria, el punto cero,
como asiento para la dinamica de los fenémenos de la éptica cuantica con fotones generados
con PDC. El analisis de los efectos que la radiacion de punto cero tiene en estos experimentos,
se fundamentara, por un lado, en su intervencién en los distintos elementos 6pticos, y por
otro en su sustraccién en la deteccion, dado que son los dos puntos claves del comportamiento

cuantico de la luz. Asi, este trabajo aporta, no sélo una perspectiva nueva de evidente interés,
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en la que se enfatizan los aspectos ondulatorios de la luz, sino que también se da una visiéon que
contribuye de forma enriquecedora, desde nuestra modesta opinion, al anélisis, reinterpretacién
y esclarecimiento de la dindmica de los procesos de la comunicaciéon cuéntica con fotones
entrelazados con PDC. Con nuestro anélisis, los experimentos de comunicaciéon cuéantica con
fotones pueden verse bajo el angulo de la ingenieria del vacio (vacuum engineering).

Debemos decir no obstante que este estudio tiene un caracter ortodoxo, puesto que, utili-
zando un formalismo cuéntico, se encuentran reinterpretaciones basadas exclusivamente en la
intervencion del ZPF. A diferencia de la linea anterior a la que seguimos en esta tesis, no bus-
camos ninguna relacién con el realismo local, aunque entendemos que esa puerta sigue abierta.
Sin embargo, también entendemos que la consecuciéon de nuestros objetivos, a partir de estos
trabajos y la continuacién con posteriores aplicaciones, podria llevar a que la comunidad cien-
tifica tomase en consideracion las interpretaciones alternativas a los distintos experimentos, en
base a la accion del punto cerd?}

Esta es, actualmente, nuestra motivacion.

1.4. Organizacién de la tesis

El estudio se inicia en el capitulo [2| exponiendo las propiedades de la mecanica cuéntica
que aportan ventajas en el campo de la informacién, en relacién con su tratamiento clasico,
como son: la superposiciéon cuantica; puertas cuanticas y evolucién unitaria reversible; la im-
posibilidad de clonacién; los estados entrelazados, la paradoja EPR y desigualdad de Bell;
la influencia del entorno y la decoherencia; paralelismo cuéntico; interferencia cuéntica; y co-
rrecciéon de errores. Propiedades que, ademés de permitir realizar operaciones imposibles de
llevar a cabo por medios clasicos, tienen grandes ventajas, tanto en relacion al ahorro de tiem-
po como de espacio, al aplicarlo a operaciones de computacion, criptografia, codificacion densa
y teleportacion; todas ellas sin contrapartida clasica. El futuro de la computacién cuantica es
prometedor, hay que superar muchos impedimentos antes de comenzar a ver sus ventajas. En
nuestra exposicion, estas aplicaciones han sido expuestas en el formalismo de Hilbert.

En el capitulo |3 se describe la conversion paramétrica a la baja, y se hace una revision
bibliogréfica de los experimentos de comunicacién cuéntica con fotones, centrandonos en la
medida de los estados de Bell, la criptografia cuantica y el teletransporte.

En el capitulo [4 se estudia la funcion de distribucion de Wigner en el campo de la 6pti-
ca cuantica y sus propiedades mas importantes. Para introducir las funciones de distribucién
de oOptica cuéntica, hablamos de la conexién entre la descripcién estocéstica de la radiacidon

electromagnética clasica y las funciones de correlaciéon en éptica cuantica. Expondremos los

3La diferencia fundamental esté, dentro de que las dos lineas trabajan en el mismo formalismo, en que la
linea precedente buscaba una reinterpretacion de los resultados de los experimentos basada en la consecuciéon
de un modelo de variables ocultas locales basado en el punto cero, y la linea actual pone énfasis en la influencia
del punto cero en los experimentos de comunicacién cuantica, e incide sobre la importancia del uso del punto
cero para comprender mejor la comunicacion cuéntica con fotones, pero dentro de la ortodoxia cuantica.
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aspectos fundamentales de la 6ptica cuéntica con la funcién de Wigner en el marco de Heisen-
berg (WRHP), como la descripcion de un haz de luz, las propiedades de la radiacion de punto

cero, y la teoria de la deteccion.

En el capitulo [5se hace primeramente un resumen de los aspectos fundamentales del PDC
en la funciéon de Wigner, para continuar con la descripcién de los estados de Bell en la WRHP,
lo que da comienzo al ntcleo de aportaciones originales de la tesis, continuadas en los capitulos
6 [7 8 v B}

En el capitulo [6] introduciremos los conceptos basicos de la informaciéon cuéntica en la
WRHP en el campo de la 6ptica, incidiendo en los efectos que produce la radiaciéon de punto
cero. Asi, comenzaremos con la descripcion del qubit espacial, donde mostraremos la influencia
del ZPF que entra por uno de los canales vacios de un BS en la generaciéon de un qubit
fotoénico y en sus propiedades. Posteriormente revisaremos los elementos 6pticos utilizados en
optica lineal, analizando el efecto que producen sobre las amplitudes del campo eléctrico en
la WRHP. En concreto, el analisis del divisor de polarizaciéon (PBS) nos permitira entender
la relevancia del ZPF en la implementacion de la puerta CNOT. Finalmente haremos una
revision bibliografica de otros trabajos en los que se usa la funciéon de Wigner en el campo de

la informacién cuantica.

En el capitulo [7], correspondiente a criptografia, estudiamos experimentos de distribucién
de clave con fotones generados en una PDC tipo II, utilizados en el protocolo de Ekert. Se
analiza también la intervencion del espia y la influencia del punto cero en la deteccion de los
ataques, en el caso de medidas proyectivas, lo que da ventaja a la distribucién cuantica de
clave sobre la criptografia clasica. Se compara nuestra interpretacién con la usual en el espacio
de Hilbert, basada en la relaciéon de incertidumbre y el teorema de compatibilidad. También
se analizan en este capitulo los estados GHZ, base teorica del secreto cuantico compartido, y

los experimentos de criptografifa cuantica con PDC tipo I.

En el capitulo [§| mostramos la importancia del campo de punto cero en la distinguibilidad
de los estados de Bell y la relaciéon entre la consideraciéon de un mayor nimero de grados
de libertad para la medida de la base de Bell, lo que da lugar en el espacio de Hilbert al
concepto de hiperentrelazamiento, y la extraccién de un mayor ntmero de modos de punto
cero independientes a la entrada del cristal. También, el analisis de la estadistica de dos fotones
en un divisor de haz revela la influencia del punto cero en el comportamiento fermiénico de

los fotones en el divisor, cuando su estado de polarizaciéon esta descrito por el singlete.

En el estudio de la teleportacion, realizada en el capitulo [0 se comienza con el estudio
del intercambio de entrelazamiento a través de las correlaciones cuadruples, lo que revela la
estrecha relacion entre el colapso del vector de estado y las correlaciones en el formalismo de
Wigner a través del punto cero. Analizamos también los dos grandes exponentes del teletrans-
porte cudntico con fotones a nivel experimental, conocidos comiinmente como los experimentos
de Innsbruck y de Roma. El desarrollo de los calculos exige el uso de probabilidades triples y

cuadruples en la teoria de la deteccion, lo que hemos estudiado en los Anexos I y II.
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Aunque cada uno de los capitulos[6] [7 [8]y [9] tiene un apartado de conclusiones, dedicaremos

el capitulo [I0] a la exposicion de unas conclusiones generales.



Capitulo 2

UN ACERCAMIENTO A LA
INFORMACION CUANTICA

2.1. Introducciéon

Con el desarrollo de la mecénica cuantica, las teorfas de la informaciéon y de la computacion
han experimentado un gran avance, cuando se han extendido, para abarcar el hasta entonces
intacto territorio de la transmisién y el procesamiento de los estados cuénticos y la interac-
cion de esta informacion cuantica con las formas tradicionales de la informacion. Hasta hace
poco se pensaba en la informacién en términos clésicos, sin embargo, ahora se sabe que una
teoria completamente cuintica nos ofrece muchas ventajas. Estas ventajas son debidas a las
propiedades cuénticas como: la incertidumbre, la interferencia y el entrelazamiento.

Una teoria de la informacion basada en principios cuanticos amplia y completa la teoria
clasica de la informacién. Ademaés de las nociones clésicas, la nueva teoria incluye dos tipos de
recursos cuantificables: la informacion clasica y el entrelazamiento cuantico. La informacién
clasica puede copiarse a voluntad, pero solo puede transmitirse hacia a delante en el tiempo a
una velocidad no superior a la de la luz. Por el contrario, el entrelazamiento no puede copiarse,
pero puede conectar dos puntos cualesquiera en el espacio-tiempo. El entrelazamiento puede
ser destruido con las operaciones clasicas, pero las operaciones cuénticas pueden crearlo y
usarlo para acelerar ciertas operaciones clésicas, o ayudar en la transmisiéon de informacion
clasica o de estados cuénticos.

Muchos de los experimentos que se realizan para contrastar desigualdades de Bell derivan
en el entrelazamiento de dos o mas particulas, con objeto de aplicarlo en el desarrollo de nuevos
sistemas de comunicacién y procesamiento de informacién y encriptaciéon segura, transmitien-
do fotones, en estados entrelazados, a través de fibra 6ptica y por aire a varios kilometros de
distancia. A su vez, el desarrollo de la teoria de la informacion cuantica estid desarrollando
elementos, como puede ser el hiperentrelazamiento de fotones (entrelazamiento en mas de un
grado de libertad), para su aplicaciéon en contrastar el realismo local. La violacion de desigual-
dades de Bell se utiliza en la actualidad, no sélo para destacar los aspectos no clésicos que

predice la mecénica cuéntica, sino como testigo de entrelazamiento en las medidas realizadas
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en sitios remotos. Implicitamente, los autores de estos experimentos parecen asumir que la
mecénica cudntica es la mejor descripcion de la realidad que tenemos y - como se ha hecho

durante los ultimos 100 afios - por eso, es por lo que la ponen a trabajar.

La informacion cuéntica trata de la informaciéon que utiliza propiedades cuanticas de los
sistemas fisicos. Es un campo que abarca tanto esfuerzos teéricos como implementaciones expe-
rimentales, y que incluye, entre otros, los siguientes subcampos interrelacionados: computacién
cuantica (ordenadores cuéanticos, algoritmos cuanticos y simuladores cuénticos), criptografia
cuéntica (y su generalizacion, la comunicacion cuantica), correccion cuantica de errores, entre-

lazamiento y complejidad en la comunicacién cuantica.

Aunque las propiedades de las superposiciones y del entrelazamiento cuantico, que hemos
comentado, se conocen desde los anos 30 del siglo pasado, el nacimiento de la informaciéon cuan-
tica esté ligado a las ideas de ordenador cuantico (Benioff [26], Feynman [117] y Deutsch [108])
y distribucion segura de claves por métodos cuénticos en los anos 80 del pasado siglo [38].
Su rapido crecimiento, en los 90, est4 motivado por el descubrimiento de los primeros algo-
ritmos cuénticos, particularmente el de Shor, los métodos cudnticos de correccién de errores,
las propuestas de implementacién experimental de ordenadores cuanticos, la realizacién préac-
tica de la criptografia cuéntica, y toda una serie de avances tecnologicos relacionados con la

manipulacién de sistemas genuinamente cuénticos.

La teoria de la informacion clasica se interesa, principalmente, en el problema del envio de
informacién sobre canales de comunicacion, los cuales operan de acuerdo con las leyes de la
fisica clasica. La informacion clasica esté contenida en el estado de un sistema fisico, descrito
por medio de pardmetros continuos como los voltajes, desconocidos para un receptor que, al
realizar una medida, siempre consigue la identificacion de ese estado lo cual, en fisica clasica
y en principio, siempre es posible. La situaciéon més simple consiste en un sistema fisico, deno-
minado bit, preparado en uno de los dos posibles estados: 0 y 1, restaurados peridédicamente
para que no se pierdan a causa de diferentes motivos. Una memoria de n bits puede estar
en cualquiera de los 2" estados, desde el 00...0 hasta el 11...1. Los ordenadores clasicos los

almacenan y los manipulan mediante operaciones booleanas para realizar cualquier operacion.

En esta descripciéon se recalca el papel que juega la teoria fisica en el concepto de infor-
macién y, ahora, se considera la situacién analoga en el contexto de la teoria cuéntica, donde
cada bit cuantico puede hallarse en un instante dado en una de las infinitas superposiciones
que se pueden generar a partir de los estados clasicos, reduciéndose asi el tiempo de ejecuciéon
de algunos algoritmos de miles de anos a segundos. De este modo, la informacién cuantica estéa
contenida en un estado cuantico dado, desconocido. Esta aparente generalizacién natural de

la situacion cuantica difiere drasticamente de su imagen clasica.
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2.2. El bit cuantico

El sistema cuéantico mas simple es un sistema de dos niveles, al que se le denomina qubit (un
espin nuclear o un fotén), para referirse a un sistema de dos niveles con una base ortonormal
preferentemente elegida como {|0),|1)}. El qubit estaria representado por una combinacion

lineal de los estados de la base antedicha (base computacional):

1) = a|0) + B[1), (2.1)

donde v y (3 son numeros complejos y frente a cualquier medida del observable del cual el
|0) y el |1) son estados propios, |a|® es la probabilidad de obtener 0, y |3]? la de encontrar 1.
Obviamente, debido a la condicion de normalizacion, |af* 4 |3]* = 1.

La implementacion de qubits con fotones (qubits fotdnicos) se puede hacer de varias formas
[208]:

1. Utilizando la polarizaciéon del fotén tendriamos dos estados en la conocida como base
rectilinea: el correspondiente a polarizacion vertical, |V') = |0) y el autoestado de pola-

rizacion horizontal, |H) = |1). El qubit vendria representado por la superposicion:
) = alH) + B|V). (2.2)

2. También, utilizando el momento del fotéon (modos espaciales o caminos), se tiene lo que
se conoce como qubit espacial. Se consigue, por ejemplo, a partir de un divisor de haz.
Si un fotén con momento definido incide por uno de los canales de entrada del divisor,

siendo a y b los modos de salida, el qubit que surge del divisor de haz se puede expresar:

[¥) = ala) + G]b). (2.3)

3. Otra posibilidad es generar un time-bin qubit a partir de un interferémetro Mach-Zehnder.
Siun pulso (conteniendo un fotén) incide sobre el primer divisor del interferémetro, y éste
tiene una diferencia de caminos mayor que el tamano del pulso, el estado correspondiente
al foton que sale por una de las salidas del segundo divisor, suponiendo que la otra salida

no contiene ningun fotén, es una superposicion de estados (dos pulsos):

[¥) = all) + Bls), (2.4)

donde [ y s se refieren a los caminos largo y corto del interferémetro respectivamente.

La fase relativa puede ajustarse mediante un phase-shifter en uno de los brazos.

El estado general de un qubit puede representarse por dos parametros 6 y :

0 < 0
|1) = cos §\O> + ewsen§|1>. (2.5)
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Y graficamente, a partir de un punto de la esfera de Bloch.

Figura 2.1: Representacion de un qubit en la esfera de Bloch. Los estados ortogonales se corresponden
con puntos opuestos en la esfera, y el bit cuantico estd representado por un punto de la superficie
esférica.

El qubit se puede expresar por medio de una matriz columna. Asi, la ecuacion (2.1)), es

) = ( g ) : (2.6)

2.2.1. Puertas logicas cuanticas sobre un qubit

equivalente a

Al igual que los bits clasicos, que son manipulados por puertas logicas clasicas, un qu-
bit puede ser manipulado utilizando puertas cuanticas. Lo mismo que un qubit, una puerta

cuéntica puede ser descrita en forma matricial

G;<Z Z) (2.7)

En forma de matriz, una puerta cuantica G debe ser unitaria, es decir, que satisfaga GGT=
GT G= I, donde G es la conjugada traspuesta de G. Esto se debe a que cualquier puerta puede
ser descrita graficamente como una rotacién en la esfera de Bloch, de modo que, cuando un
qubit pasa a través de puertas cuanticas, el nuevo vector de estado que lo representa resulta
ser un giro en la esfera de Bloch. Estas puertas se implementan en el laboratorio, mediante
apropiados dispositivos 6pticos.

Esta matriz, al |0) lo convierte en a|0) 4 ¢|1), y al |1), en b|0) 4+ d|1). Un ejemplo de puerta

cuéntica es la puerta cudntica Unot, que tiene la representacion de la matriz

UNOTE (2 (1)> (2.8)

Utilizando la forma matricial, el nuevo estado, después de una puerta cuantica, puede
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calcularse mediante el producto de matrices. Por ejemplo, cuando un qubit |¢) = «|0) 4+ 3|1)

atraviesa una puerta NOT (Unor), el estado cambia a

()

Otra puerta cuéantica de gran importancia es la Hadamard (Uy). La forma matricial de

esta puerta es
1 1 1
Ug=— , 2.10
=1 ) 210
y es capaz de hacer los siguientes cambios de estados

Unl0) = —=(10) + 1)), (2.11)

Sl

1

Unll) = —=(10) = 1)) (2.12)

S

2

Junto con la puerta Hadamard, la puerta “cambio de fase”:

1 0
( 0 b > , (2.13)

constituyen las operaciones bésicas sobre un qubit, de tal modo que cualquier otra opera-
cidn unitaria sobre un qubit puede expresarse a partir del producto de sucesivas operaciones

Hadamard y cambio de fase |25].

2.2.2. Qubits miiltiples. La puerta CNOT

El espacio de Hilbert de un sistema multiqubit es el producto tensorial de los espacios
asociados a los qubits individuales. Por ejemplo, un estado de dos qubits es una combinacién
lineal de los cuatro estados de la base, {|00),|01), |10), |11)}:

) = @|00) + 8|01 + |10 + 4|11), (2.14)

con «, B, vy J, nimeros complejos, y

lof* + 18] + [7* + 16> = 1. (2.15)
Un ntmero n de qubits puede estar en 2" estados y en cualquier superposicion de ellos
11..,1

) =3 ela). (2.16)

00..,0



14 2.3. La paradoja EPR y las desigualdades de Bell

Este vector tiene dimension 2", donde ¢, son ntimeros complejos tal que >, |c‘,]c|2 = 1. La
mayor dimensionalidad de este espacio distingue los ordenadores cuénticos de los cléasicos, ya
que en estos, el estado tiene un niamero de pardmetros que crece linealmente con el tamafno
del sistema.

Al igual que en el caso de un solo qubit, un sistema de dos qubit puede ser representado
mediante una matriz columna de 4 x 1, y una puerta de dos qubit se puede representar con
un matriz de 4 x 4. Un ejemplo de una puerta de dos qubit es la control-NOT 6 XOR, Uxor.
Esta puerta se compone de un qubit control, |z), y de un qubit objetivo, |y). El qubit objetivo
se invierte solo cuando el qubit de control sea |1). Suponiendo que |x) es el qubit de control,
la accion de la puerta se puede escribir como Uxor|z,y) = |z, @ y). Realmente, realiza una

permutacién sobre la base, de la siguiente manera:

Uxor|00) — |00) ; Uxor|01) — |01) ; Uxor|10) — |11) ; Uxor|11l) — |10). (2.17)

Esto es equivalente a

") = (2.18)

o O O =
o o = o
===
o = O o
> 2 @ Q
2 o9 T 9

Si el segundo qubit es |0), siendo el primero |z), al primero no lo cambia y al segundo
lo convierte en una copia del primero Uxor|z0) — |zz), (z=0 6 1). Esto no significa que
pueda copiarse cualquier superposicion «|0) + (|1) (teorema de no cloning) [264], puesto que

el resultado seria un estado entrelazado. Veamoslo:

UXOR‘¢O> — aUXOR‘OO> + ﬁUXQR’10> = a\OO) + ﬁ’11>. (2.19)

2.3. La paradoja EPR y las desigualdades de Bell

En la fisica clésica hay dos aspectos ampliamente aceptados: por un lado, la condicién
de realismo, segin la cual las magnitudes fisicas tienen valores que son independientes de la
observacion, de tal modo que el resultado de una medicién en un sistema fisico se determina
antes y con independencia de la medida. Por otro lado, el resultado de una medida no puede
depender de las acciones en regiones separadas del espacio, lo que constituye la condiciéon de
localidad.

En 1935, Einstein, Podolsky y Rosen llegaron a la conclusién de que la mecénica cuéntica
era una teoria incompleta [111]. Para ello, propusieron el siguiente criterio como condicion

suficiente de realidad:
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“Si, sin perturbar de ningin modo a un sistema fisico, se puede predecir con certeza el valor

de una magnitud, entonces existe un elemento de realidad correspondiente a dicha magnitud.”

El argumento EPR consisti6 en llegar a identificar en un sistema fisico elementos de realidad
asociados a magnitudes que en mecanica cuantica son in(:ornpautiblesﬂ7 para lo cual el uso del
entrelazamiento es crucial. A continuacion, daremos una explicaciéon de la paradoja similar a
la version de Bohm [49//50], pero usando un lenguaje caracteristico de la informacion cuantica.

Imaginemos que Alicia y Bob comparten un sistema de dos qubits en el estado singlete.

1
V2

donde a y b representan a Alicia y a Bob, respectivamente. Segtin la mecanica cuéntica, si Alicia

[97) = —= (110) — [01))4, (2.20)

hace una medida sobre el qubit a, el estado del qubit colapsara a |0) con una probabilidad de
1/2. Por otra parte, Alicia de inmediato sabe que el estado del otro qubit (qubit b) debe de ser
|1). En otras palabras, una vez que se obtiene el resultado de la medicion de un qubit, el estado
del otro qubit se conoce instantaneamente, sin importar a qué distancia se encuentran Alicia y
Bob. Un resultado similar ocurre si el resultado de la medida de Alicia es [1). Por tanto, si se
verifica la condicién de localidad, se puede afirmar que este elemento de realidad en la parte de
Bob existia incluso antes de la medida de Alicia, lo cual es inconsistente con la descripcion dada
en , en la que no se puede afirmar nada sobre las propiedades de los sistemas individuales.
Ademas, la invariancia rotacional que caracteriza al singlete es fundamental para llegar a otra
contradiccién: la existencia de elementos de realidad en magnitudes incompatibles.

El argumento EPR sugiere la incorporacion de las denominadas variables ocultas locales,
para completar la mecanica cuéntica, pero este tema no avanzo de forma sustancial hasta tres
décadas mas tarde, cuando John Bell demostrd que existen estados cudnticos cuyas predicciones
no pueden ser reproducidas por teorias de variables ocultas locales (LHVT) [23].

Bell encontré que la correlaciéon entre dos mediciones, para cualquier modelo local, de-
be necesariamente cumplir con un conjunto de desigualdades que hoy conocemos como las

desigualdades de Bell, cuya forma més usual es [96]:

S(a,b,d’,b') = ‘E(a,b) — E(a, b’)‘ + ’E(a’,b') + E(a',b)‘ <2, (2.21)

donde E(a,b) es el coeficiente de correlacion de las mediciones a lo largo de, a, o/, b y V.
S es el pardmetro de Bell y tiene el significado de una correlacién de segundo orden. Se ve
facilmente que, un estado singlete de dos particulas de spin 1/2 (estado de Bell) viola esta
desigualdad, con S = 2/2 para un conjunto especifico de direcciones analizadas. Llegamos
a la conclusion de que, un sistema regido por variables ocultas locales (LHV) - un sistema
que puede describirse por una teoria local - no puede imitar el comportamiento de los estados

entrelazados y, por lo tanto, que la teoria cuantica debe ser una teoria no local. Es interesante

1Sus observables asociados no conmutan entre si.
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notar que, la puesta a punto para pruebas de las desigualdades de Bell es idéntica a la que se
necesita para medir la matriz densidad de un estado de dos qubits.

Otro enfoque, para ver si las teorias de variables ocultas pueden imitar el comportamiento
cuéntico, se basa en el concepto de no contextualidad. Esto significa que el valor de medida de
un observable no debe depender del contexto, por ejemplo, otros observables de la trayectoria,
que se miden de forma simultdnea. Kochen y Specker [158] e, independientemente Bell [24],
mostraron que, dado un espacio de Hilbert de al menos tres dimensiones y, partiendo del su-
puesto de la no contextualidad, si es posible demostrar un teorema que vaya en contra de
teorias de variables ocultas. Por muchos anos fue una pregunta abierta, como probar expe-
rimentalmente el teorema Bell-Kochen-Specker, hasta que en el ano 2000, Simon et al. [237]
propusieron un experimento basado en las mediciones de una sola particula que estd en un
estado entrelazado de dos grados de libertad?]

2.4. Evoluciéon cuantica reversible

Un sistema cuéntico aislado evoluciona de forma reversible. La ecuacién de Schrédinger

nos dice que:

ly)
ot -

Aqui [9) es el estado del sistema - que podria ser cualquiera, desde un simple qubit hasta

H|y) = ih

(2.22)

cualquier interaccién compleja de grados de libertad — y H es el hamiltoniano total. Esto puede
integrarse para dar el estado en cualquier momento. Evolucién unitaria y superposiciéon son

los principios bésicos de la mecénica:

|4 (8)) = Ul (0)), (2.23)

donde el operador unitario es U = exp [— (i/h) f(f dt'H }
Consideremos un gran nimero de sistemas cuanticos idénticos que no interacttan, donde
cada miembro de este conjunto esta en el estado [¢). El conjunto se puede describir por el

operador densidad, definido por:

2 *
pzwww=<§>(w w):(ﬁ% %2). (2.24)

La entropia por miembro del sistema puede describirse como:

S =—kTr(plnp), (2.25)

donde k es la constante de Boltzmann. Para cualquier conjunto puro, en el que todos los sus

miembros estan en el mismo estado (p? = p), es facil mostrar que la entropia desaparece. Como

2Para una revisién del problema EPR. ver [165|.
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todos los miembros estan en el mismo estado no hay falta de conocimiento. La ecuacién de
Schrodinger, para p sera:
ap —i
— =—1[H,p|, 2.26
L) (226)
que integrada da p(t) = Up(0) UT. Esto nos dice que la evoluciéon unitaria de Schrodinger
preserva la entropia, o sea que es una evolucién reversible. La entropia de un sistema cuantico

cerrado no cambia, cuando evoluciona reversiblemente.

2.5. Influencia del entorno

Un canal cléasico es una ruta de comunicacién que puede utilizarse para transmitir infor-
macion clésica de un emisor a un receptor. Por ejemplo, una fibra éptica que permita a Alicia
enviar mensajes de voz a Bob es un tipico canal clésico. Dependiendo de si el canal se puede
escuchar o leer por un tercero no autorizado, los canales clasicos pueden clasificarse en canales
clasicos publicos y canales clasicos privados.

Un canal clasico privado es un canal, con ciertos mecanismos adecuados, capaces de man-
tener la privacidad e integridad de los mensajes transmitidos a través del mismo. El término
privacidad se refiere al hecho de que los datos transmitidos por el canal no pueden ser leidos
por ninguna persona o revelados sin autorizacion. Se trata principalmente de algoritmos de
cifrado de datos y claves secretas. Un mecanismo de cifrado, junto con una clave secreta, puede
utilizarse para traducir el mensaje de tal forma que no se pueda leer sin la clave secreta. Por
integridad se entiende que el mensaje de la fuente no puede ser alterado o destruido. En otras
palabras, los mensajes intercambiados entre Alicia y Bob, se mantienen inalterados durante el
proceso de transmision.

Como contraste, un canal clésico publico es un canal que mantiene s6lo la integridad de
los datos, independientemente de la privacidad. En otras palabras, un canal clasico se puede
utilizar para transmitir informacion clasica de Alicia a Bob sin ser modificada por espias. Sin
embargo, cualquier persona, espias incluidos, puede leer el mensaje original. La radiodifusion,
en un entorno sin interferencias, es un ejemplo de un canal clasico publico. En general, este
tipo de canal es un supuesto mas débil en comparaciéon con un canal clasico privado.

Un canal cuantico es un canal de comunicacién que se puede utilizar para transmitir infor-
macién cuantica, de un emisor a un receptor, en contraste con un canal clasico que transmite
s6lo la informacion clésica. En otras palabras, un canal cuantico puede ser utilizado para trans-
mitir un estado cuantico descrito en la ecuacién . Un ejemplo de canal cuéntico es una
fibra 6ptica que se puede utilizar para transmitir y mantener la polarizacion de fotones.

La dependencia de los sistemas macroscépicos en su entorno se estudia bajo el supuesto
de que la teoria cuantica es universalmente vélida. La decoherencia resultante determina las
propiedades clasicas de los sistemas macroscopicos. De esta manera, las propiedades locales

clésicas tienen su origen en el caracter no local de los estados cuanticos, por lo que habra una
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forma de representar los datos y operaciones clasicas dentro del formalismo cuantico.

Un canal clasico es capaz de transmitir bits 0’s y 1’s, de manera fiable, que son equivalentes
a los qubits |0) y |1), pero no superposiciones. No obstante, éstas pueden ejecutarse utilizando
la puerta XOR, pues segiin esta puerta, Uxor|x0) — |zz), con un |0) en la posicion del objetivo
y desechandolo a continuaciéon. Es decir, la informacién clasica es como un proceso cuantico
que interacttia con el entorno de forma irreversible transmitiéndose el qubit control que ha

tomado el valor 0 6 1.

Cualquier procesado de datos clésicos se puede hacer de manera similar por procesamientos
cuanticos, complementandolos por la interaccién con un entorno cuantico que luego se descarta.
Estas interacciones, que entrelazan con el entorno, se conocen como decoherencia y cambian
el comportamiento de un sistema, desde el cuantico al clasico. La decoherencia esta siempre
presente cuando un sistema interacttia con otros sistemas, por lo tanto, debe considerarse como

un sistema abierto.

La decoherencia representa un problema importante para la realizacion practica de la
computaciéon cuantica, ya que ésta depende, en gran medida, de la evolucién sin alteracién
alguna de la coherencia cuantica. El niimero maximo de pasos posibles en una computaciéon
estd dado, més o menos, por la relacion entre, 7, tiempo para el que un sistema permanece
mecanocuanticamente coherente y 7,,, tiempo que tarda en realizar transformaciones unita-
rias elementales (que involucra al menos a dos qubits). Estos dos tiempos estan realmente
relacionados entre si, ya que, dependen de la fuerza de acoplamiento del sistema con el mundo

exterior. No obstante, la relacion A = 7,,/7¢, puede variar en un amplio rango.

Buena parte de este pesimismo se ha disipado con el descubrimiento de la computacién
cuéntica tolerante a fallos (Fault-tolerant quantum computation, FTQC). El descubrimiento
de la correccién cuéntica de errores ha mejorado las perspectivas a largo plazo para la tec-
nologia de la computacién cuéntica. El codificado de la informacién se puede ver protegido
de los errores que surgen, debido a la interaccién no controlada con el medio ambiente, o de-
bido a la implementacion imperfecta de las operaciones de logica cuédntica. La recuperacién
del estado debido a errores puede trabajar con eficacia, aunque ocasionalmente se producen
errores durante el procedimiento de recuperacién. Ademés, la informacién cuéntica codificada
puede procesarse sin la propagacién de errores graves. En principio, una computaciéon cudntica
arbitrariamente larga se puede realizar de forma fiable, siempre que la probabilidad promedio
de error por la puerta sea inferior a un cierto valor critico, el umbral de precision. Puede ser
posible incorporar tolerancia a fallos intrinsecos en el diseno de hardware de la computacién
cuéntica, tal vez al recurrir a interacciones topolégicas de Aharonov-Bohm en procesos de

informacién cuantica.
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2.6. El paralelismo cuantico

El paralelismo cuantico surge de la capacidad de un registro de memoria cuantica de poder
estar en una superposicion de estados de la base. Cada componente de esta superposicién
puede considerarse como un solo argumento de una funcién. Una vez ejecutada la funcion,
ésta se ejecuta en cada una de las componentes de la superposiciéon. Dado que el ntimero de
estados posibles es 2", donde n es el nimero de qubits en el registro cuantico, en un ordenador
cuantico se puede realizar una operacién para la que seria necesario un niimero exponencial
de operaciones en un ordenador clasico, es decir se transforma un problema exponencial en
polinomial. Esto es fantastico, pero en cuanto mayor es el nimero de estados superpuestos en
el registro, menor es la probabilidad de que al hacer una medida, resulte un valor particular.

La computacion de la funcion f corresponde a una evolucion unitaria Uy que transforma
|a)|b) en |a)|b® f (a)). Si el registro de entrada es una superposicion de valores Y,cala),

a)|f (a)). Al

actuar Uy una vez, todos los valores de f estaran en superposicion Y,cala)|f (a)) de estados

aplicando Uy con =0, por linealidad de las evoluciones cuénticas, la salida serd

entrelazados en los registros de entrada y salida.

2.7. Teoria de la informaciéon cuantica

La informacién cuantica trata las nociones clasicas de fuente y canal, asi como de las técni-
cas de codificacion, destacando la compresion y el célculo de entrelazamiento y las capacidades
de los distintos canales.

Fisicamente, un canal cuantico puede describirse como la transferencia de un cierto sis-
tema cuantico desde el emisor hasta el receptor. Si durante la transferencia, la informacién
permanece intacta y sin perturbacion, el canal es sin ruidos, si el sistema cuéntico interactta
en ruta con algin otro sistema, de forma que la informacién queda perturbada el resultado
es un canal con ruido cuantico. Los canales cuanticos pueden ser utilizados para transportar
informacion clésica, y, si no son demasiado ruidosos, son aptos para transmitir estados cuan-
ticos intactos y compartir entrelazamiento entre partes separadas en distancia. A diferencia
de los canales clésicos, que estan debidamente caracterizados por una capacidad tnica, los
canales cuénticos tienen varias capacidades diferentes. Estos incluyen una capacidad clasica
C, para la transmision de informacion clasica, una capacidad cuantica @, para la transmision
de estados cuanticos de manera fidedigna, una capacidad cuéntica asistida clasicamente, Q2,
para transmitir estados cuanticos de forma fidedigna con la ayuda de una doble via clasica en
ambos sentidos y, por ultimo, Cg que es la capacidad clasica asistida por entrelazamiento, que
definimos como una capacidad de canal cuéntico para transmitir informacién clésica con la
ayuda ilimitada de entrelazados puros, compartidos previamente, entre emisor y receptor [56).
En la mayoria de los casos se conocen so6lo las cotas superior e inferior de estas capacidades,

no la capacidad en si mismo [41,[13].
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En el caso de pares de particulas entrelazadas, compartidas entre dos partes, entre el emisor
y el receptor no se atribuye ninguna capacidad para transmitir informacion clasica, ni puede
crecer la capacidad de un canal clasico més alla de lo que habria sido sin el entrelazamiento.
Esto se deriva del hecho de que la manipulacién local de uno de los dos subsistemas entrelaza-
dos, no puede influir en la expectativa de cualquier observable local del otro subsistema [33].
Esto, a veces, se denomina restriccién de la causalidad, ya que su violacién haria posible el
envio de mensajes al pasado.

Por otra parte, es bien sabido que el previo entrelazado puede mejorar la capacidad clésica
de los canales cuanticos. En el efecto conocido como c6digo denso, descubierto por Wiesner [39],
la capacidad clasica de un canal cuantico sin ruido se duplica por entrelazamiento previo. En
otras palabras, Cg=2C, para cualquier canal cuantico sin ruido. Se demuestra que, para al-
gunos canales, esta mejora persiste, e incluso aumenta, cuando el canal se hace mas ruidoso,
incluso después de que el canal se ha vuelto tan ruidoso que sus capacidades cuanticas, @ y Q2,
desaparecen, y los canales pueden ser simulados por acciones locales y comunicacién clasica
entre el emisor y el receptor. Esto es, tal vez sorprendente, ya que podria parecer que cualquier
canal cuantico, que pudiera simularse clasicamente, deberia comportarse como un canal clasico
en todos los sentidos, en particular, no tener una mayor capacidad por entrelazamiento previo.
De hecho, no hay contradiccién porque, incluso, cuando un canal cuantico puede ser simulado
clasicamente, la simulacién, necesariamente, implica una cierta cantidad de comunicacién cla-
sica progresiva desde el emisor al receptor, y esta informaciéon nunca es menor que la capacidad
del canal asistido por entrelazado. Asi, para cualquier canal cuéntico, C' < Cg < FCCC, donde
FCCC es el coste de la comunicacién clasica favorecida, es decir, el avance de la capacidad

clésica necesaria, junto con otros recursos, para simular el canal cuéntico.

2.8. Compresiéon cuantica

Existe analogia entre la teoria clésica y la cuantica en las técnicas de codificaciéon de fuentes
y canales. Supongamos que se muestrean n caracteres de un alfabeto finito Y, dando una
distribuciéon de probabilidad p. En teoria de la informacion clasica, la entropia de Shannon de
cada caracter es H = — Y p(a)logp (a). La tasa de compresion es el cociente entre la longitud
de una cadena sin comprimir y la longitud cuando estd comprimida. Hay muchos algoritmos
para la compresiéon de datos en el dominio clésico.

Un algoritmo de compresion de datos tan eficiente como ampliamente utilizado se debe a
Ziv y Lempel [99]. Es un simple algoritmo de compresion sin pérdida lineal en el tiempo, que
tiene una tasa de compresion asintotica, al acercarse a la entropia de la fuente, es decir permite
que una cadena de longitud n, se comprima sin pérdida, en una cadena de bits de longitud que
se aproxima asintoticamente a Hy (p)n al crecer n. En el primer paso, utilizan un esquema
de analisis para codificar la cadena de origen en prefijos inicos. En el segundo paso, se utiliza

esta informacioén codificada para recuperar la cadena original sin error.
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Desafortunadamente, desarrollar una analogia cuéntica de compresiéon de datos, de Ziv y
Lempel, en el dominio clésico, no es trivial, pues al conservar la traza de prefijos, se requieren
miltiples mediciones de los qubits, que hace la operacion irreversible. La misma dificultad
aparece en el resto de los algoritmos de compresion clasica conocidos [99).

Para disminuir, en lo posible, el ntimero de qubits utilizados para la comunicaciéon y alma-
cenamiento cuanticos, puede ser muy ventajoso utilizar métodos de compresion. Holevo [145|
y Fuchs y Cuevas [121], tienen resultados que implican que los métodos cuanticos no pue-
den aumentar el ancho de banda para transmitir informacion clasica. Sin embargo, los estados
cuénticos entrelazados se pueden comprimir mucho més de lo que es posible via compresion sin
pérdida clasica. Segiun Schumacher [228], se supone que hay un conjunto de estados cuanticos
finitos (X'p), que es un estado mixto que consiste en un namero finito de estados Y = [|ag)
........ ‘a‘g|,1>], donde |a;) tiene una probabilidad p;. El compresor acttia sobre los bloques de n
qubits (lo que es un compresor de bloque), componiendo el conjunto (3'p): la matriz densidad
de (X'p) es p = > pila;){a;| donde |a;){a;| es el operador que proyecta sobre |a;). La entropia
de von Neumann [255,228], correspondiente a (X'p) es Hyn (p) = —T'r (plog p), donde Tr es la
traza del operador. En general, la entropia de Shannon, H (p), es mayor o igual que la entropia
de von Neumann. Estas entropias son iguales solo cuando los estados en Y son ortogonales.

La compresion y descompresion unitarias han de conservar el ntmero de bits (algunos de
los cuales se ignoran). Una compresion cuantica de n a n’ es una transformacion unitaria que
asigna a cadenas de n qubits, cadenas de n’ qubits. Los primeros n/, que salen del compresor,

! se descartan.

se toman como la versién comprimida de su entrada, y los restantes, n — n
Una descompresiéon de n’ a n es una transformacién unitaria que asigna cadenas de n qubits
a cadenas de n/ qubits; los primeros n’ que entran al descompresor son la versiéon comprimida
de los n qubits sin comprimir, y los restantes n — n’ qubits son todos 0. La fuente para el
esquema de compresiéon se supone que es una secuencia de n qubits muestreados de forma
independiente, a partir de los (3'p). La emision que se observa es el resultado de la compresion
de los primeros qubits de entrada, a continuacién los descomprime y, finalmente, mide los
resultados (sobre una base que contiene n entradas). La fidelidad del esquema de compresion
es la probabilidad de que el producto observado sea igual al de entrada original (es decir, la
probabilidad de que los qubits sean los originales, correctamente recuperados, de los qubits
comprimidos). El objetivo a conseguir es una compresion cuéntica con alta fidelidad y alta

relaciéon de compresion.

2.9. Correccion de errores

Sabemos que los estados cuénticos son muy delicados. La principal diferencia entre un es-
tado cuantico y un estado clésico es que un estado cuantico puede estar en una superposicién
de multiples estados clasicos diferentes. Sin embargo, cualquier medida de la superposicién

derrumbaréa el estado cuantico en uno de los estados clasicos de sus componentes. De hecho,
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la mayoria de las interacciones con el medio ambiente actiian como una medida, con el consi-
guiente colapso del estado. Esta es la razéon de que el mundo a escala humana se vea cla-
sico: los objetos grandes interaccionan, por poco que sea, con su entorno, por lo que estan
constantemente colapsando en sus estados clasicos. Este proceso se conoce por decoherencia.

La decoherencia es un gran problema para un ordenador cuantico. Si no podemos detener
su interaccién con el medio ambiente, no serd mejor que un ordenador clasico. Detener la
decoherencia es el mismo problema que detener el ruido. La soluciéon al problema es usar
un coédigo de correcciéon de errores cuénticos. El cédigo clasico de correccién de errores, més
sencillo, es el cddigo de repeticion. Nos codifica un 0 como 000 y un 1, como 111. Entonces, si
cambia un s6lo bit, se obtendria el estado de 011, pudiendo deducirse que el estado inicial era
el 111.

Para un coédigo cuéntico, necesitamos un bit méas. Los signos de los estados en una super-
posicién cudntica son importantes, por lo que necesitamos poder corregir errores de signo, asf

como errores de cambio de bit. Para ello, podemos utilizar nueve qubits en lugar de tres:

|0) — (|000) + [111)) ® (|000) + |111)) ® (|000) + |111)), (2.27)

1) — (J000) — [111)) ® (|000) — [111)) ® (|000) — [111)). (2.28)

A continuacion, mediante la comparacion de los qubits dentro de los bloques de tres,
podemos detectar errores de cambios de bit, y al comparar los signos de los tres bloques,
podemos detectar errores de signos. Utilizando este c6digo, es posible corregir un error cuantico
en un qubit arbitrario.

Este es el codigo cuantico mas simple. Se conocen muchos mas, existiendo, ademas, una
teoria bien desarrollada de c6digos de correcciéon de errores cuanticos.

Si queremos preservar un estado cuéntico por largo tiempo, sin hacer ningun célculo, o, si
queremos enviarlo a través de un canal de comunicacién con ruido, podemos codificar el estado,
utilizando un codigo cuantico y descodificarlo cuando hayamos terminado. Si queremos hacer
el calculo en un estado, con puertas con ruido, necesitamos saber cémo realizar operaciones en
los estados que ya estan codificados. Por otra parte, habra que hacerlo de tal manera que, no
se introduzcan més errores que no se puedan corregir. En otras palabras, necesitamos que la
computacion sea tolerante a fallos [239}240}212}138}236,8,(157].

2.10. Fotones entrelazados como recurso en computaciéon y co-
municacién cuanticas
El entrelazado cuantico se ha convertido en un recurso importante para muchas tareas que

procesan informacién cuantica, como la computacién cuantica, 6 la comunicacién cuantica.

Desde el primer momento, el entrelazamiento demostré ser una herramienta esencial para
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la fisica cuéntica, tanto en la teorfa como en la practica: desde un principio, las practicas
experimentales del entrelazado de pares de fotones se utilizaron para demostrar la naturaleza
cuantica de las correlaciones de polarizacion, y entre otras aplicaciones probar el teorema de
Bell. Una vez descubierto el procesamiento de la informacién por medio de la fisica cuantica, en
parte provocado por la introduccién de la criptografia cuantica y, por lo tanto, el principio de
la ciencia de la informacion cuantica, el entrelazado, se ha ganado el derecho de ser un recurso
fundamental, como un canal para la comunicacién cuantica, por ejemplo, para la teleportaciéon

cuéntica, o la codificacién densa cuantica, o como un recurso en la computacién cuéntica.

La codificaciéon densa es una forma de transmitir dos bits de informacién por medio de sélo
una de dos particulas entrelazadas, cada una de las cuales, individualmente, puede llevar s6lo
un bit de informacion [39)]. La idea bésica de teleportacion cuantica es transferir el estado de
un sistema cuéntico a otro sistema cuéntico, localizado a distancia, habiendo sido propuesto

por: Bennett, Brassard, Crépeau, Jozsa, Peres y Wootters [33].

La optica cuantica ha probado, con mucho éxito, la implementacion, tanto de la codificacion
densa como de la teleportaciéon cuéantica. Los dos ingredientes cruciales para las implementa-

ciones Opticas son: la fuente de fotones entrelazados y los analizadores de estados de Bell.

En [195] se presenta la demostracion experimental de la codificacion densa cuantica. En
[63,33] se describe el experimento de la teleportacion cuantica realizada en Innsbruck, en el cual,
el estado de polarizacién de un fotén es teleportado, utilizando un par de fotones entrelazados
como auxiliar. En [211] se describe el experimento propuesto por Popescu realizado en Roma
[55] en el cual, el estado de polarizaciéon preparado en uno de los fotones de un par entrelazado

en momento es transferido a su pareja localizada a distancia.

2.11. Codificaciéon densa

La capacidad de un solo qubit para una comunicacién clésica no puede ser mayor de un bit.
Para establecer la capacidad méxima, el emisor, Bob, prepara el qubit en uno de los estados |0)
6 |1) con igual probabilidad. El receptor, Alicia, puede distinguir perfectamente estos estados
ortogonales, mediante una medida en la base conveniente y adquiere, consecuentemente, un bit
de informacion. Segun el teorema de Holevo [144], si Bob intenta codificar més informacion en
el qubit utilizando senales con estados no ortogonales, Alicia no podré distinguirlos suficiente-
mente, para obtener més de un bit de informacién sobre la identidad de la senal. Sin embargo,
si el qubit esta entrelazado con otro qubit, por ejemplo, [¢y~) = (1/4/2) (J01) — |10)), entonces,
se puede utilizar para comunicar dos bits de informacion clasica desde Alicia a Bob. Este es
el proceso de codificacion densa ideado por C.H. Bennet and S.J. Wiesner [39], doblando la

capacidad de informacion, al utilizar un qubit entrelazado con otro.

Alicia y Bob estan separados, sin importar la distancia, compartiendo un par de qubits
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entrelazados, en el estado:

_ L
V2

Con este estado, Bob puede preparar cualquiera de los estados de Bell, manipulando local-

[v7) (101) — [10)). (2.29)

mente su qubit, con las operaciones:

10
Up =1 = , 2.30
00 (0 1) (2.30)

U01:Z:<1 0 ) (2.31)

Up=-X = ( 0 -1 ) , (2.32)

-1 0

0 -1
Ui = —iY = , 2.33
11 (1 0 ) (2.33)

donde I es la identidad, y X, Y, y Z son las matrices de Pauli. De este modo, el estado de los

dos qubits queda en uno de los siguientes estados entrelazados:

) ap = 5(01) — 10)), (2.34)
%) 45 = 5(01) +[10)), (2.35)
67)ap = J5(100) — [11)), (2.36)
6%)ap = J5(100) + [11)). (2.37)

Con lo que, para comunicar dos bits, ij, Bob aplica U;; a su bit y lo envia a Alicia,
que, al recibirlo, realiza una medida de Bell sobre el estado conjunto de las dos particulas,

distinguiendo asi los cuatro estados, y sabré los valores de ¢ y 7.

Como vemos, la codificacién densa es una comunicacién asistida por entrelazamiento, y
muestra que, para un canal sin ruido de un qubit, la capacidad clésica asistida por entrela-
zamiento es, Cg=2, mientras que, las capacidades clasica y cuantica, respectivamente, son,
C=@=1. Sorprendentemente, el cociente Cg/C aumenta al aumentar el ruido, y de hecho,
puede alcanzar valores tan grandes, para canales con mucho ruido, que su capacidad cuantica,

@, v su capacidad cuantica asistida clasicamente, (J2, se hagan despreciables.
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2.12. Teletransporte

Suponemos que Alicia tiene un foton en el estado ), = a|H); + B|V),, de identidad
desconocida para ella, el cual desea transferir a Bob, para comunicarle la informacion que
dicho estado posee. |)), puede ser un estado fundamental, a medio camino de una computacion
cuéntica, y Bob va a completar la computacion en su computadora cuéntica. Si Alicia intenta
identificar el estado, entonces, irrevocablemente, destruirda la mayor parte de la informacién
cuéntica, resultando inutil el esfuerzo computacional inicial.

Si Alicia conociera la identidad del estado [¢),, ella podria enviar a Bob una descripcion
del mismo, por medios convencionales clasicos. Bob podria entonces reconstruir [¢); en su
laboratorio. Sin embargo, éste es un medio poco eficiente de comunicar el estado de un qubit,
cuando Alicia necesite enviar una gran cantidad de informacion clasica, si Bob quiere conseguir
una razonable seguridad para la reconstruccion de [¢);.

Alicia siempre podria colocar su qubit en una caja segura, blinddndola de un posible ruido
ambiental, y enviar el qubit intacto a través del espacio a Bob. ;Pero hay alguna otra forma
de comunicar la informacion cuantica completa de [¢),7 El entrelazado cuantico puede servir
como canal para la transmisiéon de informacién cuantica. Este es el proceso de teleportaciéon
cuédntica que ahora exponemos.

Supongamos que Alicia y Bob comparten algunos entrelazados cuanticos, en la forma del
estado EPR, [t )3 = (1/V2)(|H),|V)3 — |H)3|V),) , como en la codificacion densa. Alicia
también posee un qubit extra en el estado desconocido [1),, que es el estado a transferir a

Bob. El estado del sistema sera:

V7)ol H)z + BIV)3) — %’T/’+>12(0‘|H>3 = BIV)3)
¢+>12(—ﬁ|H>3 ‘|‘0‘|V>3)-

) 195 = 1)1 @ [ )95 = —3

2.38
+5107)15(BIH)s + alV)y) + 3 (2.38)

Si Alicia realiza una medida de Bell en sus particulas, todos los resultados tienen la misma
probabilidad. Esta medida no le da a Alicia ninguna informacién sobre la identidad del estado
|1),, quedando la particula de Bob, respectivamente, en el estado (—1)ij+1 Uij|)s, para (i, j) =
0,1. Las expresiones de U;;, vienen dadas por las ecuaciones a .

Lo importante es que, la particula de Bob, una vez aplicada la transformaciéon resenada, es
|¥),. O sea que, si Alicia envia los dos bits, 7j, de informacion clésica, resultante de la medida
de Bell, Bob podra aplicar la correspondiente transformacion inversa —U;; a su particula,

restaurando el estado [1),, en cada caso.

2.13. Destilado

El entrelazamiento por destilacion o purificacion [28,/404109,175|/128| indica la obtencion de

pares de qubits fuertemente entrelazados, partiendo de un nimero mayor de pares débilmen-
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Figura 2.2: Esquema bésico de teletransporte cuantico.

te entrelazados. El objetivo es compartir qubits fuertemente correlacionados entre las partes
distantes, con el fin de permitir que la teleportacion [331/63,204L122,55] cuéntica o la criptogra-
fia [112,69,246| cuantica sean fiables. Todos los métodos de purificacion requieren que las dos
partes realicen en sus sistemas so6lo operaciones locales y que se intercambie entre ellos infor-
macion clasica, solamente, sin transferencia de los qubits adicionales. Las operaciones locales
posibles incluyen: (i) transformaciones unitarias, con lo que cada parte entrelaza las particulas
de que dispone; (ii) proyecciones no unitarias, con lo que cada parte mide una porcion de sus
particulas proyectando, asi, el resto del sistema en un nuevo estado. Estas proyecciones son,
generalmente, seguidas de una comunicacién clasica de los resultados medidos entre las partes.
Otra operacion no unitaria es el filtrado [39], por el que un par, con cierta probabilidad que
depende del estado, se descarta o se conserva después de cada proyeccion.

Supongamos que a Alicia y a Bob, en lugar de suministrarles una copia simple de un estado
|t)), se les suministra un gran ntmero de copias. La idea de entrelazamiento por destilacion
es convertir un numero grande de copias de un estado puro conocido [¢), en tantas copias
del estado de Bell (1/4/2)(|00) + |11)) como sean posibles, utilizando operaciones locales y
comunicacion clasica (LOCC), no se requiere un éxito total, pero si una alta fidelidad. Dilucién
de entrelazado es el proceso inverso de utilizar LOCC para convertir un gran nimero de copias
del estado de Bell (1/v/2) (|00) + |11)) en copias |1), de nuevo, con alta fidelidad, donde hay
disponible un gran nimero de copias del estado de Bell. Si asumimos que el entrelazado es un

recurso fisico, como tal, seria posible su cuantificacién, tal como cuantificamos otros recursos
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como la energia y la entropia. Supongamos que cogemos el estado de Bell (1/+/2) (]00) + [11))
como unidad estandar de entrelazamiento. Podemos asociar una medida de entrelazamiento a
un estado cuantico |1) de igual forma que asociamos una masa a un objeto.

Para definir la cantidad de entrelazado presente en un estado puro, imaginemos que se nos
da un gran namero 7, de estados de Bell, (1/v/2) (J00) + |11)), y nos piden producir tantas
copias de [1)) como sea posible, utilizando LOCC. Si el namero de copias de |¢)) que se puede
producir es m, definimos el entrelazado de formaciéon del estado [1), como el limite de la
relacion n/m. Podemos considerar el proceso inverso, partiendo de m copias de |¢)) y obtener
n copias de (1/4/2) (]00) + |11)) mediante LOCC, y definir el limite de la relacion n/m como
el destilado del entrelazado. Estas dos definiciones dan el mismo ndmero. El entrelazado de
formacion y la destilaciéon dan, exactamente, lo mismo.

Hemos definido el entrelazado por destilacion para estados puros, pero no hay razén para
que la definiciéon no pueda ser extendida a estados mezcla. Supongamos un estado p de un
sistema de dos qubits pertenecientes a Alicia y a Bob, respectivamente. Ambos tienen un gran
ntmero, m, de copias de estos estados y, mediante LOCC, intentan convertir estos estados en el
mayor nimero posible, n, de estados de Bell, con alta fidelidad. El entrelazado por destilacion,
D(p), es el limite de n/m para el mejor protocolo de destilacién posible. Ahora, imaginemos
que Alicia intenta enviar informacién cuéntica a Bob, por medio de un canal cuéntico con
ruido. Alicia prepara un gran numero, m, de estados de Bell, y envia la mitad de cada par a
través del canal. Supongamos que la accién del ruido es crear el estado p, por lo que, Alicia y
Bob acaban compartiendo m copias de p. A continuacion destilan entrelazados, produciendo
D(p) pares de Bell. Por ultimo, Alicia puede teleportar a Bob un ntimero igual a mD(p) qubits,

utilizando los pares de Bell que comparten.

2.14. Criptografia

Mientras que la criptografia clasica emplea diversas técnicas mateméticas para evitar que
los espias conozcan el contenido de los mensajes cifrados, no pudiendo garantizarse una segu-
ridad absoluta de la informacion, en la criptografia cuantica los contenidos estan protegidos
por las leyes de la fisica, asi, el principio de incertidumbre de Heisenberg y el entrelazamiento
cuantico pueden ser explotados en un sistema de comunicaciéon segura [29]. La criptografia
cuéntica proporciona los medios a las dos partes, emisor y receptor, para intercambiar una
clave de cifrado en un canal privado, con la seguridad completa de la comunicacion.

Existe abundante bibliografia que abarca tanto aspectos teéricos como experimentales de
la criptografia cuantica [129,267.(3}2}4,10,/14L/15,/19,164|18},20, 21,22} 27,32.35L 37,36, 42} 43}, 44,
46,47.48L[51].

Hay, al menos, tres tipos de sistemas criptograficos cuénticos para la distribucién de claves,

estos son:

1. (A) Criptosistemas con codificacién basada en dos observables que no conmutan pro-
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puestos por S. Wiesner, y por C.H. Bennett y G. Brassard, protocolo BB84 [261},38,31].
Posteriormente se han propuesto muchos protocolos teéricos sobre distribuciéon de clave
cuéntica [129}34}|70,/71] ademas, con la mecanica cuantica se puede realizar otras formas

de cifrado, como la comunicacion cuantica segura y directa |235426374,59,/105L[106,258|.

2. (B) Criptosistemas con la codificacion basada en el entrelazamiento cuantico y el teorema
de Bell, propuestos por A.K. Ekert [112,/113].

3. (C) Criptosistemas con la codificacién basada en dos vectores de estados no ortogonales,

propuesto por C.H. Bennett [30].

El sistema criptografico cuantico (A) incluye: un transmisor, Alicia y un receptor, Bob. El
emisor puede utilizar el transmisor para enviar fotones en una de las cuatro polarizaciones:
0, 45, 90, 6 135 grados. El receptor, en el otro extremo, utiliza un detector para medir la
polarizacién. De acuerdo con las leyes de la mecénica cuéntica, el detector puede distinguir
entre polarizacion rectilinea (0 y 90 grados), o puede ser rapidamente reconfigurado para
discriminar entre polarizacion diagonal (45 y 135 grados). Nunca puede distinguir entre ambos
tipos. La distribucién de claves requiere varios pasos. El remitente envia fotones con una de
las cuatro polarizaciones que elige al azar. Por cada fotén transmitido, el receptor elige al azar
el tipo de medida: el tipo rectilineo o el tipo diagonal. El receptor registra los resultados de las
mediciones, pero los mantiene en secreto. Posteriormente, el receptor anuncia publicamente el
tipo de medida (pero no los resultados) y el remitente le dice al receptor qué medidas fueron
6 no del tipo correcto. Las dos partes (el emisor y el receptor) mantienen todos los casos en
los que las mediciones del receptor eran del tipo correcto. Estos casos se traducen en bits (1
y 0) y, por lo tanto, convertidos en la clave. Un escucha esta obligado a introducir errores de
esta transmision, porque él/ella no sabe, de antemano, el tipo de polarizacion de cada foton y,
la mecanica cuéntica no le permite adquirir valores de dos observables que no conmutan (en
este caso polarizaciones rectilinea y diagonal), toda la informacion obtenida por un tercero no
autorizado, va unida a un aumento de la tasa de error del bit cudntico (QBER) de los datos
transmitidos, que se puede comprobar con un subconjunto adecuado de los datos.

Mientras el QBER de la clave, después de la comprobacién de uso de la misma base, esté
por debajo de un umbral determinado, dependiendo de la estrategia utilizada por el espia [120)],
Alicia y Bob todavia pueden destilar una clave segura por medio de la correccién de errores
clasica y los protocolos de ampliacion de privacidad [31]. Esta clave secreta puede ser utilizada
junto con one-time-pad (OTP, es un tipo de cifrado que se ha demostrado imposible de romper
si se usa correctamente) para intercambiar de forma confidencial mensajes de forma segura y
con privacidad.

Finalmente, los dos usuarios prueban si han sido espiados, revelando un subconjunto alea-
torio de los bits de la clave, comprobando la tasa de error resultante. Aunque no puedan evitar

la intercepcién, nunca seran enganados por un curioso, porque de todos modos, el esfuerzo que
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hiciera para aprovecharse del canal, seria detectado. Cada vez que no estan satisfechos con la
seguridad del canal se puede tratar de establecer de nuevo la distribucién de claves.

La idea bésica de la criptografia (B) es la siguiente: mediante la correspondiente fuente se
genera una secuencia de pares de fotones correlacionados. Cada parte, Alicia y Bob, detecta
un miembro de cada par cuya polarizaciéon miden, utilizando al azar las bases rectilinea y
diagonal. Las dos partes conservan los datos obtenidos en las respectivas medidas cuando las
bases coinciden. Un escucha, en esta comunicacion, tendria que detectar una particula, medir
su polarizacién, y retransmitirla, para que su presencia siga siendo ignorada. Sin embargo, el
acto de la deteccidon de una particula de un par destruye su correlaciéon cuéntica con la otra, y
las dos partes pueden comprobar si esto se ha hecho, sin revelar los resultados de sus propias
medidas, al comunicarlo a través de un canal publico.

El papel de una fuente de creacion de pares entrelazados, no es sélo generar dos fotones al
mismo tiempo sino que posibilita, mediante la correlaciéon cuéntica, generar una clave idéntica
entre el emisor y el receptor, y detectar la presencia de un espia mediante la comprobaciéon de
la desigualdad de Bell. El montaje es similar exceptuando que Alicia y Bob deben de elegir
entre tres bases diferentes. Dependiendo de las bases elegidas para cada par de fotones los
datos medidos se utilizaran para establecer la clave, para probar la desigualdad de Bell o son
desechados.

La seguridad del protocolo Ekert es muy facil de entender: si un espia consigue algtn
conocimiento sobre el estado de los fotones que viajan a Bob, anade algunas variables ocultas
(ocultas en el sentido de que sblo él conoce su valor). Si el espia tiene un conocimiento completo
de todos los estados, el conjunto de fotones analizados por Bob puede describirse por las
variables ocultas, y no se viola la desigualdad de Bell. Pero si Eva sélo tiene un conocimiento
parcial, la violacién es menor que la maxima, y si no tiene informacién de todas las filtraciones,
Alicia y Bob observaran una violacién maxima.

El protocolo de Ekert no es muy eficiente en relacion al niamero bits transmitidos/longitud
de la clave. Como fue senalado por Bennett et al. [34] y por Ekert et al. [113], en 1992, los
protocolos ideados para fotones simples también se pueden utilizar basandonos en entrelaza-
miento. Esto no es sorprendente si se tiene en cuenta la accién de Alicia como una preparacion
de un estado no local del foton que viaja a Bob. Curiosamente, resulta que, si la perturbaciéon
del canal cuantico (el QBER) es tal que el conocimiento mutuo de la informacion de Shannon
entre Alicia-Bob es igual a la informacién maxima de Shannon de Eva, entonces la desigualdad
de Bell, no puede ser violada ninguna vez [120,/130].

Por otro lado, para realizar distribuciéon de claves cuanticas entre mas de dos usuarios,
se necesitan protocolos multipartitos de criptografia cuéantica, por ejemplo, compartiendo el
secreto cuantico (Quantum Secret Sharing, QSS), asi como la criptografia cuantica del tercer
hombre (QTC) |275]. Es de destacar que, la mayoria de los protocolos existentes de QSS usan
estados entrelazados [266}153,[249,97,(107,250,166|,104.|103].






Capitulo 3

EXPERIMENTOS DE
COMUNICACION CUANTICA CON
PDC

3.1. Introducciéon

Desde un punto de vista experimental, se hace necesario encontrar una forma til y sencilla
de crear estados entrelazados, con los cuales, construir sistemas eficientes de manipulacién de
la informacién cuéntica. En este sentido, la naturaleza ha jugado un papel fundamental en
la generaciéon de entrelazamiento mediante el proceso de conversién paramétrica a la baja
(PDC), el cual se sustenta en las propiedades no lineales de un cristal birrefringente. Este
proceso ha sido, y es en la actualidad, uno de los pilares en que se sustenta la experimentaciéon
en informacién cuantica con fotones.

En este capitulo se hace una revision del proceso de conversion paramétrica a la baja, y de
los experimentos realizados en el campo de la comunicacién cuéntica con fotones entrelazados
generados en PDC. En la seccién [3.2] resumimos las caracteristicas de la conversién paramétrica
a la baja tipo I y tipo II. En la seccién hacemos una revisién de los experimentos para
la medida de los estados de Bell, y finalmente, en la seccion abordamos los experimentos

realizados en criptografia cuantica y en teletransporte.

3.2. La Conversiéon Paramétrica a la Baja

En la Conversién Paramétrica a la Baja un laser de luz monocromaética incide sobre un
cristal con una susceptibilidad eléctrica no hnea 2 (magnitud tensorial de orden 2), dando
lugar a una radiacién visible en forma de anillos de diferentes colores, alrededor del eje del
haz incidente. Esta radiacién estda formada por pares de haces conjugados que verifican las

denominadas condiciones de emparejamiento y con una alta correlacién temporal, pues los

!Las no linealidades aparecen s6lo en los materiales con centro no simétrico. Algunos de los cristales méas
utilizados son PDK (KD2PO4), LiIO3, KNbO3 y BBO (BaB204).

31
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fotones, conocidos como: senal y gemelo, salen casi simulténeamenteﬂ

La creacion espontéanea de fotones en interacciones no lineales fue descubierta por Burnham
y Weinberg [68], en 1970. Este fenémeno no tiene explicacién con la 6ptica clasica no lineal,
donde se necesitan dos entradas de diferentes frecuencias para que en el cristal se produzca
una onda cuya frecuencia sea la diferencia entre las frecuencias incidentes. Por esta razon, se
utiliza frecuentemente el término de Spontaneus parametric down conversion, donde se enfatiza
el caracter espontaneo del fené6meno, que en una visién corpuscular de la radiaciéon se interpreta
a partir de la division de un fotén del laser en dos fotones de menor frecuencia, verificindose
las condiciones de conservacién de la energia y el momento en la escision del foton. Asi, a
partir de un fotén incidente, perteneciente a un haz (vector de onda k, y frecuencia v,,), las
dos componentes de polarizacién recorren caminos 6pticos diferentes para producir dos fotones
emergentes, denominados comtunmente sefial y gemelo, de momentos kg y k;, y frecuencias vy y

v;, respectivamente, correlacionados en polarizacion, y que emergen en direcciones conjugadas.

CRISTAL NO
LINEAL Ki

Ks

Figura 3.1: En el proceso de conversiéon paramétrica a la baja, un fotén incidente de momento k, y
frecuencia v, da lugar a dos fotones emergentes de momentos k; y ks, y frecuencias v; y v,. La PDC no
tiene explicacion con oOptica clasica no lineal, donde hace falta dos entradas de diferente frecuencia, para
generar a la salida un haz a la diferencia de frecuencias. Como veremos en el capitulo|5] la consideracién
de la radiacién de punto cero a la entrada del cristal es el elemento que se necesita para una descripcién
completa del fenémeno en términos clésicos.

El cristal no cambia de estado en el proceso, de modo que se conserva el momento lineal y

la energia, lo que da lugar a las condiciones siguientes (phase matching):

Vp = Vs + 1, (3.1)

k, =k, + ki. (3.2)

En los experimentos se usa normalmente el caso degenerado, donde los fotones emergentes

2La ecénica cuantica predice que existe cierta probabilidad de que un fotén del laser se descomponga en dos
fotones que salen del cristal practicamente al mismo tiempo, pues ambos se producen dentro de su tiempo de
coherencia, el cual es del orden de 100 fs. La tasa de la conversién es lineal con la intensidad del laser y con
las magnitudes de las componentes de x?) y, en general, es muy bajo, del orden de 10'° fotones por segundo
de luz convertida con un cristal de unos pocos milimetros de longitud.
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tienen la misma longitud de onda,
Ai = As = 2X,. (3.3)

Hay dos tipos de conversion paramétrica a la baja, conocidas como tipo I y tipo II, respec-

tivamente, dependiendo de la polarizacion de los fotones emergentes, figura (3.2)).

Figura 3.2: Los dos tipos de PDC: en el PDC tipo I senal y gemelo tienen igual polarizacion y en el
PDC tipo II, tienen polarizaciones ortogonales, una ordinaria y la otra extraordinaria.

3.2.1. PDC tipol

En el PDC tipo I los fotones emergentes tienen la misma polarizacién lineal, ortogonal a la
polarizacién del haz incidente, de modo que los fotones se generan en un estado de polarizacién
bien definida. En la figura se muestra el esquema de las experiencias basadas en
fotones generados con PDC tipo I, para la violacion de desigualdades de Belﬂ Con la idea de
generar entrelazamiento en polarizacion, se rota 90° la polarizacion de uno de los haces (usando
una placa de media onda, HWP) y se hacen coincidir sendos haces en un separador de haz,
de igual transmisividad y reflectividad (ver ﬁgura. Los fotones inciden sobre analizadores
cuya orientacion se puede modificar y luego se detectan (deteccion de un canal).

Sin embargo, en estos experimentos se necesitaba un proceso de post-seleccion dado que el
estado de los fotones que salen de la fuente es un estado separable (no entrelazado), y con el
BS tampoco se consigue entrelazamiento, dado que se superponen en un estado factorizable las
cuatro posibilidades de polarizacion, HH, VV, HV, VH. Sélo con un proceso de post-seleccién
se seleccionaban las amplitudes de probabilidad correspondientes a la situaciéon en que los
fotones salen por caminos distintos en el BS (50 % de los casos). Posteriormente, se propuso
un esquema basado en el uso de dos cristales birrefringentes con ejes ortogonales entre si para
producir, mediante la PDC tipo I, pares de fotones hiperentrelazados en polarizaciéon y en

momento [163], lo que otorgd a la conversion tipo I un papel relevante en el problema de la

3La conversién tipo I se utilizé durante varios afios con la idea de contrastar desigualdades de Bell y, asi,
refutar las teorias de variables ocultas, y de alguna manera, intentar aclarar los aspectos conceptuales sobre el
determinismo o no de la teorfa cuéntica. Para mas detalle de estos experimentos y una revisiéon del problema
EPR y las variables ocultas locales, la tesis del Dr. Ramoén Risco de la Universidad de Sevilla , asi como
la referencia . Paralelamente, el tipo I se utilizo6 para los primeros experimentos en informacion cuéntica.
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medida de los estados de Bell, de gran importancia en comunicacién cuantica, tal y como

veremos en la seccion 3.3l
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M2
HWP
Y
X
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Figura 3.3: Esquema de las experiencias basadas en fotones generados por PDC de tipo I.

3.2.2. PDC tipo II

En la conversion tipo II, ambos fotones emergen con direcciones de polarizaciéon ortogona-
les entre si, ordinaria y extraordinaria |161], lo cual elimina la dificultad de generar estados
entrelazados a posteriori usando elementos 6pticos adicionales a la salida del cristal, y sobre
todo, el proceso de postseleccion en la deteccidon, lo cual resulta bastante discutible desde un
punto de vista tedrico [1]. En estos experimentos podemos diferenciar entre los que utilizan
conversion colineal, en la que dos conos, ordinario y extraordinario, se intersecan en una recta
en la direccion del haz incidente [218}234,233,1232,230|, y los de conversiéon no colineal en
los cuales los conos se intersecan en dos rectas. La conversiéon no colineal es una fuente de
estados entrelazados, debido a que el estado correspondiente a los haces en los que intersecan
los conos ordinario y extraordinario puede hacerse corresponder con uno de los estados de Bell,
en concreto, el estado singlete, utilizado por Bohm en su version de la paradoja EPR [162].
En la ﬁgura (a) se muestra la geometria del proceso PDC tipo II. Los fotones que salen del
cristal estdn en dos conos con vértice comtun en el propio cristal, y se distribuyen en conos a
lados opuestos de la direccion de incidencia. Los fotones, en cada cono, tienen polarizaciones
ortogonales entre si, un cono corresponde al rayo ordinario (0), y el otro al extraordinario (e).
En la interseccién de ambos conos, los fotones estén en un estado de superposiciéon de ambas
alternativas de polarizacion. Las trayectorias de los fotones entrelazados estan dadas por la
interseccion de los conos, figura (b) [161].
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La expresion general para describir el estad(ﬁ generado en el tipo II es [162]:

1
V2

Cada uno de los subindices 1 y 2 se refiere a uno de los fotones de la pareja, las direcciones

¥) [|H1, Va) + €' |Vi, Hy)]. (3.4)

de polarizacién ortogonales se indican como H y V), y la fase relativa puede ajustarse expe-

rimentalmente.

(b)

(@)

haces de fotones
entrelazados

Cristal no
lineal

Figura 3.4: Los fotones emergentes en la conversion tipo II estan en dos conos: un cono corresponde al
rayo ordinario (0) y el otro al extraordinario (e). Cuando se seleccionan los dos haces correspondientes a
la interseccion de los dos conos, la pareja de fotones que los representa se halla en un estado entrelazado
en polarizacion.

Utilizando una notacion caracteristica de la informacién cuéntica, y haciendo a = ,

tenemos el estado singlete:

_ b
V2

caracterizado por la invariancia rotacional, tan importante en el argumento de Bohm de la

v) [11)110)9 = [0)1[1)], (3.5)

paradoja EPR [111,/52,/53}/49,50]. El estado singlete, junto con los estados siguientes constituye
la base de Bell:

o) = ji[ml\o» + [0}, 1)), (3.6)
o) = é[mlmg - 10),[0),); 37

4La parte espacial del estado no se escribe en la ecuacion , dado que factoriza, y el entrelazamiento se
produce sélo en polarizacién. Para ser mas estrictos, habria que multiplicar tensorialmente por un término de la
forma |k.)®|ko), donde ke y ko, representan los momentos de los fotones emergentes. La consideracion del grado
de libertad correspondiente al momento serd necesaria en el capitulo[8]cuando se trate el hiperentrelazamiento
polarizacién-momento.
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_ 1
@7) = \ﬁ”1>1|1>2 = 10)110)5]- (3.8)

En la figura[3.5]se muestra como los fotones de un diodo laser, de longitud de onda 405nm
se dividen en dos fotones de menor energia 810 nm en un cristal no lineal BBO. Cada cono
en el esquema indica las direcciones posibles de emisién de los fotones, dependiendo de si el
foton es vertical u horizontal. En los puntos de cruce se produce una superposicion de un
par horizontal-vertical con un par vertical-horizontal, lo que da lugar a un estado singlete

maximamente entrelazado. Los cuatro estados de Bell se usaran de forma reiterada en todos

diodo laser

Figura 3.5: Detalles del proceso de conversién paramétrica a la baja tipo II. En el plano de la figura se
muestran las direcciones, horizontal y vertical, correspondientes a la polarizaciéon en la base rectilinea.

los capitulos de la tesis, debido a la gran importancia que tienen en todos los aspectos de la

comunicacioén cuéntica.

3.3. Medida de los estados de Bell (BSM)

La medicion de los estados de Bell (BSM), es decir, la distinguibilidad de los cuatro estados
de Bell maximamente entrelazados, se necesita en muchos sistemas de comunicaciéon cuantica,
incluyendo la codificacion densa [39,{195], el teletransporte [33,63,55] el intercambio de entre-
lazamiento [33,207,/151] y también la purificacién del entrelazamiento [238], junto con pruebas
de realismo local con GHZ de dos fotones 93|, criptografia cuantica [94], etc.

En la figura [3.6] se muestra una medida de la base de Bell para fotones entrelazados en
polarizacion [195]. Los haces inciden sobre un divisor de haz (BS) con modos de entrada a y b,
los haces componentes a la salida ¢ y d del BS inciden sobre sendos separadores de polarizacion,
PBS1 y PBS2, que reflejan (transmiten) la polarizacion horizontal (vertical) [195]/196]|. Una
coincidencia entre los detectores de DH1 y DV2 (DV1 y DH2) corresponde a una proyeccion

en el estado ™), tnico estado en el que cada fotén sale por cada uno de los canales de salida
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Figura 3.6: Analizador BSM en la estacion de Alicia: se muestra la puesta en marcha, mediante
optica lineal, de los mecanismos para la proyeccién de dos qubits entrelazados en polarizaciéon sobre
los estados de Bell.

del BS. Por otro lado, una coincidencia entre DH1 y DV1 (DH2 y DV2) corresponde a |¢),
de tal manera que en este caso los dos fotones salen por uno de los canales ¢ 6 d, pero luego se
separan en el correspondiente PBS. En el caso de los estados [¢™) y [¢7), los dos fotones salen
por uno de los canales ¢ 6 d, pero no se separan en el PBS las componentes, de tal modo que

alcanza uno de los 4 detectores, por tanto, sélo se pueden distinguir dos de los cuatro estados

de Bell.

BOB

BBO
uv |
FUENTE

Figura 3.7: Dispositivo experimental para el Codigo Denso Cuantico. Los polarizadores rotadores y
los retardadores de onda que usa Bob permiten transmitir a Alicia alguno de los estados de Bell. La
estacion de Alicia consiste en un BS balanceado (espejo semitransparente), dos PBS, y los detectores
DH1, DV1, DH2 y DV2.

Una completa BSM (distinguiendo entre los cuatro estados con el 100 % de eficiencia) es
imposible utilizando solo operaciones lineales y comunicacion clésica [253,/167,(75,/127]. De
hecho, Ghosh et. al. [127] han confirmado que lo mas que se puede hacer es discriminar dos
estados de Bell. Calsamiglia y Lutkenhaus [195,75] han demostraron que la eficiencia maxima
en la medida de estados de Bell es de 50 %. Sin embargo, como demostraron teéricamente Kwiat

y Weinfurter en 1998, es posible un analisis completo de los estados de Bell, incluso con la 6ptica
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lineal, si las dos particulas se entrelazan en otros grados de libertad |164] (sin embargo, esto no
puede cumplirse si los fotones provienen de fuentes independientes como, por ejemplo, sucede
con el entrelazamiento por intercambio). Kwiat y Weinfurter [164] mostraron un esquema
mediante fotones entrelazados en polarizacion e impulso (modo espacial). Su método, se basa
en Optica lineal y requiere del efecto de interferencia de dos fotones, y detectores que distingan

entre uno y dos fotones detectados.

Por otro lado, Walborn et al. [256], presentaron un método para un andlisis completo de
los estados de Bell con estados hiperentrelazados. Este esquema difiere de otros, en que no se
basa en la interferencia de dos fotones, no requieren detectores sensibles al niimero de fotones y
pueden ser implementados de manera no local, teniendo una capacidad adicional de comunicar
2 bits clasicos. Estos estados pueden ser generados por medio de PDC de varias maneras, por
ejemplo el tipo I, mediante dos cristales que emiten fotones entrelazados en polarizacion de la
misma longitud de onda alrededor del borde de un cono (figura . En esta fuente, el cristal
1 emite pares de fotones polarizados horizontalmente y el cristal 2 emite pares de fotones
polarizados verticalmente emitiendo conos superpuestos. Jugando con la fase, se garantiza que
pares de fotones se emitan en los lados opuestos del cono. Si la regién de la interaccién de
los dos cristales se encuentra integramente dentro de un volumen de coherencia del pulso del
laser, se puede seleccionar un entrelazamiento en polarizacién y momento en dos grupos de
regiones (a1, be) y (a2, b1). Se puede ajustar la fase del estado de momentos para que el estado
sea [¢~). Usando unos PBS y laminas de media onda se pueden obtener los cuatro estados de

polarizacién de Bell.

El grado de libertad asociado al momento es sensible a la diferencia de longitud del camino
del orden de varios nanémetros, por lo tanto, el hiperentrelazamiento en momento no es ade-
cuado para la transmision a larga distancia. Una alternativa [113] es usar el grado de libertad
tiempo (ya sea de tipo tiempo-energia mediante interferometros Mach-Zhender con PDC tipo I
o tipo tiempo binﬂ en lugar del grado de libertad asociado al camino). El hiperentrelazamiento
en tres grados de libertad se demostro6 en |17]. Los tres grados de libertad eran la polarizacion,

la energia-tiempo y el momento angular orbital [176].

5Brendel et al. han desarrollado un nuevo tipo de entrelazamiento en el tiempo llamado entrelazamiento
tiempo bin |66], en el que se utiliz6 como fuente un laser. En comparacion con el entrelazamiento energia-
tiempo, la coherencia del laser no tiene ninguna importancia. La coherencia necesaria se produce mediante
la transmisién del laser a través de un interferometro desequilibrado similar al MZ. El pulso se caracteriza
también por ofrecer la posibilidad de utilizar detectores de fotones cerca de la banda infrarroja. Este tipo de
entrelazamiento tiempo bin ha sido ampliamente utilizado por grupos de Gisin en experimentos de criptografia
cuantica [181] y experimentos con multiples fotones [182].
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3.4. Experimentos

3.4.1. Criptografia con fotones entrelazados

Todos los experimentos de Bell contienen intrinsecamente la posibilidad de hacer cripto-
grafia cuantica basada en entrelazamiento. En el siguiente listad(ﬂ en orden cronolégico, los
experimentos se han ideado sblo con el fin de permitir un rapido cambio de base de medida.

—1982 El primer experimento que cumple con la definicién anterior es la prueba de las
desigualdades de Bell con analizadores variables en el tiempo, realizado por Aspect et al. [11],
con qubits entrelazados en polarizacion, con el fin de cerrar el loophole sobre localidad, en
un momento en el que la criptografia cuéntica ain no se conocia, ni siquiera con fotones
individuales.

—1998 Weihs et al. [259] demostraron una violacion de las desigualdades de Bell con qubits
entrelazados en polarizaciéon, con longitud de onda de 700 nm, conectando aleatoriamente los
analizadores, separados por 360 km de fibra 6ptica. Este experimento fue ideado para cerrar
el loophole sobre localidad.

—1999 Tittel et al. [247] realizaron un experimento de Bell para intentar solventar los
problemas de localidad, incorporando una eleccién pasiva de bases. Dos interferometros de
fibra 6ptica estdn conectados a cada lado de una fuente de creacién de fotones entrelazados
en energfa y tiempo, de longitud de onda 1,3 um. Lo mismo que en los dos experimentos
mencionados anteriormente, las bases utilizadas para las medidas se eligen con el fin de permitir
una prueba de las desigualdades de Bell y no para establecer una clave secreta.

—2000 Tres publicaciones en criptografia basadas en entrelazamiento aparecen en el mismo
ntmero de Physical Review Letters:

1.) Con una configuracion similar a la que se ha mencionado en segundo lugar de esta lista,
Jennewein et al. [150] realizaron un sistema de criptografia cuantica, sobre una distancia de
360 m que incluia correccion de errores. Se implementaron dos protocolos diferentes: uno basado
en la desigualdad de Wigner (una forma especial de desigualdad de Bell) y otro siguiendo
el protocolo BB84. Se observd una tasa de clave filtrada de alrededor de 400 y 800 bits/s,
respectivamente, y un QBER en torno al 3%. Lo que equivale a una tasa de clave secreta de
300 y 600 bits/s, respectivamente.

2.) Naik et al. [203] demostraron el protocolo Ekert en un experimento en el espacio libre
en una distancia corta (de laboratorio). El experimento se aprovecha del entrelazamiento en
polarizacién de qubits en una longitud de onda de alrededor de 800 nm. Se informé de unas
tasas de claves filtradas de alrededor de 10 bits/s con un QBER del 3 %, con una tasa de clave
secreta de 6bits/s después de la aplicacion de la correccion de errores y la amplificacion de
privacidad. Ademés del intercambio de claves, los autores simularon diferentes estrategias de

espionaje y encontraron un aumento de la QBER con el aumento de la informacién del espia,

5Los datos han sido tomados, fundamentalmente, de las referencias [267,1272].
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de acuerdo con la teoria. El experimento ha sido recientemente ampliado [114] para realizar el

llamado protocolo de los seis estados [67,(18].

3.) Tittel et al. |248| dieron cuenta sobre la realizacion de criptografia cuantica mediante
fibra 6ptica en un experimento de laboratorio utilizando el protocolo BB84. Este experimento
se basa en qubits entrelazados en el tiempo-bin con longitud de onda de 1,3 um, y teniendo las
ventajas de la codificacion en fase-tiempo y una eleccion pasiva de la base. Se obtuvo una tasa
de clave filtrada de 33 Hz y una QBER del 4 %, con una tasa de clave secreta de 21 bits/s.

—2001 Ribordy et al. |215] realizaron un sistema de QC basado en el entrelazamiento
energia-tiempo. A diferencia de los experimentos mencionados anteriormente, esta realizacién
tiene la ventaja de utilizar una configuracién asimétrica, optimizada para QC, en lugar de una
configuraciéon disenada para las pruebas de las desigualdades de Bell, donde la fuente esté,
generalmente, situada aproximadamente a medio camino entre Alicia y Bob. En este caso,
un foton (longitud de onda de 810 nm) se envia a un interferometro 6ptico, que se encuentra
junto a la fuente, el otro (longitud de onda de 1550 nm) se transmite a través de 8,5 km de
fibra en un carrete de un interferometro de fibra 6ptica. Con aplicaciéon del protocolo BB84
y una eleccion pasiva de las bases, se observo una tasa de clave filtrada de 134 bits/s y un
QBER medio de 8,6 %. A partir de estos valores, se puede calcular un indice de clave secreta
de 45 bits/s.

Para mas informacion sobre la tabla 4.1, se puede consultar la bibliografia siguiente, en
orden cronologico [201}251}/180,202,60,/150,1203,248,(146|, 242} 160} 136} /199, /143,217,210, 271,
243,/168|.

1993 UG, Switzerland BB84 1 km

1993 BTL, UK Vis. Test 10 km

1995 BTL, UK BB84 30 km

1995 UG, Switzerland BB84 23 km

1999 KTH, Sweden BB84 + PnP 40 km

2000 UW, Austria Ekert91 360 m

2000 LANL, USA Ekert91 Optical table
2000 UG, Switzerland Ekert91 Optical table
2000 LANL, USA BB84, B92 48 km

2002 UG, Switzerland BB84 + PnP 67 km

2003 NEC, Japan Vis. Test 4 PnP 100 km
2004 CRL, UK BB84 122 km
2005 USTC, China BB84 125 km
2006 LANL, USA BB84 184.6 km
2007 LANL, USA Decoy-state 107 km
2007 USTC, China Decoy-state 102.8 km
2008 SU, USA Ent. Dis. 100 km
2009 UG, Switzerland cCOwW 250 km
2010 USTC, China Decoy-state 200 km

Tabla 4.1: Experimentos realizados, de QC, tomados de [267,/272].



3. EXPERIMENTOS DE COMUNICACION CUANTICA CON PDC 41

3.4.2. Experimentos en el aire libre con fotones entrelazados

Todavia existen problemas en la carrera de la comunicacién cuéntica a larga distancia. Los
obstéculos més notables son las pérdidas de fotones en el canal de transmisién, la decoherencia
causada por el ruido ambiente y la aplicacién imperfecta de las operaciones légicas cuanticas
causando que, la fidelidad del estado trasmitido disminuya de forma exponencial a lo largo de
la longitud del canal.

Analizando el espectro de absorcién de la atmosfera, se observa que hay una ventana
de transmision de alrededor de 700nm, donde la tasa de transmision es superior al 80 %
para la luz que viaja a través del aire atmosferico. Por tanto, una forma esperanzadora de
realizar comunicacién cuéntica a larga distancia, es explotar el espacio libre aprovechando los
satélites, tanto para fotones simples como para pares de fotones entrelazados. El método seria
el siguiente: los estados cuénticos foténicos se envian primero a través del aire atmosferico,
a continuacion se reflejan de un satélite a otro, y finalmente se devuelven a la tierra. Dado
que el espesor de la atmosfera es de 10,5 km, en el espacio exterior la pérdida de fotones por
decoherencia es insignificante. Con la ayuda de los satélites se puede lograr una comunicacién
cuantica global en el espacio libre, siempre y cuando los estados cuanticos atn sobrevivan
después de penetrar en la aeroesfera. A pesar de todo, algunos experimentos QKD en el espacio
libre se han demostrado con la luz coherente débil, vamos a presentarlos como sigueﬂ

-2003 El grupo de Zeilinger de Austria realizé una distribucién de entrelazamiento en una
longitud de 600 m en el espacio libre sobre el rio Danubio en Viena [12]. En el experimento,
la fuente del PDC genera pares de fotones entrelazados en polarizacion a una frecuencia de
20,000 Hz con una potencia de 18 mW . Los pares de fotones se distribuyeron a Alicia y Bob,
desde dos sitios separados en los lados opuestos del rio Danubio. Para probar que los fotones
recibidos estan entrelazados, Alicia y Bob deben medir las correlaciones en polarizaciéon, por
ejemplo, mientras que el angulo del polarizador del lado de Alicia se fija en 0 grados, Bob
cambia el dngulo de su polarizador de 0 a 180 grados y miden las cuentas correspondientes
a coincidencias. Los resultados de las mediciones mostraron que la fidelidad promedio de las
correlaciones en polarizacion fueron alrededor de 87 + 3%, lo que es mayor que el limite de
78 % necesario para violar la desigualdad de Bell. Por otra parte, se probo6 la violacion de
una desigualdad CHSH y se obtuvo S = 2,41 £ 0, 10, que violan la desigualdad CHSH con 4,1
desviaciones estandar. Esto indica claramente que las dos partes separadas por enlaces remotos
en el espacio libre podrian compartir entrelazamiento cuéntico.

- 2005 En 2005, dos grupos de forma independiente llevan a cabo una distribucion de
entrelazamiento en el espacio libre y a larga distancia. El primer experimento consiste en
una distribucion de fotones entrelazados a més de 7,8 km en la ciudad de Viena, y se llevo a
cabo por el grupo de Zeilinger |214]. Para probar la existencia de entrelazamiento cuantico,
en el experimento, el pardmetro CHSH de S = 2,27 £ 0,019 fue obtenido de manera que, la

desigualdad CHSH fue violada con alrededor de 14 desviaciones estandares.

"Los datos han sido tomados, fundamentalmente, de las referencias [267,1272].
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Casi al mismo tiempo, el grupo de Pan, en la Universidad de Ciencia y Tecnologia de
China, mostré la distribuciéon de pares de fotones entrelazados sobre 13 km, donde la fuente
de entrelazado se encuentra en la cima de una montana en Hefei, Anhui, mientras que dos
receptores estan situados, respectivamente, a 7,7 y 5,3 km de la fuente. La distancia directa
entre Alicia y Bob es alrededor de 10,5 km. La distancia del canal, sobre 13 km, tiene un
gran significado en varios aspectos. Primero, en este experimento, ya que la distancia entre
los dos observadores es bastante grande, se observo una violacién de la desigualdad de Bell
con S = 2,45 4+ 0,09; en segundo lugar, a fin de realizar una comunicacién cuantica global
a gran escala, una solucién prometedora es la de hacer la distribucién de entrelazamiento en
espacio libre con satélites vinculados. Como se mencion6 anteriormente, el espesor efectivo
de la atmosfera es de 10,5 km, y en el espacio exterior la pérdida de fotones y decoherencia
son insignificantes. Los resultados en este experimento demostraron, por primera vez, que el
entrelazamiento cuantico puede ser bien conservado en una distancia més alld del espesor
efectivo de la atmosfera, y por lo tanto, presenta un importante paso hacia la comunicacién
cuéntica por satélite. Ademas, se demostré una distribucion de clave basada en el protocolo

Ekert 91 y la tasa final que asegura la generacion de claves es de 10 bits/s.

- 2006 Un grupo de colaboracién dirigido por Zeilinger y Weinfurter, asociada con la Agen-
cia Espacial Europea, construyé un canal de comunicacién en el espacio libre més de 144 km.
entre las Islas Canarias de La Palma y Tenerife. En el experimento, Alicia y la fuente se entre-
lazaron en el mismo lugar, La Palma, mientras que Bob estaba en la Estacion Optica Terrestre
(OGS) de Tenerife [252]|. Con el fin de producir una fuente luminica de alto entrelazamiento,
mediante un pulso de un picosegundo de un laser de Nd, con longitud de onda de 355 nm, la
tasa de repeticion de 249 M Hz y una potencia media de 150 mW utilizdndose para bombear
un cristal BBO. La tasa de generacién de pares de fotones entrelazados fue de 145 kH z, con
una visibilidad de 98 % en funcion del alto voltaje y una visibilidad de 96 %. Un fotén del par
entrelazado fue detectado por Alicia inmediatamente, mientras que el otro se envié a Bob a
través de una lente de 15 cm sobre el enlace en el espacio libre y fue recibido por un telescopio
de espejo de 1 m de la OGS. Por otra parte, el enlace en el espacio libre se estabilizo acti-
vamente para mantener la eficiencia maxima con un sistema de enlace mediante seguimiento
automatico en circuito cerrado. Al contrario que en el experimento anterior, donde el método
de sincronizacién 6ptica utilizaba una referencia laser, durante este experimento con el Sistema
de Posicionamiento Global (GPS), las senales sincronas se registraron en el tiempo mediante
el etiquetado de cada evento de detecciéon. Bob envia sus datos de tiempo de deteccion a Alicia
a través de internet, mientras que Alicia analiza las cuentas coincidentes con el software. Con
una ventana de coincidencia de un 1 ns, los recuentos coincidentes promedios se acercan a
20 — 40 Hz. Para verificar el entrelazamiento cuantico, la violacién de la desigualdad CHSH
fue probada y se comprob6 que S = 2,508 4+ 0,037. Por otra parte, demostraron el protocolo
QKD basado en entrelazamiento. La clave en bruto de 417 bits se cre6 en 75 s con un QBER

de cerca de 4% y fueron destilados 178 bits de clave segura. Aunque el entrelazamiento no se
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distribuy6 a lo largo de todo el canal de 144 km, ya que, un fotén del par entrelazado se detectd
a nivel local por Alicia, este experimento muestra la posibilidad de comunicacién cuantica con
un canal en el espacio libre a una distancia muy grande, constituyendo un impulso hacia las
redes de comunicacién cuantica globales en el futuro.

Muy recientemente, el grupo de Zeilinger con un equipo de colaboracion de la Agencia
Espacial Italiana, demostré, por primera vez, el intercambio de un fotén individual entre una
estacion de la Tierra y un satélite de orbita geodésica, a una altura de perigeo de 1485 km [254].
Con éste experimento dio comienzo la comunicacién cuantica del espacio.

Como ya sabemos, para que la criptografia cuantica sea segura, la seleccion de base tiene que
ser realmente aleatoria. Las bases aleatorias asi generadas serfan impredecibles, irreproducibles
y no tendrian sesgo estadistico alguno, de modo que se garantizaria la confidencialidad de los
datos asi encriptados. Pero la creaciéon rapida y sostenida de nameros aleatorios de buena
calidad es un problema intrinsecamente dificil.

Actualmente, en un articulo publicado en la revista britanica Nature Photonics, a partir
de la optica fluctuante de dos laseres de dindmica caotica, los investigadores consiguieron un
generador que crea secuencias aleatorias de bits a una velocidad de 1,7 gigabites por segundo.
El equipo de la Universidad de Saitama (Japon) liderado por Atsushi Uchida, que realiza estas
investigaciones, sugiere que la clave de este hallazgo consiste en aprovechar la imprevisibilidad
obtenida a partir del ruido generado por los laseres, asi como la amplificacién no lineal y la
mezcla del ruido del laser producido por su dinamica cadtica. En un articulo mas reciente [123],
se presenta una sencilla configuracion experimental basada en mediciones homodinas que utiliza
la pureza de un estado cuéntico de vacio, con variable continua tnica para generar ntmeros
aleatorios. Se usa la aleatoriedad intrinseca en la medicion de las cuadraturas de un modo en
el estado de menor energia de vacio, que no se puede correlacionar con cualquier otro estado.
La simplicidad de la fuente, combinada con su aleatoriedad verificable tnica, son atributos
importantes para el logro de alta fiabilidad, alta velocidad y bajo costo en los generadores

cuéanticos de numeros aleatorios.

3.4.3. Teletransporte

Con los experimentos sobre teletransporte que enumeramos a continuacién, pretendemos
reflejar en esta tesis una perspectiva histéricaﬂ del desarrollo experimental de este aspecto
apasionante de la comunicacién cuéntica:

—1997 Un experimento fundamental, realizado en Innsbruck, por Bouwmeester et al. [63]
fué el primero en demostrar el teletransporte cuéntico basado en una mediciéon de Bell con
optica lineal. Aunque esto permite, en principio, el teletransporte en un 50 % de los casos, solo
se utilizo la proyeccion sobre el estado |1)7).

—1998 Otro experimento crucial, realizado en Roma por Boschi et al. [55], demostro el

teletransporte con la puesta a punto de un dispositivo con el que pueden ser identificados

8Los datos han sido tomados, fundamentalmente, de las referencias [267,1272].
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los cuatro estados de Bell, incluso utilizando sélo la d6ptica lineal. El estado es entrelazado
en momentos y polarizacion de los fotones, y se emplea para preparar el estado desconoci-
do. Sin embargo, este esquema no puede aplicarse para los fotones que provienen de fuentes
independientes, pues se hace necesario el intercambio de entrelazamiento.

—2001 Kim et al. |155] demostraron el teletransporte cuéntico basado en una medicion
de Bell mediante la aplicaciéon de la interaccién no lineal. Esto permite una proyecciéon en
los cuatro estados de Bell pero, con un rendimiento muy pequeiio. Con el fin de compensar la
eficiencia, el estado de entrada se realiz6é con un pulso clasico de un laser de fentosegundos. Este
experimento demuestra que una medicién completa de Bell, en principio, es posible, incluso
cuando se utiliza un solo foton y sin tener que tomar grados de libertad adicionales en la pareja
entrelazada.

—2004 Una mayor participaciéon en la comunicacién cuantica multipartita es la telepor-
tacion llamada open-destination (destino abierto). Donde un estado cuantico desconocido de
una sola particula se teletransportd por primera vez a una superposiciéon de N particulas cohe-
rentes. En una etapa posterior el estado teletransportado puede leerse en cualquiera de las NV
particulas, mediante la realizaciéon de una medida de proyeccion en el resto de N —1 particulas.
Dicho sistema de teletransporte se demostré para N = 3. Este fue el primer experimento en
el que uno era capaz de manipular cinco qubits fotonicos.

—2006 En un experimento reciente, se logré la teleportaciéon de estados de dos qubits
con un interferémetro de seis fotones. Ademés, Furusawa et al. [122] demostraron en 1998,
la teleportacién cuantica basada en variables continuas. La teleportacién cuantica de estados
de variable continua es dificil de extender a larga distancia, debido a la dispersién inevitable
de los estados en la distribuciéon de entrelazamiento. Esto conduce a una degradacién rapida
de la calidad de entrelazamiento. La telepotacion cuéntica utilizando la resonancia magnética
nuclear o &tomos tiene una ventaja, ya que, puede ser teletransportado con una eficiencia del
100 %. Sin embargo, es dificil (si no imposible) aplicarlo a largas distancias. Un criterio esencial
de la teleportacion es ser capaz de teletransportar cualquier estado cuantico. Esto no es posible
en el experimento de Roma. La técnica de teletransporte de Innsbruck permite aspirar a una
teleportacion a larga distancia y esquemas més complicados.

—2010 Se realiza por Jin et al. una teleportacion como la de Roma, a larga distancia, que
permitié una mediciéon completa de los estados de Bell, ademas, se consigui6 la aplicacién en
el espacio libre de la teleportacion cuantica a mas de 16 km [152]. Los resultados confirman
la viabilidad de los experimentos en el espacio libre, y constituyen un paso importante hacia

aplicaciones de comunicacién cuéntica a escala global.



Capitulo 4

LA FUNCION DE WIGNER

4.1. Introduccion

Este capitulo esta dedicado a hacer una revision de los aspectos fundamentales de 14 me-
cénica cuantica en el formalismo de la funcién de Wigner, y su aplicaciéon en el campo de la
Optica cuantica.

Comenzaremos el primer bloque con la seccién donde resumiremos las propiedades de
la representacion de Wigner dentro del contexto general de la mecénica cuantica, con objeto de
resaltar su relevancia, previa a la de cualquier otra distribucién, como nexo entre la mecénica
cuantica y la mecanica estadistica clésica. En la seccién hablaremos en primer lugar de la
conexion entre la descripciéon estocastica de la radiacion electromagnética clasica y las funciones
de correlacién en Optica cuéntica, las cuales se expresan mediante el promedio de funciones
de operadores de creacién y destruccién en orden norma]E]. A continuacién hablaremos de la
funcién de distribuciéon Py de su papel como nexo formal entre la 6ptica cuéntica y la éptica
clasica, y la distribucion @, la cual se utiliza para calcular promedios de operadores en orden
antinormal. Por altimo introduciremos las funciones caracteristicas para el cilculo de funciones
de distribuciéon. En la seccién definiremos la funcion de Wigner en 6ptica cuéntica a partir
de la funcién caracteristica asociada al orden simétrico de operadores de creaciéon y destruccion.
Después se expondrén sus propiedades y se daran ejemplos de esta funcién para el caso de
algunos estados de la radiacion.

En la seccion veremos los aspectos fundamentales de la 6ptica cuantica en la funcién
de Wigner dentro del marco de Heisenberg (WRHP), donde toda la din4dmica se halla en las
amplitudes que representan al campo eléctrico, siendo la funcién de Wigner independiente del
tiempo. Tras la representacion de Wigner del estado de vacio electromagnético, finalizaremos
en la seccién con los resultados de la teoria cuantica de la deteccién en este formalismo,

en el caso de la deteccion simple y conjunta, y las expresiones de la probabilidad de deteccién

1Las funciones de distribucién en el espacio de fases estan asociadas a distintos tipos de ordenamiento de
los operadores de creacion y destruccion. Asi, el orden normal, consiste en productos de operadores en los que
los operadores de creacion estan a la izquierda y los de destrucciéon a la derecha. En el orden antinormal, los
de creacién se sitian a la derecha y los de destruccion a la izquierda. Finalmente, el orden simétrico consiste
en que la expresion es simétrica bajo el intercambio entre operadores de destruccion y de creacion.
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triple y cuddruple desarrolladas en los anexos, siendo estas tltimas aportaciones originales en

esta tesis.

4.2. La funciéon de Wigner en mecéanica cuantica

El uso de funciones de distribucién en mecénica cuantica, cuyo objeto es obtener informa-
cion estadistica del operador densidad mediante funciones definidas en el espacio de las fases,
fue iniciado por Wigner en 1932. Wigner asoci6 al estado de un sistema cuéntico una funcion,
conocida actualmente como la distribucién de Wigner, y mostré que cualquier promedio de
operadores en el espacio de Hilbert podia expresarse como promedio con la funcién de Wigner
completamente anélogo a los que se calculan en mecanica estadistica clasica [262).

Vamos a mostrar a continuacién las propiedades bésicas de la funcion de Wigner en el
espacio de fases, para lo cual trataremos el caso unidimensional, aunque la generalizaciéon a n
dimensiones es sencilla. Supondremos también que el sistema esta en un estado puro con una

funcion de onda . La funcion de Wigner se define de la forma siguiente [156]:

Wiep) =1 [ 5@+ it~ ) dy (1.1

donde p y z representan, respectivamente, al momento y la posicién, y se ha tomado A = 1. En
el caso de que la funcién de onda dependa del tiempo s6lo tenemos que anadir un argumento
temporal en ¢ y W.

Las propiedades siguientes hacen que la funcién de Wigner tenga una gran similitud a una
distribucion de probabilidad:

1. W(z,p) es real y esta normalizada a la unidad.

2. Las distribuciones de probabilidad marginales para z y p se obtienen siguiendo métodos

de la mecanica estadistica clasica como si W fuese una distribucion de probabilidad conjunta,

Pi(p,t) = /W(:c,p, t) dx ; Py(x,t) = /W(x,p, t) dp. (4.2)

3. El promedio de cualquier funcién simétrica en los operadores £ y p se obtiene susti-

tuyendo estos operadores por variables aleatorias z y p y pesando con la funcion de Wigner:

<F(s)(§:, ;a)> - / FO (2, p) Wz, p) dedp. (4.3)

No obstante, en general, W no es definida positiva, lo cual puede deducirse a partir de la
propiedad siguiente:

4. La probabilidad de transicion entre dos estados ¢ (x) y ¢(z) viene dada por la expresion

@1 =2 [ Wola,p.t) Wola,p.t) dy (4.4)

A partir de (4.4)) vemos que la funcion de Wigner no puede ser positiva en todos los puntos
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del espacio de las fases, dado que la probabilidad de transicion debe anularse para dos estados
ortogonales. Por tanto, W no es en general una funcién de distribucién de probabilidad; por ello

se le denomina, al igual que a otras funciones de distribucién, densidad de cuasiprobabilidad.

4.2.1. Ecuacion de Wigner-Moyal

Analicemos la dependencia temporal de la funciéon de Wigner, para lo cual partiremos de

la ecuacién de Schrodinger para una particula de masa m sometida a una energia potencial

V(x):

2m

it = (5 (i) (1) + Vi) p(@). (45)

A partir de la definicion de W, dada por (4.1)), se llega al resultado siguiente:

SW(x,p,t)=— (L) ZW(z,pt)

0o _i\2n v 2n+1 2n+1
00 ()" e (2" V@] (8) W,

expresion que recibe el nombre de ecuacion Wigner-Moyal [200]. El orden de esta ecuacion es

(4.6)

infinito cuando V(x) no es un polinomio finito. Por otro lado, en el caso de que

(2 v -0 ar

(4.6]) se reduce a la ecuacién de Liouville clésica,

0 OH\ 0 OH\ 0
—_— = _— _ — _ R 4.
5V (@.p 1) (83:) o9 W(z,p,1) <8p > 5" (@:.1), (4.8)
donde H es el hamiltoniano clésico de la particula,
_ b
H(p,z) = — + V(x). (4.9)

2m
Es decir, si el potencial es constante, lineal o cuadratico, la funcién de Wigner satisface la
ecuacion de Liouville. Por ello, en el caso de evoluciones marcadas por hamiltonianos cuadra-
ticos, la mecanica cuéantica con la funcién de Wigner es formalmente equivalente a la mecanica

estadistica clasica en el espacio de las fases [194].

4.3. Optica cuantica en el espacio de las fases

Esta seccién se inicia con una breve descripcion de las funciones de correlacion en el elec-
tromagnetismo clasico, y mas adelante introduciremos las correlaciones en 6ptica cuantica. El
ordenamiento normal de operadores en dichas correlaciones esta ligado a la teoria cuéntica

de la detecciéon de la luz. Introduciremos la funciéon P como punto de encuentro formal entre
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la teorfa clasica y cuantica, y posteriormente hablaremos algo de la funcion ). Dejaremos la

funcion de Wigner para un estudio mas detallado en la seccion [.4]

4.3.1. Descripcion estocastica del campo electromagnético clasico

En electromagnetismo clasico el campo eléctrico de la radiacién se describe normalmente

mediante la suma de dos funciones complejas mutuamente conjugadas

E(r,t) = EF)(r,t) + EC)(x,1), (4.10)

EM)(r,t) = Z Cruy (r) ekt (4.11)
k

donde uk(r) = L_?’/Qe,\?k e®T son las funciones de los modos normales. exk es el vector de
polarizacién correspondiente al vector de onda k y polarizaciéon A, y se supone que el campo
estd confinado en un cubo de lado L con condiciones de contorno periédicas.

Cuando el campo se describe mediante un proceso estocéstico, los coeficientes complejos

Cx son variables aleatorias con distribucion de probabilidad P ({Cx} ), tal que

/P({C’k} ) [[*C =1. (4.12)
k

Dada una F (E(+)) su promedio se calcula siguiendo los métodos de la estadistica clasica:

<F [E<+>(r,t)]> - /P({Ck} )F [E(”(r,t, {Ck}):| [] &k - (4.13)
k

Por ejemplo, la funcién de correlacién de primer orden, cuyo uso es béasico en estu-
dios sobre coherencia clasica [54,|177|, se obtiene a partir de (4.10) sin mas que hacer
F = EC) (r,t)E®) (¢/,t). Parar = v’ y t = t', esta funcion representa, salvo factores di-

mensionales la intensidad media del campo en la posicién r y ¢:

(I(r, 1)) <E<—> (r,t) EC) (r’,t)>. (4.14)

4.3.2. Funcién de correlacién en 6ptica cuantica

El uso de las funciones de correlaciéon en 6ptica cuéntica estd intimamente relacionado con
la teoria de la deteccion del campo electromagnético. El campo se expresa como una suma de
los operadores mutuamente conjugados. En la aproximacién escalar, en la que no se tiene en

cuenta la polarizacién, tenemos

E(r,t) = EM(r,t) + EC)(x,1), (4.15)
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siendo

1
. hov\ 2
(+) — Wk ~i(kor—wt)

E (r,t)—zzk:<2L3> ay ettker—wt) (4.16)
donde los coeficientes Cy de (4.11)) se han sustituido por i (fuwy/ 2)% ayk, siendo ak el operador
de destruccion correspondiente al modo k de la radiacién. Uno de los resultados fundamentales
de la teoria de la deteccidén es la expresion para la probabilidad de deteccidén por unidad de

tiempﬂ en un instante ¢, para un detector por absorcion ideal [170,/134]:

P(t) oc (¢l EC) (1) BT (¢) |9), (4.17)

donde |¢) es el estado de la radiacion. Una de las caracteristicas mas importantes de (4.17)) es
el ordenamiento de los operadores en el orden normal. Ello es consecuencia de la naturaleza

de la deteccion, la cual no registra fluctuaciones de punto cero.

4.3.3. La representaciéon P

En la teoria cuantica del campo electromagnético ocupan un lugar relevante los estados
coherentes por su similitud con la radiacién clésica, y fueron estudiados fundamentalmente por
Glauber [134,|131}/132,(133|. En estos estados, el producto de las incertidumbres en amplitud
y fase es el minimo permitido por la relacion de incertidumbre, y en este sentido, son los
estados del campo electromagnético cuya descripcion es més proxima a la clasica. Si bien no
son ortogonales, lo cual permite una representacion no diagonal del operador densidad en estos

estados conocida como representacion R 257, si verifican la relacion de completitud

jr/\oo (o] da =1, (4.18)

lo que hace posible también una representaciéon diagonal del operador densidad en términos
del estado

b= /P(a,a*)|a) (o] . (4.19)

P(a, a*) se denomina representacion P del operador densidad, y fue introducida simultédnea-
mente por Sudarshan [244] y Glauber [131]. P toma valores reales y en general no es definida
positiva, aunque tiene varias de las propiedades de una distribucion de probabilidad: i) esta
normalizada a la unidad, y ii) los promedios de funciones de operadores de creacion y des-
truccion en orden normal se expresan como promedios clasicos, sustituyendo los operadores
destrucciéon por los autovalores « de los estados coherentes y los de creaciéon por sus com-

plejos conjugados, y donde la funcién P hace formalmente el papel de una distribucion de

2Dado que la deteccién requiere de la incidencia de la luz durante un cierto tiempo, lo que tiene realmente
sentido fisico es la probabilidad de deteccién entre los instantes t y ¢ + w, donde w recibe el nombre de ventana
de deteccion.
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probabilidad. Es decir:
(atma™) = /P(a, o) (o) a™ da. (4.20)

La gran similitud entre P y la distribuciéon de probabilidad P ({Cx} )(ver (3.13)) le dio a P un
papel relevante en el anélisis del caracter clasico de los estados del campo electromagnético,
dada la equivalencia formal entre las descripciones clésicas y cuantica de la coherencia 6ptica
mediante el uso de esta distribucion. Esto ha dado lugar al convenio de definir un estado cléasico
como aquel que tiene una funciéon P positiva [179).

No obstante, esta distribucién tiene el problema de, anadido al de su no positividad, de que
posee singularidades mucho més fuertes que una funciéon delta de Dirac para ciertos estados.
Esto ultimo es consecuencia de que la cantidades Rea y Ima, las cuales son proporcionales a
los promedios de los operadores (a +a*) /2y (& —a')/(2i) en un estado coherente |a), no
tienen una distribucién de probabilidad conjunta dado que dichos operadores no conmutan, y
por tanto no se puede medir directamente P(ca, o*) |[149]. Por otro lado, como los estados cohe-
rentes no son ortogonales, P(«, a*) no representa una probabilidad para estados mutuamente

excluyentes aunque sea positiva [179].

4.3.4. La representacion @

Se obtiene a partir de los elementos de matriz del operador densidad en los estados cohe-
rentes [257]:
r, .
Q (a,0") = ~(alpla). (4.21)
Esta distribucion estd normalizada a la unidad, es positiva, y esta acotada por 1/m. Por tanto,
tiene mas propiedades en comtn con una distribuciéon de probabilidad que la distribucién P.

La funcién @ se usa para calcular promedios de operadores en orden antinormal, pues verifica

la propiedad siguiente:

{a"at™) = /Q(a, o) (@)™ d2a. (4.22)

4.3.5. Funciones caracteristicas

Las funciones de distribuciéon se pueden introducir por medio de las denominadas funciones
caracteristicas, las cuales estdn asociadas a un determinado ordenamiento de los operadores de
creacion y destruccion [179,257,229]. En este apartado trataremos las funciones caracteristicas
asociadas al orden normal (funcion P), al orden antinormal (funcién @), y en el apartado
siguiente introduciremos la distribuciéon de Wigner en éptica cuantica a partir de la funcién
caracteristica asociada al orden simétrico. Por otro lado, existe una representaciéon generalizada
del operador densidad, resultado de un tratamiento unificado del problema de obtener funciones
de distribucion en el espacio de las fases a partir de otros tipos de ordenamiento de operadores
[64(7L)5,,73.(72].
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Por ejemplo, la funcién caracteristica asociada a la distribucién P es

XM N = Tr(e M ap), (4.23)
de forma que
1 * *
P(a,a*) = / e M A X (I A) @A (4.24)
s

En el caso de la distribucion @), tenemos

XWX = Tr(eM e p), (4.25)
siendo
Qa,a*) = / ize—m*ﬂ*aX(A)(A,A*)d?A. (4.26)
m

4.4. La funcién de Wigner en 6ptica cuantica

El uso de la funcién de Wigner en la 6ptica cuéntica fue superada en un principio por la
representacion P de Glauber-Sudarshan. La relacion generalmente aceptada entre el compor-
tamiento y positividad de P y el caracter clasico del estado de la radiacién hizo que P tuviese
un papel relevante como nexo entre la 6ptica clasica y la 6ptica cuantica. No obstante, en
los tltimos afios ha aumentado la importancia de la funcion de Wigner considerablemente, lo
cual ha estado motivado en parte por el comportamiento altamente singular de P para ciertos
estados relevantes del campo electromagnético.

A continuacion vamos a presentar un resumen sobre la funcién de Wigner en éptica cuan-
tica. Trabajaremos, por simplicidad, para un modo del campo electromagnético, aunque los
resultados se pueden generalizar facilmente al caso multimodo. La funcién de Wigner en 6ptica
cuéantica puede definirse a partir de la funcién caracteristica asociada al orden simétrico. Dado
el operador densidad p, tenemos [229,257]:

2

1 * *
W(a,a*) :/e_’\o‘ AT X (A N d2 A, (4.27)
donde X9 (X, A\*) se denomina funcion caracteristica en orden simétrico:

XE(N, N = Tr(erd+A70p). (4.28)

W es real y verifica la condicién de normalizaciéon

/W(a,a*) o =1, (4.29)

aunque ya vimos que puede tomar valores negativos, y por tanto no es en general una distri-
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bucién de probabilidad. Por otro lado, su valor para cualquiera que sea el operador densidad

estd acotado de acuerdo con la desigualdad [72]:

-2 < /W(a,a*) < 2. (4.30)

Ademés, W tiene la propiedad de que las distribuciones de probabilidad marginales para a
y o se obtienen como si W (a, a*) fuese una distribucion de probabilidad conjunta (ver (4.2)).
A partir de (4.27) y (4.28) se puede obtener la siguiente expresion explicita para W, usando

los estados coherentes [229):
* 2 al? N —2(Ba*—p* o
W(a,a") = el / (=Blp|Bye P =) d2p. (4.31)
Por otro lado, X9 verifica las propiedades [73,72|:

1 2
/ ’X(S)(A,)\*) EA=Trp? < 1, (4.32)
T

2
‘X(S)()\,/\*) <1 ; X®)=1, (4.33)

las cuales son consecuencia de que el operador exp(A ™ — A* @) es unitario para cualquier valor
de A, y es igual a la unidad para A = 0 . Utilizando el teorema de Campbell—Baker—Hausdorﬂﬂ
[179] se pueden relacionar las funciones caracteristicas asociadas a los tres ordenamientos de

operadores:

ez XA@ (A A = XO A7) = ez WX 7). (4.34)
A partir de (4.33) y (4.34)) vemos que

‘X(A)()\, %) < s (4.35)

< o2 A ; ‘X(N)()\’)\*)

Notese que el limite superior al valor de ‘X o )} puede hacerse muy grande, lo que hace
que la integral (4.24) no exista como funcion ordinaria en algunos casos. Por otro lado, las

relaciones entre @, Py W son [257]:

W(a,a*) = % / P(B, B7) e 28-0F 423, (4.36)
Qa.an) =1 [P, o i, (4.37)

de donde vemos que tanto W como @ son convoluciones gaussianas de P, aunque @ esta

convolucionada con una gaussiana cuya anchura es v/2 veces mayor que la correspondiente a

3Segun dicho teorema, dados dos operadores A y B, tal que [A, {.& BH =0= [E7 [A, EH7 se verifica la

PO s 11 oA
. s . = |A,B
relacion SIgulente: 6A+B = €A€B6 2 [ ’ }
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la funcién de Wigner, lo que explica su mayor positividad.

Una de las propiedades mas importantes de la distribuciéon de Wigner es que el promedio de
cualquier expresion simétrica en los operadores de creacién y destruccion es igual al promedio
con la funcién de Wigner, siguiendo los procedimientos de la mecanica estadistica clasica, de
la expresion que resulta al sustituir los operadores de creacién por un niimero complejo «, y

los de destruccion por el complejo conjugado o, es decir |72/179):

(FO@a,a)) = / W(a,0*)F® (a, 0*) da. (4.38)

Esta propiedad se us6 para pasar del orden normal al orden simétrico, con el objeto de expresar
las probabilidades de deteccion simple y conjunta a partir de promedios tomados con la funcién
de Wigner. El método a seguir se basdé en que el conmutador entre operadores de creacién
y destruccién es un numero complejo, lo que llevé a expresiones en las que aparecian las
contribuciones de la radiacién de punto cero en las probabilidades [76].

Por otro lado, dado un operador en orden normal

O(a,a%) =Y e m(at)"am, (4.39)
existe otro procedimiento alternativo para obtener una funciéon Og(a, a*), tal que

(O(a,a*)) = / W(a, 0)0s(a,a") da, (4.40)

y del que mostraremos solo el resultado final [229):

) = O X0 DA xvataa
Os(a,a)—ZCn,mH(a)\+ 2] [ B 2} e ])\_/\*_0. (4.41)

4.4.1. Ejemplos de funciéon de Wigner

Vamos a presentar a continuacion varios ejemplos de funcion de Wigner para algunos

estados de la radiacion:

1. Estados coherentes

Dado el estado coherenteﬁ 18) = |3 (B + if3)), la funcién de Wigner viene dada por [257]:

W(a) = 2 exp {—; [(2Rea — B) + (2Ima — 51’)2} } . (4.42)

™

Notese que el estado de vacio, correspondiente al estado coherente |5 = 0), tiene como

“Los estados coherentes se obtienen aplicando el operador desplazamiento D(a) = exp(aé’ — a*@) al estado
de vacio, y son autoestados del operador de destruccion, es decir, a|3) = 3|3), siendo 8 un ntimero complejo.
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funciéon de Wigner la gaussiana,

2
W) = —e_2|°“2,

™

(4.43)

lo que le da el aspecto de un campo estocéastico con una distribucién de probabilidad
dada por (4.43)). Esto contrasta con la distribucién P correspondiente a este estado, la

cual es

P(a) = 0% (a). (4.44)

. Estado numero de fotones

La funcion de Wigner para el estado |n) viene dada por [257]:

Wi(a,a") = %(—1)%”(4 laf?)e-2ol (4.45)

donde L, (z) son los polinomios de Laguerre. Para n > 0 esta distribucion toma valores

negativos. Por ejemplo, para n=1 (estado de un fotén), se tiene [155]:

Wila,a®) = 2(jaf? - %)e—lal"’. (4.46)

P
Para el estado de vacio (n=0) la funciéon de Wigner coincide con (4.43).

El buen comportamiento de la funcién de Wigner para los estados niimero contrasta con

la funciéon P asociada a dichos estados, la cual es [229]:

e\a|2 o2n

n! damda*"

P(a,a*) = 52 (a). (4.47)

. Estado de luz cadtica

Si (n) es el nimero medio de fotones en un estado de luz térmica, la funcién de Wigner

para este estado es [190]:

-1

-1
W(a,a*)z[w((n)wL;)] emlol*(m+3) (4.48)

Notese que, para (n) = 0, (4.48) coincide con la funciéon de Wigner del vacio.

. Estados comprimidog?]

Para un estado comprimidcﬂ de la radiacién, de amplitud a y compresion s, la funciéon

5En inglés se utiliza el término squeezed.
5Los estados comprimidos son estados de minima incertidumbre, en los que la incertidumbre en una cua-

dratura es inferior a la correspondiente a los estados coherentes, siendo superior la incertidumbre asociada a la
segunda cuadratura. Asi, los estados coherentes constituyen un subconjunto de los estados comprimidos, con
la particularidad de que tienen una misma incertidumbre en las dos cuadraturas |257].
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de Wigner es |189):

2 _9e2s (M_a> % _ge—2s (La*) 2
Ze p) % ]

W, oo, ™) = -

(4.49)

En [194] se muestra como se generan estos estados en 6ptica no lineal utilizando para

ello una descripcion clasica.

4.5. La funcién de Wigner en el marco de Heisenberg (WRHP)

Una vez que hemos revisado los aspectos basicos de la funcién de Wigner en mecénica
cuéantica, y en el terreno de la 6ptica cuantica, nos centraremos en el formalismo dentro del
marco de Heisenberg, donde toda la dindmica se halla en las amplitudes del campo electromag-
nético, siendo la funcion de Wigner independiente del tiempo (WRHP). Comenzaremos por la
descripciéon de un haz de luz, y seguiremos con el analisis de las propiedades de la radiacién

de punto cero.

4.5.1. Descripciéon de un haz de luz

De ahora en adelante, nos referiremos en nuestros desarrollos el campo electromagnético
que corresponde a haces luminosos estrechos, de modo que el haz de luz contiene frecuencias
en un rango entre wpin v Wmax, v vectores de onda cuyas componentes transversales estan

limitadas por una cota superior [79):

.
Wiin < Wk < Wmax, K| < . (4.50)

De este modo, y tal y como hemos visto en la secciéon el operador campo eléctrico

correspondiente a un haz de luz se expresa mediante la suma de dos operadores mutuamente

conjugados[]
BE(r,t) = EM(r,t) + EO(r, 1), (4.52)
oo\ 2
E(+)(r’t) = z[k;)\ (2Ll§> Ek,)\dk,)\(t)elk'r, (4.53)

donde L? es el volumen de normalizacion y ax \(t) es el operador de destruccion correspondiente

a un foton cuyo vector de onda es k y cuyo vector de polarizacion es ey y, siendo wyx = c|k|.

"En experimentos donde no interviene la polarizacion se usa la aproximacién escalar, bien conocida en dptica
clasica. Se multiplica la amplitud |D por v/2, de modo que la parte relevante del vector campo eléctrico es:

EM (r,t) =iy <%) : ax(t)e™™. (4.51)

(k]
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La suma esta restringida al conjunto de modos [k| que verifican ({4.50)).

Las ecuaciones (4.52) y (4.53) corresponden a la imagen de Heisenberg, donde toda la
dependencia temporal esta en los operadores de creaciéon y destruccién dL A(t) y ax A (). Las

ecuaciones de evolucion de los operadores ak x(t) estd descrita por las ecuaciones:

: 1.
k) = %[ak)\; H], (4.54)
donde H es el hamiltoniano del sistema.

Para el campo electromagnético libre, esta dependencia tiene la forma
dk7,\(t) = (AlkyA(O)e_iwkt, (4.55)

pero para situaciones donde se produce interaccién entre campos electromagnéticos esta depen-
dencia es mas compleja y contiene toda la dindmica del proceso. En la imagen de Heisenberg

el estado del campo esta representado por un operador densidad p.

Cuando se pasa a la funcion de Wigner los operadores E(*) (r,t)y E(_)(r, t) se sustituyen
por amplitudes complejas, de tal modo que los operadores de destruccion ay(t) se reemplazan

por variables aleatorias ak(t), y los operadores dL(t) por los complejos conjugados oy (t).

La amplitud correspondiente al campo eléctrico se representa por:

1
. hw 2 ik-r
E™) (r,t)=1i [kz]:)\ <2Ll§> ek ak )\ (t)e ker (4.56)

Las ecuaciones de evolucion de las amplitudes ay ) (¢) coinciden con las correspondientes a
los operadores de destruccion, dadas por (4.54)), en el caso de que el hamiltoniano sea cuadréti-
co, que es el caso correspondiente a la conversiéon paramétrica a la baja y las transformaciones

de las amplitudes en el caso de aparatos 6pticos lineales.

De cara a la seccion expondremos aqui la transformacién de las amplitudes en un
divisor de haz BS. Si a, b representan los canales de entrada, y ¢, d los de salida, y T' (R) es
el coeficiente de transmision (reflexion), tenemos:

EM)(r,t) = TES) (v,t) +iREL ) (x, 1),

Cc a

B (r,t) = TES (x,1) +iRED (x, 1). (4.57)

Hemos asumido que R y T son ntimeros reales y r es el punto donde se encuentra el centro del
BS. Estas relaciones son las mismas que las correspondientes a la transformacion del operador
campo eléctrico en el espacio de Hilbert, y también en 6ptica clasica. Esta coincidencia es una
consecuencia de la linealidad de las ecuaciones .
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4.5.2. La radiacién de punto cero

Una vez que hemos descrito el haz de luz en la representacién de Wigner, vamos a resumir
en este apartado los aspectos fundamentales de la descripcién del vacio electromagnético. El

estado de cero fotones se representa mediante un campo estocéstico |76|:

Ezpr = ESpp +EY e, (4.58)
donde, teniendo en cuenta la evolucion libre (4.55)), y pasando a la funcién de Wigner, se tiene:

1

E(ZJ;D)F(T, ) =1 (%) ? agerer relRTed), (4.59)

Las amplitudes oy  y ax x se distribuyen de acuerdo con la funcién de Wigner para el estado

de vacio, la cual corresponde a la gaussiana (ver ecuacion (4.43)):

W(a) = [Ty p 2o 2owal, (4.60)

donde a = {ozl"{ Ao ozkv,\} representa el conjunto de modos del punto cero.

A partir de (4.12)) se pueden deducir las siguientes relaciones de correlacion entre las am-

plitudes de los modos del vacio:

<Oék,)\04k’,>\’> = /daW (O[) QR \QK/ N = 07 (4.61)
<Oéli/\04ii/7)\/> = /dOéW (O[) aii;)\al*(/’)\/ = 07 (462)

* * 1
<ozk7>\ozk/7)\/> = /daW (Cv) ak’/\ak/w = iék,k’é)\,)\" (4.63)

La consideracion de las expresiones a en el estudio de las propiedades esto-
césticas de la radiaciéon de punto cero, trae consigo que el ZPF es un campo de media nula,
con una energia media por modo igual (1/2)Aw, e idénticas fluctuaciones [76]. Estos resultados
forman parte, tanto de la descripcién del vacio electromagnético en electrodindmica cuéntica
(QED), como de la descripcion de la radiacion de punto cero en el &mbito de la Electrodina-
mica Estocésticaﬂ. Aunque nosotros trataremos en esta tesis el ZPF desde un punto de vista
puramente cudntico a través del formalismo WRHP, hemos de resaltar que existen diferencias
entre las descripciones clasicas (SED) y cuantica (QED) del ZPF, que tienden a converger en

la referencia [148].

8Veéase la seccion sobre el problema de la deteccion y las referencias sobre SED.
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4.6. La teoria de la deteccion

La teoria de la fotodeteccién en el espacio de Hilbert se basa en el ordenamiento normal
de operadores, lo que da lugar a una sustraccion directa de los efectos del vacio en los célculos
de las correlaciones. Desde un punto de vista operacional este formalismo es, digamos, més
eficiente, pero desde nuestro punto de vista da lugar a una pérdida importante de informacion,
en lo que se refiere a la intervenciéon de la radiacion de punto cero en los fenémenos. Cuando
se analiza la deteccion de fotones en el formalismo de Wigner, el vacio se explicita y actaa
como un “umbral” de deteccion, enfatizando los aspectos ondulatorios de la luz, frente a la
descripcion del espacio de Hilbert, donde se enfatizan los aspectos corpusculares.

La teoria de la deteccion en la funcion de Wigner se desarrollo en las referencias [87] y |79,
para experimentos de deteccidon simple y conjunta, que son los experimentos analizados a lo
largo de [76[}

Vamos a dividir esta seccién en dos partes. En primer lugar revisaremos los resultados
concernientes a la deteccidén simple y conjunta; a continuaciéon extenderemos el analisis a
experimentos de detecciéon triple y cuddruple, mostrando los resultados de los desarrollos hechos

en los Anexos Ay B.

4.6.1. Probabilidad simple y conjunta

Las probabilidades de detecciéon simple y conjunta vienen dadas por [79,86|:

P.= [ W(@)Q(,d)da = (@), (4.64)
Pap = / W(0)Qa(0r 64)Q (0, 65)da = (Qa(64)Qu(65)) . (4.65)

donde
Q=L |T(a¢) = o] = - /dt/d2r (e, ¢sr,1) — Io], (4.66)

siendo
I = cegEDE), (4.67)

la intensidad correspondiente al campo eléctrico e Iy la intensidad correspondiente a la ra-
diacién de punto cero en la posicion del detector, es decir, la intensidad en el caso de que
todas las fuentes de radiacién estuviesen apagadas. La integracién se realiza sobre la ventana
de deteccién y la apertura superficial del detector, y se divide por la energia tipica de un
foton, de modo que, Q es adimensional, siendo 7 la eficiencia cuantica del detector. ¢, ¢4 y

¢p representan pardmetros que caracterizan la disposicion experimental en las zonas donde se

9 Aunque nos centraremos a lo largo de esta tesis en los experimentos de conversién paramétrica a la baja
analizados en la WRHP, los resultados de la teoria cuéantica de la deteccion desarrollados en [76] son de
aplicacion general, e independientes del marco (Heisenberg, Schrédinger o interacciéon) en que se trabaje.
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sittian los detectores, y pueden modificarse en los experimentos. Para simplificar la notacion,
hemos realizado el cambio {ay, o} = a y d¥adNaf = da.

En experimentos donde interviene la polarizacién, se usa una expresion cuya aplicacién
resulta mucho més sencilla que la de la ecuacion (4.65)), y que surge de la consideracion de que
el proceso de conversion a la baja es gaussiano y de desechar los términos de cuarto orden en
la constante de acoplamientd™)] [78]:

Pip = ceg—— SR /dt/d2 /dt /dzT/CAB toar t op),

hI/A hVB

Cap(r.t, o0, 6) =Y 3 [F\ (0air, )F (om0, )2, (4.68)
AN

donde X y X\ son los indices de polarizaci()nEl

En gran parte de los desarrollos que haremos a lo largo de esta tesis usaremos una expresiéon
simplificada para la probabilidad de deteccidén conjunta en la que no aparecen las integrales
en la ventana ni en la superficie del detector. Estas expresiones surgen de la consideracion de
que la luz mantiene sus propiedades de coherencia en la zona de deteccién, y de considerar
la situacion ideal ¢ = t' en los calculos de las correlaciones, lo que no afecta a los resultados

fundamentales:

Pap(¢a4,65) = KaKp Y Y (FYFEE, (4.69)
AN

donde K4 y Kp son constantes relacionadas con las eficiencias de los detectores, y con las
dimensiones adecuadas para que el resultado de (4.69) sea adimensional. En el caso de expe-
rimentos con PDC tipo I, se tiene una expresion similar eliminando la polarizacion de (4.69)).

4.6.2. Deteccion triple y cuadruple

En los Anexos A y B esta desarrollado el calculo de las probabilidades de deteccién triple y
cuadruple. Este analisis es fundamental para el estudio de los experimentos de teletransporte

en el capitulo 8. Mostraremos aqui los resultados fundamentales:

= Probabilidad de deteccion triple
Panc = [ W(a)Qa(a. 6.4)Qn(a.0m)Q0 (0 dc)da

= PAPpc + PgPac + PoPap. (4.70)

OVer Capitulo

YUEn experimentos donde todos los haces llevan la misma polarizacion, se llega a una expre-
sion similar, eliminando los indices de polarizacién. Asi, en este caso Cap = (r,t,da;r,t',¢p) =
(EE (pase, ) F (¢5;0, 1))
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= Probabilidad de deteccion cuadruple

Papen = / W(@)Qala 4)Q5 (@, 5)Qc (0, 6¢)Qp(a, dp)da

= KaKpKcKp Y S S S TWFEFSFER FSR P (4.71)
AN N A



Capitulo 5

LA CONVERSION PARAMETRICA
A LA BAJA EN LA WRHP

5.1. Introducciéon

La teoria de la conversion paramétrica a la baja en la WRHP, se desarroll6 hace unos 15
anos [87,79,78,88]. Partiendo del hamiltoniano total del sistema, que es la suma del correspon-
diente al campo electromagnético libre y el de interaccién de la radiacién con el cristal, se pasa
a la funciéon de Wigner aprovechando el caracter cuadratico del hamiltoniano, sustituyendo los
operadores de creacion y destruccidon del espacio de Fock por amplitudes complejas, las cuales
verifican unas ecuaciones de evolucion lineales, idénticas a las de estos operadores en la imagen
de Heisenberg. El estado inicial del sistema es el correspondiente a un laser (estado coherente),
que en la representaciéon de Wigner corresponde a la superposicién de una onda clasica y la
radiacion de punto cerd]

En otros trabajos, dentro de la misma linea, se usaron las ecuaciones de Maxwell cuanti-
zadas para obtener la evoluciéon del operador campo eléctrico en el cristal. El caricter lineal
de la ecuaciéon de evoluciéon del campo eléctrico permite sustituir el operador por la correspon-
diente amplitud compleja al pasar a la representacion de Wigner, obteniéndose con teoria de
perturbaciones el campo eléctrico radiado por el cristal hasta segundo orden en la constante
de acoplamiento, para lo que se aplicoé el método de la funciéon de Green. La ventaja de este
procedimiento, frente al uso del hamiltoniano, es que los pardmetros caracteristicos del cristal
aparecen de forma explicita en la expresion del campo, lo cual permitié hacer un célculo del
tiempo de correlacién entre los haces senal y gemelo, asi como el espectro de la luz emitida por
el cristal, todo ello en funcién de los parametros caracteristicos del medio no lineal [77,86].

En estos trabajos se consiguié obtener, dentro de la ortodoxia de la mecénica cuéntica,
una interpretacién del fenémeno de la conversiéon paramétrica a la baja, similar a la de la
optica clésica no lineal, mediante la introduccién, como elemento fundamental de la teoria, de
la radiacién de punto cero que entra en el medio no lineal e interacciona con el laser, para dar

lugar a la luz emitida por el cristal. Todos los resultados se aplicaron a experimentos donde se

1Veéase la ecuacion li
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contrastaban desigualdades de Bell o se mostraban aspectos no clasicos de la luz convertida
a la baja, dando lugar a una imagen distinta a la mas comin que usa el espacio de Hilbert,
pero consistente con la ortodoxia cuantica. La positividad de la funcion de Wigner para los
experimentos PDC proporciona una interpretacion alternativa a los resultados, basada en la
consideracion de la radiacién de punto cero en la propagacion de la luz en el cristal y en los
distintos elementos Opticos entre la fuente y los detectores. Esta interpretacion se compara,
en algunos de los experimentos, con la que se realiza mediante las reglas de Feynman [116).
Ejemplos de estos experimentos son, utilizando conversién tipo I, y con el objeto de mostrar
aspectos no clasicos de la luz: interferencia de haces senal y gemelo sobre una pantalla, el
experimento de creaciéon frustrada de fotones por interferencia, el experimento de coherencia
inducida, la cancelacién de la dispersion y el borrador cuantico. Un segundo grupo lo consti-
tuyeron experimentos en los que se contrastaban desigualdades de Bell, y en los que se utilizé
conversion tipo II no colineal: el experimento de Franson [119], el de Rarity y Tapster [213] y el

de Kwiat et al. [162]. Todos estos experimentos se analizaron en las referencias [87,(79.|78,(88].

Por otro lado, en otros trabajos [102,|183,|185]184], basados en la funcién de Wigner, en
los que se aplican las ecuaciones clasicas utilizando la radiacién de punto cero, se afirma haber
conseguido la prediccion de un fend6meno nuevo, conocido como SPUC (conversion paramétrica
a la alta esponténeaED. A principios de la década pasada se llevaron a cabo experimentos con
el objeto de comprobar la veracidad de esta prediccion [124], y el resultado fue negativo. Sin
embargo, recientemente el fenémeno SPUC se ha demostrado experimentalmente [245,9|, lo
que seguramente abrird un debate fundamental sobre el caracter real de la radiacién de punto
cero defendido por la SED desde sus inicios, en contraposiciéon con el concepto de fotén como

particula.

El uso de la conversion paramétrica a la baja para experimentos de comunicacion cuantica
ha motivado el desarrollo de una linea de investigacién cuyo objetivo es la interpretacion de los
aspectos fundamentales de la comunicacién cuantica con fotones, a través de la intervencion de
la radiaciéon de punto cero. La idea es mostrar un punto de vista alternativo, pero consistente

con la ortodoxia cuéntica, sobre los aspectos esenciales de la comunicacién cuantica.

Este capitulo esta dividido en las secciones siguientes. En la seccion[5.2lhacemos un resumen
de los aspectos mas relevantes del PDC tipo II en la funcién Wigner, y en la secciéon [5.3
profundizamos en el concepto de entrelazamiento, introducido por primera vez en la referencia
|88 para el estado |¢)"), extendiendo el estudio al resto de los estados de Bell en el apartado
. Es en este apartado donde comienzan las aportaciones originales de la tesis, y tiene una

importancia capital en su desarrollo posterior.

Finalmente, en la seccion [5.4] revisaremos someramente lo que se conoce como problema de

la deteccion en el marco de la 6ptica estocésticaﬂ

2Del inglés spontaneous up conversion of the vacuum.
3Véase la referencia [85].
4En la misma seccion se dara una bibliografia basica para aspectos relacionados con la SED.
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5.2. Conversién a la baja en la WRHP

En esta seccidon vamos a resumir los aspectos esenciales de la conversion paramétrica a
la baja en el formalismo de la funcién de Wigner, dentro del marco de Heisenbergﬂ Este
trabajo se desarrollé ampliamente en las referencias [87,|79}|78| para la conversion tipo I, y en
la referencia 88| para la conversion tipo II, utilizando un formalismo hamiltonian(ﬁ. En esta
seccion vamos a destacar los aspectos esenciales de la conversion tipo 11, dada su importancia
en la generacién de estados entrelazados para su aplicacién en experimentos de comunicaciéon
cuantica.

El proceso de la conversion paramétrica a la baja tipo II, se puede caracterizar formalmente

mediante el hamiltoniano [88]:

H = Z Z hwjk gy aji + z'hg'VZf (k,K') e ™rlady ot +ce. |, (5.1)
j=o,e k k,k’

donde los subindices o y e se refieren a los haces ordinario y extraordinario, y aok V Qek’
son amplitudes complejas. La constante de acoplamiento ¢’ caracteriza el proceso no lineal
vy f(k, k') es una funcion adimensional simétrica en los vectores de onda del cristal. Por
otra parte, el estado (independiente del tiempo) que caracteriza a la luz laser, es un estado
coherente del campo electromagnético, que en el formalismo de la funcién de Wigner consiste
en la superposicién de una onda clasica y la radiacion de punto cero (ZPF), correspondiendo
esta tltima a la representaciéon de Wigner del estado del vacio. De este modo, en el cristal

incide una onda monocromética clésica cuya expresion es:
V(r,t) = (V(t)ei(k”'r*“’”t) + C.C.) u ; ulkg. (5.2)

Como el tiempo de coherencia del laser es méas grande que el tiempo en que se desarrolla el
proceso, se considera V' (t) constante de cara a la integracion de las ecuaciones de evolucion.

En el cristal también incide la radiacién de punto cero (ZPF) dada por la expresion:

Ezpr = E(Z+p)F + E(_p)p, (5.3)
donde
() 3
. 2 ; T
E pp(r,t) =ik amoe (2722)53) e i pet e, (5.4)

siendo L3 el volumen de normalizacion y €k, el vector de polarizacion. Las amplitudes oy y y

5En el marco de Heisenberg, el estado es independiente del tiempo y toda la dinamica esta en los operadores.
Al pasar a la funcion de Wigner, esto se traduce en que la dindmica del proceso esta en las amplitudes complejas
que definen el campo eléctrico, las cuales estan gobernadas por una distribucién de probabilidad correspondiente
a la funcién de Wigner del vacio.

5Estas cuatro publicaciones constituyeron el cuerpo de la tesis doctoral |76].
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ay ) se distribuyen de acuerdo con la funcién de Wigner para el estado de vacio, correspondiente
a la gaussiana , y verifican las propiedades de correlacion representadas por las ecuaciones
(4.61)), (4.62) vy (4.63]).

Como resultado del acoplamiento de y (5.4) dentro del cristal se generan conos de

radiacion compuestos por pares de haces conjugados (ordinario y extraordinario). Una vez

que se integran las ecuaciones de evolucién, las cuales vienen dadas a partir de la aplicacién
de (4.54), v la sustitucion posterior de los operadores de creacion y destruccion por amplitu-
des complejas, la sustitucion en la expresion del campo eléctrico (4.56|) da lugar al siguiente
desarrollo correspondiente a los haces ordinario y extraordinario, hasta segundo orden en la

constante de acoplamiento |88]:

EC)(r,t) = ES)(r, t)ue (5.5)
E{M(r,t) = ES_Z)PF(L t) + gVe_i“’PtGEéjZ)PF(r, t) + 92|V‘2JE£,+Z)PF(I'> t), (5.6)
ESH (r,t) = ESY (v, 0w, (5.7)
ESH (r,t) = B pp(r,t) + gVe ™ GEL )pp(r,t) + PVPIES )pp(r,t),  (5.8)

donde g = ¢’At, siendo At el tiempo de interaccion; G y J son operadores lineales definidos
en todo el espacio. u. y u, son vectores de polarizacién perpendiculares entre si, verificAindose
por tanto, que

u.-u, = 0. (5.9)

Los haces extraordinario y ordinario estdn compuestos por sendos conjuntos de modos
centrados en los vectores de onda k. y k, respectivamente, verificindose las condiciones de
emparejamiento:

k, =k, + ke, (5.10)

Wp = Wo + We. (5.11)

Vemos que el haz extraordinario, a segundo orden en la constante de acoplamiento (g), se
expresa mediante la suma de tres términos: i) El término de orden cero es la radiacion de
punto cero que pasa a través del cristal sin ninguna modiﬁcaci()nm ii) una radiacion producida
por la interaccion no lineal (mediada por el cristal) entre el rayo laser, con amplitud V| y la
radiaciéon del punto cero, con la amplitud Eg_Z) pp> entrando en el cristal en la direccion del rayo

ordinario; iii) finalmente, el término de segundo orden g que modifica un poco la amplitud

"En realidad, para obtener el campo total a orden cero tendriamos que sumar el correspondiente al laser.
No obstante, éste no se considera, pues s6lo nos interesa su efecto en los términos de primer y segundo orden.
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E£+Z) pp- Para el rayo ordinario tenemos una descripcion similar.

En el caso de la conversion tipo I la descripcion es similar a las ecuaciones a .

La tnica diferencia estd en que los haces tienen la misma polarizacion, en lugar de polariza-

ciones ortogonales. Es decir, los haces correlacionados en la conversion tipo I, denominados

comunmente senal (del inglés signal) y gemelo (del inglés idler), vendrian dados por las expre-
siones [79]:

EM = B pp + Ve ™ GE| o + P IVIPIE o, (5.12)

B = B Dop+ gVe ' GE Jpp + P IVPIE o (5.13)

El caracter cuadratico del hamiltoniano trae consigo dos consecuencias fundamentales en

esta descripcién:

» Por un lado, las ecuaciones de evolucion de las amplitudes ay ) son lineales, y coinciden
con las de los operadores ai  en la imagen de Heisenberﬂ En consecuencia, los haces
ordinario y extraordinario son transformaciones lineales de las amplitudes del punto cero
incidente en el cristal. Como las amplitudes del vacio verifican una distribucién de Wigner
gaussiana, y esta propiedad se mantiene en las transformaciones lineales, podemos afirmar
que los haces ordinario y extraordinario estdn caracterizados por procesos gaussianos

estocasticos de media nula.

= En el marco de Heisenberg la funcién de Wigner es independiente del tiempo, y esta
dada por la ecuacion (4.12)), la cual es positiva. Si pasamos al marco de Schrodinger, la
linealidad en las ecuaciones de evolucién implica que la funcién de Wigner mantiene su

positividad a lo largo del tiempo.

Los puntos anteriores enfatizan la imagen del proceso PDC como una amplificacién del
vacio fluctuante, manifestandose asi una imagen que resalta el caracter ondulatorio de la luz.
Como la luz atraviesa aparatos 6pticos lineales antes de llegar a los detectores, la positividad de
la funcién de Wigner se mantiene. Esto proporciona una imagen ondulatoria de la generacion y
propagacién de la luz para todos los experimentos, pues el campo electromagnético se propaga
de una manera totalmente clasica al pasar a través de todos los dispositivos 6pticos colocados
entre la fuente y los detectores.

Desde un punto de vista operacional, se define a partir de E() (r, t) (E(-) (r, 1)), que oscila

rapidamente, una amplitud lentamente variable F(t) (r,t) (F(-) (r,t)) dada por la expresion

+ , +
Fg ) (r,t) = exp (iwjt) Eg ) (r,t). (5.14)
(+
J
cual nos permite obtener el valor del campo en cualquier punto a partir del que tiene en el

Los valores de F:"’ (rp,t), en distintos puntos del haz, guardan una relacion sencilla, la

8Esta propiedad es la que hace que se puedan sustituir operadores por amplitudes complejas en la expresion

(5.1)-
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centro del cristal, encontrandose
Fgﬂ (rp,t) = Fgﬂ (rA,t - TA—B> exp (z’wjm—B) ) (5.15)
c c

donde rgp =rp —ray rap = |ran|.

De ahora en adelante utilizaremos estas amplitudes en la descripciéon de los experimentos.
Por otro lado, todas las expresiones de la teoria de la deteccién mostradas en la seccién 4.6
siguen siendo validas sustituyendo E) (r,t) (B (r,t) por ) (r,t) (F) (x,1)).

En los distintos experimentos, las probabilidades de deteccién aparecen expresadas a partir
de las propiedades de correlacién de los campos. En los procesos estocasticos gaussianos las
correlaciones de orden impar son nulas, mientras que las de orden par se obtienen a partir de las
de segundo orden [179]. Por tanto, el calculo de las correlaciones de segundo orden es suficiente
para caracterizar el proceso estocastico que estudiamos, y se dividen en autocorrelaciones y
correlaciones cruzadas.

Si A(r,t;a) y B(r',t';a) son amplitudes complejas, la correlacion entre A y B se define
como:

(AB) = /WZPF(a)A (r,t;0) B (v, t; ) da. (5.16)

Presentamos a continuaciéon un breve resumen de los resultados mas importantes:
1. Autocorrelaciéon

Consideremos el haz extraordinario en una posicién r, en instantes distintos ¢ y . Tenemos:

(FO e, ) F (0, )) = (B op (e 0 F o (0, 8)) = g1V et — 1), (5.17)

<F(+>(r,t)F(+>(r,t’)> = 0. (5.18)

pe(t — t') es una funcion de correlacion que tiende a cero cuando |t —t'| es mayor que el
tiempo de correlacion del rayo extraordinario, 7.. Se obtienen expresiones similares para el haz
ordinario, haciendo el cambio e — o.

2. Correlaciones cruzadas

Consideremos a continuacién los haces ordinario y extraordinario, en el centro del cristal

(r =0), en instantes ¢t y ¢

<F§+>(o,t)F§+)(o,t')> = g[VIu(t' - ), (5.19)

(FE0.0F 7 0,¢)) = (F7 0.0 F(0,¢)) =0, (5.20)

siendo v(t — ') una funcion que tiende a cero cuando |t — t/| es mayor que el tiempo de corre-

lacién de ambos haces, el cual es del mismo orden de magnitud que el tiempo caracteristico de
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autocorrelacion. Las correlaciones cruzadas en diferentes puntos pueden calcularse facilmente

a partir de las expresiones anteriores, usando la ecuacion (|5.15]).

5.3. Entrelazamiento de fotones en la WRHP

El entrelazamiento es una de las propiedades fundamentales que caracteriza el compor-
tamiento de los sistemas cuanticos, y elemento esencial del caracter no local de la mecanica
cuéntica. En los experimentos de comunicaciéon cuantica con fotones, el entrelazamiento es fun-
damental a la hora de entender la codificaciéon densa, la teleportacién, y una buena parte de los
experimentos de criptografia. En la referencia [88| se hizo una descripcion del entrelazamiento
en polarizacién correspondiente al estado [t)1), y recientemente hemos extendido el estudio
al resto de los estados de la base de Bell [85]. A diferencia del entrelazamiento que veremos
en la seccion [6.3.2] en el que se tienen dos grados de libertad asociados a un mismo foton,
tratamos aqui el entrelazamiento de fotones en un sélo grado de libertad, correspondiente a la
polarizacién.

En el formalismo de Wigner, el entrelazamiento esta ligado a las propiedades de correlacién
que caracterizan a las amplitudes de punto cero, las cuales se distribuyen de una forma parti-
cular en las diferentes componentes de los haces que salen del cristal. Por ejemplo, el estado

|UT) se describeﬂ a partir de los siguientes haces correlacionados [88|:

Fi (r,t) = F (1,45 Oy H O, v ) 1+ FO(TL) (I‘,t; {Oékl,v;ailzﬂ}) Js

. . (5.21)
S (r,t) = B (vt {agmiaf, o }) U+ FSD (vt o viaf, u }) 3

donde iy j (i’ y j')) son vectores unitarios que representan la polarizacion horizontal (vertical)
de los haces 1 y 2, {aki’ 0 aki,V} (i = 1,2) representan las amplitudes de cuatro conjuntos
independientes de modos de punto cero que entran en el cristal ({k;»},i=1,2;A = H, V),
que se activan a través de su acoplamiento con el laser en el interior del medio no lineal.

Las amplitudes {ox »} se distribuyen de acuerdo con la funcién de Wigner del vacio (4.12)).
El elemento esencial del entrelazamiento en la funcién de Wigner es que Fe(+) y FOH) estan

correlacionados, y lo mismo sucede con F (,+ ) y F 0(,+ ). Sin embargo, F (,+) y Fe(+)

. A estan desco-

rrelacionados, al igual que FO(+) y FO(,Jr ), Finalmente, no hay correlacién entre Fe(,+) y Fo(,Jr )
(Fe(+) y F(E—H), es decir,

)

e

<F<,+)Fe(+>> - <F§,+ )F§+>> - <F§+>F§,+ )> - <Fe(,+ >Fg+>> ~0, (5.22)

9Cuando hablamos de la descripcion del estado entrelazado (vector de un espacio de Hilbert) en la repre-
sentacion de Wigner, nos referimos a que las predicciones que da la mecanica cuéntica para este estado son
las mismas que cuando se consideran dos haces (en el formalismo de Wigner) cuyas amplitudes representativas
verifican ciertas propiedades de correlacién, dando lugar a las mismas predicciones. Asi, las ecuaciones ,
junto con la teoria de la deteccién, y la funciéon de Wigner en el vacio, dan lugar a los mismos resultados que
se obtienen usando el formalismo del espacio de Hilbert.
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Figura 5.1: El entrelazamiento en polarizacion surge como consecuencia del acoplamiento del laser y
los cuatro conjuntos de modos de punto cero, dos por cada direccion de entrada, representados en la
figura.

mientras que,

(FSFS) = (FOES) #0, (5.23)

siendo todo ello consecuencia directa de la forma en que se distribuyen las amplitudes del
punto cero en las ecuaciones ([5.21)), junto con las propiedades (4.61), (4.62) y (4.63)).

5.3.1. Descripciéon de la base de Bell

En el espacio de Hilbert, las transformaciones necesarias para pasar de un estado de Bell
a otro corresponden a operaciones unitarias que se representan a partir de las matrices de
Pauli. En el formalismo de la funcion de Wigner, la transformacion de las propiedades de
correlaciéon que caracterizan a los dos haces se efectiia mediante matrices que representan
elementos 6pticos lineales como, por ejemplo, retardadores o rotadores de polarizacion, y que
actiian de un modo completamente clasico sobre las amplitudes. Es decir, en el lenguaje de
la funcién de Wigner las propiedades que caracterizan los estados entrelazados surgen como
consecuencia de las modificaciones que sufren los haces al pasar por elementos 6pticos que
actian del mismo modo que en Optica clasica. Como las amplitudes de los haces a la salida
del cristal son resultado de la transformacién del punto cero incidente, esta claro que cualquier
aparato 6ptico que modifique las propiedades del haz, actiia directamente sobre las amplitudes
del ZPF que definen este haz, modificando las correlaciones.

En lo sucesivo haremos un cambio de notacién, que se mantendra a lo largo de la tesis: las
correlaciones no nulas serédn entre los pares de indices s y r por un lado, y p y ¢ por otro, de
modo que s y r sustituyen a los indices no primados, y p y ¢ a los primados.

En primer lugar revisaremos la descripcion realizada en la referencia [85], en la que las
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modificaciones afectaban a los dos haces. Por ejemplo, aplicando una diferencia de fase de 7
entre las dos componentes de polarizacion en el haz 2 de las expresiones dadas en ([5.21)), se
genera el estado |[¥™). Asi, los dos estados |¥*) pueden representarse por las expresiones

. (+) .
t F, t
(r,0)i+ B (r, 1), (5.24)

donde k=0 (k =) corresponde a |¥*) (|¥~)). Ahora, para obtener los estados |®%) se efectiia

una rotacién en polarizaciéon de 90° en el haz 1:

P () = =7 (e i+ B ()

) 5.25
F(r,t) = FP (e, )i + e B (x, 1), (5:25)

donde k = 0 (k = 7) corresponde a |[®~) (|®T)).

Consideremos a continuacion la descripcion realizada en la referencia [84]. Podemos generar
una expresion compacta para los cuatro estados de Bell mediante la consideraciéon de dos
pardmetros angulares, uno de fase y otro de polarizacién, asociados a las modificaciones en
uno de los dos haces, lo cual es consistente con el hecho de que se puede pasar de un estado de
Bell a otro mediante operaciones unitarias aplicadas a uno de los qubits entrelazados, mediante
la aplicacién de las matrices de Pauli. Por ejemplo, si consideramos un rotador de polarizacién

en el haz 1 el plano de polarizacion de Fg—’_) se gira un angulo 3, y las componentes del haz

(+)
cosf3 —senf Fs™/ (r,t)
F/S"") (I‘7 t) = > ( F(Jr) )

oy (5.26)
[ Fs" (r,t)cos 3 — Fp " (r,t)sen 3
-\ (r,t)sen [ + F]§+) (r,t)cosf |

modificado son:

A continuacion, un retardador de onda introduce un cambio de fase k entre las componentes

horizontal y vertical. La expresiéon compacta de los haces, a partir de los parametros G y k es:

F”g”(r, t) = FS(JF) (r,t)cos 3 — senﬂFngr) (r, t)] i+ el [FS(+)(r, t)senf + cos 5F;5+)(r, t)} j

By (r,t) = B (0,0) 1 + B (1)
(5.27)

= Para 3 =0y k = 0 obtenemos |¥*"), mientras que, con 3 =0y x = 7 resulta |¥~):

FiV(r,t) = FO @, )i - D, 0)j 5 FSV(r,t) = FD (e, 0)i + F ) (r,0)'. (5.28)

» Por otro lado, la transformacion f = —7/2 y k = 7 se corresponde con la descripcion
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del estado |®T):

FiY () = FD (e, 0)i— FD(r,0)j ; B (r,t) = D) (x, )i + FP) (x,0)f. (5.30)
Notese que lo que diferencia un estado de otro en nuestra descripcion es, por un lado, cuéles

son las componentes de polarizaciéon de un haz que estan correlacionadas con las del otro haz:

» En los haces que describen los estados |¥*) las componentes corelacionadas son las
correspondientes a polarizaciones ortogonales entre si, y en los haces correspondientes a

los estados |®T) las amplitudes correlacionadas son las que tienen la misma polarizacion.

Por otro lado, el rasgo diferenciador en cada pareja de haces correspondiente a los estados

(1T*) 6 [9F)), es que:

» Las correlaciones no nulas tienen el mismo signo, en el caso (+), y signos opuestos en el

caso (—).

5.4. El problema de la detecciéon

El formalismo de la funciéon de Wigner establece un nexo formal entre la éptica estocastica
y la 6ptica cuéntica, y otro entre las teorias de variables ocultas locales y la 6ptica cuantica,
a través del papel que ejerce la radiacién de punto cerolﬂ. Por un lado, la 6ptica escocastica
fue desarrollada por los Drs. Santos y Marshall en las referencias [191,[192], y se aplico a
los primeros experimentos de desigualdades de Bell con cascadas atémicas para reproducir
los resultados experimentales con modelos basados en la influencia del punto cerﬂ. La o6ptica
estocastica surgié como una rama de la electrodinamica estocéstica (SED)E para experimentos
con luz, y resaltaba la presencia del vacio en los canales vacios de los analizadores, asi como
su papel de umbral de deteccién.

La funcién de Wigner de la 6ptica cuéntica es analoga a la Optica estocastica, en el sentido
de que el papel de la radiaciéon de punto cero, “ideado” por Marshall y Santos en la 6pti-
ca estocéstica, tenia su contrapartida en la 6ptica cuantica en el espacio de fases [148|. Una
redefiniciéon reciente de la 6ptica estocéstica, se basa en la consideracién del ZPF en los expe-

rimentos, y el estudio de sus efectos, dentro del formalismo cuéntico |223|. Por otro lado, la

9Para una revision de los efectos del vacio en electrodinamica cuantica véase la referencia [198].

HPara una revisién de otros modelos de variables ocultas para el estudio de experimentos de Bell realizados
usando cascadas atémicas o PDC, véanse las referencias [220}/224}/187].

12Para una revision de los aspectos fundamentales de la electrodinamica estocastica, véase [1011(186L/64L(100L
140].
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conjetura de que aquellos estados que son realmente realizables en el laboratorio son aquellos
en los que la funcion de Wigner es positiva, enfatizando el papel de la positividad de esta
funcién de distribucion en su relaciéon con el caracter clasico de la luz, fue desarrollada a lo
largo de los trabajos [190,/189,193,|188}221].

Por otro lado, la teoria de la deteccidon en la formulacion de Wigner para experimentos
PDC es formalmente analoga a las expresiones que predice una teoria de variables ocultas

locales, segin el trabajo de Clauser y Horne [95]:

Pe = / IAp(Np(a,\) 5 pp = / dAp(\)p(b, A),

Pa = / dAp(N)p(a N)p(b, N), (5.31)

donde las variables ocultas A serian las amplitudes del ZPF que entra en el cristal «, y estarian
gobernadas por una distribucién de probabilidad p(\) correspondiente a la distribucion de
Wigner de la radiaciéon de punto cero . La discrepancia que origina la separacién entre
realismo local y mecénica cuantica, se encuentra justamente en que Q(«, ¢) no se corresponde
con la probabilidad p(\, ¢) puesto que no es definido positivo. Este es el punto donde se produ-
ce la discordancia entre las predicciones de la fisica clasica y la fisica cuantica en experimentos
PDC. De este modo, la representacién de Wigner permite establecer, para todos los experimen-
tos con PDC, aquello que se puede interpretar clasicamente en estos experimentos, y también
donde se halla la discrepancia fundamental, es decir, dénde se halla el caracter no local del

formalismo (teoria de la deteccion).

En este apartado no vamos a hacer un analisis detallado del problema de la deteccién,
pues no es el objeto de esta tesis, pero si mostraremos la bibliografia relacionada con los
avances producidos en este campo. Destacamos en principio las discusiones de los articulos [88|
y |86], acerca de la importancia de la integracion en la ventana de deteccion y en la superficie
del detector con el objeto de reducir el elevado valor de las fluctuaciones del vacio en la
deteccién. Estas fluctuaciones son el nicleo de la negatividad, para ciertas realizaciones del
vacio, de la diferencia entre la intensidad total y la intensidad del punto cero, la cual se traté de
evitar proponiendo modificaciones a la teoria de la deteccion, del tipo Q(«, ¢) — {Q(a, @)},
donde {Q(«, ¢)}+ corresponde solo a la parte Q(«, ) > 0, tal y como se hizo en [88]. Esta
aproximaciéon se basaba en que la ventana de deteccion es varios érdenes de magnitud el valor
del tiempo de coherencia de la luz, con lo cual se conjetur6 que la diferencia entre la teoria
cuéntica de la deteccion y la teoria modificada seria del orden de las cuentas oscuras del
detector. Sin embargo, esta aproximacion no es correcta [92,[222].

En [80,189,/147,91] se estudié con detalle una clase de modelos de variables ocultas en
los que se modificaba la teoria cuéntica de la detecciéon y se establecieron los parametros
necesarios para que estos modelos se ajustasen al comportamiento experimental del detector.

Sin embargo, este tipo de modelos falla a la hora de reproducir las tasas de coincidencia, pues las
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fluctuaciones del punto cero, necesarias para reproducir los experimentos de coincidencia, son
demasiado elevadas. Trabajos posteriores donde se analizan distintos tipos de modelos en los
que el detector sustrae convenientemente las fluctuaciones del punto cero pueden encontrarse

en [222,219).



Capitulo 6

INFORMACION CUANTICA EN
OPTICA CON LA WRHP

6.1. Introduccion

Con el desarrollo de la teoria de la informacién y computacién cuénticas desde hace casi
tres décadas, se hizo necesario un proceso de adaptaciéon del lenguaje que se habia usado hasta
entonces en el ambito de los fundamentos de la mecénica cuantica, al incipiente campo de la
informacion cuantica. El ejemplo mas representativo de esto es el concepto de bit cuéntico, o
qubit, que representa la superposicion de dos estados (base computacional) de un espacio de
Hilbert bidimensional.

La manipulaciéon de qubits, con o sin entrelazamiento, mediante la accién de las llama-
das puertas logicas cuénticas, permite la realizaciéon experimental de aspectos basicos de la
informacién cuéntica para desarrollar, por ejemplo, codificacién densa, criptografia cuantica,
o computaciéon cuantica. Las puertas basicas usadas en computacion cuéntica para la manipu-
lacion de qubits individuales (single-qubits) son la puerta de Hadamard y la puerta de cambio
de fase (phase-shift gate). Cualquier oparaciéon unitaria sobre un qubit puede construirse uti-
lizando tnicamente estas dos puertas cuénticas. Por otro lado, en el caso de un sistema de
dos qubits, la puerta bésica, capaz de generar entrelazamiento, es la CNOT (controlled-NOT
gate).

La implementacién experimental de las puertas cuanticas mediante fotones se hace me-
diante el uso de divisores de haz (beam-splitters), para el caso de la oparacion de Hadamard,
los separadores de polarizacion (polarizing beam-splitters) para el caso de la puerta CNOT, y
retardadores de fase para la puerta control-phase. Aparte se usan otros elementos 6pticos como
laminas de media y cuarto de onda, espejos, rotadores de polarizacién, etc...

Estos aparatos se utilizaron durante muchos afios para la experimentacion en los aspectos
contraintuitivos del mundo cuéntico, pero con el desarrollo de la teoria de la informacién
cuéntica, se convirtieron en los elementos béasicos de las puertas logicas cuanticas, dentro
del formalismo de Hilbert. Siguiendo nuestra linea de trabajo, surge la necesidad de analizar

estos sistemas con el formalismo de Wigner en la imagen de Heisenberg, donde los efectos de

73
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los aparatos Opticos se expresan mediante matrices, pero adaptando los estudios previos ya

realizados a un lenguaje mas adecuado al &mbito en que nos movemos.

Una cuestion bésica antes de comenzar el desarrollo del capitulo es qué relacién existe
entre la aparicion de los operadores de vacio en el espacio de Hilbert, y la correspondiente
consideracion del ZPF en la WRHP, cuando los elementos 6pticos tienen canales por los que
no hay ninguna senial de entrada, o modos “vacios”. En la referencia |178| se muestran los
efectos del vacio en un BS a través de la consideracion del operador del vacio asociado a un
canal por el que no entra ninguna senal, con objeto de que se conserven las relaciones de
conmutacién de los operadores de creacién y destrucciéon a la entrada y salida del aparato.
Esta conservacion esta relacionada con el caracter unitario de la transformacion, y se refleja
en la WRHP a través de la consideraciéon de un campo estocéstico en las entradas vacias de
los elementos, correspondiente al ZPF. Aunque el ZPF es finalmente sustraido en el proceso

de deteccion, sus efectos en las propiedades de la luz se hacen explicitos en este formalismo.

Este capitulo esté dedicado a la descripcion con la funcion de Wigner de los aspectos basicos
de la informacién cuantica en el ambito de la 6ptica, y es la antesala del resto de capitulos en
los que se desarrollaran los puntos cardinales de la comunicacién cuéntica con fotones en la
WRHP, tomando como elemento esencial de su descripciéon a la radiacion de punto cero, y sus
efectos en: (a)la generacion del bit cuantico y (b) el entrelazamiento generado en una puerta
CNOT. Estos dos puntos son los que permiten un amplio estudio de los efectos del ZPF en la
implementacion de puertas logicas en el campo de la 6ptica cudntica. Se comienza en la seccidén
[6.2] con la descripcion del qubit foténico espacial en la WRHP, para continuar en la seccion
con los elementos 6pticos utilizados en Optica lineal tales como el divisor de haz (apartado
, el separador de polarizacion (apartado , retardadores (apartado , rotadores
(apartado y el polarizador (apartado . Después de ver los generadores aleatorios
cuénticos (seccion , dedicaremos la ultima parte del capitulo (seccion a una revisiéon

de bibliografia en la que se aplica la funcién de Wigner en la informacién cuantica.

6.2. El qubit espacial en la WRHP

En la seccion [2.2] introdujimos el qubit como elemento fundamental de la teoria de la
informacion cuéntica (ver ecuacion ) y consideramos varios tipos de qubits fotonicos aten-
diendo al grado de libertad representativo en el que se codifica la informaciéon. El objetivo
de este apartado es el analisis del concepto de qubit en el formalismo de Wigner (WRHP),
para mostrar la relevancia de la radiaciéon de punto cero en su descripcién y propiedades. En

concreto, vamos a centrarnos en el qubit espacial dado por la ecuacion ([2.3)).

Si los estados de la base computacional representan el momento del foton, el bit cuéntico

esté representado por dos haces, cuyas amplitudes FO(JF) (modo “a”)y F 1(+) (modo “b”) verifican
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las siguientes propiedades de correlaciérﬂ

2
Py = <‘Fo(+)‘ - IO,ZPF> = |af?, (6.1)

2
P = <’F1(+)) — Il,ZPF> =687, (6.2)

Py = <<‘F0(+)’2 _ 107ZPF> (‘F1(+)‘2 - 117ZPF>> =0, (6.3)

(ROF) = (FORD) = —iap. (6.4)

>ZPF

(+) (+) s (+)
Fy Fre) = F 7o +iFy
=10
V2

F&hw 2

Figura 6.1: En la representacion de Wigner, el qubit fotonico correspondiente a la superposicion de
estados del momento del fotén, esté representado por dos haces correlacionados por encima del umbral
del punto cero, tal y como indican las ecuaciones a . La accién de un divisor de haz sobre el
qubit se trata igual que en Optica clasica, teniendo en cuenta la transformaciéon de los haces en el BS
(en la figura el BS tiene idénticos coeficientes de transmision y reflexion).

Las ecuaciones y (6.2) indican que la probabilidad de obtener uno u otro valor del
qubit al medirlo, es igual (salvo factores dimensionales) a la diferencia entre la intensidad
asociada al haz que incide en cada canal y la correspondiente a la radiacién de punto cero
asociada a dicho canal. La ecuacién estad relacionada con el hecho de que es imposible
detectar simultaneamente el bit 0 y el bit 1 en ambos canales de salida (detecciéon conjunta
nula). La tltima ecuacion indica que existe un acoplamiento entre las dos amplitudes que
representan al qubit, a través de la correlaciéon por encima del umbral de punto cero entre
By F.

La justificacién de las ecuaciones a introduce la radiacién de punto cero como
elemento esencial en la descripciéon del bit cuantico en el formalismo de Wigner. Consideraremos

la situacién siguiente, en el ambito de la dptica clésica: un haz de luz monocromaética incide

'En esta seccién omitiremos por simplicidad la dependencia con r y con t, la cual no es relevante para
mostrar los resultados fundamentales. Por otro lado, supondremos que las amplitudes Fé‘” y Fl(+) estan
“adimensionalizadas” convenientemente, de modo que su moédulo al cuadrado sea un nimero positivo sin
dimensiones (probabilidad).
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sobre uno de los canales de un divisor de hazEL de coeficientes de transmision y reflexion T
y R respectivamente, estando el otro canal “vacio”. Al tratarse de luz clésica, el numero de
fotones por modo es grande, de modo que la intensidad y sus fluctuaciones en el canal vacio
(correspondientes a “medio” fotéon por modo), son despreciables. Si la intensidad de la luz va
descendiendo hasta la situacién en que el nimero de fotones por modo es pequeno, llegamos al
dominio cuéntico, en el que la radiacién de punto cero que entra por el canal vacio es relevante
en la descripcion de la luz a la salida del BS, y en sus propiedades. Si llamamos F(t) y F EJF
a las amplitudes a la entrada del BS, descorrelacionadas entre si, verificindose (en la situacion

ideal):

<F(+)F(—)> — <F(+)F(—)>ZPF =1, (6.5)

donde <F(+)F(_)> ,pr ©s laintensidad en el caso de que el canal por el que entra F() estuviese
vacio. Por otro lado, la descorrelacion entre la sefial y el vacio que entra por el otro canal se

representa por la relaciones siguientes:
- +
(FOFSD) =05 (FOFG) =0, (6.6)

Los haces de salida del BS (ver figura son:

FY =TF® 4 irF{H., (6.7)
FY =1r() +iRFM. (6.8)

(+) _ (+) 43 (+)
FO =TF® +iRF)
|:(+)
ZPF

BS

=0 Y =TEG +iRF®

Figura 6.2: En la representacion de Wigner, el qubit foténico correspondiente a la superposicion de
estados del momento del fotén, esta caracterizado por dos haces, FéJr) y Fl(ﬂ7 generados a partir de
la superposicion en un BS de una senal que entra por un canal, y punto cero que entra por el canal
vacio.

Usando el formalismo de Wigner, demostraremos a continuaciéon que los valores de Py, P,

2La consideracion del divisor de haz en esta seccién se hace con objeto de analizar la influencia del ZPF en
la descripcion del qubit. En la seccién siguiente, trataremos el efecto que el BS ejerce sobre un qubit espacial.
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Ppy1, asi como la correlacion entre F0(+) y Ff_), coinciden con las expresiones 1 a , sin

mas que hacer a =T y 8 = R. Tenemos:

Py = <Fé+)F0(_) —Io.zPF

_ <(TF<+> n iRFg}B)F> (T*F( ) _iR* ;P)F) — I ZPF>

= [T (FOFO) — TR (FOF ) +iRT (FL, PO
+|R|? < Z—;’)FFéP)F> —lozpr,

donde Iy zpr es la intensidad en la posicion del detector en el caso de que todas las fuentes

(6.9)

de radiaciéon estuviesen apagadas, es decir, que sblo entrase vacio por los dos canales. Ahora,

teniendo en cuenta las ecuaciones (6.5]) y , queda:

=T < Wi > +|R[? <Fé;)FFé})F> — Iozpr = |T|?, (6.10)
siendo

Iozpr = |TJ? <F(+)F(7)>ZP + R < ZPFFé;)F> ‘ (6.11)

Anélogamente, y realizando las mismas consideraciones:

P = <F(+)F(*) — I, zpr ) = ((TFS g+ iRFO) (T F, - iR*F(_)) — I, zpF
|T\ < ZP)FFéP)F> TR < (P)FF(_)> +iRT" <F(+)FéPF> + ‘R| < D )> — I, zpF
-1 (6.12)

siendo

Il,zsz\R|2<F(+)F(*’>ZP +|T)? < zp)FFé})F>- (6.13)

Consideraremos a continuacién la probabilidad de deteccién conjunta en dos detectores
situados a la salida del BS. Usaremos las expresiones de la seccion [£.6] para la probabilidad de
deteccion conjunta, en concreto la ecuacion . Seguiremos sin considerar la dependencia
con r y con t, suponiendo que los detectores se encuentran la misma distancia del BS (se puede

hacer nula por simplicidad) y un mismo instante de tiempo. Tenemos:

Py = <(‘FO(+)‘2 — Iy, ZPF) ()Fl(ﬂr - Il,ZPF>> =

= ((ITP FFC) — TR PO FL ) + 1" RES) FO) + | RP FZP>FF§P>F Iozpr)
< (IT1? S Py — TR FS e FO) 4 i RT* PO FS 4 |RP FOFC) — 1 ) = 0,
(6.14)

lo que puede comprobarse desarrollando la expresion anterior, y realizando célculos sencillos.
Otra forma de llegar a este resultado de una forma méas directa es considerando que el campo

esté representado por un proceso estocastico gausiano, como es el caso de la luz convertida a
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la baja y la radiacion de punto cero, y aplicando la ecuacion (4.69)) para la probabilidad de

deteccién conjunta.

Finalmente, calculamos la correlacion entre Féﬂ y Fl(_):

Ja +)F1(_)> _ <F0(+)F1(_)
TT*FOF ), — TR FOFC) 4 iRTF FL e + |RP Fy PO

—(TT*FOFy ) —iTRFMFO) 4 iRT Fy Py + R FyppFO))
. * (+) (_) _ * (+) (_) o * (+) (_) _ N
iRT* (Fy Py ) —iTR (FOFO) —iRT* (FD P ) = —iTR".

I
+

(6.15)
Las ecuaciones ((6.10), (6.12)), (6.14]) y (6.15]) son idénticas al conjunto de ecuaciones (6.1))
a (6.4), sin mas que hacer « = T'y § = R, lo que muestra que la descripcion del qubit fotonico

necesita de la consideraciéon de los grados de libertad del vacio, representado por la radiacién

de punto cero en la representacion de Wigner. Las propiedades del bit cuantico estan por tanto

estrechamente relacionadas con la intervenciéon de vacio, siendo este un elemento esencial en
)

su descripcion y propiedades. Cada uno de los dos haces Fé+ y FI(H “esconde”, gracias a la

presencia del vacio, un elemento de informacion clésica que surge en el proceso de deteccidén

(medida del qubit).

6.3. Elementos 6pticos lineales en comunicacién cuantica, en la
WRHP

En el campo de la o6ptica cuéntica los estados de los fotones se manipulan facilmente
mediante dispositivos opticos pasivos de 6ptica lineal, los cuales incluyen divisores de haz (BS),
divisores de haz polarizado o separadores de polarizacion (PBS), laminas de media, cuarto de
onda y desfasadores. Clasicamente, estos dispositivos conservan la energia: la energia total de
entrada es igual a la energia total de salida, y no hay transferencia de energia entre diferentes
frecuencias. Un dispositivo 6ptico pasivo lineal se describe por medio de una transformacién

unitaria de los operadores de aniquilacion de la misma frecuencia |208,241]:
&grq:t = Z Umnafqna (6.16)
n

donde U;; son los elementos de la matriz unitaria que representa al dispositivo en el espacio
de Hilbert.

Si trabajamos en el formalismo de la funcién de Wigner, el caracter lineal de la expresion
da lugar a una expresion idéntica que relaciona las amplitudes asociadas a los distintos

modos del campo electromagnético a la entrada y a la salida del sistema 6ptico, sin méas que

(
- Z TF® +iRFy, ) (T*ZI;E;)F — iR FO)) = ((TFO) +iRF(D, ) (T F P, — iR FO)))
<

ZPF
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sustituir los operadores de destrucciéon a; por amplitudes complejas «;. Es decir:

at =37 Unnaly, (6.17)

por lo que la matriz que representa la transformacion de amplitudes en la WRHP es la misma.

Por otro lado, como el campo electromagnético correspondiente a un haz de luz es una
superposicion de ondas planas correspondientes a los distintos modos, tal y como se muestra
en la ecuacién , la matriz que representa la transformacion de la amplitud F(T), en el

caso de aparatos en 6ptica lineal, es la misma que la que se utiliza en la 6ptica clasica.

6.3.1. La accion del BS sobre el qubit en la WRHP

Consideremos la acciéon de un divisor de haz sobre el qubit, en el caso de que el BS se
encuentra equilibrado, con idénticos coeficientes de transmisién y reflexiéon, que consideraremos
nimeros reales: T = R = 1/1/2. La transformacién unitaria que caracteriza la accion del

divisor, es la transformacion de Hadamard, que ya se vio en el apartado 2.2}

[0/ = Unly) = aUn|0) + BUx|1) = 5 [10) + [1)] + 5 [10) - [1)]

1 1 (6.18)
= Lla+8(0) + L5 [a— 6] |1).
Las probabilidades asociadas a los canales de salida son:
/ N2 ‘05"’5’2 / |2 ’O‘_B‘Q
=02 = 2 P = g = R (619)

Si « 6 B son nulos, uno de los canales de entrada estd vacio y el valor del qubit a la
entrada esté completamente determinado. Decimos en este caso que el valor del qubit se conoce
perfectamente a la entrada, pero esti totalmente indeterminado a la salida, es decir, existe la
misma probabilidad (1/2), de que al medir el qubit obtengamos 1 6 0, mientras que si los dos
canales de entrada estén llenos, lo que implica que hay una misma probabilidad de encontrar
al fotén en cada una de las dos entradas, entonces el camino de salida del fotén se conoce
perfectamente. Es decir, el valor del qubit se desconoce a la entrada, pero se conoce a la salida.
En la figura [6.3] mostramos el efecto del BS balanceado en las dos situaciones descritas.

Cuando se pasa a la representacion de Wigner los efectos cudnticos en el BS se representan
a través de ondas correlacionadas por encima del umbral de punto cero. Los haces de entrada,
FO(JF) y Fl(f), tienen unas propiedades de orrelacién dadas por las ecuaciones a , que
ya se justificaron en la secci6n anterior teniendo en cuenta la acciéon del ZPF. Los haces a la
salida del BS son:

B iR BY iR
V2 P V2o

los cuales vienen dados por las expresiones (4.57) para el caso T = R = 1/4/2. Veamos cémo

By = (6.20)
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¥, ), =5 10)4[1)
si B=0
v),. =)
si a=J

Figura 6.3: Efecto del BS en los casos donde una entrada esta vacia (se conoce el valor del qubit a la
entrada del BS), y el correspondiente a las dos entradas con la misma probabilidad.

se reproducen los resultados dados en (6.19) para las probabilidades en los canales de salida,
P}y P|. Haciendo uso de las ecuaciones (6.1]) a (6.4), tenemos:

X

N[ —=

(R +ir7) (PO —ir) = (P +iRD) (P i)

2
= 1187+ 3 laf® + JaB" + Jarp = B

ZPF>

(6.21)

=300 +4017) (5 =) (147 43800) (57 -351)),, )

a7ﬂ2
=3 \a\ +5 \ﬁ] - faﬁ* Qﬂ*a = la=Bl : =
(6.22)

En el caso de que uno de los canales de entrada esté vacio, por ejemplo F1(+) = Fl(;)P s 10
que corresponde a 0 = 0, el haz correspondiente a este canal contiene radiacién de punto cero

que se encuentra descorrelacionada con la senal que entra por el otro canal (véase la figura
6.4]). En este caso, las propiedades de correlacion (6.1]) a quedarian:

<Ft§+)Fo(7) - IO,ZPF> = |af, (6.23)

<F1(,—;)PFF1(,_Z)PF - II,ZPF> =0, (6.24)
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<(FO(+)F0(_) ~Io.zrP)(F{ Jpr F{ pr — Il,ZPF)> =0, (6.25)

<F(§+)F1(7_Z)PF> - <FO(+)F1(,_Z)PF>ZPF =0. (6.26)

En este caso, las fluctuaciones del ZPF correspondientes al canal libre del BS acttian sobre
los dos canales de salida aportando un ruido que produce la indistinguibilidad en el valor del
qubit a la salida del divisor (idéntica probabilidad de obtener 0 6 1).

R Figy + i

V2

W(+) _
F'V=

+) 4 ()
Ry HIF

Fvi+) — \/5

Figura 6.4: Efectos de un divisor de haz sobre el qubit, en el caso en que uno de los canales de entrada
esté vacio.

@
E,ZPF

6.3.2. EIl PBS y los efectos del ZPF en la puerta CNOT

En el apartado 2:2.2] estudiamos la puerta CNOT. La relevancia de esta puerta en in-
formacion cuéntica se basa en la capacidad para generar entrelazamiento. El separador de
polarizacion (PBS) permite la implementacion de la puerta logica CNOT en 6ptica cuantica, y
por tanto la generacion de estados entrelazados a partir de estados separables. Se trabaja con
dos grados de libertad: la polarizacion del foton, que constituye el bit de control, y el momento
(grado de libertad espacial) que representa al bit objetivo. Por ejemplo, si la polarizacion es
horizontal (H), el foton es transmitido y no cambia el modo espacial, mientras que si la pola-
rizacion es vertical (V), el fotén es reflejado y el modo cambia. La funciéon del PBS se puede

representar en el espacio de Hilbert por las expresionesﬂ:

|H) |a) — |H) |a), (6.27)

[H) [b— |H)[b), (6.28)

3Como el PBS transmite la componente horizontal, sin modificar el camino, y refleja la vertical, modificando
el camino, habria que considerar la unidad imagniaria en la reflexiéon. Este factor no siempre se tiene en cuenta,
pues existen PBS que no producen este desfase, tal y como se muestra en la referencia [269]. En este apartado,
no usaremos la unidad imagniaria para la descripciéon en el espacio de Hilbert, pero si lo haremos en el estudio
de la accion del PBS en la WRHP, pues sera el denominador comtn en toda la tesis. Esto no afecta al fondo
de la cuestién de como interviene el punto cero en la generacién de entrelazamiento.
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V) la) — [V)[b), (6.29)
V) 10) = V) |a) . (6.30)
@) (b) (c)
H H \/ \/
H
a d
H H H
b \% \Y H
c
H
\V] \Y \V] \V]

Figura 6.5: El PBS transmite componente horizontal de la polarizacion y refleja la componente vertical.
En el caso en el que cada canal de entrada estd ocupado por un fotén, si los dos fotones incidentes en
el PBS tiene la misma polarizacion salen por diferentes direcciones, tal que habra un fotoén en cada
uno de los modos de salida. Por otra parte, si los dos fotones incidentes tienen polarizacién opuesta
siempre saldran en la misma direccién, tal que habra dos fotones en una de las dos salidas y ninguno
en la otra en la otra.

Para ver como se genera entrelazamiento a partir de un PBS consideraremos que un fotén
de momento definido k,, incide por el canal a de un PBS, encontrdndose en una superposicién

de estados de polarizacion. El estado del foton se describe mediante el ket:

¥) = la) @ («|H) + B|V)), (6.31)

donde el segundo término del producto tensorial corresponde a un qubit de polarizacion, defi-
nido en la ecuacion (2.2)). La accion del PBS sobre el estado (6.31) da lugar al entrelazamiento
entre los grados de libertad polarizacién y momento, de un fotén. Es decir, se genera el entre-

lazamiento de qubits:

¥) =ale) @ |[H)+Bb)@[V), (6.32)

donde hemos hecho uso de las ecuaciones (6.27)) a (6.30)).

Desde el punto de vista del formalismo de Wigner, el tratamiento del PBS se hace igual
que en 6ptica clésica, si mas que considerar la accién del punto cero en el caso de que exista
algtin canal vacio. Consideraremos primeramente la situaciéon general en la que dos senales
inciden sobre el PBS, y mas adelante la descripcion en la WRHP de la situaciéon descrita por
la ecuacion , en la que uno de los canales esta vacio:
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» Las expresiones de los haces a la entrada del PBS son (véase la figura :

F = FiPia + FDja, (6.33)
FiY = Fl, Dy, + FLOjy, (6.34)

donde las amplitudes F(+), F; (+), FI.(H) vy F/ () tendran unas propiedades de correlacion
H 1% H HYly
que dependeran de la dinamica correspondiente al proceso por el cual se hayan generad(ﬂ.

Las amplitudes correspondientes a las salidas por los canales a1 y by son (ver ﬁgura:

FO = FiDi,, +iF, i, (6.35)
Fy = Fy iy, + i, (6.36)
(+)
Fb1
A
b1
Fo FO
7§ —
a ag
b
F

Figura 6.6: Efectos del PBS sobre los haces de Wigner que entran por los dos canales.

= A continuaciéon veremos qué sucede si uno de los canales esta vacio, como muestra la

figura En este caso hay que considerar la entrada de una amplitud de punto cero,

(+)
Fo o

la funcion de Wigner, las amplitudes (6.33)) deben verificar las siguientes propiedades de

correlacion:

con sus correspondientes componentes horizontal y vertical. En el formalismo de

2
<‘F£1+)‘ - IH,ZPF> = |af?, (6.37)

4No mantenemos en esta seccion la notacion definida en el capitulo [5| (apartado[5.3.1)), pues es especifica de
la luz convertida a la baja.



6.3. Elementos 6pticos lineales en comunicaciéon cuantica, en la WRHP

2
<‘F\(/+)’ - Iv,ZPF> =16, (6.38)

<<‘F1({+)‘2 - IH,ZPF) <‘F‘(f+)‘2 - IV,ZPF>> =0, (6.39)

lo que indica que la probabilidad de deteccion horizontal (vertical), suponiendo que tras
pasar por el PBS de la figura se situasen unos detectores, es |a|? (]3]?). Por otro
lado, la probabilidad de deteccién conjunta es nula, dado que se supone que el haz (6.33))
contiene un sélo foton. Es importante también tener en consideracion que para que el
haz descrito en pueda representar a un bit cuantico de polarizacion, las amplitudes
que lo definen deben estar descorrelacionadas con cualquier otra amplitud (en este caso
con F(Z+13 F7b)’ pues de lo contrario la descripcién en el espacio de Hilbert no seria la dada

por la ecuacion ((6.31)).

Las amplitudes correspondientes a las salidas a; y b; son:

Fngr) = F1E1+)ia1 +1 [F(Z+]3)F,b 'j} Jai (6.40)
F;(;) - [F(Z—;’)F,b ' i} ip, + in(/Jr)jbl- (6.41)
(+)
th
A
b,
(+)
Fé‘r) Fal
»£ —>
a a
b
Fozer

Figura 6.7: Efectos del PBS considerando la entrada de punto cero por uno de los canales.

Como vemos, el punto cero se reparte entre ambas senales de salida, pues la parte ho-
rizontal del vacio se transmite y la vertical se refleja. Las ecuaciones y
constituyen la base para el anélisis de la conversiéon de un estado separable en otro en-
trelazado en la WRHP y muestran, una vez maés, la relevancia del ZPF en la generacién

de entrelazamiento. El efecto del PBS sobre el punto cero que entra por el canal vacio, es
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activar los modos (b, H) y (b, V') del ZPF, dando lugar a sendos haces con las propiedades

del entrelazamiento de dos qubits pertenecientes a un mismo foton.

6.3.3. Retardadores

Los retardadores, cominmente denominados laminas retardadoras, son una de las aplica-
ciones mas corrientes de los medios anisétropos. Se utilizan para cambiar la fase relativa entre
las componentes de los haces polarizados. Los més comunes son las laminas de media ondaﬂ
(\/2, k = m), que producen una reflexion del estado de polarizacion con respecto a los ejes de
la lamina, y las laminas cuarto de onda (\/4, k = 7/2), que transforman un haz de luz circu-
larmente polarizado en otro polarizado linealmente que forma 45° con los ejes de la lamina, y
viceversa [142].

-Lamina de cuarto de onda: Consideremos el caso de una lamina de cuarto de onda
con eje rapido a un angulo 6, medido desde el eje X. La accién de la lamina de cuarto de onda

esté representada por la matriz:

cos?f +isen?f (1 —1i)senfcosf

6.42
(1 —4)senfcosf sen? +icos®0 (6.42)

MQWP =

Supongamos que el haz Fi) — FI(;F)i + F‘(/Jr) j incide sobre una QWP. Las amplitudes que

in

representan el haz saliente son:

Fg:;t) _ MQWPF/E:L_) _ cos?f +isen?f (1 —i)senfcosf F%I:
(1 —4)senfcosf sen? +icos’0 Fy
= |(cos® 0 + isen + (1 — %) sen 6 cos i
o0+ sen?0) FS9 4 (1 ) sn peos] ) (643
+ [[(1 — i) senf cos G]Fgr) + (sen? 6 + icos? §) F‘(/Jr) 3
Para el eje rapido en 8 = 0, la matriz es
N 1 0
Mowp = e (6.44)
0 ¢
y la amplitud del campo
PO =PV ir; (6.45)

®Los retardadores mas usuales estan formados por una lamina de material birrefringente uniaxico en el
cual el eje 6ptico es paralelo a su superficie. Al incidir una onda plana sobre una lamina de este tipo, ésta se
descompone en dos ondas, la extraordinaria (e) que vibra paralelamente al eje 6ptico de la lamina, siendo el
indice de refraccion ne, y la ordinaria (o), que vibra perpendicularmente a la anterior con un indice n,. Las
direcciones de vibracion coinciden con los ejes de la lamina (X-Y'), y se denominan eje rapido y eje lento. Si
el medio es uniaxico negativo (n. — n,>0) el eje rapido coincide con el eje 6ptico. El desfase que introduce un
retardador de espesor d viene dado por la expresion: k = 2wd(ne — no)/A.
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Foge =FS1+R7j Flma =F8Vi+Rj

entrada salida

Eje rapidoa 8 =0,
respecto al eje X

Figura 6.8: Acciéon de una QWP, en el caso de que eje rapido esté a 0°, se produce un desfase de 7/2
entre las componentes horizontal y vertical del campo.

- LAmina de media onda: transforma luz polarizada linealmente en otra con polarizacién
también lineal, pero girada un angulo 26 respecto al plano de polarizacién de la luz incidente;

y luz polarizada circularmente dextrogira en levogira. Su efecto viene dado por la matriz [141]:

- cos20 sen?20
M = ) 6.46
e ( sen20 —cos26 ) ( )
de tal modo que las amplitudes a la salida de la HWP son:
- cos20  sen26 gy
For) = MuwpEy)) = i
sen20 —cos26 Fy, (6.47)

Mywp = ( bo ) ; (6.48)

Para 6 = 0 la matriz es

0 -1
y la amplitud queda

FU) = P i, (6.49)

6.3.4. El rotador de polarizaciéon

El efecto de este elemento 6ptico es rotar el vector campo un angulo 8. Esta representado

por la matriz:

Npp = ( cos3 —senf > 7 (6.50)

sen3 cosf
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F(H)  — Fig+)i - |:V(+)j

salida

Fi i =Fi+R7j

entrada

Eje rapidoa 6 =0,
respecto al eje X

Figura 6.9: Accion de una HWP, para 6 = 0, lo que produce un cambio de fase 7 entre las componentes
vertical y horizontal del campo eléctrico.

y el efecto sobre las amplitudes del campo eléctrico es:

(+)
P _ MPRFEZ) _ cos —sen(3 > ( Fyy )

out senf3 cosf F‘(/Jr)

= |cos ﬂFI(;) — sen ﬁF‘(/Jr)} i+ [sen 5F£I+) + cos ﬂF‘(/H} j

(6.51)

6.3.5. Mach-Zhender

El efecto de este dispositivo es el siguiente: un haz es separado mediante un BS en dos
haces, los cuales recorren diferente camino, antes de incidir sobre un segundo BS a la salida
del interferometro, figura [7.6] Este sistema permite generar el time-bin qubit descrito en la
ecuacion . Debido a la relevancia de este sistema 6ptico en el procesamiento de informaciéon

con entrelazamiento en energia y tiempo, lo estudiaremos con mas detenimiento en la seccién

7.6.1] de criptografia con PDC tipo I.

6.3.6. El polarizador

El polarizador eliptico estd descrito por dos parametros 6 y §, donde 6 es el angulo entre
el eje principal de la elipse y la direccién horizontal, y § es la excentricidad. El efecto del

polarizador se expresa mediante la matriz:

N cos2 0 sen 0 cos fe
Mgp = . . 6.52
Br ( sen 6 cos fet® sen? @ ( )
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Para § = 0 obtenemos la matriz del polarizador circulaxﬂ

N cos? 6 sen 6 cos 0
Mop = . 6.53
or ( sen @ cos 6 sen2 6 ) ( )

El efecto del polarizador circular sobre las amplitudes del campo eléctrico consiste en la
proyecciéon del campo eléctrico sobre la direccién del polarizador, representada por el vector
unitario u; = cosfi+senfj. En este caso, es necesario considerar una entrada de punto cero,

F(ZJ}Z > perpendicular a FE: ), Asi, tenemos:

- cos? 0 sen 6 cos 0 F& 4 g
Fiu = [FEZ ) 'ul} u = MepFy,) = 2 W g
sen 6 cos 0 sen® 6 F, "+ F,ppy
= [(Fgr) + Fé;)F’H) cosf + (F‘(/Jr) + Fg;)F’V) sen f](cosfi—+ sendj).
(6.54)
Definiendo la amplitud
FI(DE)L = (Fg) + Fg;’)F,H) cosf + (F\(/Jr) + Fg};)F,H) seno, (6.55)
la expresion de un haz linealmente polarizado a un dngulo 6 esta dado por:
F = FUY cos i+ FSD, sen 6j. (6.56)

FY) ireccion de
arizacion

0,.. . - } /,/
ul»\ o 1lx
e |

Figura 6.10: Vista frontal del polarizador, con el ZPF perpendicular a Fy, siendo u; el vector pola-
rizacion.

5En lo sucesivo consideraremos el polarizador circular, dejando el caso mas general, § # 0, para la seccion
[74 donde estudiaremos la accién de un espia a través de una medida proyectiva en el proceso de distribucién
cuéntica de clave.
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6.4. Los generadores aleatorios cuanticos

Son la base de la criptograffa cuéntica, pues generan estados de una manera auténticamente
arbitraria, por ejemplo la salida del BS o del PBS se produce de una forma totalmente al azar,
debido a los canales vacios, lo que nos permite una elecciéon aleatoria de la base de medicion. Un
ejemplo tipico de estos sistemas lo podemos ver en la figura [6.11] El divisor de haz transmite
o refleja cada foton incidente. En el camino reflejado hay un PBS que analiza en la base H, V.
En el camino transmitido, la combinaciéon de una lamina retardadora de media onda a 22,5° y
un PBS idéntico al anterior, constituyen un analizador en la base 45°,-45°. Desde un punto de
vista fisico, los inicos procesos conocidos que generan eventos realmente aleatorios son aquellos
basados en la mecénica cuantica (como en este caso). En la figura podemos ver como el punto
cero contribuye a tal fin por su caracter estocastico, ademas de ser una exigencia en nuestro

formalismo.

ZPF
ZPF

HWP

>[) 450

BS PBS

/|

Vertical

ZPF --

PBS 6 450
Horizontal

Figura 6.11: El PBS formando parte del generador aleatorio.

Para finalizar debemos indicar que para ciertas aplicaciones (por ejemplo, la realizacion de
puertas cuanticas de dos fotones) se hace necesaria la no linealidad. Este tipo de no linealidad
se puede lograr, ya sea por medio de la induccion de interacciones fotéon-foton (como la no
linealidad en un medio Kerrﬂ conocida como la no linealidad Kerr) o mediante medida inducida
por la no linealidad 6ptica efectiva.

La disponibilidad en la actualidad de la no linealidad Kerr es demasiado pequena para ser

util para los fines especificados. La no linealidad efectiva inducida por la mediciones proyectivas

"Efecto Kerr o efecto electroptico cuadratico (efecto de QEQ) es un cambio en el indice de refraccion de un
material en respuesta a un campo eléctrico. Es distinto del efecto de Pockels en el que el cambio inducido del
indice es directamente proporcional al cuadrado del campo eléctrico en vez de a la magnitud del campo. Todos
los materiales muestran un efecto Kerr, pero ciertos liquidos muestran el efecto més fuertemente que lo hacen
otros materiales. El efecto Kerr fue encontrado en 1875 por John Kerr, un fisico escocés.
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estandares (deteccion de eventos) se reconoce actualmente como una forma factible de aplicar,

por ejemplo, puertas probabilisticas de dos qubits con fotones.

6.5. La funcién de Wigner en la Teoria de la Informacién Cuan-

tica

La funcion de Wigner es una herramienta con una gran cantidad de aplicaciones en el campo
de la Informacion Cuéantica. El formalismo WRHP aplicado a los experimentos de comunicacién
cuéntica con fotones, que desarrollamos en esta tesis, es s6lo una de las aplicaciones que tiene
este formalismo. El objeto de esta seccidén es mostrar otros trabajos en los que se utiliza la

funciéon de Wigner en este campo:

1. La aplicacion de la funcion de distribucién discreta de Wigner a la caracterizaciéon de las
propiedades de entrelazamiento de dos qubits [118], donde se demuestra que un estado es
entrelazado si, al menos, uno de los valores asumidos por las correspondientes funciones de
Wigner discretas es mas pequeno que un cierto valor critico (negativo). Sobre la base del
criterio de la transposicidon parcial, se establece la relacién entre la separabilidad de una
matriz densidad y la no negatividad de la funciéon de Wigner discreta, relevante tanto para
la matriz densidad como para la transposiciéon parcial de la misma. Estos criterios son de
gran interés para la construcciéon de entrelazados en informacioén cuéntica. Otro articulo
de interés es el [110], en donde se aplica la forma discreta de la funcion de Wigner y
donde se muestran las conexiones que existen entre la tomografia SIC POVM (symmetric,
informationally complete, positive operator valued measure) y representaciones discretas

de la funcion de Wigner.

También cabe destacar la aplicacion de la funcion de Wigner a variables continuas [65],
donde se presenta un protocolo para compartir entrelazamiento y codificar la amplitud de
cuadratura del campo electromagnético, o también el trabajo de Oliver Glockl et al. [135],
donde se presenta un protocolo para realizar intercambio de entrelazamiento mediante
un haz con un pulso de alta intensidad y, finalmente, en un articulo de Koniorczyk et
al. [159], en el que se presenta un enfoque unificado de la teletransportacion cuantica en
dimensiones arbitrarias basado en el formalismo de la funcién de Wigner. Este enfoque
nos ofrece una imagen clara de todas las manipulaciones realizadas en el protocolo de
teletransporte. Ademas, dentro del formalismo de la funcién de Wigner se da cuenta de

todas las imperfecciones de las manipulaciones.

2. Siguiendo la linea anterior, para variables discretas, en la referencia [45], se nos muestra,
la forma de representar el estado y la evolucién de un ordenador cuéntico en el espacio de
fases. Para ello, utilizan también una version discreta de la funciéon de Wigner, que, para
un N arbitrario, se define en un espacio de fase red de 2N x 2N puntos, y calculan dicha

funciéon de Wigner para los estados que sean pertinentes para computacién cuantica.
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Finalmente, discuten las propiedades de los algoritmos cuanticos en el espacio de fase
y la representacion en el espacio de fase del algoritmo cuantico de busqueda de Grove.
También podemos destacar la aplicacion de la version discreta de la funcion de Wigner

al teletransporte, en el trabajo de Juan Pablo Paz [209).

3. La caracterizacion de la dindmica de sistemas cuanticos es uno de los problemas clave
que debe sortear la computaciéon cuéntica, para ser viable. Este problema consiste en
identificar y cuantificar los factores que actian en una dindmica cuantica, de una manera
sistemética y se denomina tomografia de procesos cuanticos. En varios trabajos [173]/174,
172| se ha demostrado que la idea de medida puede generalizarse, ain més, para incluir
la determinacion experimental de procesos, y por procesos entendemos transformaciones
entrada-salida y montajes de medida. Es posible caracterizar completamente cualquier
proceso cuantico mediante una funcion, U (k, &) que es un analogo cuantico de la funcion

de respuesta de impulsos de la 6ptica clasica

W(k) = / d*alU(k, )W (). (6.57)

Si el proceso es una transformacion entrada-salida, esta funcion U(k, «) relaciona las
distribuciones sobre el espacio de fase asociadas al estado inicial y al estado final W («),
W(k) Si el proceso es una medida, la funcion relaciona la distribucion sobre el espacio de
fase del estado incidente W () con la estadistica de la medida W (k). Estas funciones son
facilmente medibles experimentalmente, lo que nos permite hablar de la medida de un
proceso. En particular se han generalizado las técnicas tomogréaficas para que puedan ser
aplicadas a la determinaciéon de transfomaciones entrada-salida, para las puertas logicas

cuanticas, por ejemplo [172].

4. Un analisis con la funciéon de Wigner, de gran interés para la computacion cuantica es
la de los estados estabilizadores, en la referencia |98| se hace un anélisis en profundidad
de este tema. Los estados estabilizadores juegan roles clave en la computacién cuéntica;
constituyen un recurso esencial en el modelo de computacién cuantica basado en la

medicién y en la construccion de codigos de correccion de errores.

El formalismo de estabilizadores fue desarrollado por Daniel Gottesman, en el marco del
estudio de cédigos cudnticos de correccién de errores. La idea basica de estos codigos es
proteger la informacién contenida en un qubit a través de su codificaciéon en el estado
de un grupo de qubits. De esta forma, los estados logicos aceptables son un subespacio
de dimensiéon 2, dentro del espacio de Hilbert del grupo de qubits, y los errores en el
computo son detectados cuando el estado del sistema se escapa de este subespacio. El
formalismo de estabilizadores permite caracterizar el subespacio de estados l6gicos como
el formado por aquellos estados que son autoestados con autovalor 1 de un cierto conjunto

de operadores de Pauli, que se llama el estabilizador del cédigo. La representaciéon de los
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estados estabilizadores en el espacio de fases, se realiza mediante la funciéon de Wigner
discreta. En cualquiera de estas construcciones de la funcion de Wigner, las lineas del
espacio de fases resultan asociadas a un conjunto de estados estabilizadores, pero la
asociacion entre cada linea y un estado dado puede variar, dando lugar a una clase de

posibles funciones de Wigner.

Se puede demostrar que los tnicos estados cuya funcion de Wigner es no negativa, para
cualquier definicién en esta clase, son las combinaciones estadisticas de los estados es-
tabilizadores asociados a las lineas. También se han aplicado en la representacién en el
espacio de fases de la interferencia en una superposicién coherente de estados estabiliza-
dores, concluyendo que, en general, esta interferencia tiende a desparramarse en todo el

espacio de fases, incluso en las regiones correspondientes a los estados superpuestos.

También se ha estudiado un sistema de qubits en un estado estabilizador que sufre efectos
de decoherencia, hallando tiempos criticos de pérdida de entrelazamiento y mostrando el
modo en que la decoherencia se manifiesta en la funciéon de Wigner del estado correspon-
diente. Existe aplicacion de la funcién de Wigner para sistemas con variables continuas
de estados entrelazados [265], con aplicacion en criptografia, ademés de una desigualdad

en Wigner, que aparece en la referencia |125|, dada por la expresion siguiente

W =p(x, ) +p(,w) —p(x,w) >0, (6.58)

en la que se puede ver la funcion de Wigner donde p(x, ) es la funcion de probabilidad
de coincidencia de Alicia y Bob, respectivamente. Esta desigualdad es siempre satisfecha
por cualquier teorfa realista local, y nos permite determinar la acciéon de un espia entre

Alicia y Bob.

6.6. Conclusiones

El estudio realizado en esta capitulo sobre los aspectos bésicos de la informacion cuéntica
en 6Optica, dentro del formalismo WRHP, revela la importancia de la radiacién de punto cero
en la descripcion del qubit, en el entrelazamiento, asi como en la implementaciéon de las puer-
tas logicas cuanticas cuando se usa luz para transmitir la informacién. En concreto, hemos
analizado como el qubit fotonico espacial se genera a partir de la activacién de los modos del
ZPF, que aparece como un campo estocéstico que permite interpretar, bajo una perspectiva
ondulatoria, las propiedades del bit cuantico. Ello contrasta con la descripciéon usual en el
espacio de Hilbert a través del concepto de fotén. De este modo, la estocasticidad inherente al
punto cero justifica la posibilidad de crear generadores aleatorios cuanticos.

Hemos visto también como el ZPF es parte esencial de la descripcion del entrelazamiento,
lo que ya se vi6 en el capitulo [5] pero en este caso como parte fundamental en la implemen-

tacion de la puerta CNOT en dptica cudntica: los modos del vacio correspondientes a las dos
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polarizaciones asociadas a una de las puertas de entrada al PBS, se activan y se acoplan con
la senal que entra por la otra entrada, aportando los grados de libertad necesarios para pasar
de un estado separable en términos del espacio de Hilbert, a otro entrelazado.

Sabemos que las puertas logicas en mecanica cuantica se generan a partir de la puerta de
Hadamard, la CNOT, y la puerta de cambio de fase |25]. Sabiendo la relevancia del ZPF en
la implementacion del Hadamard (BS) y de la CNOT (PBS), podemos analizar sus efectos
en cualquier otra operacion légica que utilice estas puertas en 6ptica cuéntica. Por otro lado,
la puerta de cambio de fase actiia sobre las amplitudes del campo eléctrico modificando la
fase, por lo que el efecto de esta puerta sobre el ZPF esta claro: modifica las fases de las
amplitudes del punto cero. Esto ya se vié cuando analizamos los estados de Bell en la WRHP,
en el apartado

Hay no obstante un punto que no hemos tocado en el desarrollo del capitulo, pero que
mencionaremos por su importancia capital en los problemas fundamentales de la mecanica
cuéntica. Los estudios del BS, PBS, y el polarizador, nos muestran que la consideraciéon del
ZPF en la propagacion de la luz a través de estos aparatos puede producir enhancement [95], es
decir, que la intensidad de la luz a la salida de estos aparatos sea mayor que la corespondiente
a la entrada, para ciertos valores de las amplitudes del vacio. Esto contrasta fuertemente con la
hipétesis “plausible” del no enhancement en la gestacion de desigualdades de Bell no genuinas,
que son las que se han llegado a violar en el laboratorio. El fen6meno del enhancement generado
por el ZPF ya ha sido demostrado con anterioridad |188|, y debe tenerse en cuenta entre los

efectos del ZPF en comunicacion cuéntica con fotones [82].






Capitulo 7

CRIPTOGRAFIA CUANTICA CON
PDC EN LA WRHP

7.1. Introduccién

Una vez que hemos introducido los aspectos esenciales de la comunicacién cuéntica con
fotones, y la teorfa del PDC en la representacién de Wigner, comenzaremos nuestro programa
con este capitulo, en el que aplicaremos la funcién de Wigner al analisis de experimentos de

criptografia cuantica con fotones generados en PD(T]

Comenzamos en la seccidén con la influencia de la radiacion de punto cero en la relacion
entre entrelazamiento y distribucién de clave no segura a través de la representacion de Wigner,
para pasar, en la seccién a analizar experimentos de distribucién de clave en los que se
usa el protocolo de Ekert a la distribuciéon cuéntica de clave mediante la codificacién segura en
polarizacion (apartado y en fase (apartado . Veremos la relacién existente, en este
formalismo, con el teorema de compatibilidad, basico en la criptografia segura. En la seccién
estudiaremos el espionaje en el caso de medidas proyectivas, y veremos céomo el ataque
introduce un ruido esencial que no pasa desapercibido, y que se refleja en el formalismo de
Wigner en una entrada de punto cero, en el aparato que usa el espia. Continuaremos en la
seccion[7.5)con la descripeion de los estados GHZ, base de la criptografia para mas de dos partes,
el secreto cuantico compartido (QSS), y veremos la influencia del ZPF en el entrelazamiento

multiple, para el caso de tres fotones.

La segunda parte del capitulo esta dedicada a los experimentos de criptografia que utilizan
la conversion tipo I (seccion [7.6)), en los que se utiliza el entrelazamiento energia-tiempo. Se
comienza esta seccion con la codificacion en fase (apartado [7.6.1)), en sus vertientes segura y

no segura, enfatizando el papel del ZPF como generador aleatorio natural.

Por ultimo, en la seccion presentamos las conclusiones del capitulo.

!Las secciones hasta la se encuentran desarrolladas en [8583)].
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7.2. Entrelazamiento y distribuciéon de clave (no segura) en la
WRHP

En esta secciéon nos centraremos en la criptografia que se implementa con la conversiéon para-
métrica tipo II y més concretamente en el protocolo de Ekert |[112]. Comenzaremos mostrando
la relacion entre entrelazamiento, en el formalismo de Wigner, y la distribucién -no segura-
de clave cuantica. Consideremos la situacion de la figura La conversion paramétrica a la
baja de tipo II en un cristal no lineal conduceﬂ a la produccién de dos haces correlacionados

(correspondientes al estado [¢T)):

(7.1)

: -
PBS1

CRISTAL

LASER NO LINEAL

PBS2

, o

1
‘ DT2
ZPF2

Figura 7.1: Dispositivo (no seguro) de distribuciéon de clave cuéantica. La radiacién de punto cero
se amplificada en el cristal, dando lugar a la correlacion de los haces de salida. Los PBS separan las
componentes horizontal y vertical de los haces, para que lleguen a los detectores correspondientes.
Ademés, es fundamental considerar el punto cero que entra en el segundo canal del PBS.

Los rayos 1 y 2 se dirigen hacia Alicia y Bob, respectivamente. Frente a estos rayos se
encuentran sendos polarizing beam-splitter (PBS) (los cuales transmiten la polarizacion vertical
y reflejan la horizontal) y los detectores correspondientes. Por otro lado, hay que tener en cuenta
el punto cero (ZPF) que entra en el segundo canal de cada PBS [225]. La consideracion del ZPF
en la entrada al PBS esta relacionada con la conservacion de las relaciones de conmutaciéon de
los operadores campo eléctrico en el marco de Heisenberg, cuando se trabaja en el espacio de

Hilbert [179]. En esta situacion debe considerarse el operador correspondiente al modo vacio

2De ahora en adelante, supondremos que la luz emitida por el cristal, en la zona de intersecciéon de los
conos ordinario y extraordinario, puede estar representada por cualquiera de los cuatro estados de Bell de
polarizaciéon. La accién local sobre uno de los haces modifica las propiedades de correlacién, de manera que
se puede pasar de un estado a otro. La consideracién en esta secciéon del estado |¢T) no tiene una relevancia
especial en comparaciéon con los otros estados, y el argumento es igualmente valido para todos ellos.
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con objeto de mantener las relaciones de conmutacion del operador campo eléctrico, cuando se
modifica por la presencia del PBS. Cuando pasamos a la funciéon de Wigner, esto corresponde a
la consideracion de una entrada de ZPF descorrelacionada con la sefial de entrada de cualquier
otro canal. Aunque esta componente se resta finalmente en el proceso de deteccién, este es un
ingrediente fundamental de la teoria y no puede descartarse en los célculos.

Si F(Z—’_P)F1 es el punto cero que entra en el segundo canal del PBS1, los campos en los
detectores DT1 y DR1 son:

Fi (e ty) = FO(en 60+ Fpy e t),

| . (7.2)
P (), 1) = =i (4, 1)1+ FUp o(e ).

donde F(ZJ;)FLR (F(ZJFP)FLT) es la parte de F(ZJ})Fl que es reflejada (transmitida) en el PBSI.

Siguiendo el mismo razonamiento, la expresién de los campos que salen del PBS2 son:

Fy(ra, ta)
Fg}% (ry,t3)

—F (1, 12)] /+F(Z+P)F2,R(r2’t2)’
q(+)( )i +F(ZJ;3)F2,T(r/2’t,2)7

siendo F(ZJ}) FoR (F(Ztg ro.r) la parte de F(Z+13) o que se reflejada (transmitida) en el PBS2.

(7.3)

La caracterfstica crucial del entrelazamiento (referida al estado [¢™)) es que los resultados
referentes a la detecciéon comun de los dos qubits estan totalmente correlacionados, a pesar de
que si se mide uno de los dos qubits, el resultado de esta medida es completamente aleatorio.

La influencia del punto cero en estos resultados es fundamental, puesto que:

= La correlaciéon perfecta en la deteccion conjunta surge como consecuencia de la amplifi-
cacion del punto cero en el cristal, y de la forma en que sus amplitudes se distribuyen

en los haces de salida (entrelazamiento).

= La radiaciéon de punto cero que entra por los canales vacios de los PBS introduce un ruido
que genera la indeterminaciéon en la medida de cada qubit, lo que trae como consecuencia

la misma probabilidad de deteccién simple en los detectores correspondientes a cada haz.

En la representacion de Wigner, estas caracteristicas se explican facilmente mediante el
uso de las ecuaciones (4.64)), para el calculo de la probabilidad de deteccion simple, y (4.69)
para la probabilidad de deteccién conjunta en el caso de experimentos donde interviene la

polarizacion. Tenemos, para Ppri1.pr2 ¥ Ppri,DR2:

Ppri1,p12 \(FH >\2 + \(F(Jr Fépm R>|2 + |< ZPFl RngrD)FQ R>’2
+’<FéP)F1 RF(+)>’ (EEIN? = Ppripre = Kpripra|(FSD EF) 2, (7.4)

donde hemos tenido en cuenta que las entradas F(ZJSD) Yy F(th)’ o estan descorrelacionadas con
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todas las sefiales y entre ellas. Ademas la Constanteﬂ Kpr1,pr2 da cuenta de la eficiencia del

proceso de deteccién. Por otra parte,

Ppri.pre o |(F! FH )2+ [(FL é;)m T>|2
HES ey g F i )P+ 1 (FSey gFSD)2 = 0. (7.5)

Siguiendo el mismo proceso, obtenemos para el resto de probabilidades:

Ppri,pr2 = Kpri,pre| (FLDES) 2, (7.6)

Ppri,pr2 = Ppr1,pR2 = 0. (7.7)

De las ecuaciones (7.4]) a (7.7)), tenemos:

Ppri,pr2 + Ppr1,p12 + PpR1,DT2 + PDT1,DR2

= Kpr1.oral (FS P FSO)P + Kpry pra| (FSDE) P, (7.8)
En el caso ideal’]

1

Kpr1,pra[(FSDESOY? = Kpry pral(FSDFD)? = 5

asi que
Ppri,pr2 + Ppri,p12 + Ppri,p72 + PDT1,DR2 = 1. (7.10)

7.3. Experimentos con PDC tipo II para distribucién de clave

segura

La configuracion mostrada en la figura [7.1] no es segura porque un espia, conocido ge-
neralmente como Eva, podria en principio medir la polarizaciéon de la luz usando un dispositivo
similar al de Bob, y volver a enviar pulsos polarizados similares a él. Por esta razén, para

establecer una clave segura y detectar al espia, Alicia y Bob, al azar, seleccionaran diferentes

3Esta constante puede expresarse a su vez de la forma Kpr1,pr2 = Kpr1Kpr2, donde Kpr; esté relacio-
nada con la eficiencia del detector i (véase la ecuacion )

4La probabilidad de deteccién conjunta es proporcional al cuadrado de la constante de acoplamiento y a la
intensidad del laser, a través del factor g?|V|?, tal y como se muestra en la ecuacion , y a la eficiencia
efectiva en el proceso de deteccién, ésta ultima proporcional a la eficiencia (1) del detector. El resultado
mostrado en , en el que la probabilidad de detecciéon es 0,5, es ideal en cuanto a la emision de la pareja
de fotones, y a su deteccién, y se ajusta a la descripcion que se realiza en el espacio de Hilbert, a través de las
expresiones de los estados de la base de Bell, realizada en la seccion @
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analizadores de polarizacion aplicando rotaciones o cambios de fase |150,203}/115|. Siguiendo
el protocolo de Ekert [112], se comunican mediante un canal publico las orientaciones que se
utilizaron para cada uno de las mediciones, pero no los resultados obtenidos. En el caso de
medidas compatibles, se mantendrian los resultados a fin de establecer la clave criptografica.
Los resultados correspondientes a orientaciones no compatibles se comunican entre ellos y se
usan para detectar si ha habido o no un ataque, a partir de la medicién del parametro de
Bell [96]:

S=-F(x,3)+ E(a,3') + E(d,8) + E(c, 3), (7.11)
donde
_ Prira(a,B) + Prir2(a, B) — Prira(a, ) — Rri72(a, B)
~ Prizre(a, B) + Prira(a, ) + Prire(a, B) + Prira(a, 8)

El valor de |S| que predice la mecanica cuantica es 2v/2, pero la presencia de Eva reduce

E(a, B) (7.12)

el valor observado de dicho parametro, tal que |Sgy.| < V2. Si se detecta la presencia de
Eva, se aborta el protocolo de distribucion de clave (se descartan los resultados anteriormente
guardados).

Vamos a estudiar dos experimentos de criptografia cuantica que usan pares de fotones
entrelazados en polarizaciéon: en el primero veremos la codificaciéon en polarizaciéon y en el
segundo la codificacién en fase. A pesar de que estos experimentos son similares a anteriores
pruebas de las desigualdades de Bell, mostraremos en detalle los calculos correspondientes a la
codificacion en polarizacion, con objeto de aclarar la relacion entre la distribucion cuantica de
claves (segura) y el formalismo de Wigner para el PDC. El campo eléctrico en los detectores se
obtendra a partir de la propagacién, a través de diferentes elementos 6pticos, de las amplitudes
correspondientes a la salida del cristal. Para simplificar nuestros célculos consideraremos que
la distancia que separa la fuente de los elementos 6pticos, y éstos de los detectores, es idéntica
para Alicia y Bob, de tal manera que la contribucién al cambio de fase en la ecuacion ([5.14)

no se tendra en cuenta en los célculos de las probabilidadesﬂ

7.3.1. Codificacién en polarizaciéon

En nuestro primer dispositivo experimental situaremos rotadores de polarizacion frente a
los PBS [150]. Los haces que salen del cristal se corresponden con el estado singlete 1)), que

en nuestro formalismo se corresponde con las ecuaciones:

FiP (e, 6) = FY (r, )i+ B (x, 1),

7.13
FO (1) = FD (e, )i — B (r 1)y (7.13)

El dispositivo para la distribucion segura de clave cuantica se muestra en la figura [7.2] Dos

rotadores de polarizaciéon, PR1 y PR2, se disponen frente a los PBS con objeto de rotar el

SEstas diferencias de camino éptico son relevantes en experimentos que utilizan, por ejemplo, entrelazamiento
tiempo-energia [248].
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plano del polarizacién de la amplitud del campo eléctrico. El rotador de polarizaciéon PR1 rota

ZPF1

‘ -
PBS1

CRISTAL NO

LASER LINEAL

PBS2

: o

1
! DT2

ZPF2

Figura 7.2: Dispositivo para la distribucién segura cuantica de clave, utilizando la polarizacion del
campo eléctrico. Dos rotadores de polarizacion, PR1 y PR2, se usan para girar el plano de polarizacién
de la amplitud del campo eléctrico.

)

el plano de polarizaciéon de Fg+ un dngulo . Las componentes del campo detras de PRI, se

calculan a través de la expresion mostrada en el apartado [6.3.4}
(+) cosa —sena) (FH (r1,t1)
Fo7(r,t) = (+) =
sena  cosq Fp ' (ry,t1)

B (Fs(+)(r1, t1)cosa — FZSJF)(rl, tl)sena>

7.14
F§+)(r1, t1)senar + Ff) (r1,t1)cosa (7.14)

De manera similar, el calculo para F/ g+) (ra,t2) da

(+) (+)

Fy ' (ro,ta)cos + Fr ' (ra, ta)sen

F') (rg,t0) = q(+)( tz)eon (+)( miapendy, (7.15)
F{ (v, ta)senB — B (x2, t)cosB

La propiedad fundamental de la mecanica cuantica, que puede ser usado para frustrar escu-
chas durante el intercambio de una clave criptografica, se basa en el principio de incertidumbre
de Heisenberg: si las orientaciones utilizadas por Alicia y Bob son compatibles (los correspon-
dientes operadores conmutan en el espacio de Hilbert), entonces la mecanica cuantica predice
una anticorrelacion perfecta entre los resultados. Sin embargo, este no sera el caso cuando
las orientaciones no son compatibles (los correspondientes operadores no conmutan). En la
representacion de Wigner, estos resultados estan relacionados directamente con la transforma-
cién en las propiedades de correlacién de los haces de luz cuando atraviesan los rotadores de
polarizacién. Para explicar este punto vamos a calcular las diferentes correlaciones entre las
componentes de F/ §+) (r1,t1) y ¥/ ;Jr) (ro,t2). Por simplicidad, vamos a descartar la dependencia

con la posicion y el tiempo, lo que conseguimos haciendo t; = to y posiciones caracterizadas



7. CRIPTOGRAFIA CUANTICA CON PDC EN LA WRHP 101

por un camino 6ptico idéntico desde el cristal. Tenemos:

(E HES 1)) = (FFD)sen(3 — a), (7.16)
(F ) ES 5 = —(F FED)cos(8 — a), (7.17)
(7 HESY i) = (FH EH)eos(8 - a), (7.18)
(EHEEY - §) = (FEFD)sen(8 - ). (7.19)

Notese que, para a = 3, las propiedades de correlaciéon son idénticas a las correspondientes
a la salida del cristal. Este resultado concuerda con que el estado singlete |1 ™) tiene invariancia
rotacional [126], propiedad que es fundamental en el argumento EPR. Sin embargo, en el caso
08 — a = 45°, todas las correlaciones tienen el mismo moédulo. Como veremos més adelante,
esto implica que las cuatro probabilidades de deteccién conjunta tienen el mismo valor.

Considerando la radiacién de punto cero que entra en el segundo canal del PBS1, las

amplitudes en los detectores DT1 y DRI son:

Fi) (r1,t1) = [ (r1, t)sena + F{P (1, t1)cosal j + F(Z+p)FLR(1"1, t1), (7.20)
F i (e, 1) = ilFD () ) eosa — F{D (2], #))sena] i+ Fifpp, (6. 6). (721)

donde F(ZJFP)F1 R (F(ZJFJQF1 r) es la parte de F(ZJFP)F1 que es reflejada (transmitida) en el PBS1. De

la misma manera, las amplitudes del campo eléctrico en los detectores de Bob son:

Fi7), (2, t2) = [ (va, ta)sen — FH) (ra,t2)cosB] i + Fyp g p(r2,t2) | (7.22)
Fi o (th,th) = i[E{D (rh, th)cosB + EL) (), th)sen] i + Fy Py 1(rh, th). (7.23)

Con objeto de calcular las probabilidades de deteccion Pri 72, Pri,r2, Pri,r2 ¥ Pri,12:
usaremos la ecuacion (4.69) y las expresiones (7.20)), (7.21)), (7.22)) y (7.23). Tenemos:

2
<F(+) F(+) >

Ppri,pr2 = Kpri,om2 2o\ v |(FpriaFpran

= Kpr1.012 ’ (F,§+)Fq(+)> sen f cos o — <Fs(+)Fr(+)> cos Bsena| = 3sen’ (8 —a),

(7.24)

donde hemos tenido en cuenta que el punto cero que entra por los canales vacios de los PBS



102 7.3. Experimentos con PDC tipo II para distribuciéon de clave segura

esta descorrelacionado con cualquier otra amplitud, y que en la situaciéon ideal se verifican las

relaciones siguientes:

_ 1 (7.25)

2
Kpri,p12 ’<F;E+)F(1(+)>‘ 5

() ey |
= Kpr1,012 )(Fr Fy )‘
Siguiendo el mismo procedimiento para el calculo del resto de probabilidades, obtenemos

las relaciones siguientes:

Prir2 = Prigs =sen*(8 — ) ; Pripge = Prire = cos’(f — a). (7.26)

Noétese que, para 3 — a = 45° las probabilidades conjuntas son Pri 12 = Pri,r2 = Pri,r2 =
Prire = 1/4, segtn ((7.26)). Por tanto, si realizamos la suma de las cuatro probabilidades,

recuperamos el resultado dado por ([7.10)), para cualquier valor que tomen « y 3.

7.3.2. Codificacion en fase

El dispositivo experimental se muestra en la figura [7.3] Las correlaciones de los haces que
salen del cristal en el formalismo de Wigner vienen dadas por (que se corresponde con el
estado |¢T)). Cada analizador esté formado por un retardador de onda y una lamina de media
onda frente a los PBS [203].

‘ ® ALICIA

PBS1
RETARDADOR

DE ONDA _ 0

CRISTAL NO
LINEAL

LASER

PLATO MEDIA DR2

ONDA

RETARDADOR
DEONDA P

, D BOB

’
. DT2
ZPF2

Figura 7.3: Dispositivo para codificar en fase mediante fotones entrelazados, donde figuran los retar-
dadores de onda y los platos de media onda en los haces antes de los PBS respectivos.

(

El campo F’ 1jr)(r, t) detras del retardador de onda (el cual introduce un cambio de fase «

entre las componentes vertical y horizontal de campo), es:

F' (1) = =R (0 6)i + ¢ F (1)), (727)

Con objeto de ajustarnos a los célculos desarrollados en [85], sustituiremos la acciéon de la

lamina de media onda (con eje 6ptico 22,5°) por una rotacion del plano de polarizacion de

F’gjr) un angulo de 45° alrededor de su direccion de propagacion, lo que no altera los resultados
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fundamentales del trabajo. La correspondiente amplitud, F’ gt) es:

V2
Flgﬁ) (I‘, t) = _7

[

FD (v, 1) 4+ B0 (0, 6)] i+ L2 F) (1, 8) + 6@ F O (r, D)5, (7.28)

p

Finalmente, el PBS separa las componentes vertical y horizontal del campo. Teniendo en

cuenta la radiaciéon de punto cero que entra por el otro canal del PBS1, y que esta descorrela-

cionado con F’ gﬁ), las amplitudes en los detectores DT1 y DRI son:

\/§ (et s
Fi(rnt) = 5= ED @ h) + ¢ F O (e, )]+ Fop plrn,t), (7:29)

—iv2 ia .
Fiom () = —5 B (0 4) + ¢ FO (0 6)]i 4+ Fypy (1. 4), (7.30)

donde F(ZJFP)F1 R (F(ZJSQF1 1) es la parte de F(ZJSD)Fl que es reflejada (transmitida) en el PBS1. De
forma similar, para las amplitudes de los campos en los detectores DT2 y DR2 situados en el

lado de Bob, tenemos:

2 ; .
Fio(ra, to) = i[Fq(” (r2,t2) — P E D (0, 8)]§ + F Dy plra,ta),  (7.31)
. |
Fipa(th, th) = “{[Fﬁ (¢, ) + €L (e, )] ¥ + B Doy (0, 1) (7.32)

Para calcular las probabilidades conjuntas Pri1 72, Pri,r2, Pri,r2 y Pr1,12 utilizaremos las

expresiones ([7.29)) a (7.32), y la ecuacion (4.69)). Después de unos célculos analogos a los del
apartado anterior, obtenemos:

Pri,r2 = Prir2 x 1 —cos(a + f3), (7.33)

Pri12 = Pri,re o< 1 4 cos(a + 3), (7.34)

donde la constante de proporcionalidad, en el caso ideal, es igual a 1/4.

7.4. El espionaje en el formalismo de Wigner

En este apartado vamos a analizar, en la representacion de Wigner, la perturbacién que
provoca un espia en la distribucién de clave cuantica. Como consecuencia de uno de los princi-
pios de la Mecanica Cuantica, la medicion implica el colapso del vector de estado del sistema,
lo que permite que la criptografia cuéntica sea segura. En este apartado vamos a analizar el
espionaje basado en una medida fuertemente filtrante de la polarizacion. El formalismo de

Wigner da un enfoque interesante, ya que nos permite ver que la accién del espia conduce a
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la pérdida de correlacion.

Vamos a examinar la situacion correspondiente al experimento descrito en la seccidén an-
terior. Simularemos el efecto del espia (Eva) colocando un polarizador eliptico en la ubicacion
de Bob, donde 8 es el angulo entre el eje principal de la elipse y la direccion horizontal, y § es
la excentricidad. La radiacién de punto cero correspondiente al polarizador se muestra en la
figura Las amplitudes del campo eléctrico en la zona de Alicia vienen dadas por y

RETARDADOR
DE ONDA @

PLATO MEDI
ONDA

DR1

“# CRISTAL
LASER - i NO LINEAL /

. DR2

PLATO MEDIA.
NDA

.DEONDA pPBS2 : . BOB

EVA / pr2

Figura 7.4: El espia se simula mediante un polarizador eliptico que modifica el campo en la zona de
Bob. El campo de punto cero en el polarizador es necesario en la representacion de Wigner, para la
descripcién del ataque de Eva.

(7.30), mientras que la amplitud en la zona de Bob se modifica por la accion del polarizador
eliptico, mostrada en el apartado

cos?6 cosf) senf e =% £ (r,t)
e - ( ) (S ) Bt

cosf senf) et sen?0 —F (r,t
= [cosf ei‘SFq(H (r,t) — senfF ) (r,t)](cosh e i’ + sendj’) + F(Z+13)F(Eva) (r,t), (7.35)
donde F(ZJQ F(Eva) (r,t) es la parte reflejada del punto cero, que entra por el segundo canal del

polarizador, y que estéa relacionada con la conservacién de los conmutadores de los operadores

de las amplitudes del campo eléctrico en el formalismo del espacio de Hilbert.

La accién de Eva causa una modificacion de las propiedades de correlacién de los campos
que puede ser detectada mediante la medida del pardmetro de Bell, S. Para ilustrar este
punto en el formalismo de Wigner, calcularemos el cuadrado del médulo de las correlaciones
entre diferentes componentes de los campos correspondientes a (sin modificar el haz 1
de la figura , y (modificando el haz 2). Estas cantidades son proporcionales a las
probabilidades de deteccion teniendo en cuenta una modificaciéon del dispositivo de la figura

que se ha hecho teniendo en cuenta la acciéon de Eva en el lado de Bob. Considerando
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ahora que el campo F(th F(Eva) esta descorrelacionado con F’ §+), obtenemos
(ET ) ES 1) = (FHED) Peostd, (7.36)
(ET - DES )P = (E - HES 1)) = (FHFD) Peos?0sen®s,  (7.37)
(E T HES 52 = [(FEDED) Psen’s. (7.38)

Independientemente de la elecciéon de 6 y §, la suma de las cuatro probabilidades, en el
caso ideal, debe ser igual a 0, 5. Este resultado es justo la mitad del correspondiente a ([7.10]), y
refleja el hecho de que la accion de Eva da lugar a la pérdida de correlacion. En el formalismo
de la funcion de Wigner, la correlacion se pierde a través de la proyeccion de la amplitud
del campo eléctrico en el lado de Bob, sobre la direccién caracteristica del polarizador. Esta
descripcién contrasta con la que utiliza la del formalismo del espacio de Hilbert, donde la

medida proyectiva cambia el vector de estado del campo electromagnético.

Hemos de resaltar que la accién de Eva, a través de la consideraciéon de la entrada de punto
cero que entra por el segundo canal del polarizador, introduce un ruido fundamental en lo que

respecta a la detecciéon del espia.

El campo Fgf) (r,t) detras del retardador de onda (el cual introduce un cambio de fase (3

entre las componentes vertical y horizontal), es:

Fgf) (r,t) = {[cosb ei5F¢1(+)(r, t) — senfF ) (r, t)]cosf e + [F(ZJFP)F(EW)(I', t) i}

+e'%{[cosh ei(sF(1(+)(r, t) — senfF ) (r, t)]send + [F(ZJ;)F(EW) (r,t) -3’1}’ (7.39)

Ahora, examinamos la accion de la lamina de media onda, que da los siguientes resultados

para la amplitud del campo Fgf,)(r, t):

FSZ) (r,t) = \gﬁ [[COSQ ei‘quH') (r,t) — sendF ) (r, )] (cosf e — senf ™)

+F(Z+P)F(Eva) (I’, t) i - eiﬂ [F(Z?F(Eva) (I‘, t) ' Jl]} if

—1—\? [[cos@ e"‘SFq(Jr) (r,t) — senfF ) (r, )] (cosh e + send ')
(+)

HF 2P p(Bua) (F:1) - i+ [F(Z+13)’F(Eva)(r7 t) ‘jﬂ i’ (7.40)

Finalmente, las componentes son separadas en el divisor de polarizaciéon, de tal manera
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que las amplitudes de los campos en los detectores DT2 y DR2 son:

Fng)Q(rg, to) = \gi [[C089 ei‘SFq(H (r9,t2) — senfF ) (ry, 12)] (cosf €7 + senf ™)

FF oy T2 t2) 1 4 PG (o, t0) - §1] 5 4 Fy Dy lrate), (74D)

1V 2 ~ A )
F(DJ'_I%Q(I'/Q, th) = 1\2[ [[cos@ e“qu(Jr) (r'a,th) — senfF ) (r 'y, th)](cost e~ — send %)

T ey (020 80) 1 = @ (02, 15) )| V4 By (02 t), (T42)

donde F(ZJQ FoT (F(ZJSD) 7o) €s la parte del campo punto cero F(ZJ;; o que es transmitida (refle-

jada) en el PBS2. Ahora, para calcular las probabilidades conjuntas, Pri 12, Pri,r2, Pri,r2 ¥

Pr1 12 sustituimos las expresiones (7.29)), (7.30)), (7.41) y (7.42)) en la ecuacion (4.69). Teniendo

en cuenta que las entradas de punto cero, F(Z+P) F(Eva)’ F(ZJ;D) Yy F(ZJFP) o estas descorrelaciona-

das entre ellas y con cualquiera de las sefiales que intervienen en el experimento, después de

algunos calculos sencillos se obtiene:

Pxy(0,6) = C[1 £ cos(a — d)sen26][1 £ cos(5 + d)sen26)], (7.43)

siendo C una constante. Por otra parte X =T1 0 RlyY =T2 o0 R2, y el signo “47 (“—=7)
aparece en la trasmision, “I” (reflexion, “R”). Para una deteccion perfecta, el valor de C es
1/8. Podemos calcular el parametro de Bell (7.11)) para o = 45°, 3 =0, o/ = 135° y ' = 90°.

Usando ([7.43)) obtenemos,

E(a, B) = sen?(260)cos(a — 6)cos(8 + 6), (7.44)

15(6,0)| = V2sen?(26). (7.45)

Por ultimo, vamos a considerar los siguientes dos casos especiales, que han sido estudiados
[203]:
Caso I (6 = 0), correspondiente al uso de un polarizador lineal. De las expresiones (7.12))
y ((7.45) obtenemos
Pxy () = C(1 + cosasen26) (1 & cosfsen26); |S| = v2sen?(26). (7.46)

Caso II (0 = 45°), tenemos

Pxy (6) = C[1 %+ cos(a — 8)][1 £ cos(B+8)] ; |S| = V2. (7.47)
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7.5. Estados GHZ en la Representacion de Wigner

En el afio 1989, Greenberger, Horne y Zeilinger |139] encontraron que los estados entre-
lazados, de al menos tres sistemas cuanticos, pueden presentar contradicciones con modelos
realistas locales mucho mas acusadas que las encontradas para dos particulas en violaciones
de las desigualdades de Bell. Naturalmente, se tratd de construir tales estados e investigar sus
propiedades, pero como no hay fuentes naturales eficientes y controlables, para estados de tres
o mas fotones, los investigadores tuvieron que recurrir a técnicas que permitieran construir
estados entrelazados, en espacios de Hilbert de dimensién mayor, mediante la manipulacién
del entrelazamiento entre dos particulas (estados de Bell).

En 1999, Bouwmeester et al. |62 informé de la primera observacion del entrelazamiento de
tres particulas. El equipo emple6 dos parejas de fotones producidos en la conversiéon paramé-
trica a la baja generados mediante un laser UV no colineal, posteriormente se recombinan los
pares entrelazados combinandolos a través de divisores de haz a un estado condicional de tres
particulas entrelazadas. En este sentido, los estados GHZ consisten en un entrelazamiento de
tres fotones. El esquema de la figura[7.5 muestra la configuracion utilizada por Bouwmeester et
al. [62]. Para producir tres fotones GHZ correlacionados, se generan al mismo tiempo dos pares
de fotones independientes y, de cada par, se envia un fotén a la derecha y otro a la izquierda.
Posteriormente, por la accién del PBS de la izquierda, sélo fotones polarizados horizontalmen-
te pueden alcanzar el detector de disparo, DT'. Para registrar coincidencias simultaneas entre
tres detecciones de D1, D2 y D3, el otro fotén debe ser reflejado por el PBS, es decir, debe
ser de polarizacion vertical. Este foton es posteriormente rotado 45°, mediante una lamina de
media onda, pudiendo ser detectado verticalmente en el detector D1, u horizontalmente en el
detector D2. Las dos tnicas formas posibles en que un evento de triple coincidencia surge en
los detectores D1, D2 y D3, ocurre cuando los dos fotones de la derecha son separados en el
divisor de haz y cuando los dos fotones que se han detectado en la parte superior del PBS
tienen la misma polarizacién - ambos horizontal o ambos vertical. En el espacio de Hilbert, el

estado de los cuatro fotones se puede expresar de la forma:

1

V2

Con los trabajos pioneros de Greenberger et al. [206], se hizo evidente que los estados entre-

(W)io3r = [Hr) @ |W)arz 5 |V)ouz = —=(H)1[H)2|V)3 + [V)1IV)2|H)3). (7.48)

lazados de tres o méas particulas son muy importantes para pruebas fundamentales de la teoria
cudntica. Por otra parte, aplicaciones en la comunicacién cuéntica como el secreto cudntico

compartido (QSS)H requeriria de multiples particulas entrelazadas, aunque se ha demostrado

5La comparticién de secreto cuantico es una generalizaciéon de la distribucién cuéantica de claves a més de
dos particulas. En esta nueva aplicacion de la comunicacién cuéntica un emisor normalmente llamada Alicia,
distribuye una clave secreta entre dos partes Bob y Carlos, de manera que ninguno de ellos, por separado
tiene informacién sobre la clave, pero juntos tienen la informacién completa. Si un espia intenta acceder a la
informacion se produciria un error en la transmisiéon de datos y se revelaria su presencia. La motivacion del
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que es posible hacerlo con qubits simples [227].

Aunque el interés en los estados GHZ es bastante alto, hasta la fecha no se han descu-
bierto fuentes eficientes practicamente utilizables. Estos entrelazamientos més altos podrian,
en principio, prepararse para cualquier grado de libertad, atn asi, siempre y cuando no ha-
ya manera eficiente para producir estos estados, su interés se mantendra probablemente en
el &mbito académico. Recordemos que ya se han podido entrelazar hasta ocho fotones. Tales
estados, de méas de dos particulas entrelazadas, son de gran interés para experimentos sobre
realismo local e informacion cuantica. En este sentido, parece justificada la idea de buscar una
forma de entrelazar fotones hasta llegar a un nivel en el que podamos desarrollar sistemas de
computaciéon tutiles, de manera que se puedan aplicar algoritmos de correccién de errores.

Existen diversos tipos de estados entrelazados de varios fotones, ademas de los GHZ, como
pueden ser los estados W, que presentan poca robustez a la pérdida de entrelazamiento. Sin
embargo, otros tipos de estados denominados cluster, son més robustos ante la decoherencia.

Para mas informacion sobre multifotones entrelazados consultar [154}226].

s

Figura 7.5: Dispositivo experimental para la deteccion del estado GHZ. Se generan al mismo tiempo
dos pares de fotones independientes y, de cada par, se envia un fotén a la derecha y otro a la izquierda.
Posteriormente, por la accién del PBS de la izquierda, sélo fotones polarizados horizontalmente pueden
alcanzar el detector de disparo, DT'. Para registrar coincidencias simultdneas entre tres detecciones de
D1, D2y D3, el otro foton debe ser reflejado por el PBS, es decir, debe ser de polarizacion vertical.
Notese que las cuatro entradas de punto cero, necesarias para generar el estado dado por la ecuacién
, aportan un total de 8 conjuntos de modos de punto cero independientes (las dos polarizaciones
por cada entrada).

Para comenzar con nuestro analisis en la representacion de Wigner consideraremos que los

secreto cuantico compartido es hacer que Bob y Carlos cooperen (alguno de ellos podria ser poco honesto) con
el fin de realizar algunas tareas, se podria pensar, por ejemplo, en acceder a una informacién clasificada.
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haces que salen del cristal estan corresponde al estado |¢7):

F(P(r,t) = FP(r,0)i + F{P(x, t);, (7.49)
Fy 7 (r,t) = FD(r,0)f — F (r,1)f'. (7.50)

Analizaremos los cambios que va sufriendo el haz a medida que va pasando por los diferentes

(++)

dispositivos del sistema. Comenzaremos por el haz F;"’, que incide sobre el PBS que transmite

la polarizacién horizontal y refleja la vertical. La amplitud en DT es:

F\(er,tr) = FXD (ep, )i+ Fyppy p(rr, t7)i, (7.51)

donde Fé;)Fl R= (F(ZP)FI R -j)i es la amplitud del punto cero que es reflejada en el PBS. Por

otro lado, la amplitud correspondiente al modo a’ es:

By (r,0) = iy (0, 0] + Fyley (1) (7.52)
donde ahora aparece la parte del punto cero transmitida F é;)Fl,T = F(Z+P) 1 - 1. A continuacion,

la accion de la lamina de media onda (con eje 6ptico en 22,5°) se sustituye por la rotacion

()

del plano de la polarizacion vertical de F,,” un angulo de 45° alrededor de la direccion de la

propagacion. La correspondiente amplitud es:

+
F(+)(r t) = 1 ( L -1 ) ( FéP)(Fl),T )
al! 5 - ) +
vzl o1 iFy
L. . L. .
- ) (0,) = FPy o, 0)] i+ % ) (0,) + Py 1 (1,0)] 3 (7.53)
Por otro lado, el haz F§+), una vez atravesado el divisor BS, da lugar a las amplitudes:
1 . . .

F) (v, t5) = = (FE s, ta)i' = B (g, 1) + B Py (s ) (7.54)

siendo la amplitud correspondiente al camino b’

PO (r, ) = \}? i (F w0 = FOw i) + F ()] (7.55)

Veamos ahora las amplitudes en los detectores D1 y D2:

7/ . .
By (v, t1) = 7{ D et + Gy (1, 0) 1]
2 . .
+\2[ [—F]gﬂ (r1,t1) + zFé?FLT(rl,tl)} i, (7.56)
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V2
F(D+2)(I‘2,t2) = 7 |:

iFCD) (v, t3) — F by (e, tg)] i

1 . a1 s
+\ﬁ |:F7S+)(r27t2) + Z[F(;;Fz(r%tz) 'J/]} i (7.57)

En la tabla siguiente se muestran la parte horizontal y vertical de las amplitudes en cada
detector, que guardan alguna correlacién con otras amplitudes. Por simplicidad no hemos
incluido el punto cero en esta tabla, puesto que las diferentes entradas entdn descorrelacionadas
con el resto, ni factores numéricos que acompanan a las amplitudes, dado que nos queremos
centrar tan s6lo en el origen de las correlaciones entre las componentes horizontal y vertical

entre los detectores.

] =5,7,q,p DT D1 D2 D3
F F) O ED D R | D Y
Polarizacion H V. H HV H'V

Supongamos que en el detector de referencia DT hay una deteccion (foton polarizado
horizontalmente), H (FS(JF)) (en el lenguaje de la teoria de la informacion esto corresponde al
bit 1). Si observamos la tabla, vemos que la pareja (vertical) puede detectarse en D2 6 D3,
dado que es en estos detectores donde se encuentra la amplitud Fr(+). Cada uno de estos casos
da lugar a un bit 0. Ahora bien, si se detecta el 0 en D2, entonces la otra pareja de se detectara
en D1y D3 (vertical en D1 y horizontal en D3, o lo que es lo mismo, bits 0 en D1 y 1 en
D3), es decir, se detecta 001; por el contrario, si se detecta el 0 en D3, entonces la otra pareja
de se detectara en D1y D2 (horizontal en D1 y horizontal en D2, o lo que es lo mismo, bits
len D1y 1en D2), es decir, se detecta 110.

Usando esta informacién, podria establecerse un protocolo de codificacién, donde la infor-
macién esta en las amplitudes correlacionadas gracias al vacio cuéntico, de tal manera que,
antes de medir, todas las posibilidades estan en el vacio, hasta que al medir, sélo las que estéan
correlacionadas se manifiestan a través de la medida.

El estado GHZ correspondiente a genera unas predicciones que, en el formalismo
de la funciéon de Wigner para el PDC, se tendrian en el caso ideal, de emision de dos parejas

de fotones, a partir de los haces en los detectores: DT, D1, D2 y D3, representados por las

ecuaciones: ((7.51)), (7.56)), (7.57) y (7.54)), respectivamente, junto con la teoria de la deteccion

triple y cuadruple desarrolladas en los Anexos. Sin embargo, la probabilidad de que se pro-
duzcan dos parejas de fotones simultaneamente en el cristal es muy baja, del orden de g2|V'[4,
lo que hace que estos estados no puedan generarse de forma eficiente utilizando la conversién
paramétrica a la baja.

Para entender mejor lo anteriormente expuesto acudiremos a las correlaciones cuadruples
presentes en el experimento. Es sencillo comprobar que, de las 16 posibles correlaciones cuadru-

ples que se pueden calcular, atendiendo a las distintas polarizaciones en los detectores DT, D1,
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D2 y D3, s6lo son distintas de cero las siguientesﬂ Representando por z (y) a la componente

horizontal (vertical) de la polarizacion, y aplicando la ecuacion del Anexo A, tenemos:

(ot on P Fhiy) = (FbrtaFi ) (Fona by ) + (FolaFibk) (FFbiy ) +

(PR, (L) = (VR (EORE)
(7.58)

pues,
(PEFELY = (PP, = (FOLFEL) = (FoLF) =0 ()
Y la correlaciéon:
(P, PSR, LY — (LS, (P50, P.) + (P ) (PSR, Fit) +

(PSR (PP = (PR (PR,
(7.60)
dado que:

(FH2L S, ) = (FoyFons) = (ForeFbty) = (Fbiy o) =0 (7.61)

Teniendo en cuenta que la probabilidad de deteccién cuadruple es proporcional al médulo
del cuadrado de las correlaciones, y la expresion ([5.19) para la correlacion cruzada, es inmediato

llegar al resultado siguiente:
gVt
4 )

lo que revela una probabilidad muy baja de detecciéon de 4 fotones en coincidencia, porque la

Ppr.2D1,2 D2,z D3,y = PDT,2 D1,y D2,y D3,2 X (7.62)

probabilidad de emisién de dos parejas es proporcional a g4\V]4.

Un aspecto a tener en cuenta en nuestro formalismo, es que el multientrelazamiento, re-
presentado en espacios de Hilbert de mayores dimensiones, mantiene una representacién basada
en haces que se comportan cldsicamente en su propagacion hacia los detectores, con el elemento
adicional del ZPF, esencial en los canales vacios de los elementos Opticos. Asi, la generacion
del GHZ corresponde a la aplicacion de elementos 6pticos a los haces y correspon-
dientes al estad(ﬂ [V )19 ® |97 )3y, siguiendo las reglas de la optica cléasica. {De donde surge
entonces el entrelazamiento multiple? Si echamos un vistazo a la figura entendemos que,

del mismo modo que las entradas punto cero en el cristal (4 conjuntos de modos de puntos cero

"Por ejemplo, las 8 correlaciones en las que la polarizacién detectada en DT es vertical son nulas, puesto
que la amplitud de punto cero en (7.51)) estd descorrelacionada con cualquier otra amplitud.
8Si consideremos la emisiéon de dos parejas descorrelacionadas, el correspondiente estado factoriza.
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independientes) corresponden a la generacion del singlete, las entradas ZPF1 y ZPF2 en el
PBS y el BS, respectivamente, son los elementos esenciales para generar el entrelazado mul-
tidimencional. La inexistencia de entradas de punto cero en el posterior proceso de medicién
nos indica que los 8 conjuntos de modos de punto cero independientes (2 polarizaciones por
cada canal de entrada) pueden ser aprovechadas al maximo y obtener la medida de 4 bits por

cada una de las 2 alternativas a la deteccién cuadruple que ya hemos explicado anteriormente.

7.6. Experimentos con PDC tipo I: entrelazamiento tiempo-
energia en la WRHP

Hasta ahora, el PDC tipo II nos ha permitido mostrar los aspectos més destacables de la
codificacién cuéntica, sin embargo, también es posible implementar sistemas experimentales

con el PDC tipo I con aplicaciones en comunicaciéon cuéntica. Mostraremos algunos ejemplos.

7.6.1. Codificacion en fase

El experimento original fue propuesto por Franson, en 1989, con objeto de contrastar las
desigualdades de Bell |119], y se analizo con el formalismo WRHP en [79.[76]. En la figura
cada uno de los haces emitidos en conversion tipo I se envia a un interferémetro Mach-Zehnder
[215], cada uno de ellos perteneciente a las estaciones de Alicia o Bob. Estos interferometros
son similares, es decir a1 = as y b1 = by. Por otro lado, para evitar una interferencia en
la probabilidad de deteccion simple (interferencia de un fotéon consigo mismo), se impone la
condicion experimental AL; = |b; — a;| >> ¢7 donde 7 es el tiempo de coherencia de la luz.

En cuanto a las detecciones dobles, hay 4 posibilidades segiin el “camino elegido” por los
fotones. En primer lugar, los dos fotones pueden propagarse a través del brazo corto de los
interferémetros. En segundo lugar, uno puede ir al brazo largo en el lado de Alicia, mientras que
el otro toma el corto en el de Bob, o viceversa. Por ultimo, los dos fotones pueden propagarse a
través de los brazos largos. Cuando la diferencia de camino de los interferémetros corresponde
a una fraccion de la longitud de coherencia de los fotones convertidos, los procesos corto-corto
y largo-largo son indistinguibles, siempre que la longitud de coherencia del laser sea mayor
que dicha diferencia. Ajustando las fases de los interferémetros de Alicia y Bob de manera que
se pueda controlar la salida de los fotones en el ultimo BS, y trabajando con la ventana de
deteccién, de modo que los procesos largo-corto y corto-largo se puedan descatar, es posible el

intercambio de bits asociando los valores, 1 6 0, con cada uno de los dos puertos de salidaﬂ

9Como veremos, los fenémenos de interferencia de segundo y cuarto orden tienen una explicacién clara en
términos de la influencia que la radiaciéon de punto cero tiene en el proceso. La explicacion en base a la reglas
de Feynman es como sigue: en el caso de las cuentas simples, si la diferencia entre los caminos largo y corto
del interferometro es del orden del tiempo de coherencia de los fotones que salen del cristal, no se puede saber
por qué camino paso6 un foton detectado. Si es mucho mayor, entonces no hay interferencia porque los caminos
se vuelven distinguibles. En la medida de las coincidencias, las situaciones en las que uno de los fotones del
par pasa por el camino corto de un interferémetro y el otro por el camino largo, no son registradas, pues
solo llegan simultdneamente a los detectores (dentro de la ventana de coincidencia) los fotones que siguieron,
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Figura 7.6: Interferometros Mach-Zehnder para entrelazar en energia-tiempo y codificaciéon en fase
no segura. A las dos entradas de ZPF en el cristal hay que afadir las de los BS al comienzo de
los interferémetros. En total son 4 entradas (en este caso no se considera la polarizacion), las que
intervienen en la descripcion del fenémeno.

Utilizando el formalismo de la funcion de Wigne™] a continuacion veremos como se im-
plementa el protocolo de comunicacién. Dado que estos experimentos utilizan conversion tipo

I, en la que los fotones salen con la misma polarizaciéon, la expresion de los haces a la salida

del cristal es (ver ecuaciones (5.12) y (5.13)):

P = B,

ity (7.63

donde F,gﬂ y F. S(H estan correlacionados. Al pasar por los BS de entrada en cada interferémetro

resulta:
Fb(j—) = % [Fglg)Fl + Z'Fﬁ)} ; Fé;r) = % [iFE)Fl + Fr(+)} ; (7.64)
RS = L P + BT 3 B = & |iFe + ) (7.65)

ambos en sus respectivos interferémetros, el mismo camino largo o corto. Sélo son posibles dos procesos de
deteccion conjunta corto-corto y largo-largo, que son indistinguibles debido a la incertidumbre en la emisién de
los fotones correlacionados. La amplitud de probabilidad conjunta es la suma de la amplitud correspondiente a
cada proceso, apareciendo asi un término responsable de las franjas de interferencia cuando se varia la diferencia
entre los caminos de uno de los interferémetros.

10E] experimento de Franson ya se analiz6 en [79] el formalismo de Wigner. Reproducimos en esta tesis parte
del desarrollo, que nos servird para los calculos que se desarrollaran en el apartado siguiente. Por otro lado,
ciertos aspectos relacionados con la informacién cuéantica, que no se vieron en [79], se van a tratar en este
experimento.
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Las expresiones ([7.64)) y (7.65) constituyen la representacion, en el formalismo WRHP, del

estado producto

(W) = 5 [lax) + b)) @ [laz) + [b2)] = 3 [lar)|az) + |ar)|b2) + [b1)]az) + [b1)[b2)].  (7.66)

1
2

| =

Como se puede observar, las entradas de punto cero en los BS son cruciales en la ge-
neraciéon de este estado, pues aportan el elemento de indistinguibilidad en los caminos de los
fotones en los interferometros. Es decir, es este punto cero el responsable de que existan cuatro
“amplitudes de probabilidad” que, al superponerse, den los resultados que describe el estado
(7.66|).

Como las distancias entre el cristal y los BS de entrada al Mach-Zehnder, y las que hay
de los BS de la salida a los detectores son idénticas, no contribuyen al calculo, por lo que, por
simplicidad las ignoramos. Con objeto de establecer el protocolo de codificacién en fase, se
introducen unos desfasadores en los caminos largos de los interfer6metros, que produciran los

desfases ®1 y ®5. Las amplitudes en los detectores son E :

+) _o1g gy [ () _ b (+H) _b
Fall ‘(fa;l’t) (_)2{6 |:ZFT(‘ )(O?t c ) +FZPF1(0’t C):| (7 67)
| dwga + . =+ .
+ie ¢ |:Fr (0,t =) +iFypp (0,1 — a?l)} 2
+ . dwyby e +
Fl7(/1)(rb17t> = %{Ze P |:ZF7§ )(07t_ b?l) +FéP)Fl(07t_ b?l):| (7 68)
e et [Fr(*)(o,t — D) iy (0,1 — “7})] 2
Fé;)(raz,t’) = %{e%%% [iFs(Jr)(Oat/ - b?Q) + FéJIFD)Fz(()»t/ - %)] (7.69)
3 woag a . a '
+ie e [F§+)(07t/ - 2)+ ZngrD)m(O’t/ - ?2)} 2
X iwgbo R
Py e, 0) = Jlie 0 (EOO - ) L P =]

e |:Fs(+)(07t/ -2+ iFéJJrD)F2(0’t, - %2)] b

donde r = 0 se ha tomado como el centro del cristal, al despreciar la propagacién hacia los
interferémetros por el idéntico cambio de fase. Las expresiones anteriores muestran el valor de
las amplitudes del campo eléctrico en los detectores. Notese que intervienen las entradas de
punto cero en el cristal en cuatro instantes distintos, t —b1 /¢, t —ai/c, ' —as/cy t' —bs/c, las
cuales estan contenidas en las amplitudes FT(JF) y FS(JF), pero también hay que tener en cuenta
las entradas de punto cero en los BS de los interferémetros, cada una en dos instantes distintos.

La prediccién para la probabilidad de deteccidén conjunta en los detectores Dyq vy Dyro;

"1,as ecuaciones (7.67) y (7.68) (o las correspondientes al haz 2, (7.69) y (7.70)), constituyen la descripcion

en el formalismo WRHP del qubit bin definido en la ecuacién (2.4]). Notese que en este caso el ZPF interviene
a través de la entrada del primer BS, pero en la expresion del campo eléctrico aparece la correspondiente
amplitud del ZPF en dos instantes distintos. Esto guarda relaciéon con la superposicién representada en la

ecuacion (2.4).
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Dy1y Dys 5 Dy1y Doy y Dar1 vy Do, se basa en la expresion (4.68)). Tenemos:

Pia(r1,ra) = 2202 [5T0dg [1572 g7 (B ey, )P (ra, 1)) 7. (7.71)

T hwiw2

Teniendo en cuenta que el punto cero que entra en los BS esta descorrelacionado con cualquier
otra senal, e imponiendo la condicion de que AL; = |b; — a;| >> ¢, donde 7 es el tiempo
de coherencia del léser, las contribuciones de los procesos corto-largo y largo-corto son nulas
tras realizar la integracion en la ventana, tal y como se explica en la referencia [76]. Tras unos

célculos sencillos, el resultado final e/}

Ppa; D, Ppy,, pu, FV|?
’ = ’ = [1+ cos(®1 + Do + )], (7.72)
Kpa Kpay  Kpy, Kpy, 8
Ppay Dy, Ppy pay, |V
! e ’ = [1 — COS(@l —|— (PQ —|— 9)], (773)
Kpa Kpy,  Kpy, Kpa, 8

siendo

=" <blc_ w) | v (bQC_ az). (7.74)

Notese que la suma de las probabilidades es igual a 1/2, dado que los casos largo-corto y
corto-largo corresponden a la mitad de todas las detecciones dobles. Si se hace un ajuste en
los interferometros tal que, # = 2wn (n = 0,1,2,3...), se puede implementar un protocolo de
distribucion de clave. Asociando el bit 0 (1) a los puertos de salida del segundo divisor de cada
interferometro, donde se ha producido una transmision (reflexion), las probabilidades de que
Alicia y Bob obtengan cuentas correlacionadas, es decir que, Alicia y Bob obtengan el mismo
bit 0 6 1, son:

Ppai1,par2 Ppy1,pv2

1
Porr = + = — |1 + cos(®; + &9)], 7.75
O Kpa1Kpaa  Kpy1Kpya 4 [ (1 2)] (7.75)

y la probabilidad de que Alicia y Bob obtengan distintos bits:

Ppa1,pv2 Ppyi,pa2 1
Kpu1Kpy2s Kpy1Kpeo 4

Ponti = [1 — cos(P1 + P9)], (7.76)

donde las fases de Alicia y de Bob pueden establecerse independientemente, en cada uno de
los interferometros. Se ve que, si la suma de las fases es igual es 0, Peorr = 1/2'y Pypyi = 0. De

este modo, se pueden elegir las fases de forma que se dé una de las dos situaciones anteriores,

121,a post-seleccion realizada en el proceso de deteccion, con objeto de descartar los procesos largo-corto y
corto-largo, no implica que pueda afirmarse que el estado del campo electromagnético tras los BS de entrada
de los interferémetros, represente un estado entrelazado. De hecho la ecuacion representa un estado
factorizable. Este aspecto del experimento de Franson, es decir, la controversia entre entrelazamiento y post-
seleccion, ha sido criticado desde hace bastantes afios |216]. En las conclusiones del capitulo (seccion [7.7)),
mostramos un argumento en contra de la post-selecciéon basado en el efecto del ZPF de los BS a la entrada de
los interferometros.
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de manera que Alicia y Bob pueden generar una clave.
Si se quiere que el sistema de distribucion de clave sea seguro contra ataques, se debe de
aplicar una segunda base de medicién. Esto se puede conseguir, por ejemplo, al anadir un

segundo interferéometro, mediante un dispositivo como el que vemos en la figura [215].

Da

27'[/}\A.ALA

®a
Ds

Alicia

271/ ha. ALp+1/2

ZPF
\\‘\ Dp
Léser{ \ "
, D:
ZPF

27[/7»]3.AL}3-1[/2

Bob

Dy

] ss

Figura 7.7: Codificacién en fase segura, con las nuevas bases y los desfases correspondientes en cada
interferémetro. La radiacion de punto cero que entra en los divisores BSA y BSB tiene el papel de
generador aleatorio natural, basico en la seguridad del sistema de distribuciéon cuéntica de clave.

Los dos BS permiten dividir cada haz correlacionado, producido en el conversor, para ser
enviados a su correspondiente pareja de interferémetros. Ello posibilita el uso de una nueva
base de medida en la descripcion realizada en el espacio de Hilbert, y cumplen la funcién de
generador aleatorio. Desde el punto de vista de nuestro formalismo, el canal libre que figura en
estos elementos, permite que el punto cero actiie como un campo estocéstico, interfiriendo con
las senales de entrada para constituir un generador aleatorio natural que permite dar seguridad

al sistema mencionado. Esta es la interpretaciéon con la WRHP en un lenguaje puramente
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ondulatorio, de la afirmacién: “cada fotoén elige aleatoriamente a qué interferémetro va”.
Como puede verse en la figura [7.7] las fases correspondientes al segundo conjunto de inter-
ferémetros deben ajustarse de manera que en el caso de que los fotones vayan a interferémetros
que no estén asociados es decir, que se produzca reflexion (transmision) en BSA y transmision
(reflexion) en BSB, los resultados estén completamente descorrelacionados [129]. Asi, la fase
en el interferometro correspondiente a la base 2 en la zona de Alicia (Bob) se toma igual a

/2 (—m/2), mientras que en los interferometros correspondientes a la base 1 se toman fases
o4 (Alicia) y ¢p (Bob).

2TC/XA.ALA

Da

2n/Aa ALp+m/2
b,

F(+) F(+) Alicia

Dp

Dc

Figura 7.8: Entradas punto cero en los BS de la estacion de Alicia.

Las amplitudes en los detectores se obtienen de forma similar a las ecuaciones ([7.67)) a
(7.70). Tenemos:

L dw b 3
FISer)(rA,t) 2\/ {ze < tea [ZF(JF)(O t—8)— ngrﬂ)m(()?t -8)+ F;I;)FAl(O t= *)]
DO ) i 0. = ) + iR (0, - )]
(7.77)
iwq b
Fgr) (rp,t 7{ e tea [ZF( )(O,t—b?l)—Fg}g)Fl(Q ) Fé;)Fm(O _b?l)]
+ie (0,6 — )+ iFg)ﬂ@v -4+ iFéP)FAl(Ovt - ?)} }7
(7.78)
iwo b T .
FH (o, t) = 545 {ie 04 =R (0,6 = 2) 4 iF e (0. = 2) + FL (0,0 — 2)]

iwoag

+ S IR0, - 2) + e (0. = 2) +iF 0,0, - )] |,

(7.79)
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1 {eiw?f@*% [—FH)(O t—by4 iFy e (0, ) + Fyppas(0,t - bl)}
F

Fé+)(rD,t) = Tﬁ -
tie e [Z r(Jr)(Ovt )+FéP)F1(O t—2)+ Fé;)FAz(Ovt_ ?)]},

(7.80)

iwab T — ; P
Fg)(rE’t/) = 53 1%° { e [_ FE0,8 = 5) 4 iF (0,8 = 2) + Py, (0,4 b?d)]
[0, )+ Fppy (0.1 — ) +iF i (0,8 — )]
(7.81)
iwsgb. P
F e ) = g e F [V - ) 4 iF B 0.0 = )4 Fiprp (0.4~ )
e [iEM (0,1 - ) +F§P>F2<o V) g (0.0 )]},
(7.82)
+ iwqbg (4 +
F (e, t) _4\[{ e TP [ZFT( Y0,/ — %) — Fpiha (0,1 — ?4)+1FéP)FBz(0 t—*)}
'L'LU4
+ie e [ s(+ (0, =) +z’Fg]S)F2(0,t’ - FgD)FBz( o %4)} }7

(7.83)

jwy by

FI(;)(I‘H,?,) = ﬁ {z’e o s [iFs(+)(0>t/ — %) - FéP)F2(O t—b)+ ngg)FBz(O - )}
e [FSH)(Ov =)+ iFé;)Fz(Oa th— )+ ZFéP)FBZ(Oa t' — %)} }

C

(7.84)

Aplicando la expresion , y realizando las mismas consideraciones que en el apartado

anterior para descartar los procesos largo-corto y corto-largo, se obtiene P,y = Py = 1/32

en los 8 casos en que las detecciones se produzcan en interferémetros no asociados (distinta
base), lo que da lugar a una probabilidad total igual a 1/4.

En el resto de los casos, en los que las detecciones se producen en interferémetros asociados,

tenemos:
_ Pp,pyg Ppp,ng Ppp.pp Ppopp 1
Peorr = Ko, Kpy; " KopKpg " KopKpy " Koo Kpy 8 [1+ cos(®a + ®5)], (7.85)
_ Ppypg Ppp.py Pop.pp Poopp 1
Panti = Kp,Kpg +KDBKDH +KDDKDF +KDCKDE — 8 [1 B COS((I)A + (I)B)] (786)

Como hemos podido ver la criptografia segura con tipo I, mediante codificacién en fase, es

posible gracias a:
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1. Las entradas de ZPF en BSA y BSB, que justifican la generacién de un sistema de
“eleccion” de bases, necesario en el protocolo BB84, intrinsecamente aleatorio gracias a

la radiacion de punto cero.

2. Los desfasadores colocados en los interferometros actiian directamente sobre las fases de
las amplitudes del ZPF que intervienen en el campo eléctrico. Mediante una eleccién
adecuada del cambio de fase en los interferémetros correspondientes a la base 2 de Alicia
y Bob, los resultados concernientes a detecciones dobles (en el caso en que los inter-
ferometros no estan asociados) estan completamente descorrelacionados, lo que garantiza

la seguridad del protocolo.

7.7. Conclusiones

En este capitulo hemos estudiado varios experimentos de criptografia cuantica con fotones
generados en el proceso PDC bajo el angulo de la funcion de Wigner y la radiaciéon de punto
cero, la cual surge de forma natural en este formalismo. Es bien sabido que las claves de
las aplicaciones de la mecénica cuantica a la teoria y experimentacién en informacioén cuéntica
estan en las superposiciones cuanticas, la medida (postulado del colapso), y el entrelazamiento.
Todos estos aspectos tienen su contrapartida en este formalismo, de tal modo que cualquier
aspecto relevante del comportamiento cuéntico de la luz debe reflejarse en las amplitudes de
la radiacién de punto cero que entran en el cristal y en los diferentes elementos 6pticos, asi
como en su posterior sustracciéon en el proceso de deteccion.

El anélisis del experimento no seguro de generacién cuantica de clave realizado en la seccién
nos muestra la relaciéon entre entrelazamiento y criptografia. La informacion, que poste-
riormente sera generada en el proceso de medicion conjunta en las estaciones de Alicia y Bob, es
transportada por las amplitudes de punto cero que intervienen en cada una de las componentes
del campo eléctrico correspondiente a cada haz. Notese que cada uno de los separadores de
polarizacién que vemos en la figura[7.1]introduce un ruido a través de los canales vacios, el cual
es el responsable de que, en cada uno de los medidores, exista una probabilidad idéntica de
deteccidn en el correspondiente DT o DR. Ademas, teniendo en cuenta que el entrelazamiento
se genera a partir de cuatro conjuntos de modos de punto cero independientes que entran en el
cristal, las dos entradas vacias de los divisores de polarizacién nos indican como Alicia y Bob
pueden generar, en sus respectivas estaciones, sendas listas de bits clasicos una vez realizada la
medida (4 — 2 = 2 bits por cada pareja de fotones detectada). El uso del estado |¢™), descrito
por los haces correlacionados descritos en la ecuacién , nos indica que las correlaciones
entre los modos del punto cero que intervienen en estos haces son las responsables de que los
resultados estén perfectamente correlacionados.

La criptografia segura esté ligada al teorema de compatibilidad de la mecanica cuantica,
que a su vez guarda una estrecha relaciéon con la relaciéon de incertidumbre de Heisenberg.

Todo ello, a su vez, forma parte de aspectos fundamentales de la teoria de la informacion
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cuéntica, como el teorema de no clonacion o la seguridad basada en estados no ortogonales.
El uso aleatorio de bases compatibles e incompatibles para medir los qubits es bésico en los
protocolos de generacion cuantica de clave. En el lenguaje de la funcion de Wigner, el uso de
bases de medida (que operan en el espacio de Hilbert) se corresponde con el uso de elementos
opticos cuyo funcionamiento sobre los haces se trata de forma idéntica a la 6ptica clésica. Las
diferentes orientaciones de los rotadores de polarizacion en el dispositivo de la figura[7.2) para la
distribuciéon cuantica de clave usando codificacién en polarizacién, tiene como efecto el cambio
en las propiedades de correlacion entre las componentes de los haces que finalmente alcanzan
los detectores, como puede verse en las ecuaciones a . Los rotadores PR1(«) y
PR2(3) no introducen ningun ruido de punto cero, de modo que es posible la codificacion de la
informacion (segura) en las amplitudes de punto cero que definen cada una de las amplitudes
de los haces que caracterizan el paso por los rotadores, como puede verse en las ecuaciones
y . Finalmente, los divisores de polarizacién introducen dos entradas de punto cero
que reducen a dos bits clasicos el resultado de cada medida en coincidencia en las estaciones
de Alicia y Bob.

El analisis de la codificacion en fase descrito en el apartado [7.3:2] da lugar al mismo tipo
de conclusiones, con la diferencia de que en esta ocasién, los parametros a y (3 corresponden a
cambios de fase que afectan directamente a las amplitudes de punto cero que intervienen en los
haces. En este caso, la informacién se codifica modificando las fases asociadas a las amplitudes

del punto cero.

La intervenciéon de un espia en el sistema de distribucién cuéntica de clave se ha hecho
considerando el efecto de medidas proyectivas, a través del uso de un polarizador en el experi-
mento de codificacion en fase, tal y como aparece en la figura[7.3] La accion del espia da lugar a
una pérdida de correlaciéon cruzada entre las componentes del campo eléctrico que caracteriza
los haces que van hacia Bob (atacado), y Alicia. Esta pérdida de correlacion, que se muestra
en las ecuaciones ([7.36)), (7.37) y (7.35), se produce por la proyeccién del campo eléctrico sobre

la direccidén caracteristica del polarizador, en la zona en que se encuentra Bob, y contrasta con

el efecto de una medida proyectiva en el formalismo del espacio de Hilbert, que da lugar a una

pérdida de entrelazamiento.

Notese que la accién del polarizador introduce un ruido de punto cero a través del canal
vacio, que sumado a las dos entradas de punto cero en los canales vacios de los divisores de
polarizacién, constituye un conjunto de tres entradas de ruido que genera una pérdida de in-
formacion adicional respecto al caso en que Eva no actiia. Este efecto puede ser detectado por
Alicia y Bob cuando, como parte del protocolo de Ekert, miden las correlaciones correspon-
dientes a medidas no compatibles y cuantifican el valor del parametro de Bell, que cae por
debajo de v/2. Las variables ocultas que introduce Eva en su accién de espionaje, y que dan
lugar a la violaciéon de una desigualdad de Bell, estan relacionadas, dentro de nuestro anéalisis,

con las amplitudes del punto cero que introduce Eva en su medida proyectiva.

El ruido introducido por Eva es importante en experimentos donde las intensidades de
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la luz son tan bajas, que sélo se detecta un fotéon. la razén de ello es que en estos casos
las fluctuaciones de punto cero presentes en el canal vacio del polarizador son cruciales para
detectar la presencia del espia. Pero estas fluctuaciones dejan de ser relevantes en el terreno de
la criptografia clésica, donde las sefiales son tan intensas que el ruido introducido por Eva no
tendria un efecto relevante (luz clasica). En este caso, el espionaje podria realizarse con éxito.

En la seccion [7.5] hemos abordado los estados GHZ en este formalismo, los cuales se en-
cuentran en la base conceptual del secreto cuantico compartido (QSS). Hay dos aspectos que
se revelan fundamentales en nuestro analisis: por un lado, los estados GHZ, que caracterizan
entrelazamiento entre mas de dos particulas, y que requieren de espacios de Hilbert multi-
dimensionales para su descripcién, se ajustan en el formalismo de Wigner a la descripcién
bésica de entrelazamiento realizada en el capitulo bl a través de dos haces correlacionados, a lo
que debe sumarse la accion de elementos 6pticos cuyo efecto es generar multientrelazamiento,
como el PBS y el BS que se encuentran en los haces a y b de la figura y que introducen
punto cero a través de los canales vacios. Estas entradas de punto cero contienen un total
de cuatro conjuntos de modos del vacio, ya que para cada modo hay que tener en cuenta las
dos componentes de la polarizacion, y actiian como elemento de informacién adicional a las
cuatro entradas de punto cero en el cristal, y son béasicas en la generacion del entrelazamiento
miltiple. En segundo lugar, nétese que, al no existir entradas de punto cero adicionales en el
resto de dispositivos de la figura [7.4] los dos procesos de posible deteccion cuadruple en D1,
D2, D3y DT, generan cuatro bits por cada una de las dos probabilidades cuadruples no nulas,
en base a las propiedades de correlacién a .

En lo que se refiere a los experimentos de criptografia que usan conversiéon a la baja
tipo I, hemos analizado dos experimentos basados en el experimento de Franson, donde cada
uno de los haces de incide sobre un interferémetro Mach-Zehnder. En el caso no seguro
(ﬁgura, la existencia de sendos caminos largo y corto en cada interferémetro implica que la
amplitud que caracteriza un haz en cualquiera de los detectores contiene informaciéon del punto
cero que entra en el cristal en dos instantes distintos, para interferometros de caracteristicas
similares en lo que se refiere a la longitud de sus caminos. De este modo, los dos haces de
punto cero que vemos en la figura [7.0] si se consideran en dos instantes diferentes, dan lugar
a las cuatro entradas necesarias para generar entrelazamiento. Notese sin embargo que cada
interferometro introduce un ruido a través de los canales vacios de los separadores (BS) que
hay al principio. Este ruido trae como consecuencia que el estado en este caso no es realmente
entrelazado, dado que la diferencia entre las entradas de punto cero en el cristal a tiempos
distintos, y las correspondientes a los interferémetros, es igual a dos, el mimo niimero que se
ve involucrado en la conversion tipo I, donde no se genera entrelazamiento de forma directa.
Esto es asi, independientemente de que se realice un proceso de post-selecciéon que se quede

s6lo con las correlaciones cruzadas correspondientes a los procesos largo-largo y corto-corto.






Capitulo 8

CODIFICACION DENSA Y BSM EN
LA WRHP

8.1. Introducciéon

Este capitulo estd dedicado al estudio de los efectos de la radiacion de punto cero en
la medida de los estados de Bell, parcial o total (estados hiperentrelazados). Todo ello es
fundamental en la consecucién de la codificacion densa, aspecto clave en comunicaciéon cudntica.
Los puntos cardinales de la codificacién densa son, por un lado, la capacidad para generar los
estados de Bell mediante la manipulaciéon de uno de los qubits de una pareja entrelazada, y

por otro lado, la necesidad de distinguir los estados de Bell en la medida.

En la seccion B2 analizaremos la estadistica de dos fotones en un divisor de haz en el
formalismo de Wigner y la importancia de la simetria y antisimetria de la parte espacial de la
funcién de onda de los estados de Bell, junto con las entradas punto cero y la manipulacién de
estos modos de vacio, mediante diferentes elementos 6pticos, para generar todos los estados de
Bell y su deteccién posterior. Usaremos todo lo que ya sabemos sobre la teorfa de la deteccion
con el fin de describir todo este proceso en la siguiente seccion, [8.3 donde comprobaremos coémo
la implementacion original de la codificacién densa, por si sola, no es suficiente para distinguir
todos los estados de Bell, algo esencial para obtener la méxima eficiencia en los diferentes
protocolos cuénticos que usan la codificacion densa. Continuaremos en la seccién con la
descripcién formal, mediante la funcién de Wigner y el punto cero, del entrelazamiento en mas
de un grado de libertad, denominado hiperentrelazamiento, centrdndonos en esta secciéon en
el hiperentrelazamiento polarizacion-momento. Asi, la seccién estd dedicada al anélisis de
un experimento de analisis de estados de Bell, utilizando hiperentrelazamiento polarizacién-

momento.

Las secciones y correspondientes a la estadistica de dos fotones en un BS y la
medida parcial de los estados de Bell en la representacion de Wigner, se hallan desarrolladas
en la referencia [84]. Por otro lado, parte de la seccién donde se explica como se generan

los estados hiperentrelazados en la WRHP, se halla en la referencia [81].
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8.2. Estadistica de dos fotones en un BS en la WRHP

Vamos a comenzar esta seccién mediante la revisiéon de las ideas basicas de este tema en
el espacio de Hilbert [61], para una mejor comparacion con nuestros resultados. Los cuatro

estados de Bell (entrelazados en polarizacion) producidos en el proceso de PDC son:

[9%) = <5 (L IV), £ V)1 1)
©%) = L [|H), [ H), + V), V)], 82)

V2

donde H (V) representa la polarizacion lineal horizontal (vertical). Vamos a considerar que
los dos haces se recombinan en un divisor de haz que refleja y transmite al 50 % (BS). Si |a)

y |b) representan los modos espaciales de entrada en el BS, los estados posibles son:

1

[va) = 5

[la)116)g — [b)y]a)s] (8.3)

5

1
V2

donde A (S) denotan antisimétrico (simétrico). Teniendo en cuenta el hecho de que las parti-

[¥s) = —= [la)[b)g + [b)1]a)s] (8.4)

culas que llevan la informacion son los fotones, el estado total debe obedecer a la simetria bo-
sonica, de modo que los posibles estados de los dos fotones son [¥1)|yg), [T7)|a), |PT)|s),
|®7)|¢g). Suponiendo que el divisor no afecta a la polarizacion, solo afecta a la parte espacial

mediante la transformacion de Hadamard

1
Unla) = —=lla) + [b)], (8.5)
Unlt) = — lla) — 10 (5:6)
Dado que Ugl|a) = [1a), es decir, el estado antisimétrico de momento es autoestado del

operador de Hadamard, s6lo en este caso los dos fotones emergen en diferentes salidas del BS.

En los otros tres casos, los dos fotones emergen juntos en uno de los dos puertos de salida [169].

Pasaremos a continuaciéon al formalismo de Wigner. Los cuatro estados de Bell pueden
generarse a través de la manipulacién de uno de los haces, lo que esti relacionado con la
posibilidad de enviar dos bits clasicos de informacién a través de la manipulacién de un sélo
qubit [39]. En la representacion de Wigner, la accion de un dispositivo 6ptico lineal modifica
la distribucién de las amplitudes de las componentes del campo eléctrico, de modo que, las
propiedades de correlacion se modifican. En [85] se analizaron los cuatro estados de Bell en el

formalismo de Wigner, considerando la modificacion de los dos haces a partir de la descripcion
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inicial de |[¥T). En este trabajo, con el fin de ser coherente con la esencia de la codificacion
densa, vamos a considerar que los dispositivos épticos modifican sélo uno de los haces, mientras
que el otro haz se mantiene sin cambios en la generacion de los cuatro estados de Bell en la
estacion de Bob [84|E|.

Vamos a considerar la situacion experimental correspondiente a la figura [8.I] Las trans-
formaciones en la estaciéon de Bob se realizan mediante una rotaciéon de la polarizacién y un
desfasador de onda. Si los haces que salen del cristal corresponden al estado |[¥1), la expresion
de los haces si consideramos un rotador de polarizacion de édngulo 3 en el haz 1, y poste-

riormente un desfasador que introduce un cambio de fase k, tenemos (ver ecuacion ((5.27)):

|
BOB
DVl
K ZPF1
ZPF 1 B
N ALICIA
.. BBO PBS:
uv \\‘ /QDHl
,’ & 4

il ZPF2

zPF -7 PBS;

I Desfasador I Rotador

Figura 8.1: Dispositivo experimental para la codificacion densa. Se muestran las entradas del ZPF en
el cristal, y las correspondientes al medidor de Alice a través de los canales vacios de los separadores
de polarizacion.

F”gﬂ (r,t) = [FS(H (r,t)cos B — FZSH(r, t)senf3| i + e [FS(JF) (r,t)senf + FIEJF) (r,t) cos ﬁ] j
FY (r,t) = B (e, 0) ¥ + B (e,1) 7,
(8.7)
Recordemos que la combinaciéon 8 = 0y k = 0 corresponde a |¥1) mientras que, con 3 =0
vy £ = 7 resulta |[U7). Por otro lado f = —7/2 y k = 7 se corresponde con el estado |®T)
y, para f = —m/2 y K = 0 obtenemos |®~). Por otra parte, el efecto neto de los rotadores de
polarizacién y el retardador de onda es similar a la consideraciéon de una lamina de media onda
y de una lamina cuarto de onda [195].
La expresion general dada en las ecuaciones 7 en la que los valores de 0 y k no estan
determinados, corresponden en el espacio de Hilbert, a una superposiciéon de los estados base
W), 197, [87) v @),

Ahora vamos a estudiar el efecto de un espejo semitransparente en las propiedades de

'El analisis de los estados de Bell generados de uno u otro modo, es decir, mediante la manipulacién de uno,
o de los dos haces, se he hecho en la seccién @



126 8.2. Estadistica de dos fotones en un BS en la WRHP

correlacion. Vamos a considerar, por simplicidad, que hay una distancia idéntica desde el
cristal y el BS a través de los haces, lo que contrasta con el experimento original [195] en el
que se introduce una diferencia de camino A en el haz 2. Por tanto, la diferencia de fase que
aparece en la ecuaciéon puede descartarse. Debido a que todos los canales de entrada
estan ocupados, no se hace necesario introducir el campo del vacio, en el divisor de haz [169].
De esta manera, el BS no introduce ningin ruido adicional al proporcionado por el punto
cero al entrar en el cristal. Los haces estan representados por las ecuaciones , poniendo
r = rgs , siendo rgg la posicién del divisor de haz donde los dos haces se recombinan. La

expresion de los haces de luz en los canales de salida son:

F(+) ( ) F(+) (I‘Bs, )i + Fl(\—i/—) (I‘Bs, t)jv

1,salida
(8.8)
thszzlzda( t) = By (rps, O + Fy (rps, 1)
donde

F(+)(ng, t) = %[ q( )(rB s, t) + F( )(rBS, t)cos 3 — F )(ng,t)senﬁ}, (8.9)
Fl(:/r)(rBS, t) = % [iFTH)(rBS, t) + em[F§+)(rBS, t)senf + F,S+)(r35, t) cos ﬂ]} , (8.10)
FQ(;;)(I'BS,t) % [F( )(I'Bs, )—i—iFS(H(ng,t) cos 3 — iF,ng)(rBs,t)senﬂ] , (8.11)

FQ(;) (rps,t) = % |:F7§+)(I'BS7 t) + iem[Fs(Jr)(ng, t)senf + FISH (rps,t) cos 6]} . (8.12)

Ahora veamos los resultados de los céalculos de las correlaciones cruzadas entre las compo-

nentes de Fg—;)alida(rBS’t) y los de Fg:';)a”da(rBs,t).

1. La correlaciéon entre las componentes correspondientes a la misma polarizacién en los
canales de salida es nula, independientemente de los valores de k y 8. Esto se debe al
hecho de que la contribucion a la correlacién de las componentes del campo transmitido

se cancela por la contribucién de las componentes reflejadas:

(F(3) (rps, 0B (vps,t) ) = = sen 8 (B (vps, ) By (v, ) [1+ %] =0,
(8.13)

<F1({/~_)(r35, )F(+)(rBS,t)> = %em sen (3 <FT§+)(I‘BS,1€)FS(+)(rBS,t)> [1 + 7;2] =0.
(8.14)
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2. Veamos ahora las correlaciones entre las componentes de los campos corres-

pondientes a polarizaciones diferentes y canales de salida también diferentes
<Fg(:1)(rstt)F1(xJ;)(rBs,t)> y <F2(\J;)(FBS,75)F1(E)(PBS,t)>3

<F(+) (I‘stt)Fz(\t)(rBS’tw = - <F1(;)(r35,t)F2(;})(rstt)>

8.15
§C085(< Fi (eps, ) F ) (rps, t )>+i2€m <Fq(+)(rBSat)Fz£+)(rBS>t)>>' (519)

Debido a que no hay diferencia de camino antes del divisor de haz para Fg szm da Y Fg S)ah da

las correlaciones cruzadas < (H( )FS(+)(I' ,t’)> y <F,§+) (r, t)Fq(H (r/ ,t’)>, calculadas en

r =r’' = rpgg y en el mismo instante, de modo que:

F(+)(rBSat)F(+)(rBS,t)> =— <F(\J;)(FBS7 )F(+)(r35,t)>

8.16
= §Cosﬁ< FS (eps, )F D (rps, t )> (1 +32e™). (8.16)

Podemos ver que si 3 = —7/2 es decir, los estados |®%), las correlaciones anteriores
son nulas. Por otra parte, en el caso de [¥1) (3 = 0y k = 0) estas correlaciones son
también nulas. Por tltimo, solo en el caso =0 y k = m, es decir, el estado |¥7) las

correlaciones son diferentes de cero:

<F1(+)(rBs,t)F(+) <rBs,t>> =~ (A s 0B wms)
= <Fs,(+)(I'B S (rps,t > |

3. Por 1ultimo, vamos a calcular la correlacion entre las dos amplitudes del campo con

diferente polarizacion, correspondientes al mismo haz de salida:

(P ps, 0P (vps,t)) = (7 (vps ) FSY (vps, 1))
= teos f ((F (eps, ) F D (es, 0)) + e (F{ D (eps, ) FS D (eps, 1)) (8.18)
= eos B (FS (rps, )P (rps, 1)) (1+ ).

Se puede ver, facilmente, que las correlaciones anteriores son diferentes de cero sélo en

el caso del estado |[¥1) (3 =0y x =0). En esta situacion:

<F1(1J§)(FBSJ)F(+)(I‘BS,75)> = <F2(E)(PBsat)F2(\J§)(rBs,t)>

(8.19)
— <F5(+) (rps, ) F\ P (rps, t)>.

8.3. Analisis parcial de los estados de Bell en la WRHP

Vamos a considerar la situaciéon correspondiente a la figura El medio no lineal forma

parte de un experimento de 6ptica para codificacion densa [195]. Los dos haces (5.21]) estan
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correlacionados a través de la radiaciéon de punto cero que entra en el cristal, la cual es ampli-
ficada produciéndose la activacién de cuatro conjunto de los modos de vacio que entran en el
cristal {kjx} (i =1,2yA = H, V). El rayo 1 se puede modificar en la estacion de Bob, que
puede activar el rotador de polarizacion y/o el desfasador de onda. Manipulando el haz 1 se
permite la posibilidad de distribuir las amplitudes del vacio de cuatro maneras diferentes, por
lo que las propiedades de correlacién de los haces 1 y 2 pueden modificarse de cara a su uso

en la codificacién de la informacion.

En este marco, la posibilidad de enviar dos bits de informacién clasica a través de la
manipulaciéon de una particula se explica a través del cambio en las propiedades de correlaciéon
de dos haces cuando uno de ellos es modificado en la estacién de Bob. Estas correlaciones
tienen su origen en el cristal, donde los modos de punto cero se acoplan con el laser, de tal

manera que, la informacion esta contenida en las fluctuaciones del vacio amplificadas [171,]137].

Los dos haces se recombinan en el analizador de estados de Bell de Alicia por medio de
un divisor de haz (BS), y la polarizacion horizontal y vertical de las componentes de cada uno
de los haces de salida se separan en los divisores de polarizaciéon PBS1 y PBS2. Por tltimo,
las distintas detecciones en coincidencia se pueden medir con los detectores DH1, DH2, DV1,
DV2. Por iltimo vamos a calcular las amplitudes en los detectores. Para ello consideraremos
que hay la misma distancia entre el BS y cualquiera de los detectores, de tal manera que,
el factor de fase correspondiente es irrelevante. Debido a que cada PBS refleja (transmite) la
componente horizontal (vertical) de la polarizacion, el campo eléctrico en el detector (DHI,
DV1, DH2, DV2) es la superposicion de (iFl(E),Fl(‘J;),iFQ(E),FQ(:;)) y la amplitud del campo
del vacio que ha sido (reflejada, transmitido, reflejado, transmitido) en el otro canal del PBS
correspondiente. Estas amplitudes de vacio no estan correlaciondas con las senales y con las
demas amplitudes de punto cero. Sea F(ZJFP)E Alicial, (F(Z?F Alicia2) 12 amplitud de punto cero

que entra en el PBS1 (PBS2). La amplitud correspondiente a cada uno de los detectores es:

F o (romh) = i (s t0)i+ [FD e st (tom, 1) -], (8.20)
F (rovit) = P oy )i+ [Foe e (rovi ) -3 (8:21)
Fs(pm.t) = iFS) (rpme )V + [P0 iciua(rpme, t2) - 3] (8.22)
F o (rpva,th) = Fyl (tpya, th)i +i [F(Z?RAliciaQ(rDV?’ th) - i'} i, (8.23)

donde Fl(;}),Fl(‘J;), FQ(;}), FQ(:;) vienen dadas por las expresiones d8.10l) (I8.11I) y d8.12l) res-

pectivamente.

Pasaremos a continuacion al calculo de las probabilidades de detecciéon conjunta. En concre-

to, haremos con detalle el correspondiente a Ppy1, pye. Para simplificar, se tendré en cuenta
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la situacién ideal en la que t; = to, y no incluiremos la dependencia de la posicién y el tiempo,
lo que es consecuencia de que todas las correlaciones se reducen a la misma posicion (el centro

del cristal) y en el mismo instante. Aplicando la ecuacion (4.69)), tenemos:

Ppu1, pH2 ‘<F1(E)F§E)>’2 + ‘<F1(E) [F(z?F,Aucmz '.i'} >‘2 +
‘< [F(ZJSD)EAlicial ‘j} F2(1J5)>’2 + ‘<|:F(Z+12F,Alica1 'j] [F(ZJQF,Alz’caQ 'J.,} >’2 = ’<F1(IJ§)F2(1J;)> 2>
(8.24)

donde hemos tenido en cuenta que las entradas de ZPF en los PBS estan descorrelacionadas con

las seniales y con el resto de amplitudes de punto cero. Teniendo en cuenta (8.13)), finalmente

obtenemos:
Ppm1, pa2 = 0. (8.25)

El resto de probabilidades se obtienen siguiendo el mismo procedimiento. Usando las ecua-
ciones (8.14]), (8.15)) y (8.16]), obtenemos:

Ppv1, pva =0, (8.26)

2
RRHLDVE _ TDVLDH. _ cotB [ i cos(s + )] ‘<F§+)Fr(+)> , (8.27)
2
ot = sty = =5 L conn] [ (FOEO)[ (529

donde Kpg1,pva, Kpvi,pu2, Kpui,pvi ¥y Kpu2, pva son constantes relacionadas con la efi-

ciencia efectiva del proceso de deteccion.

De las ecuaciones ({8.25)), (8.26)), (8.27) y (8.28) concluimos que:

» No son posibles las coincidencias en DH1 y DH2 (DV1 y DV2), independientemente de

los valores de k y 3.

» Detecciones conjuntas en DH1 y DV2 (DV1 y DH2) son posibles, s6lo en el caso (5 =0,

k =), es decir, el estado |¥™).

= La deteccion doble en DH1 y DV1 (DH2 y DV2) es posible, solo en el caso (8 = 0,
k = 0), es decir, el estado |¥T).

» Cuando 3 = —7/2 es decir, los estados |®*), son nulas todas las probabilidades de coin-

cidencia. Por tanto, los estados |®T) y |®~) no se pueden distinguir en este experimento.
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8.4. Hiperentrelazamiento polarizacién-momento en la WRHP

Consideremos la siguiente situacién: Una fuente de conversion paramétrica a la baja tipo I,
generadora de estados hiperentrelazados, esta constituida por dos cristales. El primer (segundo)
cristal emite pares de fotones con polarizacion lineal horizontal (vertical), de tal modo que los
conos de radiaciéon emitidos por cada cristal estdn superpuestos. Seleccionando dos conjuntos
de haces correlacionados (a1, b2) y (a2,b1) |163|, representados por los vectores de onda kg,
kp,(i=1,2) y si el volumen de coherencia del laser contiene la zona de interaccion (la cual
abarca los dos cristales), el estado cuéntico correspondiente a esta ecuacion puede expresarse

de la forma

1 1
V2 V2
El estado dado por (8.29) es uno de los dieciséis estados pertenecientes a la base de estados

hiperentrelazados en los grados de libertad de polarizacion y momento [256|, correspondiente

27) @ W) = [ H)n|H)2 + [V)1[V)2] © —=[la)1[b)2 + [b)1]a)2]- (8.29)

a dos fotones:

1 1

) @ u%) = Z=[HLIV) £ VU@ b £ Balay]  (830)
[) ©[6%) = S IHNIV), % VL), © s ahlaby £ ] (83D
9%) @ [i65) = = (DL, £[V)IV)S @ = llan B, £ phla)  (832)
9%) @ |6%) = S (H) D, £1V)V)]© o= ahla) £ i) (339

En el formalismo de Wigner la descripcion del hiperentrelazamiento descansa sobre las
mismas ideas a las desarrolladas en las referencias [79] y [88], para el PDC tipo I y tipo II,
respectivamente. El punto esencial es que la fuente (dos cristales tipo I) interaccionan con el
laser, de tal modo que la onda clasica y la radiaciéon de punto cero se acoplan
dentro de la zona de interaccién dando lugar a conos de radiacién superpuestos, cada uno de
ellos caracterizado por una polarizacion lineal, horizontal o vertical. La seleccion de dos parejas
de haces correlacionados, (a1, b2) v (ag,b1), necesita de la consideracién de ocho conjuntos de
modos de la radiacién de punto cero, los cuales se activan por su acoplamiento con el laser,
generando de este modo la luz en la salida del cristal, Por ejemplo, para el haz de momento
a;, el conjunto de modos representativos con polarizacion A = H, V', se representa de la forma
siguiente:

{ag 2} = {akA,k € [k]ai} s A=H,Vi=12 (8.34)
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Analogamente para b;:
{2} = {on k€ [k]bi} s A=H,V;i=1,2. (8.35)

De este modo, la descripciéon con el formalismo de Wigner del estado hiperentrelazado
(8.29) consiste en los cuatro haces siguientes:

a

b2

Figura 8.2: Los haces de la izquierda representan las entradas de punto cero necesarias para la gene-
raciéon del hiperentrelazamiento polarizacién-momento. Por cada entrada hay dos conjuntos de modos
independientes, correspondientes a las componentes horizontal y vertical de la polarizacion.

FO(r,t) = Fy P (v, 6 {aayms 0, g Vi + FS7 (0t {0a, v 05, 4 Diars (8.36)
Fy (x,t) = By (0,85 L, s 0, g D)ib, + FL (0,8 L, vi o D (8.37)
Ft(l—;)(n t) = F(;(Jr) (I‘, t; {O‘a27H; ath})i@ + F;(Jr) (I‘, t; {O‘a2,V; O‘Zhv})jam (838)
Fy D (r,t) = Fy P (v, 6 {any s 0, g Din, + E (0,65 {any v a2, v Do, (8.39)

donde iy, ¥ jo, (s, ¥ Jb,), @ = 1,2, son vectores unitarios que representan la polarizacion lineal
horizontal y vertical. Hemos incluido el conjunto de modos relevantes de la amplitud de cada
haz. Puede verse facilmente que Fz§+) s6lo esta correlacionado con Fq(+) porque {ag, H} esta
correlacionado solo con {og y}, v {ag, i} con {aw, m}. Este razonamiento se aplica también

a B y FS(+), FI’,(H y Fé(”, y F/H) y F!(+) El resto de correlaciones son nulas.

La consideracion de que los cuatro haces transportan dos fotones, en los haces (a1, b2), o

en (ag,by), se explica en nuestro formalismo considerando que la energia de la onda clésica
. , . 2 . .,

correspondiente al laser, la cual es proporcional a |V|7, se reparte igualmente en la generacion

de los cuatro haces, de tal modo que el hamiltoniano que representa el acoplamiento de los

distintos modos del vacio con el laser puede expresarse de la forma:

H = Hipre + Hine = Y > hwiex 05 i
A=HV K



132 8.4. Hiperentrelazamiento polarizacién-momento en la WRHP

2

+ zhg’§ Z Z Z f (k,X') exp (—iwpyt) on yae y + c-c. | (8.40)
1,] = ASHV e k],
LF k'€ [k]bj

donde la diferencia crucial con la expresion (1) de la referencia [88] es el cambio V — V /2. Todo
el desarrollo matemaético hasta las expresiones de los haces es idéntico al realizado en [79] y [88|

y por tanto no vamos a reproducirlo. No obstante, es importante sefialar que las correlaciones

no nulas entre las amplitudes de (8.36]) a (8.39)) pueden expresarse como:

(F§7 (0,6) B (0,¢)) = g%u (1), (8.41)

con expresiones andlogas para las correlaciones (Ff,(Jr)FS(jL)>7 (Fy RSy y (FIHFH),
Pasemos ahora a dar una expresion compacta de la base de 16 estados de Bell, para lo cual,
vamos a utilizar las expresiones [84]. Por ejemplo, los ocho estados |UF) @ [¢F) y |®F) @ |1F)

se pueden expresar de la formas:

F((l‘f) = [FP)cosf — Fé”senﬂ]ial + e [FPsen + Fé'”cosﬁ]jal, (8.42)

F,(:) = [[F;(Jr)cosﬁ — Fé(+)senﬂ]ib1 + e [F!'Fsenfs + }*j;,’,(Jr)cosﬂ]jb1 e, (8.43)
F() = FMig, + F,Wj,,, (8.44)

Fi" = F(Viy, + Fjy,, (8.45)

donde la fase ¢ en la ecuaciéon se relaciona con la consideraciéon del estado de momento
|¥T) (en el caso ¢ = 0) o el estado de momento [1)~) (en el caso ¢ = ). Por otro lado, la
relaciéon entre los distintos estados de polarizaciéon y los parametros 3 y « se halla descrita
en el apartado [5.3.1] Por wltimo, con el fin de transformar |[¢*) (|¢7)) en |¢+)(|¢7)), solo
tenemos que intercambiar, en las ecuaciones y , Fé(ﬂ por Fq(+) y F;(Jr) por FT(+),
modificando de esta manera las parejas de haces correlacionados. Esto se consigue aplicando
los divisores de polarizaciéon en los caminos de FEEZL) y Fl(,j), operando de forma inversa. Es
decixﬂ el primer divisor PBS1 transmite la polarizacion vertical y cambia de momento y

refleja la polarizacién horizontal, manteniendo el mismo momento. Por otro lado, el segundo

2A lo largo de la tesis aparecen distintos tipos de PBS, atendiendo a la polarizaciéon que transmiten o reflejan,
y en cada caso, si se modifica o no el momento del fotéon. No hemos elegido un criterio tinico, pues hemos preferido
respetar los usados en la bibliografia correspondiente a la parte de la tesis que se esté desarrollando.
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divisor PBS2 transmite la polarizacién horizontal y cambia el momento, y refleja la vertical sin
cambiar el momento. En la figura[8.3] se muestra esta doble operacion, pero sbélo contribuye con
un factor de fase irrelevante. De hecho, el divisor se puede disenar de forma que no aparezca

la unidad imaginaria en la reflexion [269]. Las consideraciones anteriores nos permiten escribir

Fu ia2t Fyvja

iFH ia2+ F’Vjaz i(F’H ia12+ F’VjaZ)
a .
2 PBS1 “N\\PBS2
b, >
F’Hibat F'v o2 iF"w ibo* Fy jibe i(Fribo+ Fvjn2)

Figura 8.3: Efecto de la doble operacion CNOT sobre los haces de Wigner.

los dieciséis estados base, en la representacion de Wigner, de la forma compacta:

ng) = [FHP)cosf — F1§+)senﬂ]iw1 + e [FFseng + F1§+)cosﬁ]j$1, (8.46)

Féf) = |[F!™H)cosf — FI/,(Hsenﬁ]iy1 + e [F!/Fsenf + FIZ(HCOSB]jy1 e, (8.47)
F(D = F i, + FMj,,, (8.48)

Fi" = F(Diy, + Fjy,, (8.49)

donde para z = a, y = by ¢ = 0 obtenemos nuevamente los estados |¥F) @ [y ) y [®F) @[y T),
yparazr =a,y=by ¢ = los estados |[UF) @ [¢7) y |®F) @ |[7). Por otra parte, si z = b,
y=ay ¢ =0 tenemos los cuatro estados |U*) @ |¢pT) y |®F) @ [¢T), y en el caso de que x = b,
y=ay @ =m obtenemos |[¥F) @ [p7) v [®F) @ o).

8.5. BSM con hiperentrelazamiento polarizacién-momento en
la WRHP

En esta seccion haremos un analisis completo de los estados de Bell con el formalismo de
Wigner. Para ello usaremos la referencia Walborn et al. [256], donde se muestra un esquema
simple, figura [8.4] para la medicién completa de los estados de Bell, usando fotones hiperen-
trelazados. El dispositivo experimental permite distinguir los estados de Bell de polarizacién
mediante hiperentrelazamiento en momento y polarizacién, donde el estado de momento actta
como auxiliar. El analizador consta de sendas puertas CNOT que se implementan mediante dos

PBS, los cuales transmiten (reflejan) la polarizacion vertical (horizontal), modificando (man-
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teniendo) el momento. Tras los divisores de polarizacion se hallan analizadores de polarizacion
en la base diagonal (£45°) consistentes en laminas de media onda y divisores de polarizacion,
tras los que se sittian los detectores.

De las ecuaciones a , haciendo z = a, y = by ¢ = 0 obtenemos los estados:
[Tt @ [¢F) y |®F) @ |F). Con el proposito de representar los campos de los haces en el
formalismo de Wigner, debemos tener en cuenta la entrada de la amplitud del campo punto

cero en los PBS, como se indica en la figura [8.4] Las amplitudes tras las puertas CNOT son:
A N
—~

ri—_,‘ PA >’\ N

s &

b1 bl
CNOT HH >"\" B;.

& &

v

b | b2y = )NBZ»
CNOT

I HWP E PBS

Figura 8.4: Analizador de hiperentrelazamiento polarizacién-momento. Notese que hay cuatro canales
vacios por los que entra punto cero, uno por cada PBS previo a cada dos detectores.

F.(H) = i[F(H)cosf — Fé”senﬁ] iy, + ™ [F/Mseng + Fé(”cosﬁ]jal, (8.50)

ai

F;(IJF) = i[F!Mcos — FI’)(Jr)senﬁ]ib1 + e [FFseng + F£+)cosﬁ]jb1, (8.51)

FoH =i o, + Fjay, (8.52)



8. CODIFICACION DENSA Y BSM EN LA WRHP 135

F " = iFDiy, + F/Dj,,. (8.53)

Entonces la acciéon de la lamina de media onda, junto con el PBS orientado 45°, da lugar a las
siguientes componentes i y j en la expresion de las amplitudes de los campos para el camino

ai:

Fggﬂ(r,t) 1 1 1 i [Fs(ﬂ(r,t) cos 3 — F,J(Jr)(r,t)senﬁ}
I -1 e [F/(x, t)senB + F,(F)(r, t) cos 3]

L[ FP(r,t) cos B — FZEJF)(I', t)senB| + ™ [FLH)(x, t)senB + F},(F)(r, t) cos 3]
Va2l F§+)(r, t)cos 3 — Fp(ﬂ (r,t)senB| — e [F1H)(r, t)senf + F£3(+) (r,t) cos 3]

(8.54)

Para el resto de los caminos, usando la misma transformacién, obtenemos

i [F;H)(r, t)cos 3 — FZ’)(JF)(I', t)senf] + e F (r,t)senf + FI()+)(T, t) cos 3

"(+) 1
F — L .
b 2\ i [FI)(r,t) cos B — F)H) (r, t)senf] — ei* FP(x, t)senf + Fl(;r)(r7 t) cos 8
(8.55)
Foi(r.1) = & KiFéH)(r, £ + F (e, t)) i+ (¢F5<+>(r, t) — F(, t)) j} . (8.56)
F, e t) = L [(z‘Fq(*) (r,t) + F' (O, t)) i+ (z‘Fq(“(r, £) — FI)(r, t)) j} . (857)

Al atravesar los PBS, la componente horizontal se refleja y la componente vertical se
transmite. Anadimos la componente correspondiente de punto cero, que entra por el canal
libre de cada PBS. De esta manera, podemos obtener las siguientes amplitudes de los caminos
a1 y b1 en los detectores:

FO (raotar) = 25 JilF (ay, b, Jeosd — By (ra by, Jsend)

+ e [F/ (ra,,, tar)send + F) (D (ra, , ta1) cos B} i+ [Fippa,, (tar, - ta,, ) -l
(8.58)

FG (matan) = g {ilE (wa b, Jeoss — By (ea_ b, send]

_em[Fé(Jr) (I'A1, ’ tAlf )Senﬁ + Fi)(+) (rAl— ) tA17> COoS /8] }.] + [F(Z+13)’FA1_ (rA17 y tAlf) : i]i,
(8.59)
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F(B—tl (rB1+atB1) - ﬁ {[Fé(+)(r31+vt31+)cosﬂ - F£(+) (rB1+7tB1+)Senﬂ]
(8.60)

—i—em[Fs(Jr)(rBH,tBH)senﬁ + FI(;L)(I'BH,tBH) cos ﬁ]} i+ [F(Z—?FBH_ (rB, . tBL) - 33

Fg;)_ (rB17 ) tBk) = % {Z’[FS(—F)(I'Blf?tBlf)COSﬁ - Flg+) (rBlfvtBlf)Senﬁ]

—eR[FL) (rp, ,tp, )senf+F, ) (rp, ,te, )cos A1} i+ [Fppp (Tt )- il
(8.61)

y para los caminos as y bo

+ oI + . + s
FE421_ (rA2+vtA2+) - ﬁ [ZFc;(Jr)(rAervtAu) + FT( )(rA2+>tA2+) ] i+ [F(ZIQFAQ.,_ (rA2+vtA2+) 'JI]J/v

(8.62)
F) (0 th, ) = 25 1By th, ) = B0ty )] 5+ FS e, (ragstag ) - VI,
(8.63)
Fg;l (r32+7t32+) = ﬁ |:in(+)(rBz+ath+) + Fqi(+)(rBz+ ) th+)} i’ + [F(ZJFP)I«"B2+ (rBz+ath+) 'j/]j,7
(8.64)
o) (et ) = S5 1B 0t ) = FOOG by by, )] 5+ (P, (v tme ) -1
(8.65)

Utilizando ahora la expresion de la teoria de la deteccion (4.69) junto con las propiedades

de correlacion:

2 _ gV
4 Y

[(FEOFEE = [(EFDE = [(F OO = (R FL)) (3.66)

y teniendo en cuenta que el ZPF que entra en los PBS no esta correlacionado con el resto de

las amplitudes, se tienen las probabilidades en el caso ideal (ver la nota al pie [4] del capitulo

.

= Para § =0, tenemos:

e |2
PA1+,A2+ = P31+,Bz+ = PA171A27 = PB17,B27 = Tlf; ‘1 + em‘ ) (8'67)
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12
PA1+7A27 = PBH,B% = PAlﬂA2+ = PBl—,Bﬂ = % }1 - eml (8'68)

)

siendo nulas el resto de las probabilidades dobles. Para identificar el estado [¥T) @ [1T),

sustituyendo x = 0, s6lo las siguientes probabilidades son no nulas:

(8.69)

=

PA1+7A2+ = PB1+7B2+ = Pa,_ Ay = PB,_,B, =

Por otro lado, en el caso del estado |[U™) ® |[¢T), sustituyendo x = 7, solo las siguientes

probabilidades son no nulas:

(8.70)

PN

PAyy Aym = PBiy,By. = PAy_ Ay, = PBi_ By, =

Esto nos permite identificar los estados de acuerdo con las siguientes relaciones de proba-

bilidades no nulas asociadas a cada uno de ellos:

|‘IJ+> = PA1y,Asys PBiyBays PAr_ Ay PBi_ By - (8.71)

‘\Ili> = PA1+7A27; PB1+7B27; PA177A2+; PB17,szL . (8'72)

= Por otra parte, para los estados |®%) ® |1), donde 8 = —7/2, y siguiendo un proceso

similar, tenemos:

e |2
Payy By = PBl+7A2+ =Pa_ B, =Pp_a,_ = 11? }1 + eml ’ (8.73)

12
PA1+7327 = PBH,AZ, = PAlf,Ber = PBI—7A2+ = % }1 - eml (8'74)

)

siendo nulas el resto de las probabilidades. Sustituyendo x = 0 (correspondiente a [®7)),

1
PA1+7BQ+ = PB1+,A2+ =Pa, B, =P A, = 1 (8'75)

siendo nulas el resto, y sustituyendo k = 7 (correspondiente a |®1)), se obtienen las

siguientes probabilidades no nulas:

Pay,Bo. = PByy,Ay. = PA,_ By, = PBy_ A5, = % (8‘76)

Por tanto, se establecen las siguientes relaciones para identificar estos estados:

|®7) = PA,,.Boyi PBiy Aoy PAi_Bs i PBy_ Ay - (8.77)
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oF) = PAy By 5 PBi Ay 5 PA1_By.5 PBi_ Ay - (8.78)

La discrepancia observada con la tabla de [256], consistente en que en las relaciones (8.77))
y (8.78) aparecen intercambiados los estados |®1) y |®7), es s6lo debida al tipo de PBS que se
uso en los experimentos, en el que no se consideraba la unidad imaginaria en la reflexion 269,

que si hemos considerado en estos calculos, y de ahi la diferencia en los resultados.

8.6. Conclusiones

En este capitulo hemos aplicado el formalismo de Wigner para el estudio estadistico de dos
fotones en un divisor de haz equilibrado. También hemos tratado un montaje experimental para
el analisis parcial de los estados de Bell. El formalismo de Wigner permite una interpretacion
de estos experimentos en términos de ondas, pero, sin embargo, el formalismo en su conjunto
pertenece al dominio cuantico, al ser el campo del punto cero una alternativa al papel de
fluctuaciones de vacio en el espacio de Hilbert.

Como ya hemos dicho, una vez en el marco de Wigner, los resultados cuénticos aparecen
precisamente como consecuencia de la intervenciéon del campo del punto cero. Este campo entra
en el cristal y en los demas aparatos 6pticos, siendo sustraido en el proceso de deteccién. Las
correlaciones cuanticas s6lo pueden explicarse en términos de la propagacion de las amplitudes
de vacio a través de los dispositivos experimentales, y su posterior sustracciéon en los detectores.

Al comienzo de la seccién [8.2] se han presentado las ideas fundamentales sobre estadisticas
de dos fotones en un divisor de haz en el formalismo de espacio de Hilbert, en el que se
subraya la naturaleza corpuscular de la luz. En el formalismo de Wigner, se encuentra una
clara contrapartida con esa descripcidén pues, con objeto de preservar el caracter bosénico de
los fotones, la parte espacial del estado cuéntico es ve obligada a permanecer antisimétrica.
Esto ocurre solo para |[U7), y, en este caso, el par de fotones se comporta como fermiones en
el divisor de haces, emergiendo por diferentes puertos de salida. Para los otros tres estados
de Bell, en los que tanto la polarizaciéon como la parte espacial del estado de dos fotones son
simétricas, los dos fotones emergen juntos en el mismo puerto de salida del BS.

Para la representacion de Wigner, el aspecto corpuscular de la luz aparece como una inte-
raccion de (Maxwell) ondas, incluyendo el campo de punto cero. La accion del BS debe tratarse
como en el caso clasico: de modo que una parte de cada haz de entrada se transmite, y
la otra parte se refleja, sin ningin cambio en las propiedades de polarizaciéon. De se
puede observar que la correlacion entre las componentes del campo correspondientes a diferente
polarizacién y diferentes canales de salida, se anulan para 3 = 7/2 (estados |®%)), y también
para k = 0 (estado |¥T)). En este tltimo caso, el factor i? indica que la contribucién a la
correlacion de la componente transmitida es cancelada por la contribucién de la componente
reflejada. Sin embargo, en el caso k = m hay una superposicién constructiva de los dos términos
en la ecuacién . En otras palabras, el efecto neto del cambio de fase kK = 7 y del divisor
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de haz en las amplitudes del campo es dejar las propiedades de correlacion sin cambios. Esta
propiedad es equivalente, en el espacio de Hilbert, al hecho de que |¢4) es un estado propio

del operador Hadamard.

En este punto vale la pena hacer de nuevo la pregunta: ;cémo podemos explicar un compor-
tamiento tipico de particula (la naturaleza bosonica de los fotones en la descripcion del espacio
de Hilbert), a partir de una descripcién ondulatoria, con la inclusion de las fluctuaciones del
campo electromagnético de vacio? Por inspeccién de puede verse que, s6lo en el caso
de |U7), el intercambio 1 — 2 implica un cambio de signo en las propiedades de correlacion
de los haces (en los otros tres casos permanecen igual). La naturaleza bosonica de los fotones
estd completamente representada por las propiedades de correlacién que caracterizan a cada
una de los cuatro estados de Bell. Si, ahora, Bob activa el retardador de onda, da lugar a
un cambio, no solo en el estado interno (polarizacion), sino también en la parte espacial del
estado cuantico con el fin de conservar la simetria bosénica. Este doble efecto se explica, en el
formalismo de Wigner, teniendo en cuenta la forma en la que el campo punto cero se acopla

en el interior del cristal.

La medida del estado de Bell que realiza Alicia solo identifica los estados |[¥~) y |¥T).
Notese, por otro lado, que el analizador introduce algo de ruido fundamental en los canales
libres de los PBS. Estas fluctuaciones del punto cero, aunque sean finalmente sustraidas en los
detectores y no estéan correlacionadas con las seniales, vuelven a ser el ingrediente fundamen-
tal de la WRHP para la interpretacion de los experimentos. La figura [8I] muestra que hay
cuatro conjuntos relevantes de modos de vacio que entran en el cristal, que “transportan” la

informacién, y dos entradas de punto cero asociadas a los canales vacios de los PBS.

A partir de la seccién comenzamos con el estudio, con el formalismo de Wigner, del hi-
perentrelazamiento con objeto de poder distinguir los cuatro estados de Bell. Hemos estudiado
la mediciéon completa de los estados de Bell con fotones hiperentrelazados en polarizacién-
momento. El punto crucial en la representaciéon de Wigner es que la seleccién de dos conjuntos
de haces, (a1,b2) y (ag,b1), implica la consideracion de 8 conjuntos de modos de vacio, que se
activan y se acoplan con el laser en el interior del cristal. Las consideraciones anteriores nos
permiten expresar de una forma compacta los 4 haces correlacionados que dan lugar, segin el

valor de ciertos parametros, a los 16 estados base del espacio de Hilbert del sistema.

Para la representacion de Wigner, el aspecto corpuscular de la luz aparece s6lo como un
conjunto de (Maxwell) ondas con la inclusion de un campo de punto cero. Si analizamos el
experimento Walborn, vemos que hay 8 conjuntos de modos de ZPF entran en el cristal,
y el analizador tiene 4 canales libres (4 puntos de entrada de ruido). Por ultimo, se puede
determinar los cuatro estados de Bell restando el niimero de canales con ruido del niimero de
modos de entrada de ZPF (haciendo al sistema mas local y los resultados més deterministas).
El uso de los espacios de Hilbert de dimensiones superiores esté relacionado (en el formalismo
de Wigner) con la inclusion de mas conjuntos de modos de vacio que entran en el cristal.

Con un aumento del nimero de entradas de vacio, la posibilidad de extraer mas informacién
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del campo punto cero también aumenta. Sin embargo, los canales vacios de los analizadores
introducen un ruido esencial que disminuye la capacidad de obtener informacion.

Una caracteristica atractiva del hiperentrelazamiento, que también es de interés en comu-
nicaciones cuanticas, es que los dos grados de libertad (la polarizacion y el momento) asociados
a los modos ZPF se pueden manipular de forma individual. Por ejemplo, se pueden cambiar
los estados de polarizacion de Bell con el uso de operaciones locales (laminas de media onda y
cuarto de onda de los modos de onda plana, a; y b; ) en los modos de ZPF asociados al estado
de polarizaciéon, dejando los modos de ZPF asociados el impulso intactos. De este modo se
puede implementar un esquema de c6digo denso en el que la informacion esté codificada en los
modos de vacio asociados a la estado de polarizaciéon, mientras que los modos de vacio asocia-
dos al estado de momento permanecen como un auxiliar para ayudar a la mediciéon completa
de los estados de Bell.



Capitulo 9

TELETRANSPORTE EN LA WRHP

9.1. Introducciéon

Una de las aplicaciones fundamentales del protocolo de codificacién densa esté en la telepor-
tacién de estados cuanticos, de tal modo que este ultimo capitulo de la tesis puede considerarse
como una continuaciéon natural del capitulo [8l A diferencia de los capitulos anteriores, en los
que las detecciones son simples y dobles, el teletransporte implica como minimo tres fotones,
de modo que se hace necesaria una teoria de la deteccion ampliada a detecciones triples y
cuaddruples, la cual se halla desarrollada en los anexos. Sin embargo, y como veremos a lo largo
del capitulo, el concepto que se revela fundamental en la comprension del fenémeno a partir
de la influencia de la radiacion de punto cero, es el de correlacion cuadruple. Su uso, junto
con el resultado de que cualquier correlacion par de orden superior a dos puede expresarse
a partir de correlaciones dobles en los procesos gausianos, constituird la via para entender el
teletransporte por medio del anélisis de las correlaciones, lo que contrasta, aparentemente, con
la necesidad de introducir el colapso del vector de estado para comprender cualquier protocolo
de teleportaciéon. El vinculo entre sendos formalismos se halla en las amplitudes de la radiacién
de punto cero.

En la seccion hacemos una descripcion con el formalismo de Wigner del intercambio de
entralazamiento a partir de dos parejas entrelazadas, lo que constituiré la base para el estudio
posterior, en la seccion 0.3} del experimento de teletransporte de Innsbruck, en el que se utilizan
cuatro fotones. A continuacion, en la seccion estudiaremos el teletransporte de un qubit
foténico desde un punto de vista més fundamental, tratando de ajustarnos al desarrollo basico
de la teoria de la teleportacion en el que se parte de una particula con un qubit que se quiere
teletransportar, y una pareja auxiliar en un estado entrelazado, que supondremos generada
en un PDC tipo II. La idea es reproducir el calculo usual de las probabilidades triples en el
experimento de Innsbruck]

Todo este an4lisis nos muestra que la eficiencia, en concordancia con los resultados cuanticos

habituales, esta limitada por la indistinguibilidad de dos de los estados de Bell, de modo que

LEl formalismo de Wigner se aplico en 1998 al teletransporte para analizar un experimento en el que colaboré
el Dr. Ramoén Risco, de la Universidad de Sevilla, en una estancia de investigaciéon en Innsbruck, con el grupo
de Zeilinger [197}90|.

141
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se hace necesario el uso del hiperentrelazado para la descripcién completa del teletransporte.
Asi, en la seccion [9.5] estudiaremos el experimento de Roma, donde nos serviran los conceptos
desarrollados sobre estados hiperentrelazados en el formalismo de Wigner y, a diferencia del
resto del capitulo, s6lo serdn necesarias las correlaciones cruzadas. Por ultimo, expondremos

en la seccion [9.6 las conclusiones del capitulo.

9.2. Intercambio de entrelazamiento en la WRHP

9.2.1. Introduccion

El intercambio de entrelazamiento [268,270}274,273,[57,|58] proporciona un método de
entrelazamiento de dos particulas que no interacttian.

Dos cristales no lineales generan, de forma independiente, sendos pares de fotones entre-
lazados, el par 1 — 2 y el par 3 — 4, estando cada par descrito por el estado singlete. A la
pareja constituida por los fotones 2 y 3, cada uno de ellos perteneciente a uno de los pares
independientes, se le somete a una medida de Bell (BSM) tal y como se muestra en la figura
. El colapso del vector de estado sobre el autoestado correspondiente a los fotones 2 y 3,
da lugar a un entrelazamiento entre los fotones 1 y 4, lo que recibe el nombre de intercambio
de entrelazamiento. Veremos esto con cierto detalle en el espacio de Hilbert, antes de pasar al

formalismo de Wigner. Asumiendo que hay entrelazamiento en polarizacion.

ALICIA BOB

Laser

Figura 9.1: Principio del entrelazamiento por intercambio, mediante dos pares de fotones entrelazados.

[(HH)1[V)g = V)1 [H)g) @ ([H)3[V)y = V)5l H))T - (9.1)

DN | =

[U) 1934 = ‘¢_>12 ® W’_>34 -

El estado total describe el hecho de que los fotones 1y 2 (3 y 4) estéan entrelazados en un estado
de polarizacién antisimétrico. La factorizacion es reflejo de que las parejas son independientes.
Sin embargo, una medida de Bell sobre los fotones 2 y 3 deja a los fotones 1 y 4 entrelazados en
el mismo estado que el correspondiente al resultado obtenido. Para verlo expresaremos |¥),45,

en la forma siguiente:

"I’>1234 = % (W>14W>23 - W7>14‘¢7>23 o ‘¢+>14‘¢+>23 + ‘¢7>14}¢7>23) : (9.2)



9. TELETRANSPORTE EN LA WRHP 143

El foton 1 y el foton 4 van a terminar en uno de los siguientes cuatro estados de Bell:

i) v

tados de la medicién de Alicia ‘1/}53> , ’¢53> , }¢§“3> y ’¢53>, respectivamente. Por ejemplo, si el

¢f4> y ’¢1_4> , con la misma probabilidad 1/4, que corresponde a los resul-

resultado de la medida de Bell es Wi@, entonces, el fotén 4 y el foton 1 deben estar en el estado
|@Z)ﬂ> , sin embargo, si se obtuviese cualquiera de los siguientes estados |@ZJQ3> , ‘¢2+3> o} ’¢53>

resultaria que el fotén 4 y el fotéon 1 deberian estar en uno de los estados ‘¢1_4> , }¢f4> y ‘¢1_4>7
respectivamente. Asi, la medida de Bell supone el teletransporte de un estado entrelazado

sobre los fotones 1 y 4.

9.2.2. Campo eléctrico en los detectores

Normalmente, en los dispositivos experimentales, se usa un tdnico cristal no lineal, tal y
como puede verse en la figura [9.2] usando el formalismo de Wigner, la generaciéon de los dos
pares EPR independientes mediante el acoplamiento en el cristal del laser y el punto cero. En
la figura se explica como los vectores de onda del punto cero con sus correspondientes
modos horizontales y verticales sufren el acoplamiento en el cristal. Las predicciones cuénticas
correspondientes al estado 1)), ®[1) )4, se producen en la representacion de Wigner a partir

de los siguientes 4 haces:

BV () = FOO (vt {on o,y ) 4 ) (vt {anviag, o f )i 03)
By (v,0) = B (r 6 {ammsaf, v ) 1 = B0 (nt{anvialuf)ih (04)

B () = PO (rt oo, )i+ B (ot {onviag g} )i 09)
B (v0) = B (vt {onmiag, o }) 1= O (vt {onviag, o }) 3 90

donde hemos incluido los conjuntos de modos del punto cero que aparecen en cada componente
del campo eléctrico correspondiente a cada uno de los haces, Las tinicas correlaciones no nulas
son las que se dan entre las amplitudes sin prima, correspondientes a las combinaciones: r < s

y p < q; y entre las amplitudes con prima correspondientes a las mismas correlaciones.

Aunque las ecuaciones (9.3) a son las que necesitamos para el anélisis del intercambio
de entrelazamiento cuando las fuentes emiten parejas de fotones en el estado singlete (9.1)),
consideraremos en un principio que cada fuente puede producir cualquiera de los cuatro estados

de Bell, de forma que las expresiones generales de los haces son:

Fgﬂ (r,t) = [F;(H (r,t)cos 3’ — senB’FZ;(‘H (r, t)] i+e [F;(ﬂ (r,t)senfd’ + cos ﬁ’F;(H(r, t)] J,
(9.7)
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VERY] |

av)’

F](*)

|:4(+)

Figura 9.2: Representacion de los haces incidentes (punto cero y laser), en la doble conversion se
produce un acoplamiento doble al reflejare el laser en un espejo, volviendo al cristal produciéndose un
nuevo acoplamiento, como resultado de la interaccién dentro del cristal del laser y el vacio.

FS (r,6) = FIO) (0, 0) 1 + FIO) (x,1) (9.8)

F:(,)Jr) (r,t) = |F{) (x,t) cos § — senﬁF]g‘H (r, t)] i+ e [FS(JF) (r,t)senf + cos ﬁFISH(r, t)]3,(9.9)

FiY (0,6) = F9 (r,0) 1 + EH) (0, 0) §. (9.10)

r

En los haces 1y 3 de la figura[0.3] hemos representado sendos dispositivos que permiten generar
cualquiera de los cuatro estados de Bell para las parejas 1 —2 y 3 —4, a través de las fases (3,
k'), y (B, k). Esto nos permitira hacer un analisis de la propagacion de los haces para cualquiera
de las situaciones ¢,,) = [V5)15 6 [910) = [6%) 15 ¥ [0) = [6%)34 6 000 = [6%) 4. El caso
que estudiaremos con detalle es aquel en que 3 =3 =0,y k = k' =7 correspondiente a la
descripcion en el formalismo de Wigner a la situacion dada en las ecuaciones y . La
factorizabilidad que vemos en tiene que ver con que los haces 1 y 2 estdn completamente
descorrelacionados con los haces 3 y 4, dado que los modos de vacio que intervienen los haces 1
v 2 no guardan ninguna correlaciéon con los correspondientes a 3 y 4. Esto implica que cualquier
probabilidad de detecciéon conjunta asociada a detectores 1 y 4 es nula, como lo es también
cualquier probabilidad de deteccién conjunta asociada a los haces 2 y 3, y a los haces 2/ y
3', tras pasar por el divisor de haz. ;Como podemos entender entonces el teletransporte o
intercambio de entrelazamiento en el lenguaje de la funciéon de Wigner? La respuesta a esta

pregunta se halla en como cambian las correlaciones tras atravesar los haces 2 y 3 el divisor
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DH2 DH4

ZPF3 PBS
Dv4

DHI1

ZPF1

[Laser [Laser

Figura 9.3: Analizador de intercambio de entrelazamiento.

de haz. La accion del BS sobre los haces 2 y 3 da lugar a los haces ng) (r,t) y FSF) (r,t):

ng) (r,t) = % [iFéH) (r,t) + FS(+)(F, t)cos 3 — senﬁFISJr)(r, t)} i

) 9.11
—i—% [iFr’(” (r,t) + €™ <F3(+)(r,t)senﬁ + cos ﬁFlgﬂ (r,t))] s (©-11)

(+) _ 1 ) - (4) _ (+) by
F,/ 7 (r,t) 7 [Fq (r,t)+1i (Fs (r,t) cos B — senfSFp r,t))} i 9.12)

+ % {F,f(“ (r,t) +ie™™ (Fs(ﬂ(r, t)senf + cos 5F;§+) (r, t))} i

Teniendo en cuenta que los divisores de polarizacion (PBS) transmiten la polarizacion

horizontal y reflejan la vertical, y las entradas de punto cero en los canales vacios de los PBS,

tenemos:
F(DJFI){2 (ro,ta) = % [in’(H (ro,ta) + F§+)(r2, to) cos B — senﬁFp(H(rg, tg)} i (9.13)
HilFG D (2, 2) - i,
B, (0, 15) = & (i, 1) + e (F) (e, t)sem + cos B (. 14)] 9.14)

V2
HF S g (s, 1) - i,
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Fg]ir:s (rs,13) = % [F/(H (r5,ts) +i(FL ) (rs, t3) cos B — senB R (3, t3))} i

+) ., (9.15)
+Z[FZPF3 (r3,t3)-j ].] )

Fg‘zg (r’3,tg/> = ﬁ [Fr’(ﬂ (v, th) + ie™” <Fs(+)(r’3,t§)sen5 + cosﬂF7§+) (r’3,tg)>] j
HESD s (75, 1) - T

(9.16)
Por otra parte, las salidas hacia los detectores situados en los haces 1 y 4, son:
ng){l (r1,t1) = [/ (r,t) cos 8 — sen'F) P (r, )] i + z[F(Z;Fl (r1,t1) - jli, (9.17)

FU, (0, #h) = iei® [FIH (), t,)sen’ +cos B FL D (24, #)] 5+ [FS e (v, 8) - )i, (9.18)

Fs (tata) = Fy Y (va ta) ¥+ i[F S0, (ra,ta) - 51, (9.19)
F) ) — () " F(+) ARG (9.20)
pva (T'a,ty) =iFy (r'a, 1) § + 1 yppa (U4, 1)) -1 ‘

Las ecuaciones ((9.13) a (9.20) corresponden al valor del campo eléctrico en todos los detec-
tores de la figura 9.3, para cualquier valor de 3,3,k y &’. A continuacién, con objeto de cen-
trarnos en la situacion dada por la ecuacion (9.1]), particularizaremos para el caso 3 = 3 =0

y k = k' = m.Tenemos

il (12,12) = 25 [ZF ) (15, t2) + F* )(rzﬂfz)} [Py (2, ) - i, (9.21)
F oty th) = 25 [/ D (o th) = B D (o th) |+ [FGRp () -1, (0.22)
Bl (v, ts) = Jg [F0) (rat) + i (e ) | 1+ TR Sy (. t) - 30 (9.28)
FG)o (x5, t) = o5 [FIOO (05, 1) = 0B (0, 85) ] 5+ (B (s ) 101, (924)

junto con
F(Dlzfl (1‘1, tl) = FSI(JF) (1‘1, tl)i + Z[]:T‘(Z—‘;:)’Fl (I‘l, tl) .]].]7 (925)
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F) (1'18) = =iy D0, ) + [Fypp, (1, th) - (9.26)

y las ecuaciones (9.19)) y (9.20), que no sufren modificacion.

9.2.3. Intercambio de entrelazamiento y correlaciones cuadruples

Ahora estamos en disposicién de entender el intercambio de entrelazamiento. Observando
las ecuaciones (9.19) a (9.26). Podemos establecer cuéles son las amplitudes que estédn co-

rrelacionadas: F g}i{z esta correlacionado con Fgr&l y F(DJF&LI; F(DJF&Q con Fg%l y Fg) 13[4, Fgrglg

con FSD\% y F5:)\34, y finalmente, FSD‘Z:3 esta correlacionado con F(Dlz,l y Fg}zm. A partir de
ahora consideraremos la situaciéon ideal donde todos los tiempos son iguales, y también existe
un camino idéntico desde las fuentes a los distintos detectores. Ignoraremos por simplicidad
el argumento espacio temporal, dado que todas las correlaciones cruzadas se reducen a la co-
rrespondiente correlacion en la posicidon que define cada frente, en un mismo instante. Por otro
lado, como a cada detector llegan las dos componentes de polarizacion (z = horizontal, y
= vertical), y la componente correspondiente a la polarizacion perpendicular a la que define
cada detector corresponde a la radiacién de punto cero, que no guarda correlaciéon con ninguna

otra amplitud, las amplitudes correlacionadas son:

<Fz(>+132x F1(7+v)1,y> = S (EHEM), (9.27)

<Fg}{2 x DV4y =7 <Fs(+)Fr(+)> ; (9.28)

<FDV2,y Fz()21 o) = A(FOFD), (9.29)

<FDV2,y DH433 = ;; <Fz§+)Fq(+)> ; (9.30)

<FDH3 © DV4y =% <FS(+)F7~(+)> : (9.32)

)
)
)
(Fbitas Foihy) = 75 CFOED), (931)
)
)

<FDV3,y Fiih, (F{HFH), (9.33)

(9.34)

~—
&\H
/\
E
~

<FDV3,y DH4 X
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no existiendo ninguna correlacion asociada a la combinaciones (1,2) y (2, 3). Este conjunto de
correlaciones da cuenta de la situaciéon que describe la ecuacién , donde el colapso produ-
cido tras la medida de Bell en los fotones 2 y 3 produce una transferencia de entrelazamiento
a los fotones 1 y 4. Por un lado, aplicando la expresion para la probabilidad conjunta,

es sencillo obtener el resultado:

Komitas; = TH (9.5
donde i # j,y (i,7) # (1,4),(4,7) # (2,3). El intercambio de entrelazamiento, surge a partir
del colapso del vector de estado |¥),53, a uno de los cuatro términos que aparecen en la
ecuacion tras la medida de Bell de las particulas 2 y 3.

El formalismo de Wigner aporta una interpretacién complementaria a la anterior. Para
verlo, tendremos en cuenta la probabilidad cuaddruple se expresa a partir de correlaciones cué-
druples del tip < FCEJ;) Fb(j(,) F(fi,), FCE;U,,>. Al tratarse de procesos gaussianos, éstas se expresan

siempre a partir de correlaciones cruzadas, de modo que:

FORYNFFED) = (FVFRIY (FSES),
< A Lo e td > +<<F5A§);C(})/>><<F5§);ﬁ/)/éi <FéK)F$K2~> <Fb(j;/)Fc(;)/> (9.36)

Examinemos la situacion de la figura[9.3] teniendo en cuenta que a es una etiqueta para los
detectores en la zona del haz 1, b se refiere a 3’ (detectores DH2 y DV2), y ¢ y d hacen referencia
a los detectores en la zona de los haces 2 (DH3 y DV3) y 4 (DH4 y DV4), respectivamente.

Sabiendo que 1 y 4 estan descorrelacionados, asi como 2 y 3, vemos que el dltimo sumando de

(19.36)) es nulo, de modo que

() () () () N /() (=) (=) () (+) (+) (+) (+)
<Fa,>\ Fy Fc,)\”Fd7/\”’> = <Fa,>\ Fy > <Fc,)\”Fd7/\”’> + <Fa,>\ Fc,)\”> <Fb,>\’ Fd7/\”’> , (9.37)
lo que muestra que la correlacién cuadruple es, en general, no nula, ain cuando haya 1 6 2

parejas de detectores, cuyas amplitudes no guardan ninguna relacién de correlacion.

Analizaremos a continuacién las correlaciones cuadruples que dan lugar a cada uno de los

sumandos de (9.1)):

1. Analicemos en primer lugar el sumando (1/v/2)[1)), @ [1hT),;. Hemos de calcular las

correlaciones cuadruples siguientes:

+ + + + + + + +
<Fl()h)fl,xFl()f}2,:vFl()\)2,yFé‘)4,y> ) <Fé\/21,yFéH)2,zFéV)2,yFl()H)4,x> )
(9.38)

+ + + + + + + +
<Féf;l,a:Fl()I}&a;FéV)?),yFéV)&y> ’ <Fév)l,yFéI}?),xFéV)&yFéI{)ZL,x> :

Teniendo en cuenta (9.37)), y que las correlaciones correspondientes a la misma polariza-

2Véase la ecuacion del Anexo B.
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cion son nulas, llegamos facilmente a:

+ + + + + + +
FéH)l,mFéI}Q,rFé\/}Q,yFéV)&y = Fl()H)l,xFéH)&rFéV):i yFl()V)4 y> (9 39)
=i <F’§,+)F’g+)> <F7"(+)Fs(+)>7 '
+ + + + + + +
<ng>1 S s FSn FS ) = (S S FS0 FSoL) 0.10)

5 <F,t(1+)F,I(7+)> <F(1(+)F1§+)> '

Las probabilidades Ppgi1,pu2,0v2,0v4; Ppua1,0DH3,DV3.DV4, PDV1,DH2.DV2.DH4 ¥
Ppvi,pH3,pv3,pH4 son todas iguales a 1/16 en el caso ideal (ver la ecuacion )
Aunque la expresion , del Anexo B, indica que la probabilidad cuddruple es una
suma de 16 términos cuando se tienen en cuenta todos los valores de los indices de po-
larizacion A, A/, A7y A”’, en este caso 15 sumandos son nulos, justamente aquellos que
contienen una amplitud que proviene del punto cero que entra en el canal vacio del PBS.

El tinico término no nulo es el correspondiente a una de las correlaciones cuadruples en

[©:39) v (040). Por ejemplo:

Ppv1,pH3,DV3,DH4 ) (+) (+) 2
Z Z Z Z ‘< DV1>\ DHS)\’FDVB)\’/FDH4)\’/’>’

K; K, K; K,
DV1 ADH3 /ADV3 /ADH4 A=z,y M=xy N =z,y N =z,y

2 2
(+) (+) (+)
+ ‘<FDV1 IDrs 2 FDvs DH4 y>’

— +) (+ +)
- ’<F1(3v1 xFDH)B xFDV)?) acF](DH47ac>

2
F)
DVl T DH3 T DV3 ,y- DH4,x

+‘< Dv1a; DH39: DV3y DH4y
< 2

(+) (+) (+)
FDVl xFDHB v DV3 2ADH1y )| T ‘

FDVl:t: DH3y DV3y DH4CE>
>2

(+)
FDVl X DH3 Y DVS Y DH4 Y + ‘<FDV1 yFDH?) T DV3 T DH4 X

(9.41)

[\

) LFS)

(5o
<
<
<
(5

+ FDVl,y Dst DV3y DH4a:

FDVl,y DH3 T DV3 Y DH4 Y

2

[\

)
)
i
v
)
)

i <F F)
DV1,yY'DH3y DV3x DH4x

DVly DH3y DV3x DH4,y +

(+) (+)
DVl yFDH3 Y DV3 yFDH4 x>

2
+ + + + + + +
+ <F[()V)l,yF](DH)3,yF]()V)3,yF](DH)4,y> = ‘ <F]§)V)1,yF](DH)3 x DVS yF](DH4 T

Como podemos ver, s6lo un término es distinto de cero.
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2. La situacion correspondiente al sumando (—1/v/2)[1h7) ;4 ® [t )55 da lugar a las mismas

detecciones en los detectores 1 y 4, en donde las polarizaciones son diferentes. Sin embar-
go, hay una diferencia en las correlaciones cuadruples respecto a las ecuaciones (9.39)) y
(19.40), como veremos a continuacion. En este caso, hemos de considerar las correlaciones

cuddruples siguientes:

+ + + + + + + +
<Fl()h)fl,:vFl()h)T2 :vFl()\}?; yFéV?4,y> ’ <FEV21,yFl()H)2 :rFéV}ZS yFl()H)éL :1:> ’

(9.42)
+ + + + + + + +
<Fél-}l,mFéV)Q,yFél-}S,xFéV)&y> ’ <Fél)1,xFl()V22 yFéI}ZS xFl()I}éL x>
siendo:
+ + + + + + + +
(Fbl PSPy (P = = (P P o) o
! < P F/g+)> < FORHY '
+ + + + +
< Dv1 Y DH2 mFé\/)3,yFéI}47ac> - <F1(7V)1,yFI()V)2 nygI}3 wngI}‘l I> (9.44)

1 <F/( )F/( )> <F}§+)Fq(+)>.

Notese que ahora hay una diferencia de signos en las dos correlaciones que dan lugar a
una deteccion conjunta concreta en 1 y 4, como puede observarse a través de (9.43)) y
(9.44)). Sin embargo, es sencillo ver que, cada una de las probabilidades cuadruples siguen

siendo, en el caso ideal, iguales a 1/16.

Como paso previo al analisis de los dos tltimos sumandos de (9.2) en la representacion
de Wigner, demostraremos que las correlaciones cuadruples correspondientes a la misma

polarizaciéon en los detectores 2 y 3 son nulas, es decir:
(+ (+) (+) (+) _ /) (+) (+) (+) _
<{FDH1 +F'pve yFDVS,yFDH4,x> = <FDVl,yFDH2,xFDH3,J:FDV47y> = 0. (9.45)

Haciendo uso de (9.37) y las ecuaciones (9.27) a (9.34), tenemos:

(+) (+) (+) +)
Fom oEpveyFpvs, yF1(3H4 e

= F/i)&?ﬂ(ﬂjéﬁ/} §,> < f)v3 Y D>H4 a;> Z < DH1 @ >D‘</33Z ) 1?1(7;{/;24,17[(;;}4,x> (9.46)
_ =1 )l + F + 5 F + F 0.
Analogamente:

(P P Fb ) = 20 ) (PSP (ORI o (o)

Llegados a este punto, es necesario comparar los resultados - ) v ( - con las ecua-
ciones (2.16) y (2.17) de la referencia [34] o las ecuaciones (8.13) y (8.14)) del capitulo 3|

En aquella situacién, la cancelacién entre la contribucién de las componentes transmi-
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tidas en el BS y las componentes reflejadas, hacia imposible una deteccién conjunta en
detectores correspondientes a la misma polarizacién, aiin cuando los dos haces incidentes
en el BS estan correlacionados. En este caso, los haces 2 y 3 estan descorrelacionados,
y lo que garantizan las ecuaciones y (9.47) es que no es posible una deteccion
cuadruple caracterizada por la misma polarizaciéon en los detectores 2 y 3. De nuevo, hay
una cancelacion debido a la accién del BS, a través del factor (4+42/2) (dos reflexiones)
y del factor 1/2 (dos transmisiones), pero esta vez se trata del producto de correlaciones
de segundo orden en las que intervienen directamente las amplitudes de los haces 1 y 4,

y no solo de los haces que llegan al BS, tal y como sucede en la referencia [84].

Para completar nuestro anélisis, estudiaremos las situaciones que dan lugar a una doble
deteccién en uno de los detectores, correspondientes a la zona 2 6 3. Esto corresponde
al célculo de las 4 correlaciones cuadruples del tipo <FCS+)FI)(+) Fb(+)Fc(+)>, donde una de

las amplitudes tiene la misma etiqueta. En este caso
b= DH2,x; DV2,y; DH3,z; DV3,y , (9.48)

y las letras a y c se refieren a los detectores de las zonas 1 y 4, respectivamente, con el

mismo valor de polarizacion, diferente al que aparezca en la “etiqueta” b. Tenemos:

+ + + + + + + +
<Fl()V)l,yFéI}ZmFéh;ZmFéV)&y> =2 <Fl()\/)1,yFéI32,m> <Féh;2,a:Fl()V)4,y>

9.49)
_ A O N [ p) (
—Z<F/((1 )F/é )><Fs FT >7
(+ +) g g (+ +) () pt
FDv)l,yFJgHs,fogf}:a,xFDv)4,y> =2 <FDV)1,yFJ§JH3,x> <FDF}3@FDV)4,y> (9.50)
Ny +) o+ (+) @ (+) '
—Z<F/((1 )F/é )><Fs FT >7
y, analogamente:
+ + + + + + + +
Fé]—;l’zFéV)Q,yFéV}ZyFl()I}‘LI> = FéI_}LxFéV)&yFl()V?&yF[()f}Zl,m> (9 51)

— <F/g+)F/7g+)> <Fq(+)F,§+)> ‘

Observando y deducimos que las correlaciones que dan lugar a detecciones
en la zona 1 y la zona 4 correspondientes al mismo valor de la polarizacion (vertical),
donde se produce una doble detecciéon en el detector DH2 o en el DH3 son idénticas;
lo mismo sucede en el caso donde las detecciones correspondientes a las zonas 1 y 4 se

producen en los detectores de polarizacion vertical, como puede verse a partir de (9.51)).

Es facil ver, a partir de del anexo B, que cada una de las probabilidades cuadruples
del tipo Py es igual a Py = %k‘ak:gk:c que son idénticas a las probabilidades anteriores
en cada amplitud, por lo que estos estados son indistinguibles, con lo que se obtiene

2
para cada caso Py, = kazbkc, lo que justifica, en el caso ideal k, = ky = k. = 1, que los




152 9.2. Intercambio de entrelazamiento en la WRHP

sumandos 1/v2 (|¢7) 14 @ [¢1)93) v 1/V2(|¢7 )14 ® |7 )93) den lugar, cada uno de ellos,
a una probabilidadlﬂ igual a 1/4. Sin embargo a diferencia de las otras dos contribuciones

(ver (9.39), (9.40) y (9.43)), (9.44)) que son distinguibles, las ecuaciones (9.49)), (9.50) y
(9.51) nos muestran que estas ultimas no lo son.

En el caso del intercambio de entrelazamiento hay 8 conjuntos de modos de punto cero,
cuatro por cada cristal, que dan lugar a los haces 1, 2, 3 y 4. Sin embargo, hay cuatro canales
vacios, cada uno de ellos correspondiendo a un separador de polarizaciéon que dan lugar cuatro
entradas de ruido correspondientes a la radiaciéon de punto cero. La presencia de ruido en el
medidor de la base de Bell correspondiente a los canales 2’ y 3 esta relacionada con el hecho
de que soélo hay intercambio de entrelazamiento detectable en el 50 % de los casos, para el

montaje analizado.

9.2.4. Protocolo de teleportaciéon de entrelazamiento

El estudio anterior nos permite entender con facilidad el concepto de intercambio de en-
trelazamiento. Para ello, notese que las ecuaciones y muestran las relaciones de
correlacién que caracterizan un intercambio de las propiedades del estado singlete de los haces
(1,2) y (3,4), alos haces (2, 3) y (1, 4), tal y como se refleja de la ecuacion (9.2). Se trata de
un intercambio de entrelazamiento, que se produce en un 25 % de los casos.

Por otro lado, las ecuaciones y establecen las propiedades de correlacién
caracteristicas del cambio, en la medida de Bell de los haces 2 y 3, al estado |¥5;) @ |¥7,).
Notese sin embargo, que un simple cambio de fase a = 7 entre las componentes verticales y
horizontales en el haz 4, lo que produciria el cambio FT(JF) T(Jr)
signo en la ecuacion , lo que reflejarfa el cambio [U5;) @ [P],) — [5) @ [P1,). Alicia

solo tiene que informar a Bob del resultado, y Bob modificaria el haz 4 con el objeto de que

— — , produciria un cambio de

los haces 1 y 4 se comportasen exactamente igual que en el caso anterior.

Es importante senialar que esta modificaciéon de la fase actia directamente sobre las am-
plitudes del campo de vacio que entra en el cristal, de tal forma que la operacién unitaria que
debe hacer Bob para conseguir un cierto estado entrelazado, cuando se trabaja en el espacio de
Hilbert, esta intimamente ligado a la modificacion de las propiedades del vacio electromagné-
tico a través de la accion de aparatos 6pticos que funcionan en estos experimentos, del mismo

modo que en 6ptica clésica.

3El uso de la ecuacion (16)) para el caso en que dos de las etiquetas, por ejemplo b=c coinciden se justifica
porque los 105 términos que aparecen al aplicar solo contribuyen 15 sumandos (ver . En este caso, a
diferencia de la situacién que se describe en el calculo de la probabilidad cuéddruple, donde todos los detectores

son distintos, y 90 contribuciones son nulas debido a la ecuacion , el hecho de que (ver <FCE+A) FB(_A)'> =0,

VAN sia#By <F((¥+A>F[§;>/> es del orden de g2 si @« = By A = X, implica que, parte de los 90 sumandos

que se eliminan son nulos, y parte de ellos despreciables (de orden mayor que g*) por lo que se recupera el
resultado dado en (16]).
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9.3. Experimento de Teletransporte de Innsbruck en la WRHP

9.3.1. Introduccion

El estudio realizado hasta ahora, sobre el intercambio de entrelazamiento, nos va a permitir
abordar el teletransporte, y entenderlo utilizando para ello los calculos de la seccién anterior.
Nos vamos a centrar en principio en el experimento de Innsbruck, y en la tltima seccién

estudiaremos el experimento de Roma.

ALICIA

Figura 9.4: Experimento de teleportacion de Innsbruck.

Veamos con el formalismo de Wigner el experimento de Innsbruck, para entenderlo con
més claridad supongamos que colocamos un polarizador horizontal en el haz 2 de la figura
Esto equivale a eliminar F;(H(r, t) de la ecuacion , y anadir una amplitud de punto
cero, correspondiente a la parte reflejada del punto cero, que entra por el segundo canal del
polarizador, y que esta relacionado con la conservacién de las relaciones de conmutacion del

operador campo eléctrico en el formalismo del espacio de Hilbert:
F/5 () = B\ (e, )8+ F/SD (), (9.52)

donde el punto cero esta descorrelacionado con el resto de amplitudes que intervienen en el
experimento.

Todas las expresiones que van desde la ecuacion hasta la ecuaciéon siguen siendo
validas, salvo que en lugar de F,f(+)(r, t) sélo hay que poner una amplitud de punto cero. Las
correlaciones que aparecen en ((9.29) y la (9.33) son nulas y el resto permanece igual.

De las 4 correlaciones que corresponden al termino %[¢*);,[¢"),,, dos de ellas se anulan,
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DH3

DH4

Dv4

DH1

v ~(polarizador de
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\
BBO ZPF,pol BBO

Laser Laser

Figura 9.5: Teletransporte mediante polarizador lineal en el haz 2.

justo aquellas donde la polarizacién en el haz 1 es horizontal y la correspondiente al haz 4 es

vertical:

+ + + + + + + +
<FéI}1,m FéH)Q,x Fé\/?Q,y Fl()\)4,y> = < é[)l,x Féhaii,m Fé\/??;,y Fé\/24,y> = 07 (953)
mientras que las correlaciones (9.40) siguen valiendo lo mismo.

. , . 10— _ .
Por otra parte, de las 4 correlaciones que corresponden al término 5[(¢7) (Y™ )y, las
correspondientes a la ecuacion ((9.43) se anulan:

(+) (+) (+) (+) _ (+) (+) (+) (+) _
<FDH1,J: Fpro. Fpysy FDV4,y> = < pH1,.2 Fpvey Fpms.. FDV4,y> =0, (9.54)
lo que implica de nuevo que no se pueden producir situaciones en las que en el haz 1 se detecte
polarizacion horizontal y en el haz 4 polarizacion vertical. Las correlaciones dadas por (9.44))

permanecen inalteradas.

En lo que se refieren a la contribucion de los dos ultimos sumandos de la ecuacion (9.2))

la ecuacion (9.45)) sigue siendo vélida, asi como las ecuaciones (9.49) y (9.50) (en los que las

amplitudes correspondientes a los haces 1 y 4 son verticales); sin embargo las correlaciones
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dadas por (9.51)) (1 y 4 horizontales) se anulan:

+ + + + + + + +
<Fé]31,x Fé\/)Q,y FEV)Z,y Féf}4,a;> = < l(DI}I,x Fév)ii,y Fl(7V)3,y Félf)4,z> = 0. (955)

A partir de (9.53)), (9.40), (9.54) y (9.43) deducimos que el haz 4 sélo puede tener po-

N . P, 1,k + :
larizaciéon horizontal en el caso de los términos %5[1)™) 4|Y)™)eq, mientras que en el caso de

los términos :I:%|qbi>14|¢i)23, el haz 4 sblo puede tener polarizacion vertical, como se puede
apreciar a partir de ((9.55)) y (9.49) v (9.50)). Notese que estos resultados son consistentes con

la situacion que se describe en la ecuacion ([2.38]). Podemos afirmar que el origen del teletrans-

porte se halla en las correlaciones cuadruples correspondientes a los haces 1, 2/, 3’ y 4, las
cuales se modifican al introducir un polarizador en el haz 2, lo que corresponde a una medida
proyectiva que colapsa el vector de estado, dado por la ecuacion , a la situaciéon descrita
en la ecuacién (habria que redefinir los subindices en para que no hubiese con-
fusiéon en los niimeros). Un razonamiento similar, colocando esta vez un polarizador vertical
en el haz 2, nos lleva a que desaparece F,;(H(r, t) de la ecuacion , y se sustituye por una
amplitud de punto cero que se refleja en el otro canal del polarizador. Las correlaciones dadas
en la ecuacién se anularan:

(+) (+) (+) (+) _ [/ () (+) (+) (+) _
<FDV1,y Fphoz Fpvay FDH4,m> = < pviy Fpmsz Fpvsy FDH4,JZ> =0, (9.56)
mientras que las de la ecuacion (9.39) quedarian igual, y las dadas por la ecuacion (9.44) se

anulan

(FSy Fne Fovay Foitaa) = (FSPhy oy Fils Foitea) =0 (957)
mientras que los de la ecuacién quedarian igual.

En estos casos, los términos ﬂ:%|¢i>14wi>23 corresponden a una polarizacion vertical del
haz 4. Por otro lado las correlaciones y (9.50) se anularian

(FShy Fotlaw FSitea Fovay) = (FSPy Folaw Fotlsa Foday) =0 (958)
mientras que las dadas en quedarian igual, lo que corresponde al hecho de que en el caso
de los sumandos +1[¢%),,|¢%),5, la polarizacion correspondiente al haz serfa horizontal.

De nuevo, esto se ajusta a lo establecido en la ecuaciéon .

Hasta ahora hemos visto que si se inserta en el haz 2 un polarizador horizontal o vertical,
las 4 correlaciones cuadruples (el resto son nulas) correspondientes a los estados de Bell |W55)
y |\If§r3), contienen una informacién definida sobre la polarizacién correspondiente al haz 4,
siendo ésta la misma que corresponde al haz 2, una vez pasado el polarizador. Por otro lado, las
correlaciones correspondientes a los estados |@5;) v |®33), definen una polarizacién ortogonal
para el haz 4, de la correspondiente al haz 2 una vez pasado el polarizador. En estos casos,

un rotador de polarizacion de 90° transformaria la polarizacion del haz 4 a la misma del haz
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2. Todo esto es consistente con la situacion descrita por la ecuacion (2.38)), y generalizable
al caso en que el angulo del polarizador sea arbitrario. Esto es asi, porque las expresiones de
los haces (ecuaciones a ) son las mismas, independientemente de la base que se
utilice para describirlos. Si usamos una base correspondiente a la direccién de proyeccion del
polarizador, y la ortogonal, el desarrollo anterior nos lleva a que en los casos ]\II§Z3> se produce
un teletransporte de la polarizaciéon del haz 2 al haz 4, y en los casos \@5%) de la polarizacién
ortogonal. Notese, sin embargo, que esta explicaciéon no ha considerado la fase, y por tanto no

hemos explicado aiin el protocolo de teletransporte en su maxima generalidad, tal y como se

deriva de la ecuacion (2.38)).

9.3.2. Campo eléctrico en los detectores y correlaciones cruzadas

Consideremos la situaciéon de la figura Un polarizador de dngulo 6 modifica las pro-
piedades de polarizaciéon del haz 2, lo que equivale en el espacio de Hilbert a una medida
proyectiva [85]. Por otro lado, en el haz 4 colocaremos un rotador de polarizacion caracte-
rizado por un angulo ¢, y un cambio de fase o entre las componentes vertical y horizontal.
Estos elementos 6pticos representan las transformaciones unitarias necesarias para que en el
protocolo de teletransporte, una vez que Alicia ha informado a Bob de cuél es el resultado que
ha obtenido en la medida de Bell de los fotones 2 y 3, Bob reproduzca el estado que se quiere
teletransportarﬂ

Consideraremos la situacion 3 = 3 = 0, kK = &' = 7 en los haces a , lo que
corresponde en formalismo de Wigner al estado [115) @) |)5,). Por simplicidad, no conside-
raremos la dependencia con r y con ¢, lo que corresponde a una situacién en la que todos los
caminos recorridos por los distintos haces, hasta llegar a los detectores, son idénticos, y todas
las correlaciones se consideran en el mismo instante?]

La expresion de los haces a la salida de las fuentes es:

F1 = F/Di— £, (9.59)
Fo (M = F/Di 4+ F/y (9.60)

F3™ = F(Pi - F1j, (9.61)
F, ) = FMi + FHy. (9.62)

Consideremos a continuacién la acciéon de un polarizador de angulo 6 respecto a la direccion

1Este estado esta representado en la funcién de Wigner por el haz 2 una vez que se ha aplicado el polarizador.
5Un analisis mas detallado debe considerar las ventanas de detecciéon en los detectores, aunque el estudio
de esta situacién ideal sera suficiente para nuestros propositos.
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horizontal i’ en el haz 2. Teniendo en cuenta la radiaciéon de punto cero, que entra en el segundo
. +) > iy .

canal del polarizador F,, Fpol» ¥ due guarda relacion con la conservaciéon de las relaciones de

conmutacién de los operadores campo en el formalismo de Hilbert, la expresion del haz 2

modificado es:
F’§+) = F(+)(cosé?i' + senflj’) + FZPFR,pol(H . P = Fé(ﬂcosﬁ + F;(+)sen0, (9.63)

donde F(Zj;)FRp ,; € una amplitud de punto cero relacionada con el punto cero incidente en
el polarizador. Hemos definido la amplitud F(+) = F(;(+)COSQ + FT,(JF)senH con objeto de sim-
plificar las expresiones y los célculos. Como ya se analiz6 en la referencia [85], la accion del
polarizador da lugar a una modificacién de las propiedades de correlacién, en el sentido de
que los médulos de dichas correlaciones disminuyen. El haz descrito por la ecuacion ((9.63))
corresponde a una polarizacién definida formando un angulo 6 con la horizontal. Podemos
considerar que la situaciéon que se plantea en este desarrollo es similar a la correspondiente a

la descripcién del teletransporte en el espacio de Hilbert que se genera a partir de las ecuacio-

nes (2.12)), (2.12)) y (2.38). La diferencia estd en que en este desarrollo estamos considerando

dos parejas entrelazadas y una medida proyectiva sobre uno de los fotones, lo que hace que
disminuyan las propiedades de correlacién, es decir, en el desarrollo realizado en el espacio
de Hilbert, el estado es el estado de un fotén, mientras que en la ecuacién la
dependencia de F") con el seno y el coseno de 6 hace que la probabilidad de deteccion tras el
polarizador, independientemente del valor de la polarizacion, sea inferior a la unidad (el foton

puede atravesar o no el polarizador).

Tras el espejo semitransparente, BS, la expresion del campo correspondiente al haz Fy ()

es:

FyH) = i(z‘FgH) +F{D)

V2
[i(F®)costi + FPsendj + Fyprrpo' ™) + FHi— Fzﬁ)j}

1
V2

1
= —=[(iF M cos+ F) +iF zppppo' ™ -1)i+ ((FPsend — FS) +iF zppgpo'™ -3)il, (9.64)

V2

y un calculo similar para el haz Fo (t) nos da:
1 .
Fy () — E(Fg”) +iF)

1
V2

(FPcos+iFH +Fzpprpa ™ - 1)+ (FHsend — il + Fzprrpa ™ -§)i], (9.65)
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donde, en este caso, no es necesario considerar la acciéon del punto cero en el divisor de haz,
puesto que no hay ningtn canal vacio [84].

Vayamos ahora al haz 4. Las transformaciones producidas por el rotador de polarizaciéon y
el cambio de fase dan lugar a la expresion siguiente, para el haz que incide en el separador de

polarizacién PBS4:

Fy ) = (Fq(+)c050’ — FHP)send')i’ + eia(Fq(Jr)senH' + FH)costj'. (9.66)

Consideremos finalmente la accién de los separadores de polarizacion PBS1, PBS2, PBS3 y
PBS4. Sea FprypBSi(Jr), (1 =1,2,3,4), la amplitud de punto cero que entra por el canal vacio
de cada separador. Consideraremos que cada separador transmite la componente horizontal y
refleja la vertical. La expresion del campo eléctrico en cada detector se obtiene, facilmente, a
partir de las ecuaciones (9.59)), (9.64)), (9.65) y (9.66)). Estas son:

Fpom™Y = i+ i(Fzprppsi™ - )i, (9.67)
Fpvi'h = (Fzprppsi ™ - 1)i— iFZQ(HJ, (9.68)

Froo) = L m(H) eosg o+ FOD 4 )l g () 5y
DH2' " = E[Z cos + Fy™ +iF zprrpor ' -ii+ i(Fzprprs2' " - §)i, (9.69)
Fpvo™ = (Fzprppse™ - 1)i+ —=[iFMsend — EP) +iF zppp 0t - il (9.70)

V2

™ = i[F(Jr)cosﬂ +iF D + Fypprpa™ 1) +i(Fzprppss™ - §)i,  (9.71)

Fpus NG

Fpvs'™ = (Fzprppss™ - 1) + E[FH)S@“H —iE) + Fzprrpa™ - i, (9.72)
Fpua™ = (FMcost — FPsend )i +i(Fzppppsa™ - 1), (9.73)
FDV4(+) = (FZPF,PBS4(+) . i,)i/ + iem(FqH)senG/ + Fr(+)0089,)j/. (974)

Teniendo en cuenta que las amplitudes de punto cero, que entran en cada separador de
polarizacién, no estan correlacionadas con ninguna otra amplitud, su contribucién al calculo
de probabilidades de deteccién cuadruple serd nula. Lo mismo ocurre con el punto cero que
entra en el polarizador. Sin embargo, estas amplitudes son esenciales en la teorfa, y en la
interpretaciéon de los resultados de los experimentos de comunicaciéon cuantica con la funcién
de Wigner, tal y como hemos visto en trabajos anteriores [85}(84].

De cara al analisis que vamos a hacer a continuacién, necesitamos la componente del campo
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en cada detector, correspondiente a su misma polarizacion. Afiadiremos entonces el subindice x

(y) para referirnos a la componente horizontal (vertical) del campo en cada detector. Tenemoeﬁ:

Fiihe = Fi, (9.75)

Fiih, = —iE\®), (9.76)

Fito. = \}i[iFH)COSG + FN) 4 iF ypprpa'™ -], (9.77)
Fitly, = \%[z’F(Jr)senH — FXY 4+ iF gppr o™ - i, (9.78)
Filsn = \}i[F(Jr)cosH +iFEM 4 Fyppppa't -1, (9.79)
ng)g,y = \/iﬁ[F(Jr)senH - iFlg+) + FZPFR,pol(+) -§l, (9.80)
Ffﬂh,x = Fq(Jr)cos@’ — FF)send, (9.81)

Fg{/)zl’y = ieia(Fq(Jr)senﬁ' + F{Fcost), (9.82)

donde F) esta dado en la ecuacion (9.63).

Dado que hay 8 detectores, hay en principio 8 sobre 2 correlaciones dobles, es decir,
81/(2!(8 — 2)! = 28. Teniendo en cuenta que las 8 correspondientes a correlaciones 1 « 4
y 2 < 3 son nulas, que corresponden a haces provenientes de distintas fuentes, y que cada
correlacion entre las amplitudes horizontal y vertical de la misma zona, 1, 2, 3 y 4 es nula,
quedan las siguientes 16 correlaciones dobles no nulas, a partir de las cuales se calcularan todas

las correlaciones Cuédruplesﬂ

+ + icost icosfisend
(Fbih e Fbiae) = =5 (FOFW) = S22 (D), (9.83)
—senf) —sen?6
(it F vy = —— (FIOFD) = (FLOF), (9.84)

5 Aunque pueda parecer redundante la notacién H,z o V,y, nétese que la amplitud en cada detector tiene
una componente de la misma polarizaciéon que define el detector, y otra ortogonal, correspondiente al vacio que
entra por el otro canal. Este vacio es un elemento fundamental, como ya hemos mencionado anteriormente, atn
cuando la deteccion lo sustrae eficientemente.

TAl tratarse de un proceso gaussiano, cualquier correlacién de orden par se establece en base a las correla-
ciones dobles. Por ello, es fundamental cuantificar las correspondientes a esta situacién.
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(FE P = 2RO R = L 0 ),
(P Fhihy) = S (FHFE) = SR RO R,
(PG oFSids ) = ST (FANFE) = S i FL),

(FEh P8y = S 0 = B )

<Fl()+v)1,yF1()J;}3,x> = 1C089<F/(+)F(+)> — M(F'H)F’(JF))’

+ + senf cosfsenf
<F£)V21,yF[()V)3,y> =2 (£}, ) = wa)(ﬂFé(ﬂ)a

_ /
(FC) )y - 2800 i ey

DH2x" DH4,x ﬂ s r
+ + icos@e'™
<FL()1}2,IFL(JV)4,y> = T<F§+)Fq~(+)>7

—icosf’
(P Ry (FCDE),

DV2y" DH4,x \@
4 (4, senfe™
<FéV2,yFDV4,y> - T<FIE+)F(1(+)>7
—isend’

(+) () _ () p(+)
F F - FH )
< DH3,z" DH 4,x> \/5 < s r >

—cosf e
<F[()23,xF£)-i\—/)4,y> = T<F§+)Frg+)>7

/
(S, FS) y = O pe peoy,

DV3,y" DH4.x \/E p
4 (4 isende™
<FéV3,yFDV4,y> = T<F,§+)Fé+)>-

(9.85)

(9.86)

(9.87)

(9.88)

(9.89)

(9.90)

(9.91)

(9.92)

(9.93)

(9.94)

(9.95)

(9.96)

(9.97)

(9.98)

De las expresiones anteriores es sencillo obtener las relaciones siguientes entre las correla-

ciones:

+ + o+ +
<Féf31,mFl(7[}2,x> = Z<Ff(31}1,mF1()133,:c>v

(9.99)



9. TELETRANSPORTE EN LA WRHP

161

+ + . + +
<FZ(DI1)Tl,:EFl()V)2,y> = Z<F[()I-31,IF[()V)3,y ’

<F(+) ) >:i<F(+) F1(3237x,

DV1yl'DH2 2 DVly

+ + <+ +
(Fo  Fov,) = UFS ot ),

+ + o+ +
(s Fotaa) = 1S F S ),

(Fi sy Foitae) = 105 y Foila ),

DV3yl'DH4z DV2y

(S oFS ) = iFSi FSD, ),

DH3,z1'DV4y DH2,x

+ + . + +
<Fé\/23,yFl()V)4,y> = Z<Fé\/22,yFl()V)4,y :

9.3.3. Medida de Bell y correlaciones cuadruples

(9.100)

(9.101)

(9.102)

(9.103)

(9.104)

(9.105)

(9.106)

A continuaciéon vamos a considerar las correlaciones cuddruples correspondientes a los dis-

tintos resultados que pueden darse en la medida de Bell de los fotones 2 y 3. El analisis a

partir del espacio de Hilbert, nos proporciona una interpretaciéon del teletransporte a través

del postulado del colapso: si al estado descrito por la ecuacion (2.38)) se le hace una medida de

Bell de las particulas 1 y 2 (haces 2 y 3 en este desarrollo), la particula 3 (haz 4 en este desa-

rrollo) queda en un estado que, una vez comunicado a Bob por parte de Alicia el resultado de

la medida, Bob podra modificar aplicando ciertas operaciones unitarias (rotacion 6’ y cambio

de fase a) con objeto de reproducir exactamente el estado inicial de la particula 1 (haz 2 en

nuestro desarrollo).

El fenémeno del teletransporte, en el formalismo de Wigner, atiende a consideraciones

hechas sobre las propiedades de correlacion de las amplitudes que se propagan hacia los detec-

tores, pasando por distintos elementos 6pticos.

» Consideremos para comenzar la situacion correspondiente al estado |1,,4,), representada

por las 8 correlaciones cuadruples siguientes:

+ +) + +
<Féh)71xFéI}2xFl()V3y DV4y>7 ( ) F( )

(F}
< DHl xFJgJ;}Q ngv:a Y DH4 @ ( Dv1,y DI}2 ng{/3 Y DV4 x
<FSI_L11 ngi\_/)2 ng;{z x DV4 ) < DVl sz()J\r/)2 yFJ(DH:s ng’}_LM @
< DHl sz()Jg/)z yFéJ;JS x DH4 o) ( DVI Y DV)Q ng*}:s x DV4 Y

DVly DH2:): DV3y DHéLa:7
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A partir de y de las ecuaciones a (9.106) es sencillo obtener las siguientes

relaciones entre ellas:

+ + + + + + + +
(FhimaFbitaF Vs Fovay) = —Ebim e ovayFomsaFbvig): (9.107)

+ + + + + + + +
<Féh;1@Fé]}Q,mFéV)&yFéI}él,m) = _<F1(7f31,a:Fl()\/)Q,yFéI}3,mF1()f34,y>> (9.108)

+ + + + + + + +
<FéV)1,yF[()I}Q,zFéV)&yFéP}4,x> = _<Fé\/)1,yF[()V)Q,yFéP}3,mFéF34,$>’ (9109>

+ + + + + + + +
<FéV)1,yFéIJQ,xFé\/)3,yFé\/)4,y> = —<F£)v)1,ijg)\/)Q,yF1(71337mFl()‘/)47y>. (9.110)

Las relaciones (9.107) y (9.109) son las mismasﬂ que aparecen en la primera igualdad

de las ecuaciones (9.43)) y (9.44]). Las correlaciones correspondientes a una misma pola-
rizacion en los detectores 1 y 4 son nulas en el desarrollo que hicimos en el intercambio de
entrelazamiento, pero no en este caso. A continuaciéon vamos a obtener estas correlaciones

a partir de los parametros 6, 0’ y a:

+ + + +
<Fl()l-}1,a:Fl()I-l)T2,:EFl()V23,yFl()\)4,y> =

+ + + + + + + +
<Fé]}1,mFéh;2,a:> <Fé\/)37yFéV)4,y> + <FéI}1,xFéV)3,y> <Fé[32,arFéV)4,y> =

—senfle’™

= T(F;(HF;(JF)>[sen&’cosB(F(HF(H} + cost'send (F(H FH)y), (9.111)

p q r

+ + + +
<Fl()h)fl,azFl()h)T2,:vFl()V?3,yFéb)l4,x> =

(+) (+) (+) (+) (+) +) (+) (+) _
<FDH1,zFDH2,x><FDV3,yFDH4,a:> + <FDH1,xF1(3v3,y><FDH2,xFDH4,x> =

_ Zszne<F£(+)F7{(+)>[COSQ,COSO<FZ£+)F(I(+)> _ Sen9'sen9<F§+)F,§+)>], (9.112)

+ + + +
<Fé\/)1,yFéh%Za;Fl(DV)?),yFé];;&m> =

+ + + + + + + +
Fo Sy E S Fotta o)+ (FSh FS WFS FS L) =

cosf
= T(FII)(JF)FC;(JF))[cos@'cos@(FIS+)F(1(+)> — senf'send (F(H) F)], (9.113)
8Estas son las relaciones que caracterizan un intercambio de las propiedades de entrelazamiento, caracteris-
ticas del estado [1;), de los haces 3’ y 2’ a los haces 1 y 4.
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+ + + +
<FéV)1,yFl()I-}2,a:Fl()V23,yFé\)4,y> =

+ + + + + + + +
<F[()V)17yFéh%2,:c> <Fé\/)3,yF[()V)4,y> + <FéV)1,yFéV)3,y> <FéH)2,xFéV)4,y> =

= O R B sent cosd(F D ESY) + senfieost! (FCVEN], - (9114)

donde hemos hecho uso de las ecuaciones ((9.83)) a ((9.98).

Si en las ecuaciones (9.111)) a (9.113) hacemos ¢’ = 0, a = 0, obtenemos los resultados

siguientes:
PSP Py Py = o FL )P FED), (9.115)
Fi Pt Py Foihi) = S0 RO OW DR, (9.116)
<Fg\r/)1,yFéBQ,ng{/)&yFJ(324,x> = 60229<F;;(+)Fé(+)><F;§+)Fq(+)>7 (9.117)
Fo o Foi oty Fittag) = “C R i) (FORD), (9.118)

Las ecuaciones ((9.115)) y (9.117)), junto con (9.107)) y (9.109) constituyen relaciones simi-
lares a las ecuaciones ((9.43)) y (9.44)), salvo los factores sen? y cos26, respectivamente. Si
observamos la ecuacion (9.117) vemos que del factor cos?f, hay un cosf relacionado con

la pérdida del médulo de las correlaciones en las que interviene Fé(ﬂ

, debido al paso por
el polarizador; del mismo modo, del factor sen?d de la ecuacion , hay un término
senf relacionado con la pérdida del modulo de las correlaciones en las que interviene
F,{(Jr). Notese que el otro factor cosf aparece en la correlaciéon correspondiente a la parte
horizontal del haz 4, mientras que el factor senf corresponde a la correlaciéon cuédruple

donde la amplitud caracteristica de la zona 4 es vertical.

Por otro lado, las ecuaciones (9.118) y (9.118) muestran que dada una deteccion en

cada zona, lo cual es caracteristico del singlete, hay una probabilidad no nula de que las
detecciones en las zonas 1 y 4 correspondan a la misma polarizacion. Estas correlaciones
se hacen maximas para el caso 8 = 45°. Notese que estos casos corresponden a situaciones
en las que los fotones 1 y 4 quedan en un estado del tipo |¢)1i4>, situaciones que no se
pueden distinguir a través del estudio de las correlaciones, lo que refleja que ambos

estados son indistinguibles.

Hemos de senalar, para finalizar este primer analisis, que si, en el desarrollo del inter-

cambio de entrelazamiento en el formalismo de Wigner, considerasemos la accion de un
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polarizador de dngulo 6 sobre el haz 4, de tal modo que con las ecuaciones (9.21)) a ((9.26))
donde incluimos el haz 4 sin modificar podemos obtener las componentes ya modificadas,

haciendo los cambios

Fq(+) N Fq(+)c0529 + FT(JF)cosHsenH,

FT(+) — FT(+)sen20 + Fq(+)cost956n9, (9.119)

las ecuaciones correspondientes a (9.43) y (9.44) serian exactamente iguales a (9.115) y
FIT).

Con esto llegamos a la conclusion de que las correlaciones cuadruples (9.115)) y (9.117))

que caracterizan al estado |1,5,) en la medida de Bell de los haces 2’ y 3’, contienen en
s mismas la esencia del teletransporte: considerando el haz 4, sin haber sido alterado
por ningin elemento 6ptico, se comportaria a todos los efectos como un haz polarizado
a un angulo 6, en caso de que la medida de Bell sobre los haces 2’ y 3’ diese lugar a
detecciones en DH2 y DV3, o en DH3 y DV2. En este caso Bob, tras ser informado
por Alicia del resultado de la medida de Bell, no modificaria para nada el haz 4, lo
que corresponde a 6/ = 0y a = 0. Para ello, es fundamental la deteccion previa en la
zona 1, independientemente de la polarizaciéon, lo que da lugar a unas probabilidades de

deteccion triple que estudiaremos en la seccién siguiente.

Analicemos a continuacion las correlaciones que caracterizan al estado ]¢;C3,>:

(ot bit2.sFbvay Fovay)s Fovey FomcF v, Foms):
(Foth e bitz.aFivay Foas): (FovsyFhitaFove, Fiva,):
(Fim e Fbits e Fovsy Fovay) Fovay Foms s Fbvsy Foms)
(o« Fbits e Fovsy Foiae): (Fovt  FosoFpvs Fovi,)

A partir de y de las ecuaciones a (9.106)), es sencillo obtener las siguientes

relaciones entre ellas:

+ + + + + + + +
<F[()I1)Tl,J:FéI}Q,xFéV)Q,yFl()V)4,y> = <Féh;17acFé];}3,mFé‘/)3,yFé‘/)4,y>’ (912())

+ + + + + + + +
<Fé]31,1:Féf;Q,mFéV)Q,yFéI}4,x> = <Féh;17acFéI33,mFéV)37yFéH)4,m>’ (9121)

+ + + + + + + +
<F1(7V?1,yFéP;2,x Fé‘/?2,yFéI}4,x> = <Fé‘/21,yFéIJ)S,zFé\/)S,yFl(DI}4,x> ’ (9 122)

+ + + + + + + +
<Fé\/?1,yFl(7H)'2,azFéV?2,yFéV24,y> = <Fé\/21,yFéH)S,zFéV?&yFl()‘)4,y>' (9123)
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Las relaciones (9.120) y (9.122) son las mismas que aparecen en la primera igualdad de
las ecuaciones (9.39) y (9.40). Estas son las relaciones que caracterizan un intercambio

de las propiedades de entrelazamiento, caracteristicas del estado ]w:]r ), de los haces 3’ y

2’ a los haces 1 y 4. A continuaciéon vamos a expresar las correlaciones a partir de los

parametros 6, 6/ y a. Tenemos:

+ + + + + + + +
<Fé1317acFé]—;?,mFéV)2,yFéV)4,y> = <F[()I1)Tl,J:FéI}S,xFéV)B,yFl()V)4,y>

isenfe’®
= (FI) pri+)y [cosHsenH'(Fq(+)F1§+)> — cost'senf(F T F(H)], (9.124)

(+ +) +) (+ (+ (+ +) (+
<FDI;1,ngH2,xFéV2,yFDF}4,x> = <FDf}1,xFDI;S,ngV3,yFDf}4,x>

senf
= T<Fé(+)Frl(+)>[COSGCOSH’<F(J(+)FI§+)> + senf'senf(FH) FF)], (9.125)

+ + + + + + + +
<FéV)1,yFl(DH)Q,xFéV?ZyFl(DI}4,x> = <Fl(7\/?1,yFéh%3,mFI(DV?ZS,yFéH)4,z>

—icost
=— <F;(+)Fé(+)>[COSQCOSH’<F(§+)FI§+)> + senf'send (F ) F(H))]. (9.126)

(+) (+) (+) +) o\ _ () (+) (+) +)
<FDV1,yFDHz,xFsz,ny(DV4,y> = <FDV1,yFDH3,xFDV3,yFéV47y>

cosfle’®
=— (FIQ(+)F;(+)>[cos&sen9’<F5+)F1§+)> — cost'send (F{F) )], (9.127)

Haciendo ¢’ = 0, tenemos:

+ + + + + + + +
<Fé[}1,mFé]—;Q,a:FéV)Q,yFéV)ZL,y> = <F£)I1)Tl,xFéI}S,xFéV)S,yF[()V)4,y>

. 2 i
:ﬁ(FQH)Fr/H)MFH)FH)% (9.128)

+ + +) (+ (+ + + +
<FI(DI}1,xFl()I}Z,xFl()V2,yFD}}4,x> - <FDI-}1,xFéI}S,xFl()\/)B,yFé}}4,x>

senflcosd
= AFEEM)FEPED), (9.129)

+ + + + + + + +
<Fé\/21,yFéH)Z,mFéV?Z,yFl(ﬂ'}Zl,x> = <F1(7V?1,yFéI}3,:cFI(DV?3,yFéH)4,x>



166 9.3. Experimento de Teletransporte de Innsbruck en la WRHP

—icos?6
=— (EDFOV(FH ED), (9.130)

+ + + + + + + +
<Fé‘/?1,yFé]i)Q,xFé\/22,yFé\/?4,y> = <F1(7V21,yFéI}3,$FéV?3,yFé\/)4,y>

—senflcosfe’®
= f<FI’,(+)Fé(+))<F§+)F,§+)>. (9.131)
Es muy sencillo comprobar que, salvo un factor —i que aparece en las 4 correlaciones
anteriores, éstas son idénticas a las correlaciones (9.115), (9.116)), (9.117) y (9.118)). Es

decir, la transformacion 6’ = 0, « = 7 genera, salvo un factor constante, las mismas

relaciones de correlacién que en el caso anterior, en el que las propiedades del haz 2 tras
pasar por el polarizador pasaban al haz 4, en caso de que la medida de Bell diese como
resultado detecciones en DH2 y DV3, 0 en DV2 y en DH3. Por tanto, podemos afirmar
que, en el caso de que la medida de Bell dé como resultado detecciones en DH2 y DV2, o
en DH3 y DV3, la transformacion #’ = 0, « = 7 trae consigo el mismo comportamiento

del haz 4 que en el caso anterior.

= Por ultimo, estudiaremos la situacion correspondiente a los estados |¢)§53/>, los cuales son
indistinguibles, tal y como se ha explicado con el uso de la funciéon de Wigner en la
referencia [84]. En esta situacion, hay 16 correlaciones caracteristicas, 4 por cada uno de
los detectores de las zonas 2 y 3. Estas 16 correlaciones pueden representarse de forma
compacta como (Fyy) Firk FUD FU ) donde i = 2,3; Z = H,V; U = H,V;
W=HV,;z=zxsiZ=H;z=ysiZ=V;u=zxsiU=H;u=ysiU=V;w=xsi
W =H;w=ysi W=V.A partir de [2| tenemos:

<F1(9+Z)1,zFé—il_])i,uFé—il_])i,uFé—%ZL,w> = 2<Fg~_Z)1,ng‘(_J)z,u><Fg~(_])z,qu;[)/4,w> (9132)

Usando las relaciones a (9.106)) puede demostrarse facilmente que:

+ + + + + + + +
<FéZ)1,zFéU)Q,uFl(DU)Q,uFéI/I)/4,w> = <FéZ)1,zFlg[}3,qu(D[])3,uFl(7W)/'4,w>’ (9133)

de modo que de las 16 correlaciones hemos de calcular 8 de ellas, pues las 8 restantes

son iguales.

Utilizando las relaciones (9.83]) a (9.86)), (9.91)) a (9.94)), y (9.133]) tenemos:

<Fl<;}1@F,ggzmpgﬁg@pg;}&z) = —icosfsenfsend’ (FH EV(FO EIE)Y - (9.134)
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<Fétq)l,xFEQQ,zFéQQ,zFéJ{)4,y> = —iemcowl<F1(7J21,xF1()22,ng;}2,x (9.135)

(Fivh o Pt Fott2.s Fbita.s) = —cos®dsend/ (FLOED)N(BOF), - (9.136)
<Fggf)1,yFl()ng,sz()J;}szz(;{/)z;,ﬁ = —z’emcote’(Fg{,)l’ngZQ’ngng(ﬂ (9.137)

(o F oy Fos  Foae) = —isen0cost! (F D) (FLOFID), (9.138)
<FL()J;}1,xFL(;;/)Q,yF/(DJ\F/)Q,yFJ(DJ%,y) = _ieiatanel<Fé—;{)17xFé—’\—/)2,ng—~\_}2,yF(+) (9.139)
<Fl(;{/)17ng{/)2,ng§/)27yFl()24J> = sen90080c089’<FI§+)Fq(+)> <FZ§(+)F(;(+)>, (9.140)

iy Fbvay Fovay Fovay) = i tand (Fp)  Fiv  Fivs  Fiy (9.141)

las mismas expresiones se tienen haciendo el intercambio 2 « 3.

Las relaciones anteriores muestran claramente la indistinguibilidad de los estados |¢§3,),

de forma que el protocolo de teletransporte que se infiere de la ecuacion ([2.38]) no es

aplicable en la situacién en la que se producen dos detecciones en uno de los detectores

de las zonas 2 y 3. Notese que las cuatro correlaciones correspondientes a cada detector

son en general no nulas, lo que nos muestra una situacién donde la deteccién doble en uno

de los cuatro detectores puede dar lugar a cualquiera de las cuatro situaciones posibles

para los haces 1 y 4.

Consideremos por ejemplo que no se realiza ninguna rotacién en el haz 4, de modo que

0’ = 0. En este caso, las correlaciones anteriores quedan:

+ + + +
(F[()h)fl,xFl()I}2,xFl()f}2,xFl()I-}4,x> =0,

<Fg21’$FS;}Q@FS;}Q@FI(;{A&) = —e®cosfsend(F D FY(F/H) FIH)y,

(9.142)

(9.143)
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9.4.

<ng\_/)1,ngi}-;Z,xF[()—i}_L}Z,mF[()—;}4,m> =0, (9.144)
(P o Fotza b Fovay) = ie'*cos?0(FLED) (FIH FH) (9.145)
FSh o F iy For y Fioia e) = —isen0(F{ ) F) (FIO B, (9.146)
<Fg;{)1,ngg/)Q,yFJ()t/)z,sz(;{/)z;,y> =0 (9.147)
o P o o) = senfeosd(ESH FCY (P FIE), (9.148)
(Fy FovayFbvey Fovay) = 0, (9.149)

Las cuatro primeras relaciones, ecuaciones ((9.142)) a (9.145]), muestran que para una de-

teccion doble en el detector DH2, las correlaciones no nulas son aquellas correspondientes

al detector DV4; sin embargo, las siguientes relaciones (9.143)) a (9.149)) se caracterizan

porque, para una deteccién doble en el detector DV2, las tinicas correlaciones no nulas
son las que corresponden a DH4. El mismo resultado se obtiene si consideramos los de-
tectores DH3 y DV3. Puede demostrarse, facilmente, que si 8/ = /2, 1o que corresponde

a una de las transformaciones que Bob debe realizar, cuando la medida de Bell de Alicia

da como resultado |¢§t,3,>, siguiendo el esquema de las ecuaciones (]2.12[), (]2.12[) y (]2.38[),

entonces los resultados son justamente los opuestos, es decir, deteccién doble en DH2
implica correlaciones no nulas para el caso DH4, y una deteccién doble en DV2 implica

correlaciones no nulas en el caso DV4.

Pero podemos ir atin mas all4, si observamos que en (9.143)) y (9.145)), las amplitudes

correspondientes a la zona 1 son la horizontal en la primera ecuacién y la vertical en la

otra; lo mismo ocurre en las expresiones ((9.146)) y (9.148]).

Teletransporte de un qubit de polarizaciéon en la WRHP

En esta seccién vamos a proceder al calculo de las probabilidades en un experimento basico

de teletransporte, en el que un fotén, caracterizado por un cierto estado, y una pareja entre-

lazada (sistema auxiliar), junto con un medidor de la base de Bell, constituyen los elementos

esenciales para lograr la teleportacion del estado de la particula a una de las particulas de

la pareja auxiliar, en un 25 % de los casos. En otro 25 % de los casos se consigue, mediante

una transformacion de fase, reproducir el mismo estado. Notese que en el 50 % de los casos no
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puede hacerse nada, dado que el medidor de la base de Bell introduce un ruido fundamental a
través de los canales vacios del divisor de haz, que influye directamente en la incapacidad para
distinguir entre los estados |®1) y [®7).

Vamos a utilizar parte de los calculos anteriores, de modo que partiremos de un haz 2, cuya

expresion es:

Fo™) = FHcosi’ + e FHsendy’, (9.150)

que representa al estado de un fotén polarizado a cierto angulo 8, y hemos incluido una fase
relativa x entre las dos componentes. F(1) es en este caso una amplitud que no debe compararse
en adelante con la correspondiente a la ecuaciéon ((9.63)).

Junto con este haz, hemos de considerar la pareja auxiliar, caracterizada por las expresiones

siguientes:

F3") = FMi— F{Dj, (9.151)

Fy P = FHY + FDy. (9.152)

La amplitud F() de (9.150)) esta descorrelacionada con cualquier otra amplitud de las que
aparecen en (9.151)) y (9.152]).

Teniendo en cuenta la accién del divisor de haz sobre los haces 2 y 3, y la accién conjunta

del cambio de fase « y la rotacion € en el haz 4, tenemos:

Fy (t) = \}i[(iF(Jr)COSG + F)i+ (iFFesend — Fé”)j], (9.153)
Fo(t) = %[(F(HCOSH +iF + (FMesend — iF{D)j, (9.154)
Fy) = (F(fr)cos@’ — FF)send)i’ + eia(Fq(Jr)senﬁl + F{Fcost")j'. (9.155)

La ecuacion (9.155)) es idéntica a (9.66), mientras que las ecuaciones (9.153)) y (9.154)) son
similares a ((9.64)) y (9.65)), respectivamente.

Consideremos a continuacion la accion de los separadores de polarizacion PBS2, PBS3 y

PBS4. Sea FZpRpBSi(Jr), (1 =2,3,4), la amplitud de punto cero que entra por el canal vacio
de cada separador. Consideraremos que cada separador transmite la componente horizontal y

refleja la vertical. La expresion del campo eléctrico en cada detector es:

1
Fpms'™) = ﬁ[iFH)cosﬁ + Fi+i(Fzprppse™ - 3)i, (9.156)

Fpre™ = (Fuppppse™ - )i+ %[iFH)emsen@ - F)3, (9.157)
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Fpms't = 12[F<+>cos9 +iFDN + i(Fzprppss™ -1)i, (9.158)
Fpys'™ = (Fzprppss™ - )i + \;i[F(+)ei”sen0 —iFMy, (9.159)
Fpus™ = (FMeost/ — FPsend))i' +i(Fzppppsa™ - 35, (9.160)

FDV4(+) = (FZPRPBS4(+) AN+ ieio‘(FCI(+)sen9' + F7f+)cosﬁ')j', (9.161)

donde las amplitudes de punto cero, que entran en cada separador de polarizaciéon, no estan
correlacionadas con ninguna otra amplitud.
Expresaremos a continuaciéon la componente del campo en cada detector, correspondiente

a su misma polarizacion:

(0 _ e (+)
Fpig . = —=[iF " cost + F;], (9.162)
sT \/5
Fiiy, = %[iFH)emsenG — F{1), (9.163)
1
Flils . = vold Peosh +iF{M], (9.164)
7 )
Fi)y, = —=[FMeiseny — iF{+), (9.165)
) \/§ P
Fé—;}4,m = Fq(HCOSO’ — FF)send’, (9.166)
F1(7J94,y = ieia(Fq(Jr)seHG' + F,§+)c059/). (9.167)

Las ecuaciones (9.162)) a (9.165) son similares a (9.77)) a (9.80]), y las ecuaciones (|9.166))
y (9.167)) son idénticas a (9.81) y (9.82)). Con el objeto de calcular las probabilidades triples

hemos de obtener primeramente las probabilidades dobles distintas de cero, que son aquellas

que involucran a los detectores de las zonas (2, 4), y (3, 4). Las correlaciones que dan lugar a
estas probabilidades estan dadas por las expresiones (9.91]) a (9.98]). Vamos a escribir de nuevo

estas correlaciones junto con las relaciones (9.103) a (9.106]):

) —isend’

(FoitsFoiine = {F o P = — 5 (FHES), (9-168)
] —cosf' et

(Foits aF o) = (S oy ,) = ——e— (FEO), (9.169)

V2



9. TELETRANSPORTE EN LA WRHP 171

+ + o+ + cost’
i) = (i) = SL PR, am
n i R i isenf)e'®
S FB) = G o) = S0 oy oany

La probabilidad correspondiente es proporcional al médulo de la correlacion elevado al
cuadrado, lo que podemos afirmar, debido a que las amplitudes de punto cero correspondientes
a la polarizacién ortogonal, a la que define cada detector, no estédn correlacionadas con ninguna

otra amplitud. Es decir:

Ppzipwj H) ) 2 +) ) 2
Bl A A B EFy Fr M= [(Fy Frov , 72
Kpzikpw; Z Z Epzi xEpw i) |” = 1Fpzi . Fpw )] (9.172)

A=z,w N =z,w

donde Z = H, VW =H,V;i=2,3;j =42 =x,y;w =2,9,y Kpz; y Kpw, son constantes
relacionadas con la eficiencia de los detectores.

Teniendo en cuenta qud’]

(ESDFM)| = (RO FM)| = % (9.173)
tenemos:
155}23}?5;4 = ;5;2}?5;4 = [(FpisaFhiaa)l? = SQTG/, (9.174)
Tomspvs _ Pomsovi o, po, =<7 0179
;5;)‘23}?;[;4 = ;;)V: 2}?;[;4 = [(F5s Foiaa)? = COTQI, (9.176)
[{PDD‘Y;]?I‘;é L ;;VVQ 2;;34 = [(Fis Pt 2 = Sefel. (9.177)

Calcularemos a continuacién las probabilidades simples, a partir de las expresiones ((9.156))

a (9.161)). Realizaremos el calculo detallado de una de ellas, dado que todos los calculos son

similares.
Ppira = kpu2[(Fpre ™D Fpira ™)) — (Fppa™DF prr ™)) 2]
1
= LU ) — (FOFO) preost + (FOFD) — (FFE ) 0r), (0178

(+H)

donde hemos tenido en cuenta que F(+), Fs" yFzprp Bsg(+) no estan correlacionadas entre

9Por simplicidad, en lo que resta de seccion haremos la simplificacion g2|V|2 — 1.
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ellas, y ()zpr hace referencia al valor medio cuando todas las fuentes estan apagadas, y solo

hay punto cero. Ahora, teniendo en cuenta que

(FOFEY - (FOFEN ,pp =1, (9.179)
y que
(FEIF®) — (FOFD) pp = 1 (9-180)
tenemos:
[iDHQ _ %C0829+ % (9.181)
DH2

De forma anéloga, obtenemos

PDV2 1 1

2 Esen20 + 3 (9.182)
Ilzzl)j; _ %C0829+ %’ (9.183)
[121;\‘//?; _ %senQQ—i— %’ (9.184)

TR T e

A continuacién, vamos a proceder al calculo de las probabilidades triples. Cualquier pro-
babilidad triple sera del tipo Ppy;pv;jpwa, donde los subindices ¢ y j pueden tomar los valores
2y 3,y W=H,V. Aplicando la expresion de la probabilidad triple [13|, tenemos:

Ppuipvipws = PpaiPpvipwa + PpviPpaipwa + PowaPpHipv. (9.186)

Como Pp;vj = 0, dado que no hay ninguna correlacion doble diferente de cero entre

cualquiera de las amplitudes que llegan a las zonas de deteccion 2 y 3, tenemos

Ppuipvipwa = PpuiPpvipwa + PpviPpripwa, (9.187)

de modo que las expresiones (9.185]) asociadas a la probabilidad de deteccién simple en los
detectores DH4 y DV4 (ambas proporcionales a 0,5), no se van a utilizar. Notese que estas son
las probabilidades de deteccion si el haz 4 se mide de forma independiente, y no conjuntamente

con los haces 2’ v 3’. Ahora bien, en base a las ecuaciones ((9.174)) a (9.177)), y (9.181f) a ((9.184),

tenemos:

Ppuipvipwa
KpuiKpviKpwa
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1 1 1 1
- (2(:0829 + 4> (FS  Foaw P + (2sen29 + 4> (ES i F o )2, (9.188)

donde w = z,y. Ahora, tendremos en cuenta que las correlaciones dobles que aparecen en

(9.174) a (9.177)) pueden expresarse de forma compacta de la forma:

sen2¢’ cos2’
’<FZ(DJFZ)i,zF1()JIF/I)/4,w>’2 = dzw + (1 —dzw) 4

donde dzw =1 (0) si Z = W (Z # W). De este modo, la expresion compacta de todas las

(9.189)

probabilidades triples es:

Ppuipv;j 1 1 20/ A
DHiDV;DW4 (C0829+ 4) <5vwsen e —5VW)COS )

KpuiKpviKpws 2 4 4
+ (;sen% + i) (6steljf@/ - 6HW>C0129/> . (9.190)
Vamos a considerar el caso 6’ = 0:
ng;g;@gg;; - = (20050 + 1)(1 = )
+(2sen?0 4+ 1)(1 — Sgw)}, (9.191)

y distinguiremos los dos casos fundamentales, que son W = H y W = V| es decir, polarizacién

horizontal y vertical, respectivamente, del haz 4. Tenemos:

= —+
KpuiKpv;jKprs 16 8

PpHiDV 1 2p
DHiDVjDH4 COS (9.192)

PpHiDVi 1 20
DHiDVjDV4 sen (9.193)

=—+
KpuiKpv;Kpyva 16 8

Ahora sumaremos las probabilidades asociadas a una polarizaciéon concreta en 4, y concer-

nientes a los casos 2 y 3 (i # j, singlete), o al caso i = j (|¥5;)):

P i . P ; : 1 29
DHiDV jDH4 DViDHjDHA _ 2 | cos ’ (9.194)
KpniKpviKprs KpviKpujKpus 8 4
PpHiDVjDV4 Ppvipujpva 1 n sen29' (9.195)

KpuiKpviKpvs KpviKpajKpvs 8 4
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9.5. Experimento de teletransporte de Roma en la WRHP

9.5.1. Introduccion

El esquema de teleportaciéon, tal como lo hemos descrito anteriormente, presenta dos con-
ceptos nuevos: primero, muestra como el entrelazamiento puede ser usado como parte de un
canal cuantico de comunicacion; segundo, nos permite ver que la informaciéon asociada al es-
tado de una particula cudntica se puede descomponer en dos partes en el momento de su
reconstrucciéon, por una parte una componente clésica y, por otra, genuinamente cuantica. En
las secciones anteriores estos conceptos eran demostrados usando varios experimentos con tres
o cuatro fotones. Una limitacién de estos experimentos se podria dar en la dificultad de Alicia
para preparar una auténtica y completa medida de estados de Bell, lo que reduce la eficiencia
del estado teleportado.

Una completa medida de estados de Bell implicaria el control de la interaccién de dos
fotones, lo que es extremadamente dificil de llevar a la practica. Sin embargo, un esquema pro-
puesto por S.Popescu [211], que podemos ver en la figura 6.9, nos permitira analizar de forma
mas sencilla y detallada el experimento de Roma [55], puesto que, este esquema es equivalente,
y que al poco tiempo de realizado el experimento de Innsbruck, fue llevado a la practica por el
equipo de Francesco De Martini en Roma, evita los problemas comentados anteriormente, pero

coloca restricciones a los estados que pueden ser transferidos. Este es un nuevo esquema que

Dy
Bob
Alicia oS G G
Vv
D Zz |_| | I I
1 N |_|
BS
Ds 1 Rotador de 90°
\4 Preparador de estajos v
D,
BS H PBS - H b, a, \
]
H  zprd
ul by
H OV ogs H a PBS
Rotador de 90° | - S
ZPF3 ZPF2 ZPF1

Figura 9.6: Esquema del experimento para teleportacion con hiperentrelazamiento, donde los primeros
PBS, introducen un nuevo grado de libertad en momento.
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nos permite describir un protocolo de dos particulas para el teletransporte cuéntico. El primer
paso es producir dos fotones entrelazados en direccion de propagacién, es decir, un entrelaza-
miento en momento, pero cada uno con polarizaciéon bien definida. Comenzamos generando un
estado entrelazado en polarizacién en una conversiéon paramétrica a la baja de tipo II, donde

1 y 2 son los indices asociados a
[O) = 5 [1H)1[V)y + V), [ H),), (9.196)

son las dos direcciones de salida de los fotones correlacionados. Siguiendo a estos fotones, los
hacemos pasar por un PBS que refleja horizontal y transmite vertical. De esta manera, se logra
transferir el entrelazamiento en polarizacién a entrelazamiento de momento, resultando en este

Ccaso:

%(’aﬁ!az) + [b1)[b2)) | H)1 V)5, (9.197)

Los dos indices 1 y 2 indican el doble canal que conducen a Alicia y a Bob, respectivamente.
El foton con indice 1 estara polarizado necesariamente horizontal y el de indice 2 verticalmente.

El entrelazamiento en momento, de los fotones, forma el canal de transmisién no local.

De esta forma, el fotén de Alicia es interceptado por el preparador P que cambia la pola-

rizacién de H a una superposicién cuantica arbitraria:
)1 = alH)y + BIV);. (9.198)

El preparador efectia la polarizacién en ambas trayectorias a; y bs de la misma forma.
El estado [1); es el estado cudntico que Alicia quiere transmitir a Bob. Observemos que es
crucial que estén usando dos grados de libertad: espacial y de polarizacién de las particulas.

El estado total de los dos fotones, después de la preparacion, es
@) = Z5(la1)laz) + [b1)|b2))[9),[V)s. (9.199)

El siguiente paso en el protocolo es que Alicia realice una medida del tipo estado de Bell
sobre su estado inicial y el estado entrelazado en momento. Asumiendo que hay un método para
proyectar el foton 1 sobre los cuatro estados de Bell en polarizacién y momento, obtendremos

el equivalente al estado |¥) 45-
1 1
) = Sle+)(Blar) + alb2))[V), + Sle-)(Blaz) — alb2)[V),

+1dy ) (alaz) + Blb2)) V), + 3d-) (alaz) — Blba)[V),, (9.200)

donde
lex) = 5 (Jan)[V)y £ [b1) [ H)y) (9.201)
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|ds) = J5(la1)|H)y £ [b1)[V),) (9.202)

La primera parte de cada término corresponde a un estado de Bell para el fotén 1 y
la segunda para el correspondiente al fotén 2. En contraste con el caso del protocolo de tres
particulas, la proyecciéon de la particula 1 sobre los estados de la base de Bell no presenta ningtin
problema, y puede realizarse con una eficiencia de casi el 100 %. El final del protocolo llega
cuando Alicia informa a Bob qué detector registra un fotéon. Con esta informacion, Bob puede
reproducir el estado preparado inicialmente como sigue: primero, transforma la superposicién
en momento del foton 2 en la misma superposicion en polarizacién haciendo una rotacion de 90°
en la trayectoria de by (0 ag) y luego combina by y ag en el PBS. Después de esto, ¢l enciende o
apaga dos elementos 6pticos, dependiendo de la informacién de Alicia, para intercambiar H y
V' proporcionando el desplazamiento de fase relativo de valor w entre H y V. Esto transforma

la polarizaciéon del estado 2 en la del estado preparado.

9.5.2. Andlisis

Aclarado todo el proceso dentro del formalismo de Hilbert, pasaremos a implementarlo en
el de Wigner. Como ya hemos comentado, comenzaremos generando un estado entrelazado en
polarizacién con una conversiéon paramétrica a la baja de tipo II. De tal manera que podamos
generar los cuatro estados de Bell y, por lo tanto, efectuar el teletransporte. Partiremos del
estado |UT)

F{ (e, 1) = B (0,0 i+ BN (n,1) (9.203)

F (r,t) = B (e, t) i+ B (,0)§f (9.204)

Estos haces se hacen pasar por los elementos 6pticos de la figura Primero se les hace
pasar por dos PBS, que transmite vertical y refleja horizontal, con el objeto de transferir el
entrelazamiento en polarizacién a entrelazamiento en momento, agregando un nuevo grado de
libertad a las amplitudes. En nuestro formalismo, el papel esencial lo juegan las amplitudes
punto cero al introducir informacién sobre un nuevo grado de libertad, generando un hiper-
entrelazamiento polarizacién-momento que se representa mediante cuatro haces con diferente

camino 6ptico, con su correspondiente punto cero asociado, tal y como vemos en las expresiones

siguientes:
Fi (r,0) = iF (1,0) i+ F Dy 1 (r,0), (9.205)
FY (0,0) = B (0,0) 5+ B (1) (9.206)
Fl(:) (r,t) = iFy " (r, )i + F(ZJSD)FLT (r,1), (9.207)
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Fi (r,0) = B (0,0)§ + F ) g (1), (9.208)
Estos cuatro haces representan el estado

T5(lar)laz) + [b1)[b2)) | H1)[Va). (9.209)

Una vez hecha la separacion de los haces, y siguiendo el esquema de S. Popescu, los haces
verticales se envian hacia la derecha y los horizontales a la izquierda. Unos hacia Bob y otros
hacia Alicia. En este ultimo caso, Alicia (o cualquier otra persona) prepara el estado que desea
teleportar a Bob. Para ello, introduce un elemento que le permita configurar el estado tal y

como ella quiere, en nuestro caso, introducimos un rotador angular:

seno COS(.

COSx — seno
( ) (9.210)

Esta matriz, al actuar sobre los haces que tiene Alicia, es decir F,(ff) y ng) (r,t), nos dara

F’(+)( H cosa  — senq iFs(+)(r,t)
r,t) =
“ sena  Cosw Fé;)FQ’T(r,t)
(9.211)

B iFs(H(r, t)cosa — Fé;)FZT(r, t)sena
B iFS(+)(r, t)sena + Fé;)FQ,T(r, t)cosa |

De igual manera para la otra amplitud
(4 cosa  — senw z'Fq(Jr) (r,t)
Fy, P(rt) = (+)
sena  coso Fyppor(r,t)

( z'F,1(+) (r,t)cosa — Fé—;)FZT(I', t)sena )

(9.212)

in(Jr) (r,t)sena + Fé;)FZT(r, t)cosa

lo que nos permite describir el estado de los dos fotones después de la preparacion:

5(lar)laz) + [b1)1b2))[91)[V2), (9.213)
en el formalismo de Wigner, como

Fo (r,t) = iFs(+)(r, t)(cos ad + senaj) + F’(ZJ}ZFZT(r, t), (9.214)

F'y, (r,t) = iF\ " (r,t)(cos ad + senaj) + F' U2 o 1 (x, 1), (9.215)
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Floy(r,t) = B (0,0 + FYDp p(r,t), (9.216)
F'y, (r,1) = By (0,05 + FGRpy plr,1), (9.217)

donde el término correspondiente al punto cero, con las primas, incluye todos los efectos de la
transformacién sobre este punto. Ademas, el foton de Alicia es interceptado por el preparador P
que cambia la polarizacion de H a una superposicion cuantica arbitraria [11) = a|H),+8|V);.
Este es el estado que Alicia quiere teleportar a Bob. Una vez preparado el estado, hacemos
pasar los dos haces por un PBS que refleja horizontal y transmite vertical, introduciendo un
nuevo punto cero, F(ZJSD)F?’ (r,t), que juega un papel esencial en la distinguibilidad de todos los
estados de Bell, como veremos mas adelante. Dando las salidas transmitida y reflejada que

salen para F’[(;f) (r,t):

F/D(x,t) = —F () cos ai + B py (r,1) + FY Ry (r,8), (9.218)
F/0 () = iFC (v, O)senaf + F P py (. 1) + FY R g (1), (9.219)

(+)

mientras que, para el haz F/; ", el PBS transmite horizontal y refleja vertical, anadiendo un

nuevo punto cero F(Z FZ (T ,t)7 resultando en cada caso:

F’gj)( r,t) = zF(+)( )cosa1+F”(ZP)F2( )+F(ZJ§2F4( 1), (9.220)
F' D (r,t) = —F{ (x,t)sena j + B (r,8) + F D, (v, 1), (9.221)

Una vez que los haces salen de los PBS se les hace rotar 90°, para pasar la parte vertical

a horizontal. Esto se consigue mediante la aplicaciéon de la matriz

0 —1
( Lo ) (9.222)

Hecha la rotacién, obtenemos

F(r,t) = —F (1, t) cos ad + By (0, 8) + F YD, ), (9.223)
F”E;lr) (r,t) = —iF5(+)(r, t)senai + F”’(ZJFIQFZ(I-, t), (9.224)

7 () = By () cos B0 (1) + F i (r.0), (9.225)
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F/s7 (¢,1) = +F7 (v, t)senad + F7 5D (v, ) + F Y0 (r,8). (9.226)

Ahora, para continuar, hacemos que el haz transformado en rotacion incida en un BS al 50 %,
junto con el horizontal del otro PBS, en cada caso. Esto originaré cuatro posibles detecciones

que corresponden a una medida de estado de Bell. Respecto a los campos en cada detector

tenemos:
ng = 7[ F(H( t)sena — F(H(r,t) cosa} i
(9.227)
+FW(ZP2F2( t) + F(Z—QF/:;( t) + F(ZP)F,4( , 1),
Fgrl) = % [F,J(+)(r,t)sena —1 Fs(ﬂ(r,t) cos a] i
(9.228)
+F///(Z+P)F2( t) + F(Z—SD)F/:;( t)+ F(ZJ})F%( ),
Fg},) = ﬁ [ it )( t)sena — F(—H (r,t)cosa.} i
(9.229)
FE;,E) = f [F(H( t) senav +2F( )( )cosa)] i
(9.230)

" s (1, )+F(Z+F)’F’3( )+F(212F/4( 1)
Hasta ahora nuestro analisis se ha limitado a seguir el proceso necesario para que Alicia pueda
proyectar sobre los estado de Bell. Pasemos a ver lo que sucede con los campos en el lado
de Bob, pero antes hemos de aclarar que para que Bob realice correctamente su parte del
experimento, previamente, Alicia le debe comunicar qué detector de los suyos ha registrado un
foton. Bob puede aplicar las transformaciones unitarias necesarias para reconstruir el estado
enviado. Lo primero que debe hacer Bob es una transformacién que le permita pasar de una
superposicion en momento a una en polarizacién del foton 2. Para ello debe rotar 90° uno

de los haces que va hacia él, para luego combinarlos en un PBS. Para ello, partimos de los

campos:
Fz():) = By (.)j+ Fzpp (1), (9.231)
ngsz) = Fr(+) (r,t)j+Fzppi (r,t)i (9.232)

Si rotamos ahora 90° el primero

0 -1 FZPFl —F1§+)
<1 0 )( B )T\ F ) (9:233)
p ZPF1
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Py (rt) = =By (0, 0) i+ Fzppn (r,1) ). (9.234)

Una vez combinado con el otro haz en el PBS (que transmite horizontal y refleja vertical)
Fion = —F (0 0) i+ (0,8)§ + B S0 (x,0)4, (9.235)

donde el ultimo término indica todas las transformaciones hechas al punto cero.

Después de todo esto, Bob enciende o apaga dos elementos épticos dependiendo de la
informacién de Alicia, para intercambiar horizontal y vertical y proporcionar el desplazamiento
de fase relativo de m entre H y V. Esto transforma la polarizacion del estado 2 en la del
estado preparado. Como ya comentamos, hasta ahora sélo nos hemos limitado a hacer una
mera descripcién con nuestro formalismo, del proceso experimental, pero ;jqué es lo que ha
teleportado Alicia a Bob y cémo se describe dentro del formalismo que estamos usando?
Teniendo en cuenta que, las amplitudes punto cero estdn descorrelacionadas con el resto de
las amplitudes, a pesar de lo cual resultan ser esenciales para la distinguibilidad de los cuatro
estados de Bell, al introducir informacién adicional mediante las cuatro entradas libres de
los PBS que nos permiten hacer un teletransporte completo. Veamos como las correlaciones

describen el teletransporte en el formalismo de Wigner,

(D1Hpop) = <% [Fq(ﬂsena — z'Fs(Jr) cos a [—Fé+)}>

(9.236)
= \_/—% <Fq(+)Fz£+)> sena,
(D1VBop) = <% [ Fq(ﬂsena — iFs(+) cos a [ZF’SHD
(9.237)
= % <F§+)F,«(+)> Cos a,
(Do) = (5 1i P cosa+ FOsen o] [~E0])
(9.238)
= \7—% <Fq(+)F]§+)> cos a,
2VBob) = ( == |1 cosa + Fg '’sen o |iFp
DyV, L ) () )
(9.239)
= ﬁ <FS(+)F,§+)> sena,
(D3Hpoy) = <% [—Fq(H cos o — iFPsen o [—Fﬁ)b
(9.240)

= % <Fq(+)FIS+)> Cos a
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(D3Vpep) = <i [— Fq(+) cosa — iF sen a] [iFT(Jr)] >

V2
(9.241)
= % <Fs(+)Fr(+)> senc,
(DaHpg) = { L5 [i F Vsena — F cosa] [-FS7])
(9.242)
= \_7% <Fq(+)F;S+)> senc,
(DaViar) = (5 i Ffsena — FL cosa) [iFM)])
(9.243)

_ :7% <Fs(+)Fr(+)> cos a,

Un anélisis de estas correlaciones, anélogo al del apartado anterior, nos permite ver que las
correlaciones asociadas al detector D3 son idénticas. Esto nos indica que no es necesario hacer
ninguna transformacién al haz de Bob para reproducir el estado que se desea teleportar. Sin
embargo, el resto de las correlaciones, si deben sufrir unas transformaciones para que se pueda

reproducir el estado. Veamos esto con detenimiento en cada caso.

Detector 1

(D1Hpopy) = <% [Fq(”sena —iF™) cos al [—F,E+)}>

(9.244)
= % <Fq(+)F,§+)> sena,
(D1VBob) = <% [ Fq(ﬂsena —iF{Y cos af {zFT(HD
(9.245)

- % <F§+)FT«(+)> CoSs Q..

Tomando como referencia las correlaciones del D3, para que estas correlaciones reproduzcan

el estado tenemos que aplicar un cambio de fase y una rotacién y esto se corresponde a la

0 —1
<1 . ) (9.246)

cuyo efecto es una rotaciéon y un cambio de fase.

aplicacion de la matriz:

Detector 2

(DoHpop) = <% [i Fq(ﬂ cosa + Fsen o [—FZSH] >
(9.247)

- \—/—% <F(,(+>F,§+)> cos «,
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(D2Vpob) = <% [0 F¢1(+) cosa + F{sen o [ZFT(JF)D

(9.248)

= ﬁ <F5(+)Fr(+)> sena,

en este caso la transformacion es solo un cambio de fase matriz

1 0
( 0 ) : (9.249)

Detector 4
<D4HBob> = <% [Z Fq(—‘r)sena — Fs(+) coSs CE] |:_FZ§+)]>
(9.250)
54 (H B s,
1VBob) = ( = |t Fy 'sena — Fg '/ cosa] |iFy
(DaVia) = (5 [i iV ) cosal [irt")])
(9.251)

= \7—% <F8(+)F,§+)> cos a,

donde s6lo hay que hacer una rotaciéon para tener el estado teleportado

0 1
( o ) . (9.252)

Con lo que la matriz de transformaciéon general se puede expresar como

U = ( cosa  —e*sena ) . (9.253)
seno cos o

En resumen, los modos de punto cero, actian en los canales libres introduciendo informa-
cién en el sistema, generando hiperentrelazados en momento y polarizaciéon, lo que permite
que todos los estados de Bell sean distinguibles, ademas el teletransporte se efectiia con una
eficiencia del 100 % .

9.6. Conclusiones

El teletransporte es uno de los fendémenos mas llamativos de la comunicaciéon cuantica, y
en él reside la esencia del entrelazamiento cuantico. En el espacio de Hilbert, este fenémeno
tiene una interpretacién sencilla a través del colapso del vector de estado, cuando al realizar
una medida de Bell sobre dos particulas, se produce, en el 25 % de los casos, el teletransporte
de un estado cuantico sobre otra particula, o el teletransporte de entrelazamiento sobre una

pareja inicialmente no entrelazada. La comunicacion mediante un canal clasico entre Alicia y
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Bob tras la medida, permite que éste pueda reproducir, mediante una transformacién unitaria,
el estado original a teletransportar.

En la seccién 6.1 hemos analizado el intercambio de entrelazamiento con la funcion de
Wigner, calculando primeramente las correlaciones cuadruples correspondientes a la figura
Del anélisis de estas correlaciones se explica cémo, aunque las correlaciones dobles entre
los pares de haces (1,4), (2,3) y (2/,3") son nulas, una medida de Bell sobre los haces 2" y
3’ produce un intercambio de entrelazamiento, de acuerdo al resultado de la medida de Bell
sobre 2’ y 3, hacia los haces 1 y 4. Lo llamativo de nuestro formalismo es que los modos
que intervienen en los haces 1 y 4 siguen estando descorrelacionados tras la medida de Bell
sobre los fotones 2’ y 3, es decir, los haces no se modifican de forma “no local"tras la medida
de Bell. Esta es una caracteristica comun a cualquier experimento de teletransporte en la
funcién de Wigner, y contrasta con el analisis en el espacio de Hilbert, donde el colapso del
vector de estado, expresado en la base de Bell de los fotones 2" y 3" (véase la ecuacion (9.2))
revela un entrelazamiento en el espacio de Hilbert de los fotones 1 y 4 tras la medida. Por
tanto, la esencia del teletransporte de entrelazamiento esté en las correlaciones cuadruples que
caracterizan a las componentes horizontales y verticales de los haces 1, 2/, 3’ y 4 en la posicion
de los detectores. En este caso, las entradas de punto cero del medidor de la base de Bell tiene
su efecto en que sélo es posible teletransportar de forma exitosa dos de los cuatro estados de
Bell.

El desarrollo teoérico del teletransporte de entrelazamiento ha sido la base para el analisis
de los experimentos de teletransporte de Innsbruck y Roma, los primeros experimentos que se
hicieron en este campo. En el experimento de Innsbruck, donde se usan dos parejas entrela-
zadas, la accién de un polarizador sobre uno de los haces que inciden sobre el divisor de haz
perteneciente al medidor de la base de Bell, produce una modificacién en las propiedades de
correlacion, que da lugar al teletransporte del estado de un fotén. En este caso hemos obtenido
todas las correlaciones cuadruples correspondientes a las componentes del campo eléctrico en
los detectores (seccion 6.4), y de este analisis se explica el teletransporte del estado de un foton
utilizando inicialmente dos parejas entrelazadas. Posteriormente, en la seccién 6.5 hemos obte-
nido las probabilidades triples del experimento més basico de teletransporte, donde el estado
de un fotén, representado en la funcién de Wigner por la expresion , es teletransportado
a uno de los fotones de una pareja auxiliar.

Por tltimo, hemos analizado el experimento de teleportacion de Roma. Hemos mostrado
que la posibilidad de teletransportar los cuatro estados de Bell esté relacionado con el uso de
dos entradas de punto cero adicionales a los cuatro conjuntos independientes que entran en el
cristal, y que intervienen directamente en la divisién de cada uno de los dos haces que emergen
del cristal. Finalmente, el proceso de medida que da lugar al teletransporte introduce ruido
a través de dos canales vacios, lo que permite que sea posible el teletransporte en todos los

Ccasos.






Capitulo 10

CONCLUSIONES GENERALES

En esta tesis hemos analizado los experimentos mas representativos de la comunicacién
cuéntica con fotones generados en el proceso de conversién paramétrica a la baja, utilizando el
formalismo de la funcién de Wigner. En esta representacién de la mecénica cuantica, aspectos
destacados de la teoria cuantica de la informacion, tales como la criptografia, la medida de los
estados de la base de Bell, la codificaciéon densa y el teletransporte, tienen una interpretaciéon
basada en el papel que las fluctuaciones del punto cero tienen en la generaciéon y propagacion

de la luz convertida a la baja, asi como en el proceso de deteccion.

En lo que se refiere a la teoria de la conversiéon paramétrica a la baja en el formalismo de
Wigner, en el capitulo [5| hemos hecho un resumen de los aspectos basicos previos a esta tesis,
y hemos profundizado en el concepto de entrelazamiento de fotones dando la expresion de los
haces correlacionados que corresponden a los cuatro estados de la base de Bell, y caracterizando
las correlaciones cruzadas existentes entre las amplitudes que los definen. En el terreno de
la teoria cuéntica de la detecciéon, hemos avanzado en su estudio aportando las expresiones
para las probabilidades de deteccion triple y cuadruple, cuyo desarrollo se haya en los anexos
anadidos después de este capitulo. Otros aspectos basicos de la teoria, como el entrelazamiento
multiple (estados GHZ) o el hiperentrelazamiento se han estudiado con profundidad en los

capitulos [7] y [8] respectivamente.

Dejando a un lado el aparato matematico, que proporciona una alternativa al procedimiento
usual de célculo fundamentado en el espacio de Hilbert, la funcién de Wigner proporciona una
interpretaciéon particular de los aspectos fundamentales de la comunicacién cuéntica, basada
en los efectos de la radiacién de punto cero en la comunicaciéon cuantica. Asi, en el capitulo
[6] hemos introducido los conceptos basicos de la informacion cuéntica en optica utilizando la
WRHP, lo que nos ha permitido comprender con detalle la relevancia de la radiaciéon de punto
cero en la descripcion del bit cuéntico, y en la implementacion de la puerta CNOT en 6ptica
a través del divisor de polarizacion, y por tanto en la transformacion de estados separables en

estados entrelazados.

En el capitulo[7] hemos descrito algunos experimentos de distribucién cuantica de clave con
fotones, mostrando cémo la informacién esta contenida en las amplitudes del punto cero que

definen los haces correlacionados emitidos por la fuente, se propaga segun las reglas clasicas

185



186

dando lugar a diferentes propiedades de correlacién, y posteriormente se extrae en el proceso
de mediciéon a través de la sustraccion de la intensidad del punto cero en los detectores, dando
lugar a los resultados tipicos de la criptografia cuantica. Aspectos esenciales de la criptografia
segura como el uso de bases incompatibles para la generacién de una clave secreta entre dos
partes o el efecto del ataque de un espia, se han interpretado a partir del efecto que tienen los
distintos aparatos épticos en las correlaciones cruzadas existentes entre los haces. Por ejemplo,
la accién de un espia a través de una medida proyectiva introduce un ruido a través del canal
vacio del polarizador, el cual es esencial a la hora de entender la perturbacién que éste causa

en la generacion de la clave secreta, y como ésta accion puede ser detectada por Alicia y Bob.

En el terreno de la codificacion densa y la medida de los estados de la base de Bell, en el
capitulo [8] hemos mostrado que el punto cero tiene un papel fundamental en la imposibilidad
de detectar los cuatro estados de Bell cuando se utilizan fotones, debido al ruido que introduce
el medidor de la base de Bell a través de los canales vacios de los separadores de polarizacion.
Teniendo en cuenta que en el cristal entran 4 conjuntos de modos independientes (dos por
cada vector de onda medio), lo que aporta la posibilidad inicial de que Bob envie a Alicia
dos bits de informaciéon clasica mediante la manipulacion del haz que llega a su estacion, y
que hay dos entradas de ruido en el medidor de Alicia (BSM), la capacidad de transmision se
reduce a dos de los cuatro estados de Bell. En el caso del estado singlete, el comportamiento
fermionico de la parte espacial del estado de los dos fotones en el divisor de haz, tiene una
interpretaciéon ondulatoria a través del efecto que tiene el divisor sobre las amplitudes del
campo eléctrico. Finalmente, la posibilidad de medir los cuatro estados de Bell usando estados
hiperentrelazados tiene una interpretacién basada en el uso de un mayor conjunto de modos
de punto cero a la entrada del cristal (8 conjuntos de modos independientes), de modo que,
al tener en cuenta los 4 canales vacios del medidor de la base de Bell en los experimentos que
usan hiperentrelazamiento polarizacién-momento, se pueden diferenciar los cuatro estados de

Bell en el proceso de medicién.

El teletransporte cuantico se ha analizado en el capitulo0] Hemos comenzado por el estudio
del intercambio de entrelazamiento, mostrando cémo éste se explica a través de las correlacio-
nes cuadruples que caracterizan a los haces que se utilizan en el experimento. Hemos obtenido
las correlaciones correspondientes a cada una de las posibilidades de intercambio de entrelaza-
miento, llegando a la conclusiéon de que la posibilidad de teletransportar estados entrelazados,
que en el espacio de Hilbert tiene su base en el colapso del vector de estado, esté estrechamente
ligado a las correlaciones cuéddruples existentes entre las amplitudes de los haces en la posicién
de los detectores. En este caso, las entradas de punto cero del medidor de la base de Bell tiene
su efecto en que sblo es posible teletransportar de forma exitosa dos de los cuatro estados de
Bell.

El anélisis anterior ha servido para adentrarnos en el experimento de teletransporte de
Innsbruck, donde la accién de un polarizador sobre uno de los haces que inciden sobre el divisor

del medidor de la base de Bell produce una modificacién en las propiedades de correlacién, que
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da lugar al teletransporte del estado de un foton. Finalmente, hemos analizado el experimento
de teleportacién de Roma. Hemos mostrado que la posibilidad de teletransportar los cuatro
estados de Bell esta relacionado con el uso de dos entradas de punto cero adicionales a los
cuatro conjuntos independientes que entran en el cristal, y que intervienen directamente en
la division de cada uno de los dos haces que emergen del cristal. Finalmente, el proceso de
medida que da lugar al teletransporte introduce ruido a través de dos canales vacios, lo que
permite que sea posible el teletransporte en todos los casos.

Los desarrollos contenidos en esta tesis podran aplicarse en trabajos posteriores a otros
aspectos del campo de la comunicacion cuéntica y de la computacion, con el objeto de com-
prender como afecta la radiacion de punto cero, por ejemplo, en el uso de los estados cluster
en la computacion, la resistencia de ciertos estados a la decoherencia, las medidas de entrela-
zamiento, el teletransporte de estados hiperentrelazados.... Esperamos dar continuidad en el

futuro al trabajo realizado en esta tesis.






ANEXO A

.1. Probabilidad triple en la representaciéon de Wigner para
PDC

La expresion, en el espacio de Hilbert, para la probabilidad de detecciéon triple es:

Pape = Ka KoK Y2\ D 0 Doy <E¢§_,\)E1§t\2 EAS?’ES\?’EIS?EASQ> ) (1)
donde a, b, y ¢ sefialan las posiciones de los detectores, y A, ' y A’ son indices de polarizacion
(en el caso de que los haces tuviesen la misma polarizacion, estando ésta bien definida) no
habria ningtn sumatorio. K,, K y K. son constantes asociadas a los detectores, y relacio-
nadas con la eficiencia. En el caso de experimentos de conversién paramétrica a la baja, las
correlaciones de orden n (par) se pueden expresar a partir de correlaciones entre pares de
operadoresﬂ de modo que cada uno de los sumandos que aparecen en se expresa a partir
de la suma de (n — 1)!! = 5!l = 15 términos, siendo cada uno de ellos el producto de tres

correlaciones de segundo orden. Atendiendo al teorema de Wick [260]

<A1A2...A2N> = Z EI <Az’kAjk> ) (2)
Todos, los
(2n — 1!

pares

donde la suma es sobre todas las particiones de {1,...,2N} en pares separados {ix, j}. Apli-

cando la expresion anterior, y teniendo en cuenta que:

(BB ) =059 AN (3)

'Esto es consecuencia del caracter gaussiano del proceso de conversiéon paramétrica a la baja.
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Para o # f3, es decir, en detectores distintos [76]|, vemos que solo son distintos de cero cuatro

de los quince sumandos de cada una de las correlaciones. Asi, la expresion queda

Pate = KooK S [(BEG)) (BSLES) (BHIER))
v Eéin,w<E52Eét?><E<§?§§f§ @
5)

+ EC(L_A)E( )><EI§>\2E2—;2>< X/
J

+ <E¢(1,_,\)EC(L,,\)> <Ez£ ,\2E£ ,\2/> <E§J,r\” b

A continuacion, reorganizando los sumatorios:

e~ 5 L) £ () o
+Kb2x< Y b/\’>2>\z>\ ‘< aJ;\>‘ K K,

(5)
1, S (BB S S (BB Kok
K (BB ) K Sy <E bx> Ko S (BOUE).-
ahora, teniendo en cuenta que
K (BB =Ps i= abe, (6)

A

siendo P; la probabilidad de deteccién simple que, en la representacion de Wigner, se calcula

a partir de la expresion |79):

P, = Ki{li—Izpri)y > (7)

donde ( )y representa el promedio con la funcién de Wigner del vacio, y que la conmutatividad

de los operadores EASS? , E[(;\),, nos permite pasar inmediatamente a la funcion de Wigner, ver

ecuacion (4.38)):
() f(+) () () +) ()

(B Ble) = (S (BR BR)) = (B B),,- ®
llegamos a la expresion siguiente, una vez que se desprecia el tltimo sumando de , P,P,FP,,
de orden g9, respecto al resto de sumandos, los cuales son de orden g*:

Pupe = PoPep + PyPyc + PePy,

2

= Kalla = IzPra)w 2 <Ez§ i E§§)> W‘

B g\ 2 )

+ Ky (I — Izprp)yy Doxn c|(Eax Eoy ) w

KT, —1I KoK, [(ES BN |

+ K (le —Izrre)y 2oan Koo [(E, N By ) w -
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En la primera linea de @ hemos tenido en cuenta que

2
Py =KK; Y ‘<E§j) E§§)>W‘ it (10)
AN

En experimentos de conversiéon paramétrica a la baja, donde se utilizan las amplitudes

Fl(ir) en lugar de E(Jg)

.\, ver ecuacion (?77?), los promedios que aparecen en @) son igualmente

) por .

validos sustituyendo EZ(K

Antes de pasar al desarrollo de la probabilidad de deteccion cuadruple (Anexo B), hemos
de recalcar que todo el desarrollo a partir de se ha hecho teniendo en cuenta el caracter
gaussiano de la conversion paramétrica a la baja, y luego se ha pasado a la funcién de Wigner,
aplicando la expresiones y ya desarrolladas en las referencias [87] y [79]. En 79|, el
célculo de la probabilidad conjunta en el formalismo de Wigner se inici6 simetrizando el orden
normal <E§j\)EAéj\2 EAIS? E’é&)>, y pasando posteriormente al formalismo de Wigner, con lo que
se obtuvo una expresién general para experimentos de 6ptica cuantica, y luego se particularizé
a la situacion de la PDC aplicando la propiedad gaussiana [76]. De este modo, el papel del
punto cero, como “umbral” de deteccién, aparece de forma explicita en el formalismo.

En este desarrollo hemos aplicado directamente la ecuacién al orden normal de ope-
radores, obteniendo una serie de términos facilmente identificables a partir de la teoria de la
deteccion simple y conjunta desarrollada en |76].

En este sentido, hemos de senalar que la expresion (1)) (espacio de Hilbert), o su equivalente
en la representacion de Wigner para PDC, ecuacion @D, corresponden a evaluar la diferencia
entre la intensidad en cada detector y la intensidad del punto cero (la que llegaria si todos las
fuentes estuviesen apagadas), y promediar con la funciéon de Wigner el producto de las tres

substracciones:

Pope = Ko KyK o (1o — IzpFa) (Iy — IzPFp) (Ie — IzPFe))y - (11)

Siendo I; =), Ei(,;) EJ(K)






ANEXO B

.2. Probabilidad cuadruple en la Representacion de Wigner pa-
ra PDC

La expresiéon para la probabilidad de detecciéon cuadruple en el espacio de Hilbert es, para

experimentos con haces polarizados,:

Faped = KoK Ke KdZZZZX By B B By BV E, A)E(+)> (12)
N

Con objeto de simplificar la notacién, haremos el cambio

) =a, B)=d. Va=abcd; Yv=\NN X" (13)

con lo que el calculo de la probabilidad cuadruple se reduce a la obtencién de términos del
tipo (abedd'dVa’).
Aplicando la ecuacién (en este caso hay 7!!=105 sumandos) y la relacion para expe-

rimentos de conversiéon paramétrica a la baja, de los 105 sumandos sb6lo son distintos de cero
15 de ellos

(abedd'cdVa’) = (ab) [(cd) ({d') (b'd’) + (d'V) (c'a’) + (d'a’) (V')
+ (cd) (dd') (b'd')]
+ (ac) [(bd) ({d'c) (V'd’) + (d'V') (c'a’) + (d'a’) (V') + (bb') {dd’) (c'a")] (14)
+ {ad) [{be) ((d'c) (t'a') + (d'V) {c'd’) + (d'd) (b)) + (bV) (cc’) {d'a")]

+ (ad’) [(be) (dd') (V') + (bd) (cc) (d'V) + (bV') {cc’) (dd}] .

S~~~ o~

Analicemos los distintos términos que aparecen en . Los tres productos del tipo
(zy) (z'y') (zw) (z’w’) dan lugar al sustituir en (12)), a productos de probabilidades con-
juntas PopP.d, PacPpd, PagPee, los cuales son de orden g*. Los cinco productos del tipo
(xz) (yy') (zw) (z'w’) dan lugar a productos de probabilidades simples y conjuntas del ti-
po Py P.Py, P,.PyPy, PyqPyP., PoePyPy v PogP,P. , los cuales son de orden ¢°, y por tanto,
se desprecian. También aparece el término (xz') (yy') (z2') (ww'), que da lugar al producto de

probabilidades simples P,P,P.P;, v se desprecia, pues es de orden ¢%. Finalmente, hay seis
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términos del tipo (zy) (zw) (y'w’) (z’2’) (orden de ¢ a la cuarta). Pasando a la funcion de

Wigner usando la ecuacion , la expresion ((12)) queda:

Poped = Ko KpKcKg [Pabpcd + PacBod, + PadPoet+

S T (BEGD), (EIEL) (EQEEL) (EQECD)
+(EQERY, (FSLEQL (BB, (ELED), (13
+(BEQ.) (BB (BRLERY (BRER.)

+ Complejo conjugado)] .

Una inspecciéon mas profunda de nos lleva a la siguiente expresion:
O g\ P
Pabcd - K KbK Kdzz;; ‘< b)\/ C)‘/,Ed7)\/l/>w‘ . (16)

La expresion corresponde a la probabilidad de detecciéon cuadruple para experimen-
tos PDC, que en términos de la diferencia, en cada detector, entre la intensidad total y la

correspondiente a la radiacién de punto cero, se expresa de la forma siguiente:

Pope = Ka Ky K K ((la — IzpFa) (Iy — Izprp) (Ie — IzpFe) (Ia — IzPFad))y - (17)
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