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INTRODUCCION

El presente documento es el texto de referencia de los
contenidos de una asignatura de Ampliacién de Anélisis
Numérico orientada a una titulacién universitaria en In-
formética. El enfoque que se pretende dar a la asignatura,
en el contexto de unos estudios en informatica, hace espe-
cial énfasis en los aspectos algoritmicos y numéricos de los
temas que vamos a tratar a lo largo del curso. Sin olvidar
el rigor matemético en la exposicién, se ha intentado min-
imizar la presentacién del aparato matemdtico necesario

para abordar los diferentes temas que se irdn presentando
a lo largo del curso. En los libros de referencia presentes en
la bibliografia recomendada, se desarrollan con mucha mds
profundidad de la aqui expuesta, las teorias matemaéticas
subyacente a los métodos y algoritmos aqui propuestos.
Invitamos al lector interesado a acudir a estas referencias
para realizar un estudio mds profundo de los temas aqui
expuestos.

Durante el desarrollo de la asignatura se realizaridn
una serie de précticas en ordenador. El lenguaje de pro-
gramacion que se utilizard es el C'. Se ha elegido este
lenguaje por ser un lenguaje de uso muy extendido en la
actualidad. Ademéds, habitualmente, en la asignatura de
Andlisis Numeérico bésico que precede a ésta, se utiliza el
Fortran, con lo que de este modo, el alumno puede ten-
er una visién comparativa de los 2 lenguajes de progra-
macién con respecto al cdlculo cientifico. La asignatura
posee un directorio en la maquina serdis.dis.ulpgc.es del
Centro de Célculo del Departamento de Informética y Sis-
temas, donde se pueden encontrar programas ejemplos y
librerias de funciones que se irdn utilizando durante las
pricticas. En el texto aparecen explicadas las précticas
de laboratorio que deberdn realizarse a lo largo de la asig-
natura.

Para el buen seguimiento de la asignatura, se re-
comienda tener cierta soltura en el manejo de los concep-
tos elementales del andlisis numérico, anélisis matematico,
métodos matematicos, dlgebra lineal, y en la programacién
de algoritmos.

La materia expuesta en esta documentacion, estd pro-
gramada para ser impartida en un cuatrimestre a razén de
4 horas/semana en el aula y 2 horas/semana en el laborato-
rio informatico, lo que hace un total de aproximadamente
de 60 horas en aula (3 créditos tedricos) y 30 horas de
laboratorio (2 créditos practicos).

Criterios de Evaluacién
La evaluacién final de la asignatura constard de los
siguientes apartados:

e Al. Précticas de la asignatura (Hasta 3 puntos)
e A2. Participacién en clase (Hasta 6 puntos)

e A3. Examen Escrito (Hasta 10 puntos)

Nota final: A1+ A2+ A3(1 — %)

La idea de utilizar estd férmula aparentemente com-
pleja para calcular la nota final es la siguiente: por un
lado, los puntos obtenidos en los apartados Al y A2 estdn
consolidados, es decir, el alumno que obtenga, por ejem-
plo, un 2 en €l apartado Al, y un 3 en el apartado A2
tiene como minimo un 5 en la nota final, por otro lado el
examen escrito se utiliza para puntuar en la nota que le
resta al alumno para llegar al 10. Es decir, si en el ejemplo



anterior el alumno tuviese en el examen escrito un 4, su
nota final serfa 2 + 3 +4(0.5) = 7.

Valoracién del criterio Al : Se constituirdn grupos de
trabajo de 4 alumnos, repartidos en 2 puestos de trabajo.
Cada grupo presentard, en el momento de la defensa de la
préctica, una pequeiia planificacién de la préctica (como
méximo dos paginas), incluyendo:

1. Tareas realizadas por cada puesto de trabajo

2. Estimacién del tiempo dedicado por cada persona a
la realizacién de la practica

3. Parte de incidencias de los principales errores encon-
trados al depurar el programa, indicando una esti-
macién del tiempo utilizado para localizar y depurar
cada error.

Las précticas 1 y 2 se presentarédn conjuntamente con
una planificacién tnica para las dos. Las prédcticas 5y 6 se
realizardn de forma independiente por cada puesto de tra-
bajo y no se requiere la presentaciéon de una planificacion.

La asistencia a las clases précticas de laboratorio es
obligatoria. Las précticas deberin presentarse obligatoria
e inexcusablemente antes del examen escrito siguiendo el
calendario que se fijard durante el curso. 2 faltas no jus-
tificadas a las clases de laboratorio, o la no entrega de las
pricticas durante el calendario previsto, suponen la ex-
clusién del alumno de las convocatorias de exdmenes de la
asignatura. Los alumnos que asistan regularmente a las
clases de laboratorio y entreguen las précticas siguiendo el
calendario previsto obtendrédn una puntuacién de 2 pun-
tos. Presentar las practicas fuera de plazo (pero antes del
examen escrito de la asignatura) tiene una penalizacién de
1 punto. No asistir a una clase préctica tiene una penal-
izacién de 0.5 puntos. Los alumnos que complementen las
précticas obligatorias con algin trabajo practico opcional
podréan obtener hasta un punto suplementario.

Valoracién del criterio A2 : Los alumnos se consti-
tuirdn en grupos de 4 personas. Durante el desarrollo de
las clases el profesor propondré algunos problemas (o pre-
guntas) para que sean resueltas por los diferentes grupos.
Se fijard un tiempo para la contestacién a las preguntas,
pasado el cual, todos los grupos entregaréan las respuestas
encontradas. A continuacién el profesor realizard algu-
nas preguntas a los grupos sobre las respuestas. Todos los
miembros del grupo son responsables de las respuestas pre-
sentadas. Si un alumno no contesta adecuadamente a las
preguntas del profesor, todo el grupo pierde la puntuacién
de esta pregunta. La puntuacién final en el apartado A2
viene dada por:

N° Puntos Contestados

A2 =14
N° Puntos Total Asignatura

Valoracién del criterio A3 : Un examen escrito que se
puntua de 0 a 10.

Agradecimientos

Los autores quieren agradecer a Carlos Herrera Cani-
no la colaboracién prestada en la elaboracién de este doc-
umento. Su excelente trabajo como cronista de lo acon-
tecido durante la imparticién de la asignatura Andlisis
Numérico Aplicado en el curso 1996,/97 fue el embrién ini-
cial del que sali6 la idea de realizar este documento.

METODOS DE OPTIMIZACION PARA LA
RESOLUCION DE SISTEMAS DE
ECUACIONES.

PRELIMINARES.

En este capitulo vamos a recordar brevemente algunos re-
sultados sobre matrices que utilizaremos posteriormente.
Presentaremos también un tipo especial de almacenamien-
to de matrices denominado morse, que es el que utilizare-
mos en este curso

ALGUNOS RESULTADOS ELEMENTALES SOBRE
MATRICES.

Sea A una matriz cuadrada, denotaremos por |A4| al deter-
minante de 4, y por ||A]| a la norma de la matriz. Siempre
que no se diga lo contrario, entenderemos que || 4] es la
norma asociada a la norma vectorial euclidea.

Definicién 1 A continuacion se dan algunas definiciones
de conceptos relacionados con matrices. A veces un con-
cepto se puede definir de varias formas equivalentes

o )\ es un autovalor de A si existe un autovector x tal
que Az = Mz

e )\ es un autovalor de A si es una raiz del polinomio
caracteristico P(A\) = |A — ]|

e El radio espectral de una matriz es p(4) =
max; {|\| : A autovalor de A}

o A es definida positiva si para todo vector T no nulo
2TAx >0

o A es definida positiva si todos sus menores principales
Som positivos.

o Se denomina condicionamiento de una matriz A aso-
ciado a una norma ||.||al valor x(A) = || A ||A~1|

Teorema 1 Dadas A, B matrices cuadradas, se verifican
las siguientles propiedades

* |AB| = 4]|B]|



4] = |A"]

o A posee inversa A™' si sdlo si |A| #0

o ||Az|| < ||A]| ||z]] para cualquier vector x.
o [[AB]| < [lA]l]B]]
e |A| =11\, donde \; son los autovalores de A.

e A" — 0 cuando n — oo si sdlo si p(A) < 1

Teorema 2 Dada una matriz A simétrica se verifican las
siquientes propiedades

e A posee una base ortonormal de autovectores
o Al = p(4)

o A es definida positiva si sélo si todos sus autovalores
son positivos.

o x(4) =

max;|\;|
min;|A;|

ALMACENAMIENTO MORSE DE UNA MATRIZ

Durante este curso, trabajaremos esencialmente con ma-
trices simétricas, definidas positivas, y que poseen un gran
nimero de ceros en la matriz. Para explotar computa-
cionalmente este hecho, se utiliza un almacenamiento es-
pecial de matrices que se denomina almacenamiento morse
donde sélo se almacenan los elementos no-nulos de la ma-
triz. Ademds, este almacenamiento estd especialmente
diseriado para que la operacién matriz por vector (que es
la operacién bédsica que vamos a necesitar en el futuro) sea
lo més compacta y sencilla posible. Vamos a distinguir el
almacenamiento en disco de la matriz en forma de fichero,
y el almacenamiento en memoria interna (RAM) del orde-
nador. Para el almacenamiento en RAM, utilizaremos una
estructura en C definida por

typedef struct{
it dimension;
nt nonulos;
float *valor;
nt xcol;
int xfil;
tmorse;

donde dimension indica la dimensién de la matriz,
nonulos indica el nimero de elementos diferentes de cero,
*valor es un puntero donde se almacenan los valores no-
nulos de la matriz, xcol es un puntero donde se almacena
la columna que ocupa en la matriz cada elemento no-nulo,
y por iltimo * fil es un puntero que determina los tramos
del vector *valor que corresponden a cada fila. Veamos
con un sencillo ejemplo un almacenamiento morse de una
matriz.

Ejemplo 1 Sea A = <

tura morse serian:

; g ) los campos de la estruc-

dimension = 2
nonulos = 3
valor[0] = 1
valor[l] = 2
valor[2] = 3

I I
W= o oo

la informacién del vector fil determina las filas de la sigu-
iente forma: la primera fila corresponde al conjunto de
posiciones del vector valor que se encuentra entre fil[0]
y fil[l], de la misma forma, la segunda fila se encuentra
entre fil[l] y fil[2], etc..

El almacenamiento en disco se realiza a través de un
fichero de la siguiente forma: En la primera fila del fichero
se escriben la dimensién y el nimero de elementos no-
nulos. A continuacién se escribe el vector valor, el vector
col y el vector fil. Por ejemplo la forma del fichero que
almacena la matriz anterior es:

w

W ORFR OO WNFEN

Dentro del fichero ana.h existen funciones para leer y
escribir matrices morse. En el programa ejemplo morsel.c
se utilizan estas funciones para crear en disco la matriz
morse del ejemplo anterior y un vector. En el programa
ejemplo morse2.c se utilizan estas funciones para leer des-
de disco una matriz morse y un vector.

Como ya se ha mencionado anteriormente, el alma-
cenamiento morse, ademés de economizar memoria esté
especialmente diseniado para realizar la operacién de mul-
tiplicar una matriz por un vector. A continuacién se es-
cribe una funcién en C' que realiza la multiplicaciéon de
una matriz A por un vector z y devuelve la solucién en el
vector Ax

float *MzV (A, x, Ax)
morse A,
float *x,xAzx;

{



int i, 7
for(i = 0;i < A.dim ension; s + +){
Azli]=0

for(j = A.fillil;j < A.filli +1],5 + +)
Az[i|+ = Awalor[j] * z[A.col[f]];

}

return{Az);

Noétese que el algoritmo es muy compacto. Por otro
lado, en cada fila, los elementos de la matriz no necesitan
estar ordenados por columnas.

MINIMIZACION DE FUNCIONES Y RESOLU-
CION DE SISTEMAS DE ECUACIONES

La palabra optimizacién esté relacionada con la busqueda
de minimos de funciones que se suelen denominar energias.
Es decir, optimizar es buscar la mejor solucién a un prob-
lema, que en términos mateméticos se expresa como el
minimo de una funcién.

Vamos a ver en primer lugar como la resolucién de un
sistema de ecuaciones Au = b es equivalente a un proble-
ma de optimizacién, es decir, a buscar el minimo de una
cierta funcién. Supondremos siempre que la matriz A es
simétrica y definida positiva. Sea wu la solucién del sistema,
si definimos la funcién

T(v) = %(u — )T A —v)

donde v es un vector cualquiera, tendremos, puesto que
A es definida positiva, que J(v) > 0 salvo para v = u
donde J(v) = 0 por tanto la solucién « del sistema Aw = b
es el vector donde alcanza el minimo la funcién J(v). Si
desarrollamos J(v) obtenemos:

1 1
Jw) = §UTAU — ol Au+ iuTAu

donde hemos utilizado que A es simétrica para asegurar
que v Au = uT Av. Por otro lado, como Au = b, y %uTAu
es un término constante respecto a v, el eliminar de la
funcién J(v) el término $u” Au no modifica el lugar donde
J(v) alcanza el minimo. Por tanto podemos establecer el

siguiente teorema:

Teorema 3 Si A es una matriz simétrica y definida pos-
itiva, yu es la solucion de Au = b, entonces u es el vector
donde alcanza el minimo el funcional

Jw) = ivTAU —vTp
es decir J(u) < J(v) para todo v distinto de u. Recipro-

camente, si w es el mimimo del funcional J(v) entonces
Au=b.

Teorema 4 Sea J'(v) el vector gradiente de la funcion
J(v), es decir J'(v) es el vector que tiene por componentes
las derivadas parciales de J(v), entonces:

J'(v)=Av—1b
Demostracion: J(v) puede expresarse como
L N
J(U) = 5 Z Z AUV — Zvibi
i=1j=1 i=1

entonces, como A es simétrica

N
aJ
) _ Z QikUk — bp
i=1

y por tanto
J'(v)=Av—10

Ejemplo 2 Resolver el sistema

2 -1 x\ (3
-1 2 y )]\ O
es equivalente a minimizar la energia

J(x,y) =2 —xy+y* — 32

METODO DE GRADIENTE PASO FIJO

Este método se basa en partir de una aproximacién inicial
v9 del minimo del funcional J(v), y de manera iterativa
se crea una secuencia v que converge cuando 7 — 00
hacia el minimo u del funcional J(v). A partir de un v
construimos v™*! desplazdndonos en la direccién de méx-
imo decrecimiento del funcional J(v). Dicha direccién no
es otra que —.J'(v™). Por tanto

V" =" — g (V™)

donde r determina el paso. En este primer método que
vamos a estudiar de método de gradiente paso fijo, el paso
r es fijo, es decir se fija al principio y no cambia con las
iteraciones. FEl siguiente teorema nos muestra bajo qué
condiciones el método converge.

Teorema 5 Sea A una matriz simétrica y definida positi-
va, y denotemos por Amin > 0 4 Amax > 0 sus autovalores
minimo y maximo, entonces el método de paso fijo con-
verge para cualquier aproximacion inicial si

2
O<r < ——

)\max

por olro lado el valor oplimo de r para el cual la conver-
gencia es mads rapida es

2
T = —————
opt )\max + )\min



Demostracién: Como vimos en la seccién anterior
J'(v) = Av — b. Si denotamos por e® = v — u el er-
ror en la etapa n, entonces, como Au — b = 0 podemos
escribir

"t =" —p(Av"™ —b) +r(Au—b) = (Id — rA)e"
aplicando esta igualdad recursivamente obtenemos que
el = (Id —rA)" 10

por tanto, el método converge si (/d—rA)™ converge hacia
cero cuando n — o0. Ahora bien, esto es equivalente a que

p(Id—rA) <1

Por otro lado, los autovalores de la matriz Id — rA son de
la forma 1—7rX donde )\ es autovalor de A. Ademds, puesto
que r es positivo se tiene que

1—7rdpm 21 =770 21 —7rAnax
y por tanto

p(Id —rA) = max{|l — rAminl, |1 — 7Amax| }

entonces p(I/d — rA) < 1 si sélo si

-1 < 1—rlpm <1
—1 < 1—rlpax <1

que es equivalente a

2 > rpn>0
2 > rlpax >0

ahora bien, como los autovalores de A son positivos y
Amax > Amin €stas condiciones son equivalentes a

2
O<r<——

)\max

que es el primer resultado establecido en el teorema. Por
otro lado el valor 6ptimo de r serd aquel que minimize
p(Id —rA). A partir de la expresiéon de p(Id — rA) da-
da anteriormente se obtiene fdcilmente que dicho valor es
minimo cuando se verifica:

1 —7Amin = —(1 — " Amax)

de donde despejando sale:

2
T = ——-
opt )\max + )\min

ademds, para este valor de r,,; se obtiene

x(4) -1

A — Ami
Id— " A — max min —
pULd = Toped) XA) +1

)\max + )\min

por tanto, cuanto mejor condicionada esté la matriz A,
més répido converge el método de gradiente de paso fijo.

Criterio de parada del algoritmo. FEl algoritmo de
gradiente paso fijo queda pues de la forma:

v =" — r(Av" — b)

Los pardmetros de entrada del algoritmo son: una aprox-
imacién inicial ¥° de la solucién, un paso r, un nimero
méximo de iteraciones Ny,.., v una tolerancia TOL para
determinar la convergencia. lLos criterios de parada del
algoritmo son: haber superado el nimero de iteraciones
méximo, o cumplir el criterio de tolerancia:

| A4v™ —b|| < TOL

de hecho, como r > 0 es una constante positiva, dicho
criterio es equivalente a

TOL
r

lom+t =0 <

otro criterio alternativo serfa utilizar el error relativo, es
decir tomar:
[Av" — b
oll
desde el punto de vista de la precisién de las aritméticas

de precisién finita con las que trabaja el ordenador, este
segundo criterio de error es més correcto.

<TOL

Ejemplo 3 Vamos a dar 2 ileraciones del método de gra-
diente paso fijo para resolver el sistema

(40

como los autovalores de la matriz son 3 y 1, el paso oplimo

es
2 1

Topt = )\max + )\min N 2

vamos a partir como aproximacion inicial de (xg,yo) =
(1,1).

()= ) ()=(7)
<?$><1>;<f><z>
(2)=(

las iteraciones se van aproximado hacia la solucién

(2,1).

S—
I
[N RS
)
—
v L
S—
N
] [l N}
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|
N
S—
I
N
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METODO DE GRADIENTE PASO OPTIMO

En este caso, y a diferencia del anterior, vamos a optimizar
en cada iteracién el paso r de tal forma que la funcién

¢(r) = J(0" —rJ'(v"))

sea minima. FEs decir, buscamos el paso r tal que J es
minimo sobre la recta que pasa por v™ y tiene como vector
director —J'(v™). La condicién de extremo de la funcién ¢
es

¢'(r)y=J'@W" —rJ @ NI @) =0

por otro lado se verifica que

J'@"—rJ' (@") = A@" —rJ'(@W")=b=J (W")—rAJ (v")

y por tanto ¢'(r) = 0 nos lleva a
J' @I T @) —rJ (@")TAT (") =0
de donde despejando r obtenemos

)
" T (wm)T AT (vm)

nétese que si A es definida positiva entonces el denomi-
nador de r,, es 0 si sélo si su numerador es cero.

Por tanto el algoritmo completo de gradiente de paso
6ptimo se puede escribir como

1. J'(v™) = Av™ —b

_ JemT e
2 T = JemTAT

3. 0"t =" —p, J (V)

Criterios de parada del algoritmo. En este caso, los
pardmetros de entrada del algoritmo son la aproximacién
inicial 1°, el nimero méximo de iteraciones Npax, v la
tolerancia T'OL. Noétese que comprobar que una matriz
es simétrica es inmediato y fdcil, pero comprobar que es
definida positiva no es tan f4cil, y de hecho es mucho mds
complejo computacionalmente comprobar si la matriz A es
definida positiva que resolver el sistema. Por ello, lo que
se hace es buscar una solucién del sistema utilizando el
algoritmo sin comprobar si la matriz es definida positiva,
y si el algoritmo no consigue encontrar una solucién es
que no se puede resolver por este método. Los criterios de
parada del algoritmo son:

1. Superado el nimero mdximo de iteraciones (método
no converge)

2. J'(wv)TJ'(v") < TOL? (método converge en la etapa
n)

3. J'w)TJ (™) > TOL? y J'(v™)T AJ'(v™) = 0 (méto-
do no converge)

Como en el caso anterior, también se puede trabajar
con el error relativo y escribir como criterio de convergen-
cla PN AYEN T

S <To
Nétese que la operaciéon més costosa computacionalmente
para pasar de una iteracién a la siguiente es la multipli-
cacién de una matriz por un vector. De hecho hay que
hacer 2 multiplicaciones de matriz por vector para pasar
de una iteracién a la siguiente. Sin embargo, un sencillo
argumento, nos permite ahorrarnos una de dichas multipli-
caciones. Como v™"*! = v™—r, J'(v™) operando obtenemos

A" — b= A" — b — 1, AT (V)
y por tanto
J' ") = J' (") = r, AT (W)

como AJ'(v™) es necesario calcularlo para obtener 7,
podemos utilizar la expresién anterior para calcular
J'(v"*1) (en lugar de J'(v" 1) = Av"T! —b) lo que nos
ahorra una de las multiplicaciones matriz por vector.

Ejemplo 4 Vamos a dar 2 ileraciones del método de gra-
diente paso oplimo para resolver el sistema

2 -1 z\ _ (3

-1 2 y ]  \0
vamos a partir como aproximacion inicial de (xg,yo) =
(1,1).

r()=(4 ) 0)-(6)=(7)

()= (2 )+ (75 )=(%)

las iteraciones se van aproximado hacia la solucion (2,1)
con mds rapidez que con el método de gradiente paso fijo.



METODO DE GRADIENTE CONJUGADO

Este es uno de los métodos més utilizados en la actualidad
para resolver los sistemas de ecuaciones que aparecen al
aproximar numéricamente la realidad fisica que nos rodea.
La idea de base es mejorar el método de gradiente paso
6ptimo, optimizando en cada etapa no sélo el paso, sino
también la direccién de descenso, es decir, escribiremos

n-+1

v =" —r,d"

donde d" es una combinacién de J'(v™) y todos los J'(v?)
para t < n, es decir

n—1
d" = J' ") + Z a;J' (v
i=0

La idea es buscar r, y a; en cada etapa de tal forma que
la funcién

A0, ey 1, 70) = J (U” — Ty (J’(U”) + ZaiJ’(vi)>>

sea lo més pequena posible combinando todos los posi-
bles valores de 7, y ;. Dicho de otra manera el
(a0, «eoey Qp—1,7) Optimo es el que minimiza la funcién
d(@g,y ey Ct—1,75). La condicién de extremo de una fun-
cién de varias variables es que sus derivadas parciales sean
0, de donde obtenemos:

¢
aOéi

a¢ n—1 .
o —rJ' (" HT (J’(U”) + ; OéiJ,(Ul)> =0

—rp (" TH T (v8) = 0

de donde obtenemos de forma inmediata que los vectores
J’! (Ui) forman un sistema ortogonal de vectores.

Dado que el método de gradiente conjugado optimiza
al pasar de la etapa n, a la etapa n + 1 la solucién en el
espacio afin que pasa por v™ y engendrado por el sistema
de vectores {J ! (Ui)}:;O que ademds son ortogonales entre
si, entonces cuando n = dim —1 donde dim es la dimensién
del sistema, la familia {J "(vh) }ZL=0 contendrd dim vectores
que generaran todo el espacio, y por tanto la solucién del

sistema u se podré escribir como

u=v"—r1, (J’(U") + i: OéiJ,(Ui)>

dicho de otra manera, la solucién del sistema se encuentra
de forma exacta en la iteracién n = dim o eventualmente
antes si u se puede expresar de la forma anterior para un
n < dim. Esto es una propiedad muy interesante pues
indica que en un nimero maximo de iteraciones dado por
la dimensién del sistema debemos encontrar la solucién del
sistema independientemente de la aproximacién inicial que
puede ser buena o mala.

Encontrar el minimo de la funcién ¢(ag, ...., np—_1, )
puede ser una tarea complicada, sin embargo, como mues-
tra el siguiente teorema, existe una forma algoritmica muy
sencilla de calcular las direcciones de descenso d”, y de cal-
cular v™*! en funcién de v™.

Teorema 6 La secuencia v™ que minimiza en cada etapa
la funcion ¢(ag, ..., Qn_1,7y) Duede obtenerse a través del
algoritmo iterativo siguiente

(™) T (")

1or, = CRLIE

2. vt =" —p,d”
3. J'(w"h) = J'(v") — r, Ad"
4. dn+1 — J/(Un+1)+ J’(y"+1)TJ/(U"+1)dn

BEACRLP U

Teorema 7 con d° = J'(v°) = A —b

Demostracion. Dada su complejidad no demostraremos
en su totalidad el teorema, nos limitaremos a demostrar
algunas conclusiones parciales. Por ejemplo vamos a de-
mostrar que dada la direccién de descenso d™, el paso 6p-
timo r para buscar el minimo en esta direccién viene dado
por el r, dado en la expresiéon 1 del teorema. Efectiva-
mente, razonando como en el método de gradiente paso
6ptimo, definimos la funcién

o(r) = J(@" —rd"™)

buscamos el paso 7 tal que J es minimo sobre la recta que
pasa por v" y tiene como vector director —d™. La condicién
de extremo de la funcién ¢ es

()= 1 -

por otro lado se verifica que

rd")Td" =0

J'W" —rd") =A@ —rd")—b=J (") —rAd"
y por tanto ¢'(r) = 0 nos lleva a

J'@M)Td™ —r(d™)TAd" =0

de donde despejando r obtenemos

. J/(Un)Tdn

por otro lado, como d" viene dada por la expresién 4 del
teorema, y dado que el sistema de vectores {J'(v™)} son
ortogonales y ademés d” ! es una combinacién de los vec-
tores {J’(U”)}?;Ol, se tiene que J'(v™)Td" 1 = 0 y por
tanto J'(v™)Td® = J'(v™)TJ'(v") de donde se deduce fi-
nalmente la expresién 1 del teorema anterior.

Vamos a demostrar también la expresiéon 3 para el
célculo de J'(v™). Teniendo en cuenta que v™ = v" ! —
Tm_1d" "', si multiplicamos por A y restamos b a esta igual-
dad obtenemos

A —b=Av" ' —b—r, Ad!



de donde se deduce la expresién 3 del teorema.

Criterios de parada del algoritmo. Los pardmetros
de entrada del algoritmo son la aproximacién inicial 19, el
nimero maximo de iteraciones Ny,.., v la tolerancia TOL.
En este caso, sabemos formalmente que el nimero méximo
de iteraciones es la dimensién de la matriz. Sin embargo,
numéricamente es posible que si la matriz estd mal condi-
cionada, los errores de redondeo pueden hacer necesario
hacer més iteraciones que el méximo teérico. Ademds hay
otro pequeno inconveniente si tomamos N, = dim, la
dimensién del sistema, y es que puede darse el caso de
que v3™ sea la solucién pero que el método no lo detec-
ta pues el criterio de parada detectaria que hemos llegado
a la solucién al intentar realizar la iteracién dim+1. Los
criterios de parada del algoritmo son:

1. Superado el nimero mdximo de iteraciones (método
no converge)

2. J'(wv)TJ'(v") < TOL? (método converge en la etapa
n)

3. J'(w)TJ' (™) > TOL? y (d")T Ad™ = 0 (método no
converge)

Como en el caso anterior, también se puede trabajar
con el error relativo y escribir como criterio de convergen-

Cla

J'(v™ TJ/ n
S <Tor

Ejemplo 5 Vamos a dar 2 ileraciones del método de gra-
diente conjugado para resolver el sislema

(5 ()

vamos a partir como aproximacion inicial de (xg,yo) =
(1,1).

r()=(5 ) 0)-6)=(7)

Rl

como vemos, tal y como se esperaba a partir de la
teoria el método da la solucion exacla en la sequnda il-
eracion.

PRACTICA 1.
CONJUGADO

METODO DE GRADIENTE

Se implementard una funcién en C' que posee como
pardmetros una matriz morse A, un vector de términos
independientes b, una aproximacién inicial vg, el nimero
méximo de iteraciones Ny, ¥ la tolerancia TOL. La solu-
cién se devolverd en el vector vg, la funcién devolverd un
valor entero que indicard la iteracién donde ha encontra-
do la solucién, en caso de que el método no converga se
devuelve —1

Para comprobar que el método funciona se analizaran
los siguientes sistemas de ecuaciones

2 -1 0 1 0
L.A=[ -1 2 -1 |b={0]w=][ -5
0 -1 2 1 10
1 00 1 1
2.4=[0 00 b=1{ 0 vo=| 0
000 0 0
1 00 1 0
33.4=[10 0 0 b= 0 vo=| 0
000 0 0
000 1 1
4. A= 0 0 0 b= 0 vo=| 0
000 0 0

5. Los sistemas de dimensién 10, 100 y 1000 que se en-
cuentran en el directorio de la asignatura, y que tienen
por solucién el vector (1,....,1).

PRECONDICIONAMIENTO DEL ALGORIT-
MO DE GRADIENTE CONJUGADO

La velocidad de convergencia de los algoritmos tipo gra-
diente depende fuertemente del condicionamiento x(A) de
la matriz A. Cuanto més cercano a 1 esté x(A) més rdpi-
do converge el método. La idea de las técnicas de pre-
condicionamiento es sustituir el sistema Au = b por un
sistema equivalente Au = b, pero donde la matriz A esté



mejor condicionada. Para construir el precondicionamien-
to primero observamos que si P es una matriz invertible,
entonces el sistema Au = b es equivalente al sistema

PTAPP Y4 = PTh

por tanto si definimos A= PTAP, =P 'uy b= PTy
entonces el sistema Au = b es equivalente al sistema
At = b. Por otro lado es importante resaltar que si A
es simétrica y definida positiva, entonces A también es
simétrica y definida positiva, y por tanto también se puede
aplicar el método de gradiente conjugado descrito en la sec-
ci6én anterior. Vamos a ver a continuacién como afecta el
precondicionamiento dado por P al algoritmo del método
de gradiente conjugado, para ello vamos a introducir la
notacién d* = P~1d" y " = P~1u"

Fl algoritmo de gradiente conjugado aplicado al sis-
tema Au =10 es

7 (v")TJ ™)

1.7, =
(dn)TAdn

2. gl =g — 7, dn

3. J'(@ Yy = J' (@) — 7 Ad"

4. dn+1 J’( n+1)+ J(Un+1)TJ (vn+1) g

Ty T (o)

congozj’(ﬁo) = AW — 0.

Si escribimos ahora los términos que aparecen en el
algoritmo en funcién de la matriz P y las variables v™ y
d™ obtenemos

J' (@) = A" — b= PTAPP %" — PTb = PTJ'(u™)
Adrt = PTAPP1qn—! = PT Ad"!
T J@m) = (PTI(0m) " PTI (o) =
= J'(w™)T PPT J'(u")
(d)TAd" = (P~td")TPTAPP1d" = (d")T Ad®

por tanto combinando el algoritmo de gradiente conjuga-
do aplicado al sistema precondicionado con las igualdades
anteriores llegamos al algoritmo de gradiente conjugado
precondicionado dado por

~ _ J'@)TPPTI(v7)
L 7y = ——gmyras—

2. vt =" —p,d"

3. J'(u") = J'(u") — F AdP

4, " =

n I (YT ppT gty
PP () + L e ) g

Teorema 8 con d® = PPTJ'(v%) = PPT(Av° —b).

10

Notese que a nivel algoritmico, la tnica diferencia con
respecto al método de gradiente conjugado normal es que
en este caso necesitamos calcular en cada iteracién el vec-
tor PPT.J'(v™). De hecho se denomina matriz de precondi-
cionamiento a la matriz C = PPT.

Veamos ahora diferentes formas de elegir la matriz C'
de precondicionamiento. De forma genérica como quere-
mos que PT AP esté bien condicionada debe cumplirse

PTAP =~ Id

es decir que PTAP esté préxima a la matriz identidad,
pues la matriz Id es la mejor condicionada posible. De-
spejando, esto es equivalente a

A (PT) TPt
o de forma equivalente
At=pPPT=C

es decir, que la matriz C de precondicionamiento es una
aproximacion de la inversa de A. Ahora bien existe un com-
promiso entre lo que cuesta computacionalmente calcular
C, y lo que se gana en velocidad del algoritmo. Es de-
cir, cuanto més cerca esté C' de A=, més répido converge
el algoritmo, pero mds cuesta calcular C. Veamos ahora
algunas elecciones de matriz de precondicionamiento C.

PRECONDICIONAMIENTO A TRAVES DE LA TRIDI-
AGONAL DE A.

En este caso se toma C' como la inversa de la matriz tridi-
agonal de A, es decir, la matriz A’ = (a;;) tal que aj; = a;;
sili —j| <1y aj; = 0para cualquier otro valor de 7, j. Este
precondicionamiento produce buenos resultados cuando A
vy A’ son préximas, lo cual se produce cuando la mayoria de
los elementos de A que no pertenecen a la tridiagonal son
0. La ventaja de este método es que computacionalmente
es muy répido porque para evaluar el vector 2™ = C.J/(v™)
basta con resolver el sistema tridiagonal A’2" = J'(v™) lo
cual se hace muy réapido utilizando el algoritmo de Crout
para matrices tridiagonales.

Ejemplo 6 Vamos a dar 1 iteracion del método de gradi-
ente congugado con precondicionamiento por la tridiagonal
de A para resolver el sistema

(40

vamos a partir como aproximacion inicial de (xg,yo) =

()02 H)0)-()-(5)

J( o
Yo



e=(53) (7)=(3)
(5 )=(0)-(5)=(1)

por tanlo, con este mélodo se consigue la solucion exacla
en la primera iteracion.

PRECONDICIONAMIENTO POR FACTORIZACION
INCOMPLETA DE CHOLESKY

El algoritmo de factorizaciéon de Cholesky permite descom-
poner una matriz A simétrica y definida positiva como

A= BBT

donde B es una matriz triangular inferior

by O 0 . 0
boq1 b2z O
B=] 031 b32 033 .
. 0
bn 1 bn 2 bn,3 - bn n

) ) )

De forma general, el algoritmo para calcular B es el
siguiente

Parai=1,...,. N
biyi = \/(am - Y b?k)
Paraj=¢+1,.... N

o 1 L
bj,i = b (“M

Fin Para j
Fin Para

i—1
=1 bj,kbi,k)

El interés de descomponer una matriz A por el método
de Cholesky, es que a continuacién es muy sencillo resolver
el sistema de ecuaciones Au = b. Efectivamente, basta
descomponer el sistema de la siguiente forma

Bz = b
BTu = 2

y ambos sistemas se resuelven ridpidamente haciendo un
remonte y un descenso.

La factorizacién incompleta de Cholesky consiste en
modificar el algoritmo anterior de tal forma que los by;
sean distintos de cero sélamente en el caso de que a;; sea

distinto de 0, es decir cuando calculamos la parte de b;; en
el algoritmo precedente hacemos:

1 <
7o\ Gji —

el resultado serd una matriz B’ que serd una aproximacioén
de B que contendrd menos elementos distintos de cero.
Nétese que cuantos més elementos nulos tenga la matriz
B’ més répido es resolver el sistema B'(B’)Tu = b.

La matriz de precondicionamiento en este caso es

it bj,kbi,k) st aj; #0
0 St ijiZO

C = (B’(B’)T)717 y como en el caso anterior para cal-
cular el vector 2 = C'J'(v™) en cada iteracién del método
de gradiente conjugado precondicionado se resuelve el sis-
tema B'(B")Tz= J'(v").

PRACTICA 2. PRECONDICIONAMIENTO

Se modificard la préctica 1, incluyendo el precondi-
cionamiento por la tridiagonal de A. Para ello se utilizard
el algoritmo de Crout para la resolucién de sistemas tridi-
agonales. El caso de sistemas de ecuaciones con matrices
A’ tridiagonales posee una forma especialmente simple de
factorizacién, vamos a descomponer A’ en el producto de
dos matrices tridngulares de la forma siguiente

a1 b1 . 0
' c1 a2 . 0 . _
A= o . . bn-1 = LU=

0 . CN_-1 an
L 0 0 1 0
_| m & 0 0 1 0

=l o 0 0 L unog

0 . mMyN—1 ZN 0 0 1

los vectores m;, I;, y u; se calculan utilizando el esquema:

ZIZCLI
b
ulzﬁ

Parat=2,..,.N —1

Fin Para
mMmN-1=CN-1
IN=any —mN_1UN_1

Finalmente para resolver el sistema A'u = b se resuel-
ven por descenso y remonte los sistemas

Lz = b
Uu = =z



Se incluird este algoritmo para precondicionar el
método de Gradiente Conjugado. Para comprobar que el
método funciona se analizardn los siguientes sistemas de
ecuaciones

2 -1 0 1 0
LA=| -1 2 -1 b=1 0 vo=| —5
0O -1 2 1 10
3 -1 -1 1 0
2. A= -1 2 -1 b=1 0 vo=| —5
-1 -1 3 1 10
1 0 0 1 1
3.A=[1 0 0 O b=1 0 vo=1| 0
0 00 0 0
1 0 0 1 0
4. A= 0 0 O b=1 0 v=1| 0
0 00 0 0
0 00 1 1
5 A= 0 0 O b=1 0 v=1| 0
0 00 0 0

6. Los sistemas de dimensién 10, 100 y 1000 que se en-
cuentran en el directorio de la asignatura, y que tienen
por solucién el vector (1,....,1).

Se comprobaréd de forma general que el nimero de
iteraciones para resolver el sistema es menor al utilizar el
precondicionamiento.

EXTENSION DEL METODO DE GRADIENTE
CONJUGADO A MATRICES CUALESQUIERA.
METODO DE LA ECUACION NORMAL.

Como ya se ha mencionado en varias ocasiones, el método
de gradiente conjugado sélo se puede aplicar a matrices
simétricas y definidas positivas. Por tanto si la matriz A no
es simétrica, o no es definida positiva, no podemos asegurar
la convergencia del método y tampoco podemos asegurar
que en el caso de que converga, lo haga hacia una solucién
del sistema. Hay diversas técnicas para ampliar el método
de gradiente conjugado, al caso de matrices cualesquiera
A, cuya tnica condicién es que sean regulares, esto es que
|A| # 0. Nosotros vamos a presentar aquf la técnica mds
sencilla, denominada método de la ecuacién normal. La
idea es muy sencilla, en lugar de estudiar el sistema Av = b
estudiamos el sistema equivalente

AT Au= ATb

donde ahora la matriz del sistema es A = ATA. y el
vector independiente es b = ATD. Si |A| # 0, la matriz
AT A es simétrica v definida positiva, y por tanto pode-
mos aplicar el método de gradiente conjugado al sistema
Au = b. quedando el algoritmo

12

T @) T (")

1.7 =
(dn)T Adn

2. "l = 7 dn
3. J(wm ) = J'(u™) — 7 Ad

4. d~n+1 — j/ Un+1 + k’]v(in+1)TkZ(Un+l)d~n
( ) J’('U")TJ’(’U")

con d° = j’(@o) = A% — b,

Como en el caso del precondicionamiento, a efectos
précticos, nunca se resuelve el sistema bajo esta forma,
pues en este caso, el cdlculo AT A es computacionalmente
costoso, v ademds si A es una matriz morse con pocos
elementos no-nulos, la operacién ATA puede hacer que
el nimero de elementos no nulos de la nueva matriz sea
mucho més grande que el de A. lo cual aumenta el costo
operacional del método. Por eso, al igual que en el caso
del precondicionamiento, se modifica el algoritmo anterior
para que no aparezca la matriz AT A. Para ello, tendremos
en cuenta que J'(v) = ATJ'(v). El algoritmo sin que
aparezca explicitamente la matriz AT A queda de la forma:

(AT (™)) AT (07

1. 7p = L
" (Ad™)T Adm

2. "l = 7 dn
3. J'(u"tY) = J'(o") — T Ad"

7 T 7
(AT @) AT T

~n+1 _ T 71¢,,n+1
4. d - A J (U ) + (ATJ/(,Un))TATJ/(,Un)

con d® = ATJ' (%) = AT (A0 —b).

A nivel computacional, la principal diferencia con el
método de gradiente conjugado normal, es que en este ca-
so, en cada iteracién hay que hacer 2 multiplicaciones de
matriz por vector. Ademds la matriz AT A estd, en gener-
al, peor condicionada que la matriz A. Por ejemplo, en el
caso en que A sea simétrica x(AT A) = x(A)?, y por tanto
la convergencia es més lenta.

TRIANGULACIONES DE DOMINIOS PLANOS

NOCIONES GEOMETRICAS BASICAS SOBRE
TRIANGULOS

Un tridngulo K = (vg,v1,v2) en el plano viene determi-
nado por 3 vértices que denotaremos por vg = (Zo,¥Yo),
vy = (z1,¥1), ¥ v2 = (22,y2). A continuacién daremos
algunos resultados elementales sobre tridngulos. Consid-
eraremos siempre que el tridngulo no es degenerado, es
decir que sus tres vértices no estéan alineados.



Teorema 9 El drea de un tridngulo K en funcion de las
coordenadas de sus vérlices viene dada por

1 1 1 1
ARFEA(K) = §ABS To X1 Xy
Yo Y1 Y2

Teorema 10 Existe una tunica circunferencia circunscri-
ta que pasa por los tres vértices de un trigngulo K. El cen-
tro (z¢,y:) y radio R de esta circunferencia vienen dados
por las expresiones

[23+y3 — 23 —v3](y2—y1)— [23 +v3 — 27— y}] (v2— vo)
2[(z2—20)(y2—y1)— (y2—yo)(2—21)]

o=

[23+y5— a3 —y](z2—z0)— [23+13 — 22— 3] (z2—21)
2[(z2—20)(y2—y1)— (y2—yo)(2—21)]

Ye =

R = \/(xo — 2c)? + (o — Ye)?

Teorema 11 FEl radio py de la circunferencia inscrita en
un triangulo K viene dado por

_ ARBA(K)
i = 1 (Pertmetro de K)

Teorema 12 Dado un segmento S = (vo,v1) en el plano
definido por los vértices vo = (xo,y0), 1 = (21,y1). La
exTpresion:

Riye,o)(®,9) = (21 — 20)(y —Y0) — (y1 — yo)(x — 7o)

separa el plano en 3 regiones distinlas dadas por:
R(Uom)(x,y) = 0 que representa la recta que pasa por el
segmento S. R(Uom)(x,y) < 0 que represenla el semiplano
situado a la derecha del vector S siguiendo la orientacion
de vy hacia vy, y por dltimo la zoma Ry, (%, y) > 0 que
representa el semiplano que se encuentra a la izquierda del
vector S siguiendo la orientacion de vy hacia vq

Teorema 13 Dado un punto cualquiera v = (x,y), y un
triangulo cualquiera K, enlonces v estd en el interior o en
la frontera del tridngulo K = (vg,v1,v2) st solo si

R(Uo,vl)(v) . R(Uo,m)(U?) > 0
R(Ul,vz)(v) : R(Uhvz)(vo) > 0
R(Uoﬂ)z)(v) ’ R(Umvz)(vl) > 0

13

Teorema 14 Dados dos segmentos en el plano S =
(vo,v1) ¥y S" = (ve,v3), entonces los dos segmentos se in-
terceptan si solo si.

Rivg,01)(W2) * Rivg01)(v3)

< 0
R(vg,vg)(UO) . R(vg,vg)(vl) < 0

Teorema 15 i los nodos de un tridngulo (vo,v1,va) es-
tan orientados siguiendo las agujas del reloj, entonces

R(Uoﬂ)l)(U?) <
R('Uh'UZ) (UO) <
R(Uzﬂ)o) (Ul) <

o o O

Tener los tridngulos orientados, agiliza, como veremos
en el futuro, algunos de los célculos que realizaremos sobre
los tridngulos. Nétese, por ejemplo, que si un tridngulo
estd orientado, entonces un punto v estd en su interior si
solo si

R(Uoﬂ)l)(v)
R('Uh'UZ) (U)
R(Uz,vo) (U)

Un concepto importante en lo que vamos a estudiar
en esta seccién de triangulaciones es la calidad geométrica
de un tridngulo. Diremos que un tridngulo es de buena
calidad geométrica si su forma es parecida a un tridngulo
equilatero. Para medir cuantitativamente este concepto de
calidad de un tridngulo defininimos la siguiente expresién:

0
0
0

VANVANRVAN

longitud del lado mayor de K
Q(K) =

radio circulo inscrito en K

evidentemente, cuanto més pequeiio sea el valor de Q(K)
mejor aspecto geométrico tendré un tridngulo. Elsiguiente
problema determina el valor éptimo méds pequeno posible

de Q(K).

Teorema 16 Dado K wun tridngulo equilalero se cumple:

Q(K) = 2v/3.

Otro criterio de calidad geométrica de un tridngulo
K es el minimo de los 3 dngulos que forman las aristas de
un tridngulo. La mejor situacién es de nuevo un tridngulo
equilatero para el cual el 4ngulo que forman las aristas es
60 grados.



TRIANGULACIONES

Se considera un dominio 2 en dimensién 2. Una triangu-
lacién del dominio §2 es una coleccién de tridngulos cerra-
dos {Ki}i=1,..,Nt , verificando las siguientes condiciones

1. Q= Uj=1, Ne K
0

2 KiNE; = { una arista completa

Consideremos el dominio {2 dado por la figura 1, una

Figura 1:

posible triangulacién de §2 viene dada por la coleccién de
tridngulos dados en la figura 2,

Obviamente existen muchas triangulaciones distintas
del mismo dominio. Para elegir la mejor triangulacién un
posible criterio es tomar de las posibles triangulaciones,
aquella cuyos tridngulos tengan mayor calidad geométri-
ca, es decir, sean lo més equilateros posible. Para medir
cuantitativamente la calidad geométrica de un triangulo
K se pueden utilizar algunos de los criterios de calidad
definidos en la seccién anterior.

ALMACENAMIENTO DE UNA TRIANGU-
LACION

Vamos a distinguir dos tipos de almacenamiento. FEl al-
macenamiento en disco, y el almacenamiento en RAM.
Consideramos como ejemplo modelo la malla de la figu-
ra 3 dada por los nodos vg = (—1,—1), v; = (—1,1),
vy = (1,1), v3 = (1,—-1) y v4 = (0,0) y los tridngu-
IOS KO = (00704,1)1), Kl = (UQ,U4,U1), K2 = (02704,1)3),
Kg = (00,1)4,1}3).
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Figura 2:

Figura 3:




Almacenamiento en disco. La tridngulacién anterior se
almacena en disco en un fichero que contiene la siguiente
informacién:

5 4

—-1. —1. 1
—-1. 1. 1
1. 1. 1
1. —1. 1
0. 0. 0
0 4 1

2 41

2 4 3

0 4 3
31 -1
2 0 -1
1 3 -1
0 2 -1

La primera linea indica que la triangulacién posee 5
nodos y 4 tridngulos. Las siguientes 5 lfneas indican las
coordenadas de los nodos y la ultima cifra de cada linea
indica si el nodo es frontera o interior (frontera = 1,2
interior = 0). Cuando estudiemos el método de elemen-
tos finitos serd necesario distinguir entre 2 tipos de val-
ores frontera por eso los puntos fronteras pueden tener
dos valores, por el momento fijaremos dicho valor a 1. Las
siguientes 4 lineas determinan los tridngulos a través de
tripletas de indices de nodos. Es decir, por ejemplo, el
tridngulo 0 estd formado por los nodos de indices 0,4 y
1. Por iltimo las 4 iltimas lineas indican los indices de
los tridngulos vecinos a uno dado. Por ejemplo el tridn-
gulo 0, tiene como vecinos (es decir tridngulos con los que
comparte arista) los tridngulos de indices 1,3 y —1 el —1
indica que una de las aristas es frontera y no es compar-
tida con otro tridngulo. Esta iltima idea de conservar en
memoria las relaciones de vecindad entre tridngulos es, co-
mo veremos posteriormente, de gran utilidad para acelerar
algunos procedimientos relacionados con la tridngulacién.
Ademsds la relacién de vecindad se puede ordenar de la
siguiente forma: Dado un tridngulo con nodos de indices
Vo, V1, Vs entonces podemos fijar la relacién de vecindad
del tridngulo a través de 3 indices de tridngulos 1g,%1, %2,
de tal forma que el tridngulo fg comparte la arista que
conecta los nodos vg y v1 con el tridngulo inicial, el tridn-
gulo {1 comparte con el inicial la arista v1v2 y por iltimo
el tridngulo {5 comparte con el inicial la arista vovg.

Almacenamiento en memoria RAM. En lenguaje C,
guardaremos la informacién de la triangulacién utilizando
las siguientes estructuras de datos:

typedef struct{
float z,vy;
Ypunto;
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typedef int triangulo[3];

typedef struct{
i np;
i ni;
punto * p;
mt * fr;
triangulo *t;
triangulo *v;
Yeriangulacion;

En la estructura punto se almacenan las coordenadas
de un nodo. triangulo define un vector de 3 valores en-
teros que representan los indices de los nodos que com-
ponen el tridngulo. La estructura triangulacion incluye
el nimero de nodos np, el nimero de tridngulos nt, un
puntero *p que apunta al bloque de memoria donde estan
guardadas las coordenadas de los nodos, un puntero *fr
para indicar si un nodo es frontera o interior, un puntero
*f donde se guardan los fndices de los nodos que consti-
tuyen cada tridngulo, y un puntero v donde se guardan
los indices de los tridngulos vecinos a uno dado.

Dentro del fichero ana.h existen funciones para leer
y escribir triangulaciones. En el programa ejemplo {ril.c
se utilizan estas funciones para crear en disco la triangu-
lacién del ejemplo anterior. En el programa ejemplo ¢r:2.c
se utilizan estas funciones para leer desde disco una trian-
gulacién

REFINAMIENTO UNIFORME DE TRIANGU-
LACIONES

Un refinamiento de una malla (o triangulacién) consiste
en subdivir la malla inicial en mallas con m&s nodos y
tridngulos mds pequenos. Una de las propiedades més
importantes que se suele exigir a las triangulaciones de
dominios es que sus tridngulos sean de buena calidad ge-
ométrica. Por tanto la técnica de refinamiento de trian-
gulaciones debe respetar o mejorar la calidad geométrica
de los tridngulos de una malla. La manera mds sencil-
la de refinar una malla respetando la calidad geométrica
de los tridngulos consiste en dividir cada tridngulo en 4,
anadiendo como nodos los puntos medios de las aristas, y
uniendo estos puntos medios con los vértices del tridngulo.
Por ejemplo, un refinamiento uniforme de la malla de la
figura 4 da lugar a la malla de la figura 5

TRIANGULACIONES DE DELAUNY DE DO-
MINIOS PLANOS

Definicién 2 Una tridngulacidn formada por un conjunto
de tridngulos K; se dice de Delauny, si para cada tridngulo
K, el inlerior del circulo circunscrilo no incluye ningin
nodo de la triangulacion.



Figura 4:

Figura 5:
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El ejemplo de la figura 6 muestra una triangulacién
de Delauny formada por tres tridngulos

Figura 6:

Evidentemente no todas las tridngulaciones son de De-
launy. De hecho como veremos posteriormente, bajo cier-
tas condiciones la triangulacién de Delauny de un dominio
es tlnica.

TRIANGULACIONES DE DELAUNY Y DIAGRAMAS
DE VORONOI

Las triangulaciones de Delauny estdn intimamente rela-
cionadas con los denominados diagramas de Voronoi. Da-
do un conjunto de puntos en el plano (que representan los
nodos de la triangulacién), asociamos a cada punto v; el
conjunto V; dado por todos los puntos del plano que estédn
mds cerca de v; que de cualquier otro nodo v;, es decir

Vi={veRr® : dv,v) < d(v,vy)}

Llamaremos diagrama de Voronoi a la familia de conjuntos
Vi.

La figura 7 representa el diagrama de Voronoi aso-
ciado a los nodos de la figura 6, donde la lineas rectas
representan la frontera de los conjuntos V;.

Definicién 3 Un conjunto de nodos se dice que estdn en
posicion general si mo existe ninguna circunferencia que
pase por 4 nodos simulténeamente. Dicho de otra forma,
que la circunferencia circunscrita a 3 nodos no pasa por
ningin olro nodo.



Figura 7:

Evidentemente, los nodos del ejemplo anterior estdn
en posicién general. El siguiente teorema pone de mani-
fiesto la relacion entre las triangulaciones de Delauny y los
diagramas de Voronoi.

Teorema 17 Si un conjunto de nodos estd en posicion
general. Existe una dnica triangulacion de Delauny que
conliene a dichos nodos como vérlices de triangulos.
Ademds, las aristas de los tridngulos estdn formadas por
la union de los nodos tales que sus respeclivos conguntos
de Voronoi V; tienen una zona de frontera comun.

Obsérvese como en el ejemplo puesto anteriormente
se verifica esta relacidn entre el diagrama de Voronoi y la
triangulacién de Delauny. Un colorario inmediato del ante-
rior teorema es la siguiente propiedad que serd de utilidad
en el futuro

Teorema 18 Dado un congunto de nodos en posicidn gen-
eral, dos nodos estan unidos por una arista de un trigngulo
de la triangulacion de Delauny si solo si exislte una circun-
ferencia que pasa por esos dos puntos, y que no conliene
en su interior ningin otro nodo.

Los tridngulos de una triangulacién de Delauny
pueden ser de buena o mala calidad geométrica, en funcién
de la distribucién geométrica de los nodos. Sin embargo el
siguiente resultado muestra como de todas las triangula-
ciones posibles, la triangulacién de Delauny es la de mayor
calidad geométrica.
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Teorema 19 Sea un conjunto de nodos en posicién gen-
eral, y una triangulacion cualquiera T de esos nodos. Va-
mos a denolar por Qumin (T) al minimo de todos los dngulos
formados por las aristas de todos los tridngulos de T. En-
tonces la triangulacion de Delauny verifica que de todas
las triangulaciones posibles es la que Mmarimiza Gumin(T).
FEs decir
Omin (T) S amin(TDelauny) v

Ejemplo 7 Vamos a ver lo que sucede si los puntos no
estdan en posicion general. El ejemplo de la figura 8 mues-
tra el diagrama de Voronoi de un conjunto de puntos que
no estdn en posicion general

Figura 8:

en este caso hay 4 puntos que estédn sobre la misma
circunferencia. Este hecho se detecta en que hay 4 rectas
que se intersectan en un punto. lo cual indica que dicho
punto es equidistante a 4 nodos simultdneamente y por
tanto, seria el centro de una circunferencia que pasa por los
4 nodos. Si en este caso unimos por aristas los nodos cuyo
conjunto de Voronoi V; tienen una zona de frontera comiin
obtendriamos como resultado la divisién del dominio dada
por la figura 9. Por tanto, no obtenemos una divisién en
tridngulos pues nos queda un polihedro en medio. En este
caso no podemos encontrar una triangulacién a partir del
diagrama de Voronoi, y se pierde la unicidad de las posibles
triangulaciones utilizando el criterio de Delauny pues las
dos triangulaciones dadas por las figuras 10 y 11 serfan de
Delauny



Figura 9:

PROCEDIMIENTO PARA INCLUIR UN PUNTO EN
UNA TRIANGULACION DE DELAUNY.

Vamos ahora a abordar el problema de la construccién de
la triangulacién de Delauny de una nube de puntos. En
primer lugar abordaremos un problema més simple, que
como veremos posteriormente serd la clave para abordar
el problema completo. Este problema mas simple es: Dada
una triangulacién de Delauny, T'= {K;} donde K; repre-
sentan los tridngulos y un punto v cualquiera que pertenece
a alguno de los tridngulos K;. Pretendemos anadir el pun-
to v como un nuevo nodo de la tridngulacién y modificar
convenientemente los tridngulos de tal forma que la nue-
va triangulacién 7' = {K|} contenga al punto v como un
nuevo nodo y sea a su vez una triangulacién de Delauny.

Definicién 4 Liamaremos cavidad de un punto v respecto
a la triangulacion T a la region determinada por todos
los triangulos K; tales que el circulo circunscrito de K;
contiene a v.

Si queremos que la nueva triangulacién 1" sea también
de Delauny, evidentemente todos los tridngulos K; de la
cavidad de v deben desaparecer en la nueva triangulacién,
y en su lugar aparecerd otra configuracién de tridngulos
sustituyendo a los K; eliminados. Por tanto la resolucién
del problema pasa por tres fases

1. Se anade el nodo v a la lista de nodos

2. Se eliminan todos los tridngulos K; de la cavidad de
v

3. Se anaden nuevos tridngulos para cubrir de nuevo la
cavidad de v.

Figura 10:

Por ejemplo, consideremos la triangulacién dada en la
figura 12, a la cual queremos afiadir el punto representado
en la figura. Como puede apreciarse hay tres tridngulos
cuyo circulo incluye al punto. La nueva triangulacién 7"
quedaria como muestra la figura 13, donde hemos elimi-
nado 3 tridngulos y anadido 5 nuevos tridngulos. Noétese
que los nuevos tridngulos estan formados uniendo el nue-
vo punto v con los vértices de las aristas de los anteriores
tridngulos que son frontera de la cavidad de v. Una arista
es frontera de la cavidad de v si pertenece a un sélo tridn-
gulo de la cavidad, si por el contrario la arista pertenece
a dos tridngulos de la cavidad entonces es interior a la
cavidad

Por tanto un sencillo algoritmo para construir 77 a
partir de T' y v serfa el siguiente:

1. Se anade el nodo v a la lista de nodos
2. Se seleccionan los tridngulos K; de la cavidad de v

3. Para cada arista de un tridngulo de la cavidad se com-
prueba si la arista estd en otro tridngulo de la cavidad.
Si la arista sélo estd en un tridngulo se afiade a 1" el
tridngulo formado por el vértice v y los dos vértices
de la arista

4. Se eliminan los tridngulos de la cavidad de v.

Teorema 20 5 T = {K;} es una triangulacion de De-
launy, y la familia de puntos dados por los nodos de T y
el punto v estan en posicion general, entonces la triangu-
lacion T determinada por el procedimiento anterior es de
Delauny.



Figura 11:

Este teorema muestra que de forma teérica el pro-
cedimiento anterior funciona correctamente en el caso de
puntos en posicién general. En la prictica puede haber
situaciones donde falle y dé lugar a triangulaciones incor-
rectas donde se solapen tridngulos debido principalmente
a los errores de redondeo en los célculos. Veamos que tipo
de fallos pueden aparecer con un ejemplo: Consideremos
la triangulacién de la figura 14.

Donde queremos anadir el punto representado por un
pequeno circulo en la figura. En la préactica, debido a
los errores de redondeo que se producen al trabajar con
nimeros reales en el ordenador, puede suceder que al hac-
er el test para comprobar si un tridngulo K; estd en la
cavidad de v, detectemos que el tridngulo central no esté
en la cavidad, pero sin embargo que el tridngulo superior
izquierdo si esté en la cavidad. Si ello se produce, entonces
al aplicar el algoritmo precedente obtendriamos una trian-
gulacién incorrecta.

Para eliminar este tipo de errores vamos a modificar
ligeramente el concepto de cavidad de un punto v a través
de un criterio de vecindad, siguiendo los siguientes pasos:

1. Calculamos un tridngulo K; que contenga al punto v
(Nétese que v puede estar en dos tridngulos en el caso
en que caiga exactamente en una arista de la triangu-
lacién), y ahadimos K; a la cavidad. Inicialmente la
cavidad estard formada por un unico tridngulo K;.

2. Afadimos a la cavidad los tridngulos vecinos a K;
(es decir que comparten una arista) tal que su circulo
circunscrito incluya al punto v.

3. Hacemos el proceso anterior recursivo, es decir, anadi-
mos recursivamente a la cavidad los tridngulos vecinos
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Figura 12:

Figura 13:



Figura 14:

a tridngulos ya presentes en la cavidad. tales que su
circulo circunscrito incluya a v.

Evidentemente al terminar este procedimiento obten-
dremos una cavidad por vecindad que podra ser en algunos
casos mds pequena que la cavidad normal de v sin tener en
cuenta la vecindad. Justamente en el ejemplo anterior la
cavidad calculada de esta forma no incluye al tridngulo su-
perior izquierda que estd desconectado (por vecindad) del
tridngulo que incluye al punto. Por tanto si utilizamos es-
ta nueva cavidad en el algoritmo inicial para introducir un
punto el resultado serfa una triangulacién correcta. Nétese
que en términos tedricos, esta nueva triangulacién ya no
serfa de Delauny, aunque estd muy préxima a una triangu-
lacién de Delauny, y de hecho la llamaremos triangulacién
de Delauny. Si queremos a toda costa que la triangulacién
resultante sea de Delauny en sentido estricto entonces, no
podemos anadir puntos v tales que la cavidad por vecin-
dad y la cavidad normal sean distintas. Lo que podemos
hacer en este caso es variar ligeramente las coordenadas
de v hasta encontrar que la cavidad por vecindad y la
normal coincidan. Nétese que un pequenio cambio en las
coordenadas de v en el ejemplo anterior puede modificar
totalmente la cavidad.

TRIANGULACIONES DE DELAUNY CON RESTRIC-
CIONES

Con frecuencia, como veremos posteriormente, es nece-
sario imponer a una triangulacién, no sélo que contenga
a un conjunto de nodos, sino ademds que un conjunto de
segmentos esté presente en la triangulacién a través de

aristas de tridngulos. Supondremos siempre que los inte-
riores de los segmentos no se intersectan entre si. La re-
striccién que imponemos a la triangulacién es justamente
que deben aparecer en la tridngulacién estos segmentos a
través de las aristas. Nuestro dato inicial serd un conjun-
to de segmentos. Si tomamos como nodos los vértices de
estos segmentos y calculamos la triangulacién de Delauny
asociada, puede que esta triangulacién contenga a los seg-
mentos como aristas de tridngulos o puede que no. El
siguiente teorema nos muestra una condicién que asegura
que un segmento sea una arista de una triangulacién de
Delauny.

Teorema 21 Dados 2 nodos v; yv; de una triangulacion.
Si existe una circunferencia que pasa por estos dos nodos y
que no contiene en su interior ningin olro nodo de la tri-
angulacion, entonces el segmento que une v; con v; €s una
arista de algin tridngulo de la triangulacion de Delauny
aplicada al conjunto de nodos

La forma més sencilla de evaluar algoritmicamente
este criterio viene dada por el siguiente teorema:

Teorema 22 Dados 2 nodos v; y v;, si el interior de la
circunferencia que pasa por los puntos v; y v; y tiene como

. Vi +U5 . . .
centro el punto medio vy, = =5+ no contiene ningin otro
nodo, entonces el segmento que une v; cOnv; €s una arista
de algun tridngulo de la lriangulacion de Delauny aplicada

al congunto de nodos.

Utilizando estos resultados, resulta sencillo construir
un procedimiento que asegure que los segmentos iniciales
estdn en la triangulacién. Para construir dicho proced-
imiento, realizaremos las siguientes etapas:

1. Recorro todos los segmentos. Para cada segmento
compruebo si cumple la condicién del teorema ante-
rior. En el caso en que un nodo vy esté incluido en

. . vi+v; ’
la circunferencia de centro —5-%,entonces célculo la

circunferencia que pasa por los puntos vi,v;y v, ¥y
compruebo si todos los demds nodos caen fuera de
la esta circunferencia. En el caso en que algin nodo
caiga dentro, anado como nodo a la triangulacién el
punto medio del segmento que une v; y v;, y sustituyo
el segmento original por sus dos segmentos mitad.

2. Si al terminar de recorrer los segmentos, algin seg-
mento se ha modificado en la etapa 1, vuelvo a em-
pezar de nuevo la etapa 1

Si el interior de los segmentos no se intersecta en-
tre si, el procedimiento anterior converge en un nimero
finito de etapas, es decir subdiviendo progresivamente los
segmentos llegard un momento en que todos cumplan la



condicién necesaria para que los segmentos estén repre-
sentados como aristas de la triangulacién. Nétese que con
este procedimiento aseguramos que los segmentos iniciales
estén presentes en la triangulacién no como la arista de
un tnico tridngulo (lo cual es imposible de imponer), sino
como la unién de un conjunto de aristas.

DISCRETIZACION INICIAL DE UN DOMINIO

Dado un dominio §2 que queremos triangular. La primera
cuestiéon a resolver es cémo podemos describir {2 de una
manera algorftmica. La manera habitual de proceder es
describir €2 como una coleccién de poligonos orientados que
determinan su frontera. En general necesitaremos tantos
poligonos como componentes conexas tenga la frontera de
). En general, los poligonos se construyen recorriendo la
frontera de 2 y tomando puntos consecutivos sobre dicha
frontera, por convenio, para distinguir el exterior del in-
terior de {2, asumimos que recorremos la frontera en el
sentido de las agujas del reloj. El interior de ) va quedan-
do a la derecha de cada segmento del poligono siguiendo
la direccién de recorrido.

Ejemplo 8 Consideremos el dominio Q1 dado en la figu-
ra 15 por la banda inlerior que queda entre los circulos
concéniricos

224yt =1
2?4y =4

O

Figura 15:

una posible discretizacion de este dominio vendria da-
da por los poligonos

21k 21k
P = {2008 <L> ,2s8in <L> }
N N k=N,....0

)

21

{ <27r1<:> . <27r1<:>}
Po=<cos|{ — ] ,sin| —
N N k=0,...,N

donde N representa el nimero de puntos que tomamos so-
bre las circunferencias al recorrer la frontera. Notese que
la circunferencia exterior la recorremos en el sentido de las
agujas del reloj y la circunferencia interior en el sentido
conlrario. Notese ademas que el primer punto y el dllimo
coinciden para indicar que se lrala de poligonos cerrados.

Para almacenar en disco la familia de poligonos que
determinan la frontera de un dominio €2 se utilizard un
fichero que contiene en la primera linea el nimero de
poligonos, a continuacién en la segunda lfnea aparece el
nimero de puntos del primer poligono (se tomardn poli-
gonos cerrados, es decir el primer y ltimo punto coinci-
den) a continuacién en las siguientes lineas aparecen las
coordenadas de los vértices del primer poligono, cada pun-
to tiene asociado ademés un valor entero que seréd de util-
idad para distinguir dos tipos de valores frontera cuando
estudiemos el método de elementos finitos, de momento
no prestaremos atencién a este valor al cual daremos en el
ejemplo el valor 1. Una vez terminado el primer poligono
se procede de forma andloga con los poligonos siguientes.
Por ejemplo si en el ejemplo anterior tomamos N = 4 para
describir los poligonos P; y P, el fichero para almacenar
Py y Ps seria el siguiente:

2

5

2. 0.1

0. -2 1
—2. 0. 1
0. 2. 1

2. 0.1

5

1. 0. 1

0. 1. 1
—1. 0. 1
0. —-1. 1
1. 0. 1

Para almacenar los poligonos en memoria RAM se
utilizard la siguiente estructura:

typedef struct{
i npol;
/ % Ndmero de poligonos x/
il xdimpol,
/+ Nimero de puntos de cada poligono x/
float * x x;
/x Coordenadas x de los poligonos x/
float * *y;
/x Coordenadas y de los poligonos x/
mt % *x fr;
/x flat de frontera de cada punto x/
tpol



De tal forma que en el ejemplo anterior tendriamos

npol = 2

dim pol[0] = 5

dimpol[l] =5
2[00 =2 y[o]0] =0  fro][0] =1
201} =0 y[O][l] = =2 frlo]li] =1
2[0)2] = =2 y[O]2] =0 fr0][2] =1
2[0)3] =0 y[O]38] =2 frl0][3] =1
w04 =2 y[O][4] =0 frl0][4] =1
e[ljo] =1 y{]lo)=0  fr{i][0] =1
)i} =0 yl]=1  frijl}=1
e[)2] = -1 {2l =0  fr{][2] =1
()3 =0  y[1]8]=—1 fr{i]3] =1
4 =1 Q4 =0 frijld) =1

Dentro del fichero ana.h existen funciones para leer
y escribir poligonos. FEn el programa ejemplo poll.c se
utilizan estas funciones para crear en disco los 2 poligonos
del ejemplo anterior. Se permite al usuario elegir el niimero
de puntos para describir las circunferencias exteriores e
interiores. En el programa ejemplo pol2.c se utilizan estas
funciones para leer desde disco una familia de poligonos.

ESQUEMA GENERAL DE UN ALGORITMO DE TRI-
ANGULACION SEGUN EL CRITERIO DE DELAUNY.

Hasta ahora hemos visto algunos procedimientos para in-
cluir un nodo en una triangulacién de Delauny, asegurar
que un conjunto de segmentos esté en la triangulacién de
Delauny, y la manera de discretizar un dominio

Los datos de entrada a un algoritmo para triangular
un dominio 2 es un conjunto de polinomios orientados que
determinan una aproximacién de la frontera de €2, y un
pardmetro que llamaremos L.« que determina la longi-
tud méxima permitida para las aristas de la triangulacién
resultante. Normalmente L.« se toma en base a la lon-
gitud de los segmentos de los poligonos que determinan
la frontera. También se puede incluir como pardmetro un
valor () min que indicard cual es el minimo de calidad ge-
ométrica que imponemos a los triangulos.

El resultado final del algoritmo serfa una triangulacién
del interior de € que incluird, por supuesto, nodos interi-
ores, y formada por tridngulos de buena calidad geométri-
ca, segin los criterios vistos anteriormente. Las fases prin-
cipales por las que el algoritmo debe pasar son

1. Se recorren todos los segmentos de los poligonos que
determinan la frontera del dominio. Si la longitud L
de un segmento dado por dos vértices v;,v; es mayor
que Liax, se toma N el nimero entero més préximo
a L/Lmax v se calculan N puntos dados por

(vj —vi)

T =U; + k=1 N

R

N+1
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y se sustituye el segmento QTU; por los segmentos U527,
T1Z3, TaT3,..,LxU;. Siv; ¥ v; tienen ambos el flat de
frontera igual a 2, entonces a los x; se les pone el flat
de frontera a 2. En caso contrario se pone el flat de
frontera a 1.

. Se determina un rectdngulo que incluya en su interior

a todos los vértices de los segmentos. Dicho rectdn-
gulo se tomar4d lo suficientemente grande como para
que los vértices de dicho rectdngulo no estén incluidos
nunca en el circulo que pasa por cada segmento de los
poligonos iniciales y tiene como centro el punto medio
del segmento

. Se refinan los segmentos de los poligonos segin el cri-

terio de la seccién anterior para asegurar que dichos
segmentos estardn en la triangulacién

. Se van introduciendo utilizando el criterio de Delauny

todos los puntos (con su flat de frontera) de los poli-
gonos de la frontera en la triangulacién inicial forma-
da por los dos tridngulos que resultan de dividir el
rectdangulo inicial.

. La triangulacién resultante serd una triangulacién del

rectdangulo inicial que contendré todos los poligonos
de la frontera de . A continuacién se eliminan los
nodos que corresponden a los vértices del rectdngulo
inicial, y también se eliminan todos los tridngulos que
tuviesen como vértice uno de esos nodos.

. Se recorren los tridngulos y se comprueba si tienen

como arista a alguno de los segmentos del poligono
inicial, en este caso se comprueba si el otro vértice del
tridngulo queda a la izquierda del segmento siguiendo
la orientacién con la que ha sido definido el poligono,
en cuyo caso se elimininaréd dicho tridngulo. Posteri-
ormente se eliminan recursivamente los tridngulos ve-
cinos de los que ya han sido eliminados y que ademés
no poseen una arista que sea segmento del poligono
inicial.

. Se recorren todos los tridngulos, si la longitud L de

una arista dada por dos vértices v;,v; es mayor que
Limax, se toma N el nimero entero més préximo a
L/ Lmax ¥ se introducen como nuevos nodos N puntos
dados por

k
xk:Ui—l—N—H(Uj—Ui) k=1,..,N

a los nuevos nodos, como son interiores se les asigna
el flat de frontera a 0.

. Si al recorrer todos los tridngulos en la etapa 7 se ha

modificado alguno se vuelve a empezar la etapa 7.

. Se recorren los tridngulos K; y se calcula el test de

calidad Q(K;). Si Q(K;) > @ min entonces se toma la
arista de longitud mayor del tridngulo y se introduce
como nuevo nodo su punto medio siguiendo el criterio
de Delauny.



Figura 16: Poligonos Iniciales. El dominio estd formado
por la zona que se encuentra entre las dos circunferencias
concéntricas.

10. Si al recorrer todos los tridngulos en la etapa 9 alguno
ha sido modificado, entonces se vuelve a empezar la
etapa 9.

Las etapas 9 y 10 son opcionales, hay que tener en
cuenta que si se toma () min muy pequerio se corre el riesgo
de entrar en un bucle infinito. Ademés normalmente los
refinamientos de la etapa 7 — 8 dan buenos resultados a
nivel del aspecto geométrico de los tridngulos.

Nota: Una observacién importante es que si el conjunto
de nodos resultante estéd en posicién general, entonces la
triangulacién de Delauny asociada es inica, y por tanto
no depende del orden en que se introduzcan los nodos en
el rectdngulo inicial.

A continuacién se presentardn algunos resultados
numéricos de triangulaciones. En las figuras 77, 77, 7?7
y 77 se encuentra un ejemplo de las diferentes etapas por
las que pasa el algoritmo de triangulacién en el caso de
un dominio formado por el interior de dos circunferencias
concéntricas e incluyendo un hueco circular.

En las figuras 20, 21, 22, 23, se muestran las fases por
las que pasa el algoritmo de triangulacién a partir de un
poligono que determina el contorno exterior de la isla de

Figura 17: Triangulacién después de las etapas 1-2-3-4
del proceso de triangulacién de Delauny

Figura 18: Triangulacién después de la etapa 6
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Figura 19: Tridngulacién despues de las etapas 7-8

Gran Canaria. En la figura 24 se muestra un resultado de
la tridngulacién obtenida utilizando un valor més pequeno
de la variable L, ..

Nota: Un problema que puede plantearse al aplicar las
etapas 7 y 8 se produce cuando el valor de L, es muy
pequeno respecto al tamatio de los tridngulos presentes en
la tridngulacién, pues al intentar dividir de una séla vez en
trozos muy pequenos los tridngulos muy grandes, la cali-
dad geométrica final de los tridngulos resultantes empeora.
Una técnica para evitar esto consiste, y que ha sido utiliza-
da en los ejemplos mostrados, consiste aplicar las etapas
7 y 8 de forma recursiva empezando primera por un valor
grande de L. ¥ luego ir refinando la tridngulacién con
valores cada vez mds pequenos de L., hasta llegar a la
triangulacion final. Concretamente basta con tomar

LTrrLlax = 2" Linax

y realizar las etapas 7 — 8 con L] . sucesivamente para
n=DN,....,0 donde N se elige en funcién del tamano de
los tridngulos iniciales, en los ejemplos mostrados se ha

tomado N = 4.
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Figura 20: Poligono inicial dado por el contorno de la
isla de Gran Canaria

Figura 21: Triangulacién después de las etapas 1-2-3-4.
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Figura 24: Tridngulacién utilizando un valor de L max
mdés pequefio que en la figura anterior

Figura 22: Triangulacién después de las etapas 5-6.
PRACTICA 3. TRIANGULACIONES DE DE-

LAUNY

En esta practica se implementard el método de Delauny
para triangular dominios planos. Dado que la mejor man-
era de comprobar que el método funciona correctamente
es visualizando en pantalla las triangulaciones, se utilizard
una funcién de visualizacién que se encuentra en el direc-
torio de la asignatura.

Para implementar la préactica se irdn construyendo
de forma modular diferentes funciones en C para realizar
las diferentes etapas del algoritmo definido en la seccién
precedente. Habréa que realizar como minimo los siguientes
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1. Realizar una triangulacién del dominio de la figura
15 tomando un nimero diverso de puntos sobre cada
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2. Tomar el poligono que determina la costa de Gran
Canaria del directorio de la asignatura y calcular un

mallado de la isla
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OPTIMIZACION DEL COSTO COMPUTA-
CIONAL

El procedimiento que acabamos de describir para realizar
el mallado de un dominio requiere un gran nimero de c4l-
culos que hacen computacionalmente costoso el proced-
imiento cuando el niimero de nodos es grande. Las técnicas

Figura 23: Triangulacién después de las etapas 7-8.
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para acelerar el procedimiento se basan en la utilizacién de
la informacién de vecindad.

La informacién de vecindad de la que disponemos es
la que a cada tridngulo asocia los indices en la lista de
tridngulos de los tridngulos que comparten una arista con
él. Veamos las ventajas y los inconvenientes de utilizar
dicha informacién de vecindad.

En primer lugar analizaremos el procedimiento de in-
troducir un nuevo punto en una malla utilizando el criterio
de Delauny. Lo primero que debemos hacer es buscar un
tridngulo que contenga al punto. Para ello, en principio
debemos recorrer toda la lista de tridngulos hasta encon-
trar uno que lo contenga. FEste proceso se puede agilizar
de la siguiente manera. Se toma un primer tridngulo de
forma aleatoria, se toma también de forma aleatoria uno
de los tres nodos del tridngulo. Se recorren las aristas del
tridngulo a partir de ese nodo, si el punto v y el vértice
opuesto a una arista estdn en lados distintos de la arista
(es decir Rupista(V)Rarista(Vopuesto) < 0, si los tridngu-
los estdn orientados basta con preguntar Rgpisq(v) > 0)
entonces nos movemos al tridngulo vecino que comparte
dicha arista, tomamos de nuevo un nodo de forma aleato-
ria y volvemos a recorrer las aristas, y asf sucesivamente
nos vamos desplazando de tridngulo en tridngulo. De esta
forma los tridngulos estardn cada vez maés cerca del pun-
to v. Cuando para un tridngulo ninguna arista cumpla la
condicién anterior, dicho tridngulo serd el tridngulo busca-
do que incluye el punto. Si el dominio {2 tiene agujeros o
concavidades, este procedimiento puede bloquearse al in-
tentar pasar a un tridngulo vecino inexistente. En dicho
caso se volveria a empezar tomando otro tridngulo inicial
de forma aleatoria.

Noétese que si la relacién de vecindad estd ordenada,
el paso de un tridngulo a otro en el procedimiento anterior
es mucho més rdpido que si la relacién de vecindad no estd
ordenada.

También resulta de gran utilidad la relacién de vecin-
dad para encontrar la cavidad por vecindad de un punto,
pues a través de las relaciones de vecindad recorro rapida-
mente los tridngulos vecinos para hacer el test del circulo
circunscrito y encontrar dicha cavidad por vecindad.

Las objeciones a la utilizacién de los criterios de vecin-
dad es que requieren un espacio de memoria suplementaria
para almacenar las relaciones de vecindad, y ademds, al in-
troducir un nuevo punto, desaparecen y aparecen nuevos
tridngulos y por tanto tendremos que actualizar las rela-
ciones de vecindad. Sin embargo ello no es muy complicado
puesto que los tinicos tridngulos donde hay que actualizar a
los vecinos son: por un lado en los nuevos tridngulos, para
los cuales tenemos que definir sus vecinos, y en los tridngu-
los vecinos a los tridngulos que desaparecen donde habri
que reemplazar el indice del tridngulo que desaparece, por
el indice del nuevo tridngulo que lo sustituye. Por tanto
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el nimero de tridngulos afectados a los que hay que actu-
alizar las relaciones de vecindad va a ser pequeno, y por
tanto su costo computacional bajo. Por tanto como pode-
mos observar, el costo computacional de definir y gestionar
las relaciones de vecindad es insignificante respecto a las
grandes ventajas que se obtienen en términos de aumento
de velocidad del algoritmo

TRIANGULACIONES DE DOMINIOS
TRIDIMENSIONALES.

En esta seccidn, prestaremos especial atencion a las difer-
encias en las técnicas desarrolladas en el capftulo anterior
para dominios bidimensionales al pasar a dominios tridi-
mensionales. En primer lugar, en 3 — D los elementos de
referencias bésicos son los tetraedros. Empezaremos recor-
dando algunas nociones bésicas sobre tetraedros.

NOCIONES GEOMETRICAS BASICAS SOBRE
TETRAEDROS

Un tetraedro T = (vg, v1,v2,v3) en dimensién 3 viene da-
do por 4 vértices no coplanarios v9 = (g, ¥o,20), V1 =
(T1,y1,21), v2 = (72,92, 22), v3 = (73,¥3,23). A contin-
uaciéon expondremos algunos resultados de interés sobre
tetraedros.

Teorema 23 Ll volumen de un tetraedro T viene dado
por la expresion:

11 1 1
o X1 T2 X3

Yo Y1 Y2 Y3
20 R1 R2 23

Vol(T) = %ABS

Teorema 24 Eriste una dnica esfera circunscrita que
pasa por los cualro vérlices de un tetraedro T' la ecuacion
de esfera, viene dada en forma implicita como:

B2 22— B-2 B-p

To—oT XT1—Top X2 —Tg I3— X9 -0
Yo—¥% Yr—Yo Y2—Y Y3s—%Y
20 — X% 21 — 20 29 — 20 23 — 20

donde I? = 22 +y? + 22 y 2 = 22 +y? + 22

Teorema 25 Kl radio py de la esfera inscrita en un
tetraedro viene dado por

_ 3-Vol(T)
814+ S+ S35+ 8,

Pr

donde S; representa la superficie de una cara del tetraedro



Teorema 26 Dados ilres puntos en el espacio no colin-
eales (vg,vy,v2) definidos por los vértices vo = (Zg, Yo, 20),
v1 = (T1,Y1, 21) ¥y v2 = (T2,Y2, 22). La expresion:

r—o Y—Yo <2—%0
P(vo,vl,vz)(%%Z) =|T1—% Y1—Y A1 —R0
T2 —Zo Y2 —Yo 22— R0

separa el espacio en 3 regiones distintas dadas por:
P(Uowhw)(x,y, z) = 0 que representa el plano que pasa por
los lres punlos vy, v1 Yva, P(W’th)(x,y, 2) > 0 que repre-
senta el semiespacio hacia el que apunta la normal al plano
siquiendo la regla del sacacorcho para el producto veclorial,
y por dllimo el semiespacio P(Uowhvz)(x,y,z) < 0 que es
el semiespacio opuesto al anterior.

Teorema 27 El drea de un tridngulo K en el espacio for-
mado por los vértices vo = (o, Yo, 20), V1 = (T1,Y1,21)- Y
vy = (2,Y2, 22) viene dado por la expresion

_Jles x o

AREA(K) .

donde e1 = (T1 — To,Y1 — Yo0,21 — 20), €2 = (T2 — To, Y2 —
Yo, 22 — 20), Y €1 X eg denota el producto vectorial de los
vectores e1 Y ea.

Teorema 28 Dado un punto cualquiera (z,y,2), y un
tetraedro cualquiera T, entonces (x,y,z) estd en el inte-
rior o en la frontera del tetraedro T = (vo,v1,v2,v3) S
solo si

Plog,vr,v2) (%Y, 2) - Plog o, ,0)(V3) 20
Plog,vr,05) (%, 9, 2) - Plog vy ,0z)(V2) > 0
Plog,vs,00) (T, 9, 2) - Plog vy 0) (V1) > 0

(z,9,2) - (vo) >0

P(vg,vl,vg) z,Y, P(vo,vl,vg) Vo

Teorema 29 Dado un tridngulo K = (vg,v1,v2), en el
espacio y un segmento S = (03,04) entonces el segmento
intersecta al tridngulo si sdlo si.

Plogvr02)(V3) * Plog oy 02 (V1)
(V2) * Plog,v1,vs) (Va)
Plogws,v2) (V1) * Plugws ) (V4)
(vo) - (va)

P(U37U17U3) Yo

P(voﬂ)hva) )

P(Uaﬂ)lﬂ)z) U4

Aligual que para los tridngulos también existen medi-
das para cuantificar la calidad geométrica de un tetraedro.
Una medida de calidad geométrica del tetraedro comiin-
mente utilizada es la siguiente:

_longitud arista mayor

QT) =

radio esfera inscrita

27

Nota: FEl concepto intuitivo de calidad geométrica de un
tetraedro es mucho mas complejo que el caso de un tridn-
gulo. Por ejemplo, dada una circunferencia y tres puntos
sobre ella, entonces si el drea del tridngulo formado por los
tres puntos que se mueven en la circunferencia tiende hacia
0, entonces la longitud de alguno de los lados del tridngulo
tiende hacia 0. Sin embargo, en el caso de una esfera, si
tomamos 4 puntos sobre la esfera, puede ser que el volu-
men del tetraedro sea muy pequertio (tan pequefio como se
quiera) sin que ninguna de las aristas del tetraedro tienda
hacia 0.

Ejemplo 9 Consideremos el tetraedro T dado por los
siquientes vértices vy = (0,0,Z%), v = (Z%0,0), vy =
(—Z2—\1/§,l%,0), YUs = (—ZQ—\I/§7 —1%,0). Se puede comprobar
facilmente que la longitud de las aristas del tetraedro son
de tamano 1, y por tanto el area de las caras del tetraedro
es S = Z2§

El volumen de T viene dado por:

1 1
Ny i

1

1

V3 2v3 53 | V23
ol —5[ =3
0

Vol(T) =
ol(T) 3

1
EABS
0

El radio de la esfera inscrita siguiendo la formula da-
¥Z;3

da anteriormente es: pp = 124_\/3” y por tanlo la medida de

calidad Q(T) para este tetraedro da:

:@:NE

Q(T) 73

Del ejemplo anterior deducimos que la calidad ge-
ométrica no depende del tamano del tetraedro y que
ademés el valor 6ptimo para Q(T) es 21/6.

TRIANGULACIONES

Se considera un dominio 2 en dimensién 3. Una triangu-
lacién del dominio € es una coleccién de tetraedros cerra-
dos {Ti}i=1,.., N » verificando las siguientes condiciones

1. Q=VUj=1, neds
0

2. TnT; = { una cara completa

ALMACENAMIENTO DE UNA TRIANGULA-
CION

Hay pocas diferencias con respecto al caso bidimensional,
s6lo debemos tener en cuenta que en este caso cada nodo
tiene asociadas tres coordenadas, en lugar de 2, los tetrae-
dros vienen dados por 4 indices de la tabla de nodos, y para



las relaciones de vecindad necesitamos para cada tetraedro
4 indices de la tabla de tetraedros que indican cuédles son
los tetraedros que comparten una cara con uno dado

TRIANGULACIONES DE DELAUNY DE UN
DOMINIO 3-D

Por analogia con el caso bidimensional, diremos que una
triangulacién de un conjunto de nodos 3 — D es de De-
launy si el interior de la esfera circunscrita que pasa por
un tetraedro de la triangulacién no contiene ningin no-
do del dominio. Podemos asociar a un conjunto de pun-
tos 3 — D un diagrama de Voronoi, al igual que en caso
bidimensional, y se cumplen las mismas propiedades que
en 2 — D. Como en el caso bidimensional necesitamos en
primer lugar un procedimiento para incluir un punto en
una triangulacién de Delauny dada. Este procedimiento
sigue los mismos pasos que en 2 — D, es decir, dado un no-
do v que queremos incluir en la triangulacién, seguiremos
los siguientes pasos:

1. Calculamos un tetraedro T; que contenga al punto v,
y anadimos T; a la cavidad. Inicialmente la cavidad
estard formada por un tnico tetraedro T;.

2. Afadimos a la cavidad los tetraedros vecinos a T (es
decir que comparten una cara) tal que su esfera cir-
cunscrita incluya al punto v.

3. Hacemos el proceso anterior recursivo, es decir, anadi-
mos recursivamente a la cavidad los tetraedros vecinos
a tetraedros ya presentes en la cavidad. tales que su
esfera circunscrita incluya a v

Con respecto a las restricciones que podemos imponer
a una triangulacién tenemos, en primer lugar la restriccién
de que un segmento 3 — D esté representado en la trian-
gulacién a través de las aristas de los tetraedros. Esto se
puede conseguir, al igual que en 2 — D, subdividiendo el
segmento de tal forma que al final, para cada segmento, la
esfera de centro el punto medio de los segmentos y radio
la mitad de la longitud del segmento no incluya ningin
nodo de la triangulacién. En segundo lugar, también se
pueden imponer restricciones del tipo de que un conjunto
de tridngulos 3 — D estén representados en la triangulacién
a través de caras de tetraedros, pero esta restricciéon es mas
compleja de analizar, y no la abordaremos en este curso.

Donde si que hay cambios importantes respecto a 2 —
D es en la descripcién de la frontera de un dominio §2. En
3 — D es evidente que ya no podemos describir la frontera
como una unién de poligonos orientados. Vamos a dar 3
posibles formas para describir la frontera de un dominio
tridimensional:
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1. Un conjunto de tridngulos 3 — D orientados en el sigu-
iente sentido, para cada tridngulo dado por los vértices
v1,V2 y U3, el producto vectorial (vg —vy1) X (v3 —v1)
determina una direccién normal que apunta hacia el
exterior del dominio §2. De esta forma, a través del or-
den en que se dan los vértices de los tridngulos, pode-
mos deducir a que lado del tridngulo se encuentra el
interior del dominio y que lado el exterior del dominio

2. Un conjunto de nodos situados sobre la frontera de
), y para cada nodo un punto 3 — D que representa
un punto del exterior de {2 desde donde es visible el
nodo.

3. Un conjunto de segmentos 3 — D, y para cada vértice
de cada segmento, un punto del exterior del dominio
desde donde es visible el vértice.

A la forma que prestaremos més atencion es a la forma
2 que es la manera mds natural de describir una frontera
3 — D cuando se trata de objetos reales. Por ejemplo,
cuando nosotros observamos un objeto 3 — D realmente
tenemos 2 informaciones importantes, la primera es lo que
vemos del objeto, y otra desde donde lo vemos. Normal-
mente es necesario mirar un objeto desde diferentes puntos
de vista para tener una panordmica global del objeto. Hay
dos situaciones concretas reales que nos dan una informa-
cién de este tipo. En primer lugar si apuntamos con un
rayo laser el objeto y vamos moviendo el laser alrededor
del objeto, la informacién de la que disponemos para ca-
da posicién donde pongamos el laser es el punto donde el
rayo laser toca el objeto, y el punto desde donde sale el
rayo laser. Otra situacién real donde aparece esta infor-
macion es en la visién estereografica. En este caso tenemos
dos imdgenes distintas de una misma escena (por ejemplo
nuestra visién binocular es un prototipo de visién estero-
grafica). En este caso, a partir de las dos imdgenes es
posible reconstruir la posicién 3 — D de la parte del objeto
visible por las 2 cdmaras. En este caso, para cada punto
de la frontera tenemos dos puntos exteriores (los focos de
las cdmaras) desde donde el punto es visible.

Como en el caso bidimensional, para realizar el malla-
do del objeto tridimensional necesito introducir el conjunto
de nodos en un dominio auxiliar inicial dado, en este caso
por un cubo. Para ello se calculan las coordenadas mini-
mas y méximas en las tres variables del conjunto de nodos
de la frontera y a partir de esta informacién se determina
el cubo inicial. Para evitar al mdximo las posibles interac-
ciones de la nube de puntos con los vértices del cubo, dicho
cubo inicial se toma estrictamente mayor que el cubo min-
imo dado por los méximos y minimos de las coordenadas.

A partir del cubo inicial, lo primero que tenemos que
hacer es construir una triangulacién por tetraedros del
cubo inicial. Supongamos que los vértices del cubo ini-
cial vienen dados por

(_C + ZLmin; —C + Ymin, -C + Zmin)
(C + Tmax —C + Ymin, -C + Zmin)

v =

Vg =



V3 (—C + Zmin, C + Ymax, —C + Zmin)
ve = (CH Zmax, C + Ymax; —C + Zmin)
v5 = (—C+ Zmin, —C + Ymin, C + Zmax)
e = (C+ Zmax, —C + Ymin, C + Zmax)
v = (—C+ Zmin, C + Ymax, C + Zmax)
Vg (C + Zmax; C + Ymax, C + Zmax)
donde los subindices min y max indican los méaximos y

minimos de las coordenadas de la nube de puntos. C' es
una constante positiva que se sirve para alejar los vértices
del cubo de la nube de puntos.

La triangulacién del cubo inicial requiere 6 tetraedros
que se construyen de la siguiente forma:

T (v1,v2,v3,v5)
To = (v4,v2,v3,U5)
T3 = (v4,07,03,U5)
Ty = (vr,vs5,04,08)
Ts = (v4,v2,v5,08)
T = (ve,v2,vs,U5)

Con la presentacién que hemos realizado en esta sec-
cién ya estamos en condiciones de dar un procedimiento
completo para determinar el mallado de un dominio 3— D.
Los datos de entrada del procedimiento seré la descripcién
de la frontera del dominio §2 que supondremos expresada
en la forma 2. También utilizaremos como pardmetro Lax
que determina la longitud méxima de los aristas de los
tetraedros y () min que determinard la calidad geométrica
minima de los tetraedros.

1. Se determina un cubo inicial y su mallado inicial a
través de tetraedros que incluya en su interior a todos
los nodos.

2. Se van introduciendo utilizando el criterio de Delauny
todos los puntos de la frontera de €2 en la triangulacién
inicial.

3. La triangulacién resultante serd una triangulacién del
cubo inicial que contendrd todos los puntos de la fron-
tera de €2. A continuacién se eliminan los nodos que
corresponden a los vértices del cubo inicial, y también
se eliminan todos los tetraedros que tuviesen como
vértice uno de esos nodos.

4. Serecorren los puntos de la frontera de € y se eliminan
los tetraedros tales que alguna de sus caras intersecte
al segmento que une el punto en cuestioén, con el punto
desde donde es visible dicho punto, es decir elimino los
tetraedros que no me dejan ver el punto. Ademds si el
tetraedro contiene al punto como uno de los vértices,
hay que comprobar también si el punto desde donde
es visible estéd incluido dentro del tetraedro. En cuyo
caso se eliminarfa.
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5. Se recorren todos los tetraedros, si la longitud de una
arista es mayor que L., se introduce como nuevo
nodo, el punto medio de la arista utilizando el criterio
de Delauny

6. Si al recorrer todos los tetraedros en la etapa 5 se ha
modificado alguno se vuelve a empezar la etapa 5.

7. Se recorren los tetraedros T; y calcula el test de cal-
idad Q(7;). Si Q(7;) > @ min entonces se toma la
arista de longitud mayor del tetraedro y se introduce
como nuevo nodo su punto medio siguiendo el criterio
de Delauny.

8. Si al recorrer todos los tetraedros en la etapa 7 alguno
ha sido modificado, entonces se vuelve a empezar la
etapa 7.

Las etapas 7 y 8 son opcionales, hay que tener en
cuenta que si se toma (),;, muy pequerno se corre el riesgo
de entrar en un bucle infinito. Ademés normalmente los
refinamientos de la etapa 5 — 6 dan buenos resultados a
nivel del aspecto geométrico de los tetraedros.

Para ilustrar la técnica de triangulacién de Delauny
en 3— D vamos a utilizar un conjunto de puntos generados
por la reconstrucciéon 3 — D de la geometria de la cara de
una persona a partir de un par estéreo. Concretamente
las iméAgenes de partida son el par estéreo dado por las
figuras 25 y 26. A partir de estas 2 imdgenes (utilizando
técnicas de visién estéreo) se célcula una nube de puntos
3 — D que corresponden a la cara de la pesona, en este
caso Javier Sanchez. Esta nube de punto es la etapa ini-
cial de nuestro algoritmo, en la figura 27 se representa la
triangulacién del cubo inicial con la inclusién de la nube
de puntos. En la figura 28, se encuentra el resultado de la
triangulacién después de eliminar los tetraedros que tienen
algin vértice del cubo inicial, en las figuras 29, 30 y 31 se
muestran 3 vistas distintas de la triangulacién después de
aplicar el algoritmo de visibilidad de la etapa 4. En este
caso los puntos desde donde son visibles los nodos de la
triangulacién son los focos de las cdmaras.

Una aplicacién importante de los mallados de domin-
ios 3 — D es la simulacién de escenas reales en animacién
por ordenador. Para simular en el ordenador una escena
como puede ser un barco navegando en el mar, necesito
tener una descripciéon completa de la estructura exterior
del barco en términos de triangulos. 3 — D, es decir necesi-
to un mallado de la estructura del barco, que es justamente
la informacién que suministra el procedimiento de malla-
do que acabamos de describir. Ademds, en este caso, para



Figura 27: Triangulacién 3 — D del cubo inicial después

Figura 25: Primera imagen del par estéreo. de las etapas 1 — 2 — 3.

Figura 26: Segunda imagen del par estéreo

Figura 28: Envolvente Convexa de la familia de puntos
después de eliminar los tetradros que contienen algin vér-
tice del cubo.
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Figura 29: Vista de la triangulacién después de la etapa
4.

Figura 30: Vista de la triangulacién después de la etapa
4.
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Figura 31: Vista de la triangulacién después de la etapa
4.

visualizar el barco navegando no necesito guardar la in-
formacién de todos los tetraedros. De hecho sélo necesito
la informacién de los tridngulos de los tetraedros forma-
dos por caras exteriores al dominio. Ello es asi dado que
las caras de los tetraedros interiores al dominio nunca son
visibles desde el exterior.

La utilizacién de las relaciones de vecindad, al igual
que en el caso de los dominios 2 — DD permiten acelerar
considerablemente la velocidad de los algoritmos. Ademds
la forma de gestionar las relaciones de vecindad sigue los
mismos pasos que en 2 — )

EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS .

INTRODUCCION

El método de elementos finitos es una técnica que permite
simular numéricamente en el ordenador el comportamiento
de un sistema fisico. De entre las numerosas aplicaciones
en ingenierfa y fisica que tiene este método, caben destacar
las siguientes

1. Simulacién del comportamiento aerodinamico
de un perfil de ala de avién. Una de las primeras
aplicaciones del método de elementos finitos fue de-
sarrollada por cientificos americanos de la empresa
BOEING para simular en el ordenador el compor-
tamiento aerodindmico de un ala de avién. En este
caso se estudian los cambios de presién generados en
el aire cuando el ala lo atraviesa. En la siguiente figu-
ra se muestra un ejemplo del perfil de ala denominado
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2. Problemas de elasticidad. Un ejemplo de apli-
cacién clasica del método de elementos finitos es la
simulacién en ordenador de las deformaciones eldsti-
cas de un objeto sometido a algiin tipo de presién. Un
ejemplo particularmente sencillo es el estudio de la de-
formacion elédstica de una superfice fija a sus bordes
(por ejemplo la piel de un tambor), bajo la accién de
una presién exterior. En la siguiente figura se mues-
tra un ejemplo de dominio que determina la superficie
eldstica a estudiar

3. Electrostatica. Otro ejemplo interesante de apli-
cacién del método de elementos finitos es el cdlculo
del potencial electrostdtico generado por un conden-
sador. En la siguiente figura se muestra un ejemplo
de condensador.
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4. Mecdnica de fluidos.
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El estudio del movimiento
de un fluido es otro de los grandes campos de aplica-
ciones del método de elementos finitos. Un problema
clésico a analizar es el estudio del comportamiento
de un fluido al atravesar un escalén descendente. La
siguiente figura muestra un ejemplo de discretizacién
de un dominio que simula un escalén por el que caerd
un fluido.
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. Acustica. Otro ejemplo de aplicacién interesante del

método de elementos finitos es la simulacién de la
propagacién de las ondas acisticas en un recinto cer-
rado. Este problema es de gran interés para el disefio
de auditorios. En la siguiente figura se presenta una
seccién transversal de un auditorio donde el escenario
estarfa en la parte baja de la figura.




Para simular numéricamente el comportamiento de
los sistemas fisicos anteriormente descritos es necesario es-
tablecer en todos los casos unas condiciones iniciales (es
decir los datos de entrada) que determinaran la magnitud
fisica que queremos analizar. Dichas condiciones son:

1. Establecer un dominio 2 donde se va a estudiar el
problema. En discreto, dicho dominio vendra repre-
sentado por una coleccién de tridngulos y nodos, tal
y como hemos visto en el capitulo anterior.

2. Un modelo fisico, que habitualmente viene dado por
una ecuacién diferencial que determina el compor-
tamiento de la solucién del problema

3. Unas condiciones de contorno sobre la frontera del do-
minio, que determinan el comportamiento de la solu-
cién en dicha frontera

4. Un conjunto de funciones o magnitudes que determi-
nan la influencia de los elementos exteriores al sistema
(por ejemplo, la presion exterior ejercida sobre la mal-
la elédstica en el caso del problema de elasticidad).

A partir de estos datos de entrada, se simulard
numéricamente la solucién del problema. Habitualmente
la simulacién suministra un valor aproximado de la solu-
cién en los nodos de la triangulacién.

Dada la orientacién de este curso hacia alumnos de
ingenieria en informética, para presentar el método de ele-
mentos finitos, vamos a partir de un problema modelo, que
iremos desarrollando haciendo especial hincapié en los as-
pectos numéricos y algorftmos del problema, y pasando de
puntillas sobre los aspectos més tedricos de modelizacién
matematica de los problemas presentados. El problema
modelo que vamos a desarrollar es el modelo de elasti-
cidad donde se estudia la deformaciéon de una superficie
eldstica bajo la presion de una fuerza en un dominio 2. En
este caso la incognita a calcular serd una funcién u(z,y)
que determina la amplitud de la deformacién de la super-
ficie en el punto (z,y) € €, en la direccién perpendicular
a 2. La ecuacién en derivadas parciales que modeliza el
fenémeno es

—dw (k(z,y)Vu) + alz,y)u=f

donde f(z,y) representa la presién exterior ejercida sobre
la malla eldstica, la funcién &(x,y) > 0, determina el coefi-
ciente de elasticidad en cada punto de la malla, que indica
la resistencia de la malla a ser deformada, asi por ejemplo
un valor grande de k(x,y) indica una fuerte resistencia a
deformarse, y por el contrario, un valor pequetio de &(z, )
indica que en ese punto la malla se deforma con facilidad.
La funcién a(x,y) > 0 es un coeficiente de absorcién in-
terno que indica la absorcién de energia que la malla re-
aliza en el proceso de deformacién. Asi por ejemplo, un
valor grande de a(z,y) indica que en esa zona la malla ab-
sorbe mucha energfa al deformarse, lo cual redunda en una
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menor deformacion, y por el contrario un valor de a(z,y)
pequeno indica poca absorcién de energfa, y por tanto,
mayor deformacién eléstica.

El operador diferencial Vu(z,y) determina el vector
de derivadas parciales:
(,9)
(,9)

el operador diferencial div(.) actiia sobre una funcién vec-
torial F(z,y) = (Fi(x,y), Fo(z,y)) y viene definido por

Vu(z,y) = (

SR

oFy

div(F(z,y)) = o (z,y) + %—?(%y)

es decir que

du

div (kVu) (z,y) = ﬂ@(%y) + 8(7;yy) (z,y)

Ademds, para determinar completamente la solucién
del problema, debemos afiadir la informacién sobre las
condiciones de contorno. El contorno viene determinado
por la frontera de €1, que denotaremos por 9{). Hay dos
tipos de condiciones de contorno que se utilizan habitual-
mente. La condicién de contorno de tipo Dirichlet, donde
se fija el valor de la deformacion eldstica u(x,y) en la 99,
es decir se impone

u(z,y) = D(x,y) Y(z,y) € 9

y la condicién de contorno de tipo Neumann donde se fija
el valor de la derivada de la solucién u(x,y) en la direccién
de la normal exterior de la 9€2, es decir se impone

ou

ow

(z,y) = N(z,y) ¥(z,y) € 09

la derivada en la direccién normal indica cual es el sentido
del flujo entre el interior y el exterior del dominio £2. Por
ejemplo, en el caso de que estemos estudiando un proceso
de transferencia de calor, si %(x,y) > 0, indica que la
placa estd cediendo calor al exterior. Por el contrario, si

%(x,y) < 0, indica que la placa estd absorbiendo calor

%(x,y) = 0, indica que no hay

transferencia de calor entre el exterior y el interior, ello se
produce, por ejemplo cuando se sitiia un elemento aislante
en el borde de la placa.

del exterior. El caso

En ocasiones, resulta de interés mezclar las dos condi-
ciones de contorno. Ello da lugar a la denominada condi-
cién de contorno de Robin que se puede escribir como:

D, y)u(i,y) + o (2,y) = N(w,y) ¥(z.y) € 90

En la préctica y siguiendo las caracteristicas del prob-
lema a estudiar podemos tener un tipo de condicién de
contorno sobre una parte de 9€), y otro tipo de condicién



de contorno sobre otra parte de 9€2. En este caso deno-
taremos por I'; la parte de la frontera donde tenemos una
condicién Dirichlet, y T's la parte de frontera donde ten-
emos una condicién del tipo Neumann.

Resumiendo, el problema modelo completo a través
del cual vamos a desarrollar el método de elementos finitos
es:

—dw (k(z,y)Vu) + alz,y)u=f

1)

u(z,y) = D(x,y) V(z,y) €Ty (2)
%(x,y) = N(z,y) V(z,y) €T

El problema modelo (1)-(2) puede estudiarse en
cualquier dimensién espacial. Nosotros estudiaremos en
detalle el caso de dimensién 2, y veremos cémo el anédlisis
es bésicamente el mismo en otras dimensiones.

FORMULACION VARIACIONAL DEL PROB-
LEMA MODELO

Para poder abordar la resolucién numérica del problema
modelo (1)-(2) debemos expresar en primer lugar dicho
problema bajo otra forma equivalente, mejor adaptada a
nuestros propoésitos. Dicha forma equivalente se denom-
ina formulacién variacional del problema. Para describir
esta formulacién variacional debemos introducir algunos
espacios de funciones. En lo que sigue, {2 representard un
dominio en dimensién cualquiera

Definicién 5 FEl espacio de funciones LQ(Q) es el congun-
to de funciones f : & — R dado por

p@={r: [ <co}

para que este espacio esté definido correctamente desde un
punto de vista matemético es necesario hacerlo a través
de la integral de Lebesgue. Aqui no entraremos en esos
detalles, y supondremos, para fijar ideas que las integrales
son en el sentido habitual de Riemann.

Definicién 6 El espacio de funciones H1(Q) es el con-
Junto de funciones f € LQ(Q), tal que todas sus derivadas

I pertenecen a L2(S2).
2
< oo}

Dz

of
ox :

HY(9) = {f € 12(Q) : /Q
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Definicién 7 El espacio de funciones Hf, 1 () es el con-
Junto de funciones f € H'(Q) tal que f coincide con la
funcion D(z,y) en la parte de la frontera dada por T'y
Hpp () ={feH(Q): f=D enly}

En las definiciones que estamos introduciendo, existen,
ocultos a primera vista, problemas mateméticos de gran
envergadura. Por ejemplo, decir que una funcién f que
pertenece a H'({2) vale algo sobre su frontera requiere
un anélisis matematico bastante complejo.
entraremos aqui en este tipo de detalles, y supondremos

Nosotros no

siempre que este tipo de definiciones son siempre correctas.

Definicién 8 Fl espacio de funciones Hg(S) es el con-
Junto de funciones f € HY(Q) tal que f es igual a 0 en
Q.

HyQ)={feH'(Q): [=0 endQ}

Definicién 9 El espacio de funciones Hg () es el con-
Junto de funciones f € H(Q) tal que f es nula en la parte
de la frontera dada por I'y

Hyp, () ={feH (Q): [f=0 enly}

Con estas definiciones ya podemos establecer la de-
nominada formulacién variacional del problema modelo

(1)-(2).

Teorema 30 i u(z,y) es la solucion del problema mod-
elo (1)-(2), entonces para toda funcion ¢ € Hgp (Q) se
verifica

Ak(x,y)Vqub—l—/ﬁa(x,y)ugbz/Qfgb—l—/F2 k(z,y)No
(3)

Demostracién: Si multiplicamos la ecuacién (1) por la
funcién ¢ e integramos en §2 obtenemos:

/Q—div(k(x,y)VU)gb-i-/QCb(xvy)Wb:/Qf¢

Ahora bien, utilizando el teorema de la divergencia obten-
emos que

/Q—div(k(x,y)Vu)gb:—/Fk(x,y)aa—%gb-l—/g k(z,y)VuVe

como ¢ € H&,Fl (), se tiene que ¢ = 0 sobre I'y y como

%(x,y) = N(z,y) sobre I's se obtiene de forma inmedi-

ata por sustitucion, la formulacién variacional (3)



DISCRETIZACION POR ELEMENTOS FINI-
TOS DE ORDEN 1.

En esta seccién, vamos a aplicar el método de elementos
finitos a la discretizacién y resolucién numérica del proble-
ma modelo. En primer lugar calculamos una triangulacién
de €2 segiin vimos en la seccién anterior. El método de ele-
mentos finitos de orden 1, consiste en aproximar la solucién
u(z,y) del problema modelo de la siguiente forma:

Zumﬁ ,y)

donde el indice ¢ recorre los nodos de la triangulacién, u;
representa un valor aproximado de la solucién en el nodo
1, es decir

w(z,y) = up(z,y)

w; = (g, y;)

la funcién ¢;(x,y) es una funcién centrada en el nodo @
que cumple las siguientes condiciones

1 st i=3
1. gbi(xpyj):{o st 1F#j

2. ¢,(z,y) = anx + by + ¢, en cada tridngulo K, de la
triangulacién

la denominacién de triangulos de orden 1, viene del hecho
de que las funciones ¢,(x,y) vienen dadas por polinomios
de grado 1. La funcién ¢, (z,y) constituye geométricamente
una pirdmide centrada en el nodo ¢, cuyos lados son planos
que van descendiendo hasta hacerse 0 en las aristas opues-
tas al nodo ¢ de los tridngulos que incluyen al nodo ¢ como
vértice. En la siguiente figura puede observarse una grafica
de la funcién ¢, (z,y).

Teorema 31 Dado un iriangulo K, de vértices v; =
(xi7yi)7 V; = (xj7yj) YUm = (xm7ym)7 la fun626n ¢z(x7y)
centrada en el nodo i en el triangulo K, viene dada por la
exTpresion:

(& = 2m)(Yj = Ym)

W —ym)(xj — om) — y
Tn) — (75 — xm)(yj — Ym)

(i — ym) (w5 —

¢i(x7y) =

En primer lugar, observamos que dadas las
propiedades de las funciones ¢;(x,y), si aproximamos
u(z,y) por la combinacién

y) = _ué;(w.y)

tenemos que al evaluar u,(x,y) en los nodos (z;,y;) obten-
emos uy(z;,y;) = u;. Ahora, las constantes u; son las
nuevas incognitas que queremos calcular. Por otro lado en
los nodos ¢ que se encuentran en la frontera I'1, que tiene
condiciones de Dirichlet, conocemos ya el valor de u(z,y),
y por tanto para esos nodos podemos hacer directamente
la asignacién:

up (i, ) = D(wi,y) Y(x,y:) €Ty

vamos ahora a reemplazar la funcién w(z,y) por up(z,y)
en la formulacién variacional del problema modelo desar-
rollada en el capitulo anterior, obteniendo

> (Jo ko Vo + [ “¢j¢> = Jofo+ frz k(z,y)N¢
para toda funcién ¢ € H&,Fl (€). Nétese que para cualquier
nodo ¢ que no pertenezca a la frontera I'; la funcién
¢, pertenece a H&FI(Q)7 puesto que ¢; y sus primeras
derivadas son de cuadrado integrables, y ademds ¢, (x,y) =
0 sobre I'y, teniendo en cuenta que ahora I'y viene dada
por la coleccién de aristas de los triangulos de la triangu-
lacién que unen a puntos de I'y. por tanto podemos hacer
¢ = ¢, en la formulacién variacional anterior, obteniendo
para todos los nodos ¢ que no pertenecen a I’y

5 i (Jo k(@ 9) Vo, Vo + [ alw,y)é;0r) =
= fofo +f[‘2 z,y)No;
La funcién N(z,y) que determina la condicién de Neu-

mann vamos a aproximarla también por una funcién
Np(z,y) de la siguiente forma

y) = an¢l(x7y)

donde n; = N(z;,y;). Por tanto, sustituyendo N(x,y) por
Ni(z,y) en la formulacién variacional anterior, obtenemos

5t (Jo k(2 0) V0, Vo + [o alz.y)é;0,) =

=Jo o +Zlnlf[‘2 z,Y) b

por lo tanto, hemos llegado a un sistema de ecuaciones
donde las incognitas son u;, la matriz A = (a;;) y el vector

de términos independientes b = (b;) que determinan el
sistema son:

1. Si el nodo 7 estéd en I’y
a; =1
Qi5 = 0st1 7éj
by = D(x,y:)



2. Siel nodo i no estd en I'y
o= [ M) Torvo + [ oo,
b, —/f¢ +an/F (z,9) 019,

por tanto hemos llegado a un sistema de ecuaciones de
dimensién el nimero de nodos, y cuya solucién determi-
naré la solucién del problema aproximado. Sin embargo,
una dificultad importante es que el sistema que sale no
es simétrico, debido a que si un nodo 7 pertenece a 1'1, y
un nodo j no pertenece a I'y, entonces a;; = 0, pero a;;
puede ser distinto de cero. Para evitar esto, y poder aplicar
el método del gradiente conjugado, lo que haremos, serd
trabajar con un sistema aproximado que si es simétrico,
definido de la siguiente forma:

1. Para cualquier par de nodos distintos i, 7
iy = / k(z,y)Vo;V; +/ a(z,y)d;0;
Q Q

2. Siel nodo i estd en I'y

a;; = M
by = D(x;,y;) M

3. Siel nodo i no estd en I'y
0 = [ Wa)VoTo+ [ awu)oo,
b—/f¢+2nl/ (2,9)60

donde M es una constante positiva que serd muy grande
respecto a los valores de ¢;;, Este nuevo sistema es simétri-
co, y cuando M — oo , el sistema resultante es equivalente
al inicial.

Nota: Otra forma alternativa de convertir en simétrico el
sistema es eliminar las incégnitas que corresponden a los
nodos de I'y de la siguiente manera: Se sustituye u; por
D(x;,y;) en los nodos de I'; y se despeja en la formulacién
variacional del problema obteniendo

ngpl Uj (fQ k(x,y)ngngbj +fQ a(xvy)¢i¢j> =
fQ f¢] + Zl n sz ¢i¢l_
_ngpl xj7yj (fQ xngngb +fQ xy¢¢)

de tal forma que obtenemos el siguiente sistema de ecua-
clones simétrico:

Si un nodo ¢ € I'y entonces

Cbiizl
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bi = D(zi,y:)
Si un nodo i ¢ T'; entonces
aii = [ k(2,9)Vo, Vo, + [ alz,y)¢;¢;
bi = [o fo+ > fp, k2, y) o0~
ZjeFl (j,95) (fsz (,y)Ve;V; +fQ xy¢¢)

Si dados dos nodos distintos ¢, 7 alguno esté en I'y entonces
Qi5 = 0
Sii¢Tyyjé¢T entonces:

aij = [ k(z,y)Ve;Vo; + [oa(z,y)00;

ASPECTOS NUMERICOS EN LA CONSTRUC-
CION DEL SISTEMA DE ECUACIONES

En primer lugar, para evaluar numéricamente las inte-
grales sobre {2, utilizaremos el hecho de que la integral
sobre €) es igual a la suma de las integrales sobre los tridn-
gulos en que esta dividido £2. Por tanto, para construir
numéricamente el sistema de ecuaciones, tenemos que dar
algin procedimiento para calcular integrales numéricas so-
bre tridngulos. Estos procedimientos ya se estudiaron en
la asignatura Andlisis Numérico. La técnica que utilizare-
mos aqui es una férmula de integracién numérica sobre
tridngulos que utiliza 3 puntos. Dicha férmula viene dada
por:

F(x ARFEA(K wiF (T, 7,
JRCUE }j WP (Fn. )

donde

1
wr = w2:w3:§
~ _ TotT ~ _ Yo+
ry = T 1= B
~  _ Totw ~ Yoty
Ty = —5 y2—T
~ _ Tatmx ~ Y2ty
o= 5 BT

Otra integral que debemos calcular para evaluar b; es
Pi®;
s

para calcular esta integral utilizaremos una extensiéon de
la férmula de Simpson de integracién sobre un segmento.
Sea vy, = (Zn,Yn), y 1 = (21,y:) los vértices de un seg-
mento y v, = (%, y"TH”) su punto medio, entonces,
aproximamos la integral sobre un segmento de la siguiente

forma:

/Uvz F(U) ~ F(Un) + F(Ul) +4f (Um)

. Jon =l



donde ||, — v;|| representa la distancia euclidea entre v,
y v;. Por tanto podemos aplicar esta férmula al cdlculo de
la integral anterior teniendo en cuenta que

/FZ ¢id; = ZZ:/UUH ;(v)o;(v)

donde el indice ¢ recorre los nodos de I's, y los segmentos
de vértices [v;,v;,1] son las aristas de los tridngulos de la
triangulacién de 2 que van recorriendo I's.

Por otro lado, a partir de la expresién de la funcién
¢;(z,y) estudiada en la seccién anterior, que recordamos
es

;) (Y
)wj
se obtiene fdcilmente que V¢, (x,y ) es un vector constante
dado por

— ;)
— ;)

(v —y)lz; —) — (=
(yi —yj)(xj — ;) — (z; —x

gbi(xvy) =

T;— T

(Y—ym)(@j—Tm)— (@—Tm ) (Yj — Ym)

v¢i(x7y) = (

— (Y —Ym)
(Y—ym)(2;— ﬂém) (z— 2 ) (Y5~ Ym) )

El flat de frontera de cada nodo de la triangulacién nos
indica si es interior (fr = 0),siel nodo estd en I'y (fr = 1),
o si el nodo estd en I's (fr = 2). Estamos ya pues en
condiciones de dar un esquema general para el algoritmo
que calcula la matriz A = (a;;) y el vector b = (b;) del
sistema de ecuaciones.

Algoritmo para el cdlculo de A y b.

Se inicializa a;; =0, b; =0 V¢, j
Para cada tridngulo K, = (v;,v,v,)
Para cada nodo I = 1, 3,n del tridngulo K,
Si el nodo ! estd en I’y

ay = M
by = D(v)M
Sino
ant+= [ k@, y)Vo, Vo, + [ alz,y)¢,
bi+= [ fo,
Fin Si
Fin Para

Para cada par de nodos distintos I,m = 7,7,n del
tridngulo K,
A+ = fKn klz,y)Vo, Vo, + fKn a(
Si los nodos [ y m estén en I's
bi+ = N(vm) [,
k(x7y)¢l¢l
b+ =
k(2 Y) P O,
Fin Si
Fin Para

x7y)¢l¢m

k(x7y)¢m¢l +
N(w) [,
N(w) [y k@, 9) by, +

N(wm) [,"

Fin Para

Si utilizamos el esquema alternativo dado en la seccién
anterior el algoritmo quedaria
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Algoritmo para el cdlculo de A y b.

Se inicializa a;; =0, b; =0 Vi, j
Para cada tridngulo K, = (v;,v,vn)
Para cada nodo I =1, 7, n del tridngulo K,
Si el nodo ! estd en I’y
a; = 1
bl = D(Ul)
Si no
ag+= [ k(2,y)Vo, Ve, + [, al
b+ = fKn f¢l
Fin Si
Fin Para
Para cada par de nodos distintos I,m = 7,7,n del
tridngulo K,
SileT; ym¢T entonces

b _Dvl<foxyv¢lv¢ +>
K

$y¢l
Silé¢ Ty ymeT, entonces
fK

x7y)¢l¢l

$y¢l¢

Silé Ty ym¢T entonces
Uym+ = fKn k(x,y)nglngm—l—fKn
Si los nodos [ y m estén en I's
b+ = N(Um) f
k(x7y)¢l¢l
b+ =
N(m) [, k(2,Y) GOy
Fin Si
Fin Para

CL(.’L" y)¢l¢m

k@, y)ond  +
N(w) f,"

N(w) [y k() db,  +

Fin Para

Ejemplo 10 Vamos a desarrollar un ejemplo completo de
caleulo de sistema. Consideremos el dominio § dado por
la siguiente figura

compuesta de 2 tridngulos Ko = (vo,v1,v2), y Ky =
(vo,v2,v3) de vértices vo = (0,0), v1 = (1,0), vo = (1,1)
yvg = (0,1). Consideremos la ecuacion dzferenczal

—div(Vu) +u=1



con las condiciones de contorno $%(vo) = —1, $%(vy) =
=2, w(vg) = 3, u(vg) = 4. Vamos a realizar una traza
del algoritmo. En primer lugar, tlomamos el lriangulo Ko
y caleulamos las funciones ¢, centradas sobre los nodos
Vo, V1,02

dolz,y)=1—2z
b1(zy) =2~y
¢2(x7y) =Y

Siguiendo el algoritmo, en el primer bucle calculamos

oo = fol foz 1dydx + fol foz(l —x)%dydx = %

bo = fo Jo (1= )dydz = §

a1 = fo fo 2dydx—|—f0 fo z —y)2dydr = %
fo fo x —y)dydx =

age = M

bo = 3M

En el siguiente bucle calculamos

Qo1 = a10 = fol Jo —ldydz + fol Jo 1= 2)(z — y)dydx =

i1
21

bo = —2f01 (1 —2)zdr — 1f01 ?dr = —1

by = 1f0 1—x)xdx—2f0 (1—x)%dr =—3

a2 = agy = fo Jy Odydx + fo Jo (1 = z)ydydz = &

12 = 021 = fol Jo —1ldydz + fol Jo y(z —y)dydx = —5;

1
6
1
3

pasamos ahora al segundo tridngulo K1 =
funciones ¢, sobre Ky vienen dadas por

¢O(x7y) =1 -y
Po(7,y) =
P3(z,y) =y —=x

(vo,v2,v3). Las

Siguiendo la traza del algoritmo obtenemos:

ago = 15 + fol le ldydx + fol le(l —y)?dydx = T
bo=—%+fy [, (1 —y)dyde = -4
o9 = M
bo = 3M
azz = M
by = 4M
1 1 pl 1 1 1
ao2 = az0 = 37 + [y [, Odydx + [; [ (1 —y)zdydr = 55

aos = agp = fol fz
11
— 21

an=an =) |,

1dydx—|—f0 fz (1—y)(y — x)dydx =

—x)dydy = — %

—Ldydx + fol fml T
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Por lo tanto el sistema que hay que resolver es:

A VI T | w“ 1
6 %4 1 24 %

1 1 1
A TR Rl
gl —351 ]\{1 Y us 3M
s (. Uy AM

cuya solucion para M = 10000 viene dada por

U 1.5932
u | | 1.328

us |~ | 3.0002
g 4.0002

Si sequimos el algoritmo dado por la construccion del
sistema alternativo llegamos al sistema:

7 11 1 1 11
TR L AT
— 1z 00 uz | _ —5+3%
0 0O 1 0 Us 3
0 0 0 1 Uy 4
cuya solucion es

Uy 1.5931

up | | 1.3278

Uus 3.0

Uy 4.0

que como puede apreciarse estd muy proxima de la solucion
anterior.

PRACTICA 4. METODO DE ELEMENTOS
FINITOS

En esta préctica se implementard la construccién de la
matriz A y el vector b por el método de elementos fini-
tos utilizando el algoritmo descrito en la seccién anterior.
Las funciones k(z,v), a(z,y), f(z,y), D(z,y) y N(z,y)
estardn definidas dentro del cuerpo del programa, simple-
mente utilizando por ejemplo la instruccién #define. El
pardmetro de entrada serd la triangulaciéon T. Para con-
struir la matriz morse no se podra utilizar un almace-
namiento intermedio en forma de matriz plena. Se re-

alizardn los test de comprobacién siguientes:

1. Comprobar que para el ejemplo desarrollado en la sec-
ci6n anterior se llega al mismo resultado de matriz A
y vector b.

2. Tomar la triangulacién T'1.¢t7r: del directorio de la asig-
natura. Tomar como funciones k(z,y) =1, a(x,y) =
0, f(z,y) =1, D(x,y) =0y N(z,y) = 0. Comprobar
que los valores no-nulos de la matriz son a;; = 4y
a;; = —1 6 a;; — 0.5, y los valores no-nulos del vector

b son: b; = 0.000977



3. Tomar la triangulacién T'1.¢r: del directorio de la asig-
natura. Tomar como funciones k(z,y) = 1 a(z,y) =
1, f(z,y) =1, D(z,y) = 0y N(z,y) = 0. Compro-
bar que los valores no-nulos de la matriz son a;; =
4.000488, a;; = —0.9999191 6 a;; = 0.0000811, y los
valores no-nulos del vector b son: b; = 0.000977

4. Tomar una triangulacién del objeto de la figura 15,
tomando la circunferencia interior con condiciones de
Dirichlet, y la circunferencia exterior con condiciones
de Neuman. Tomar como funciones k(z,y) = 1,
a(z,y) =1, f(v,y) = (=4+2°+y?), D(2,y) = 2°+y
y N(z,y) = —2y/2? +y2. Construir el sistema de
ecuaciones asociado, resolverlo y calcular el error méx-
imo que se produce entre la solucién real dada por la
funcién u(z,y) = 2% + y? y la solucién suministra-
da al resolver el sistema. Realizar esta operacién con
mallas con diferente nimero de puntos y comprobar
que cuantos mds puntos se utilizan, el error maximo
es menor.

TRIANGULO DE REFERENCIA Y FUN-
CIONES DE FORMA

Una estrategia que se utiliza con frecuencia para realizar
todos los célculos sobre los tridngulos de la malla, es hac-
er un cambio de variable, para que los cdlculos se hagan
siempre sobre un mismo tridngulo K denominado tridn-
gulo de referencia. dicho tridngulo K tiene por vértices
7o = (0,0), 73 = (1,0) y U2 = (0,1). Si tenemos un tridn-
gulo cualquiera K de vértices v; = (z4,¥:), v; = (2;,y;)
y vk = (Zx,Yr), entonces, la transformacién F : K-> K
dada por

re9) = (

transforma el triéngulo K enel triéngulo K y ademés lleva
el vértice Uy en v;, U7 en v; Y Ug en vy. Vamos a definir

x; —|—f($3 — .’,Ui) —|—§($k — .’,Ui) >
Yi +2(y; —vi) +9(yr — i)

sobre el trlangulo de referencia K 3 funciones Po (Z,7),
P (Z,9) y Pg(gc7 7) que llamaremos funciones de forma, de
tal manera que sean funciones lineales (es decir polinomios
de grado 1 en T e §) y que verifiquen ﬁm(ﬁn) =0sim#n,
y ]gm(ﬁm) = 1 para todo 0 < m,n < 2. Dichas funciones
son

P1(§7§) =z
P(z,y) = ¥

Estas funciones, via la transformacién F', determinan
c¢6mo son las funciones base ¢, sobre los triangulos, de tal
manera que sobre un tridngulo dado K de vértices v;, v;,
y vy se tiene:

gbi(F(fv g)) = ]iO(fv g)
ng(F(fvg)) = Pl(fvg)
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es decir, que la forma que tienen las funciones ¢, vienen
determinadas por la forma de las Pm y la transformacién
F.

Otro elemento importante que debemos utilizar para
realizar todos los cdlculos en el tridngulo de referencia es
el jacobiano Jac(F) de la funcién F. Como F(Z,7) es un
vector de 2 componentes, si denotamos por F(Z,7) a la
primera componente, y por FQ(Q?, 7) a la segunda compo-
nente. Kl jacobiano, viene determinado por el determi-
nante de la matriz:

OFY r~ ~  OF! (o o~

o~ .’L’,y) o x7y)
Jac(F)(Z,7) = Oz N7 Y,
S-@y) -39

en el caso de la transformacion F(Z,7) el jacobiano es con-
stante, y viene dado por:

Jac(F)(2,9) = (z; — a:)(ye — i) — (Y5 — vi) (2 — 2:)
nétese que en este caso el jacobiano es nulo si sélo si los
vértices v;, v; y vy del tridngulo estdn alineados.

Para llevar todos los célculos de integracién sobre
tridngulos al tridngulo de referencia aplicamos el teorema
de cambio de variables en una integral miiltiple, es decir,

dada una funcién G(z,y) definida sobre K, se tiene que:

Apmwmw:éGW@mumm@wﬁw

utilizando este resultado y las funciones de forma, podemos
decir que dado un tridngulo K cualquiera, la aportacién
de ese tridngulo al vector b del sistema de ecuaciones al
que se llega con el método de elementos finitos es

bi+=fo(x = [z f( Po(%,7) | Jac(F)|
bi+ = [y flz,y = [z 1( Pi(%,7) | Jac(F)]
bk"‘ = S [, y)d, (2 y) =

D) B (%,7) | Jac( F)

Jz 1(

por tanto, hemos conseguido centralizar los cdlculos en un
solo tridngulo K. Nétese ademds que ya no se utilizan las
funciones ¢,, sino las funciones de forma F,.

Con respecto a la aportacién del tridngulo K a los
coeficientes de la matriz A que resulta del método de ele-
mentos finitos se procede del mismo modo, con respecto a
la segunda parte de la aportacién se aplica que

/ a(2,y)pid; = /A o(F(2,9)) Po(2,9) P1(2.7) | Jac(F)| dwdy
K K

y asi sucesivamente para las otras combinaciones de los
nodos v;,v; ¥ Vg.

Con respecto a la primera parte de la aportacién de K
a la matriz A, que involucra a las derivadas de la funcién
¢, el calculo es un poco mds complicado pues debemos
escribir dichas derivadas en funcién de las derivadas de las
funciones de forma P,,. Para ello necesitamos utilizar la
inversa de la funcién F(Z,%), es decir, la transformaciéon



que lleva K en K. Dicha transformacién que denotaremos
por G(z,y) viene dada por:

G(z,y) = (

utilizando esta transformacién podemos escribir

¢;(2,y) 0]

y lo mismo para los otros indices del tridngulo. Ahora
ya podemos expresar las derivadas de ¢; respecto a las
derivadas de las funciones de forma, y utilizando la regla
de la cadena encontramos:

2 (G, ) -

5 (2,y) = 22 (G(w,y)) 55

(x5 =2 )(ye—ys)— (@ —z: ) (Y5 —¥i)
((y*yi)(ﬂfj*ﬂ?i)*(I*Ii)(yj*yi

(=2 (Yo —ys)— (Y= ys (Tp—Ts) )

) (Ye—yi)— (@ — i) (Y5 — i)

= By (G(x

3@%

i (2,y) = (, y)+8i°(G(x Y)) 9 (2, )

| @

~(x, y)+8i°(G(x v) % (2,9)
vy lo mismo para los otros nodos del tridngulo K.

Finalmente utilizando estas expresiones podemos cal-
cular las integrales:

LAk@wW%V%=iék@WwDV@V%Lmdﬂl

donde V¢, V¢, viene expresado utilizando las férmulas an-
teriores, de tal forma que hemos centralizado todos los
cédlculos en el tridngulo de referencia K.

ELEMENTOS FINITOS CURVOS

Una limitacién importante al utilizar sélo tridngulos para
describir el dominio sobre el que trabajamos, es que cuando
dicho dominio tiene fronteras con zonas curvas, la aproxi-
macién por tridngulos nunca es perfecta debido a que los
lados de los tridngulos son rectos. Una técnica para evitar
esto es utilizar como elementos de base, tridngulos con la-
dos que puedan estar deformados como el que muestra la
figura siguiente

Figura 32:

Estos tridngulos de lados deformados se definen uti-
lizando 6 puntos, es decir v;, v; y vz que determinan la
posicién de los vértices del tridngulo, y v;, v ¥ v, que
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determinan la posicién de los puntos medios de los la-
dos deformados del tridngulo. Por ejemplo, el tridngulo
de la figura anterior viene determinado por v; = (0,0),
v; = (1,0) y v = (0,1) que determinan los vértices del
tridngulo, y v; = (0.5,0), vy, (3257 325) = (0,0.5).
Nétese que el punto que determina la deformaci(’)n €S Upy.
Intuitivamente es como si cogiésemos los puntos medios de
los tridngulos y los estirdsemos para ajustarnos mejor a la
frontera.

Para trabajar computacionalmente con estos triangu-
los deformados, lo que se hace es transformarlos en el tridn-
gulo de referencia. Para ello, hay que buscar una transfor-
macién que lleve el tridngulo de referencia K en el tridn-
gulo deformado que denotaremos por K p. Dicha transfor-
macién, que denotaremos por F(Z,%) debe cumplir

=
S

F
= F

0) = v = (x4, 94)
1,0) = v; = (25,y5)

(0,
(
(0,1) = vy, = (z,Y)
(
(
(

o

5

o

= F(0.5 0)—Ul:(xl7yl)
= F(0.5,0.5) = vy = (Tp, Ym)
F(0,0.5) = v, = (Zn,Yn)

&

=
=

=
NS N N S S

S
\_/\_/\_/Lo_/\_/\_/

Il

ﬁ

=
&

La funcién F(Z,7) més sencilla que permite ajustar estos
valores es un polinomio de grado 2 en Z e . Para ello nos
apoyaremos en unas funciones de forma que llamaremos
Py(Z,7) con 0 < s < 5 que cumplen que Ps(¥,) = 0 si
s#ETY ]35 (Us) = 1. Imponiendo que estas funciones sean
polinomios de grado 2 se obtiene facilmente

Po(z,5) = (1—%-7)(1 - 22— 27)
P(Z,7) (22— 1)

P(z,5) = §(25-1)

Py(2,9) A(1-Z2-§)7

134(5?@) = 4@
P(Z,5) = 4(1-2-9)7

de tal forma que podemos expresar la transformacién

F(Z,7) como

5
F(f7§) - Zvi(t)Pt(f7§)
t=0

donde v;;) son los puntos del tridngulo deformado
Vi, Vj, Vg, U, Um, Un -

Ahora bien, no es posible deformar los tridngulos de
cualquier manera. Los tridngulos deformados admisibles
son aquellos para los que la transformacién F(Z,7) es
biyectiva entre K y €l tridngulo deformado K p. Para que
ello suceda, la condicién es que el jacobiano de F(Z,7)
mantenga el mismo signo en todos los puntos de K.
Veamos esto con un poco mds de detalle en un ejemplo:
Si consideramos que el tridngulo deformado Kp es idénti-
co al tridngulo K salvo que el punto (0.5,0.5) se estira (o
traslada) a un punto genérico (xo, o) vamos a ver cudles



son los posibles valores de (o, %) tal que la transforma-
cién F(Z,7) sea biyectiva. En este caso podemos calcular
F(Z,7) de forma directa obteniendo:

el jacobiano de esta transformacion es

N 1+ 4y(xo — %) 47 (xo — %)
JaclF)(®9) = ‘ Glyo —4) 14 43(yo —
N 1. 1
= 1+4y(zo — §)+43«”(yo— 5)

como en este caso Jac(F)(Z,7) es lineal, para que conserve

el signo en K es suficiente que tenga el mismo signo en los
tres vértices de K. Ahora bien

Jac(F)(0,0) = 1

Jac(F)(1,0) 14 4(yo — %)

Jac(F)(0,1)

1
1+ 4(xo — 5)

por tanto las condiciones para que estos 3 valores no cam-
bien de signo son:

Yo >

o >

[N R

como vemos existe bastante margen para estirar el lado
del tridngulo.

A nivel computacional la diferencia fundamental es
que ahora los tridngulos deformados vienen determinados
por 6 nodos y no 3. El resto sigue el andlisis previamente
realizado, teniendo en cuenta que todos los célculos hay
que hacerlos pasando por el tridngulo de referencia.

ELEMENTOS FINITOS EN DIMENSIONES
DISTINTAS DE 2.

El método de elementos finitos que hemos desarrollado
puede extenderse facilmente a dimensiones distinta de 2.
En dimensién 1, el método es muy sencillo de aplicar, en
este caso el problema modelo se escribe como
0 ou
o <I<:(x) 63(;) () + a(x)u(z) = f(x) en [a, b]
las condiciones de frontera son en este caso que la funcién
u(z) o su derivada valgan un valor determinado en @ y b.
En este caso los elementos finitos no son tridngulos sino
segmentos con dos vértices, para aplicar el método se di-
vide el segmento [a, b] en un conjunto de subsegmentos da-
dos por un conjunto de nodos a = xp < 1 < ... <xy =D

y se definen las funciones base como unas funciones ¢, (),
lineales sobre cada segmento [y, Tr4+1] y tal que ¢;(z;) =0
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sii # jy ¢,(x;) = 0. A partir de aqui, el desarrollo es andl-
ogo al caso de 2 dimensiones, pero evidentemente mucho
més simple.

En el caso de problemas en dimensién 3, la diferencia
fundamental es que los elementos finitos en este caso son
tetraedros. El desarrollo es anédlogo a dimensién 2. En este
caso, al realizar la formulacién variacional del problema
aparecen integrales de superficie sobre la frontera en lugar
de integrales de linea.

APLICACION DEL METODO ELEMENTOS
FINITOS A PROBLEMAS DE EVOLUCION

Hemos desarrollado el método de elementos finitos para un
problema modelo. Por supuesto la técnica desarrollada es
de aplicacién en otros muchos contextos y ecuaciones. Dos
casos especialmente sencillos de extensién de lo que hemos
visto a otros modelos fisicos son la ecuacién del calor y la
ecuacién de ondas, donde la solucién u(z,y) no es estatica
sino que depende del tiempo, es decir tenemos u(%,z,y) la
depencia del tiempo indica que es un fenémeno que varia
con el tiempo. Por ejemplo en el caso de la ecuaciéon del
calor dada por la ecuacién diferencial

% = div (k(z,y)Vu)

u(t, z,y) indica la evolucién de la temperatura de un objeto
plano a lo largo del tiempo partiendo de una distribucién
inicial ug (2, y).

En el caso de la ecuacién de ondas dada por la
ecuacién diferencial

A%y

52 = div (k(x,y)Vu)

u(t, z,y) indica la evolucién de la amplitud de una onda
sobre un dominio plano (por ejemplo al tirar una piedra en
un estanque) partiendo de una amplitud inicial de la onda
uo(z,y) , y de una velocidad inicial uy(z,y) = 88—7;(07 z,Y)

En ambas ecuaciones si discretizamos la variable tem-
poral ¢ de tal manera que buscamos una secuencia de fun-
ciones u,(x,y) de tal forma que w,(z,y) es una aprox-
imacién de u(nAt,z,y), y discretizamos por diferencias
finitas las derivadas temporales obtenemos los siguientes
esquemas: Para la ecuacién del calor

un(x7y) - unfl(x7y)
At

= div (k(z,y)Vun) (z,y)

que determina la forma de pasar de la etapa u,—1(z,y)
a la etapa u,(,y), nétese que en este caso u,_1(z,y) es
conocido. Despejando convenientemente en esta expresién
obtenemos:

—dw (k(z,y)Vun) (2,y) + un(x,y) = “n%(:vy)

ahora bien esta ecuacién es un caso particular del problema
modelo donde a(z,y) = 2 v f(z,y) = —“”*i(t‘”’y)



En el caso de la ecuacién de ondas el esquema al que se
llega utilizando diferencias finitas para las derivadas tem-
porales es:

talt) Mtact(Ga a2 0] = i ((,y) V) (2,)

donde ahora los datos son u,_1 y u#,_2 y se pretende cal-
cular u,. Despejando como antes obtenemos:

2un71(x7y) - un72(x7y)

1
—dwv (EVu, , —uy(z,y) =
iv (KVun) (7,9)+5n (7,9) -
que es un caso particular del problema modelo estudiado

tomando a(z,y) = & y f(x,y) = 2“”*1(‘”79)&“”*2("”9)

SISTEMAS DE ECUACIONES
DIFERENCIALES LINEALES

INTRODUCCION

Un sistema de ecuaciones diferenciales es aquel en que las
ecuaciones vienen expresadas en funcién de las variables y
sus derivadas.

! l (n (ny _
FLlE, @y, ey T Y ey Ty T ey Ty ) =0

! l (n (ny _
folt, @1, ey Ty T ey Ty ey T ey T, ) =0
fult ’ ’ (n (n) -0
(L1, Ty, Y ey Ty e T ey Ty ) =

Ejemplo 11 Consideremos el sistema predador-presa.
Denotamos por z(t) e y(t) las poblaciones, en el instante
t, de dos especies, una de las cuales (y) devora a la otra
(). Sin la presa, los predadores disminuirdn en nimero
y sin los predadores, los que sirven de presa aumentaran.
Alrededor de 1925, Lotka y Volterra propusieron un modelo
matemdtico que muestra la forma en que puede manten-
erse en equilibrio ecologico, cuando ambos estdn presentes.

z(t) =Poblacion de animales presas
y(t) =Poblacion de predadores

El sistema de ecuaciones diferenciales es de la sigu-

iente manera:
2'(t) = 2(a —y)

{ y'(t) =y(x —b)
donde a represenia el nivel de saturacion de los predadores
y b el nivel de presas crilico para que los predadores em-
piecen a crecer. Cuando el numero de depredadores es
mayor que a, entonces el ndmero de presas decrece. De
igual manera, cuando el nimero de presas €8 MeNOT que
b, entonces el niimero de depredadores decrece.

Dado un estado inicial z(Zy) e y(%o) se trata de prede-
cir el comportamiento futuro del sistema.
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X A

Figura 33: Variacién de z en el tiempo

Y A

Figura 34: Variacién de y en el tiempo

Representacién grafica: En estos sistemas de
ecuaciones, tenemos una representaciéon de = e y en forma
paramétrica. Su representacion gréfica es de la siguiente
manera:

La representacién paramétrica de x e y se puede inter-
pretar como un punto que traza una curva en el plano xy.
El plano zy se conoce como plano de fases. Una curva
descrita de forma paramétrica, se conoce como trayectoria,
6rbita o camino.

y A Orbita

(Xo,Yo)

Orbita x — y.

Orbita: Trayectoria geométrica que siguen las variables
relacionadas entre si. Es peridédica si existen repeticiones
de la misma trayectoria a intervalos regulares de tiempo.
Cuando se pasa de la representacion en el tiempo al plano
de fases se pierde informacién de los instantes de tiempo.



De forma general, un sistema de ecuaciones diferen-
ciales de primer orden se puede expresar de la siguiente
manera:

x,I - fl(t7x17x27 7x’n)
x,2 = fg(t,.’f/'l,.’flg, 7x’n)
(4)

x',n - fn(t7x17x27 7x’n)

xl(to) T

xg(to) Io

con = . condiciones iniciales
T (to) T,

SISTEMAS LINEALES

Si cada una de las funciones fi, fa,...f, en el sistema
de ecuaciones (4) es una funcién lineal de las variables
T1,%2,...,Tn, entonces se dice que el sistema de ecuaciones
es lineal. El sistema de n ecuaciones diferenciales lineales
de primer orden tiene la forma:

=pi1(t)x1+ ...+ p1n()rn + 01 (1)
= po1(t)x1 + ... + pon(t)xyn + g2(t)

g
)
(5)

zh = o1 (01 4+ o+ Pon ()2 + g (£)

Si las funciones ¢;(t) son nulas, entonces se dice que
el sistema (5) es homogéneo.

Si expresamos el anterior sistema de ecuaciones en
forma matricial, tenemos:

T =P(t)z +g(t)

En el caso en que tengamos un sistema homogéneo y
las funciones p;; (¢) sean constantes (p;;(t) = a;;), entonces
el sistema (5) se puede expresar de la siguiente forma:

€y a11 Q1n Z1
| = (6)
.’L’,’n an1 Ann LTy,
z'(t) = Az(t)

Proposicion 1 Sea una ecuacion diferencial de la forma
z' = ax con x(ty) = o, entonces su solucion viene dada
por

z(t) = zoet—to)
Demostraciéon: A partir de la ecuacién despejamos del
segundo miembro z,

esto es una ecuacién diferencial de variables separables,

— =qadt
T
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integramos,

¢ ¢

d
/—x:/adt
tox to

In(z(t)) — Ln(z(to)) = alt —to)

y resolviendo

Ln(z(t)) = Ln(x(to)) + a(t —to)
aplicando en ambos términos la exponencial,
eln(@(®) — Ln(z(to))+alt—to)
obtenemos la solucién,
x(t) = x(to)ert—t0)

En el caso general (n > 1), la solucién del sistema de
ecuaciones (6) tiene la siguiente expresion:

z(t) = eAltto)zg

(7)

donde el valor de la exponencial se calcula como se explica
en la siguiente definicién.

Definicién 10 Vamos a definir eB, con B matriz

cualquiera (cuadrada), o través del desarrollo de Taylor
como:

B2 B"
e =ld+B+—+. . +—+...
2 n!

a partir del desarrollo de Taylor de €.

. 2 3
e =1+t+—+...+—
2 n!

Para ver que este desarrollo es consistente con la solu-
ci6n del sistema (7), vamos a comprobar que efectivamente
Z'(t) = AZ para este cdlculo de la exponencial. Partimos

de la expresién:
z(t) = et 1),

aplicamos el desarrollo de la exponencial dada en la defini-
cién anterior,

t—to)?
E(t) = Idﬁco+A(t—to)5co+A2%fo+. AT —
n!
derivamos esta expresion,

(t—to)" " _

T'(t) = Azg + A%(t —to)To + ... + A”on

multiplicamos Z(t) por la matriz A y obtenemos,

t—1o)"
AZ(t) = AZo+A%(t—t0)To+. . .+A”+1%fo =

(1),

luego 7'(t) = AZ tiene por solucién z(t) = eA~to)z,

t—to)"
(t —1o) %o



Ejemplo 12 Calcular la solucion del sistema homogéneo
de coeficientes constantes dado por la siguiente matriz

=(20)

a partir de esta matriz se obtiene el sistema lineal siguiente:

(£)-00)(%)

Por la proposicion y la definicién anterior sabemos que
la solucién tiene la forma Z(t) = eAt=t0)z,  Calculamos la
exponencial segin la definicién y obtenemos

eAtt0) = 14

Todas las potencias A™(n > 1) son nulas, luego Z(t) =
eA(t*to)'i, =
0= Z9-

Este resultado significa que la solucién del sistema es
constante, es decir, que no varfa con el paso del tiempo. Si
observamos el sistema, nos damos cuenta que las derivadas
(z1,25) = (0,0) son nulas, lo que quiere decir que el sis-
tema no progresa.

Ejemplo 13 Calcular la solucion del sistema dado por la
stguiente maitriz
1 0
=(s V)

El sistema que se obtiene de esta matriz es de la forma:

zyY _ (10 x1
b J 0 1 Zg
La solucién viene dada por z(t) = eAt=t)z,, donde
el valor de la exponencial es
eA(t*to) — )
t— 1
= <Id+A(t—t0) +A2%...+A

n!

:Id<1+(t—to)+w+ +M>

5 o

(t—to) 0
_ [&
=1Id- e(t fo) = < 0 e(tfto) > B

luego la solucién es:

(t*to) 0
z(t) = e g = ( o et ) < gycg )

_ elt=to) g,
z(t) = < e(t=to)gyq )

Las variables son independientes entre si.

(= 10)"

Ejemplo 14 Calcular la solucion del sistema dado por la

maltriz
0 1
=(4)

Como ya sabemos, la solucién del sistema es de la
forma Z(t) = eAlt=t0) 7y, con lo que tenemos que calcular
eA(t=to) v luego multiplicarlo por las condiciones iniciales:

(t —to)?

eAlt=t0) = Td+ A(t — to) + A? 5

+

ot =10)"

Calculamos las distintas potencias de la matriz:

2
0 1 1 0
2 — E——
w=(G o) =0 b)) =
0 {

1 0 -
3 2. — ——
A=A 0 0)7 1 o)‘A
0 1 10
4 43 _ _
O N B 01>_Id
A5:<(1) ?)(_01 b)) =1d-a=4

Como se puede ver, se repite el mismo ciclo
{A,—Id,—A,Id}, con lo que, teniendo en cuenta la posi-
ci6n que toman los distintos factores en las matrices, obte-
mos la siguiente expresion:

o) [ L= e
—(t—to)—F%—...

PR}
(t —to) — Yol 4 )

(t-t0)? | (t—to)*
1— 8=k el

Simplificando los términos de esta matriz por sus rela-
ciones trigonométricas tenemos que

eA(t*to) _ COSs (t—to)
T\ —sin(t —to)

con lo que la solucién final del sistema es

sin (¢ — o) ) 7

cos (t — o)

T(t) = et g,

3(t) = cos (t — to) xo + sin (t — 1o) Yo
T\ —sin(t —to) wo + cos (T —to) Yo

Por iltimo, vamos a dibujar las érbitas que se ob-
tienen para este sistema. Para esto, tenemos que intentar
pasar de una representaciéon paramétrica dada por la ma-
triz anterior, a una representacién en el plano de fases.

Si elevamos ambos términos al cuadrado y los
sumamos, obtenemos la siguiente relacién:

22(t) + y%(t) = cos? (t — to) 23+



+2cos (t — to) sin (t — to) Toyo + sin® (t — to) ya+
+sin? (t —to) 28 — 2 cos (t — o) sin (t — to) Toyo+
+cos? (t — to) y2 = 23 +v2
Con lo que tenemos una ecuacién de la forma:
2 +y? = 2§ +y3

Fsta es la férmula de una circunferencia de radio
/23 + y¢ y de centro el origen, con lo que la 6rbita tendrd
forma de circunferencia con un radio que depende de las
condiciones iniciales. Para obtener el sentido del desplaza-
miento en la circunferencia, basta con coger un punto en
uno de los cuadrantes y sustituirlo en el sistema Z' = AzZ.
El signo que toman 2’ e 4’ nos indica el sentido.

Y A
P - - - =~ ‘
v ~(Xo.Yo)
/I g -T= ~Q \\\
l/ //, ‘\ ‘\
—
\ \ N /’. (%o, /Yo)
T 7

. 0 1
Orbitas para A = < 1 0 )
Ejemplo 15 Calcular la solucion del sistema dado por la

stguiente maitriz
0 0
(1)

Las potencias de la matriz de orden 2 y superior son

e

El resultado de la exponencial es,

0 0
1 0

pAli—to) Id+ A(t —to)
10

0 0
At—to) _
¢ 0‘(0 1>+<(t—t0) 0)
QA to) I 0
t—to 1
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La solucién del sistema,

(e V)

I(t) = ( (t_tog)coxo + Yo )

Si observamos este resultado, podemos ver que x siem-
pre vale xg mientras que y varia dependiendo del signo de
To. Si este es positivo y tenderd a oo, y si es negativo, a
—00.

z(t) =

Dibujamos la 6rbita teniendo en cuenta que:

zg > 0 = y tiende a o0
29 < 0= y tiende a — o0

Y a

(X0, Yo)

T (Xo, Yo)
< i >

X

(X0, Yo) ® (X0 Yo)

. 0 0
Orbitas para A = < . 0 )
Ejemplo 16 Calcular la solucion del sistema dado por la

maltriz
0 1
a=(1)

Las potencias de la matriz:

> (01 01\ (1 0)\_
w=(10)(1a)=(o1)=m
s (10 0 1\ _ ., ,_
oo (3O (8 ) mraana

Se repite el mismo ciclo {A4,Id}. Calculamos la

exponencial:
t—19)? t—t)?
A=) = [a4 At —to)+ A2 L1 | gal 3'0) +
— )4 _t\n
+A4M. . +AHM

4! n!



1 (t-to)? | (t-to)* A continuacién vamos a ver cémo se puede calcular

A(t—to) — tem ottt : A prece. ’

¢ - (t—to) + (t—t0)® 4 de forma sencilla, la exponencial e(t=%0) factorizando la
3t matriz A. Para calcular

(t —to)? (t —to)™

+...+ A"
n!

3
(t —to) + Y=ol 4 ) AU=10) — 1d4 At —to) + A2

2 : 4
1+ (tfgo) + (t*4t!0) 4.
podemos escribir la matriz A como

Estos desarrollos en serie son equivalentes a las sigu- A=pLl.D.p
ientes expresiones:
Sustituyendo A por la expresién anterior, tenemos

( ) e(t—t0) L o —(t—%0) e(t—to) _ o —(t—%0)

A(t—to) __ 2 2 _ -1 _

e =1 et L--to)  (e-t0) L —(e—t0) eAlt=to) — P DP(t—to) —
2

2

_ -1 _
La solucién del sistema: =Ild+P DP(t t0)+

t—to)?
z(t) = etttz +P'Dppt DP%jL
_ (e + e’(t*to)) 2o + (el T — e*(t*t0)> Yo +P'ppP tDpP ! DP—(t — to)” L+
ORI (4 YR e vl — e
(t—to)"™

Vamos a intentar dibujar la 6rbita. Cuando ¢ — oo se +P ipmp
anulan las exponenciales negativas y la solucién nos queda

n!
Se cancelan los productos de la matriz P con su in-

2(t) %etft‘) (o + o) versa, con lo que nos queda la siguiente expresién:
~ %etfto(xo_kyo)

epleP(tfto) — Id+ P*lDP(t _ t0)+
Esto quiere decir que el sistema se aproxima a una

recta que pasa por el origen y con una pendiente de 45°6 +P71D2P(t — t0)2+
-45°, cuando t tiende a infinito. Dependiendo de los signos 2
de zg € yo, tenemos dos rectas de la forma que se puede 3
< -1n3 (t — tO)
ver en la gréfica 35. +P1p3p 3 L+
El sentido de desplazamiento se obtiene igual que se (t —to)"

~1
explic6 en el ejemplo anterior, sustituyendo g € yg en el +pP D" P nl
sistema y observando los signos que toman 2’ e y'.

Todos los términos de esta serie estdn multiplicados
por Py por P~1, con lo que si extraemos estos dos factores
obtenemos lo siguiente:

Y A
y=x el I PP(=t0) = p=1(Id + D(t —to)+
N v
[} o (t —t9)? (t —to)™
. 2 0 ' 0 —
(Xo,YO)\ P D DN )P =
N, 7/
\ — P*leD(tfto)P7

I ]
¢,/
N\ /‘/,(’Xo, Yo)

entonces si A= P~1- D - P, se cumple que

< % >
XoYo) 7 AN X eAli=to) — p=1gPli—to) p (8)
1/ )
{/’/ \‘\ Cuando D es una matriz diagonal, este cdlculo es bas-
//,// ‘\,\ tante sencillo como se puede ver a continuacién:
4 .
AN
/ N\ Una matriz diagonal tiene todos los elementos fuera
de la diagonal iguales a cero.
v N O - 0
Figura 35: Orbita para A = ( (1) (1) ) ) p=| 0 2 0
0 .0
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Se puede comprobar fdcilmente que las potencias de
D son de la forma,

A0 -0

D — 0 X 0
0O . 0
0 0 )\”

Vamos a calcular la exponencial de la parte derecha
de la ecuacién (8):

(t —to)?

5 +

ePt=t0) = [d + D(t — to) + D?
(t —to)"

+...+D"
n!

Si desarrollamos esta expresién en forma matricial,
obtenemos:

L4 Ay (f— fo) + A2Efl o yplto)”

n!
eD(t*to) — 0

0 .0
1 At — o) + AZUtl \plta™
0 0
0

Cada término de la diagonal es el desarrollo de Taylor
de la funcion e*i(t=%)  con lo que P~ %) queda, en forma
matricial, como

e (t—to) 0 . 0
eD(tfto) _ 0 e/\z(tfto) 0
: 0 Ry 0
0 ... 0 eMn(t—to)

Lo que se consigue evitar con esta factorizacion, es
calcular las distintas potencias de A y trabajar con de-
sarrollos en serie grandes. La dificultad reside, ahora, en
encontrar P tal que campla A = P~1- D - P, es decir, que
A sea diagonalizable.

DIAGONALIZACION DE A

Sea A una matriz con una base de autovectores y X =
( T1 T2 Tn ) la matriz que tiene por columnas los
autovectores de A. Un célculo directo demuestra que las
columnas de la matriz AX son precisamente los vectores

A%y, Ao, Azq
A~X:( A%y A-Zog --- A-Z, )
como AZ; = \;Z;, se tiene que

A-X =( MEy Aoy AnZn )
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Se demuestra facilmente que la parte derecha de la
expresién anterior se puede escribir como

N O -0
( Mz in J=x | O M Y oxp
L0 o0
0 - 0 X\,

donde D es una matriz diagonal que contiene los autoval-
ores de A.

Multiplicando por la inversa de la matriz de autovec-
tores,

A-X-X'=X-D-X

se obtiene que A = X - D - X1, luego, para P = X!
tenemos
(9)

Este proceso se conoce como transformacion de seme-
janza y la ecuacién anterior se expresa diciendo que A es
semejante a la matriz diagonal D. De igual forma, pode-
mos decir que A es diagonalizable.

A=P'.D.P

Si los autovectores de A no son linealmente indepen-
dientes, entonces la matriz X es singular, con lo que no se
puede calcular su inversa y, por lo tanto, la matriz A no
es diagonalizable.

En el caso en que sus autovectores sean ortonormales,

el cdlculo de la inversa es inmediato:
=
=T
X=XT=(momoom) =
Ty

Proposicién 2 Toda malriz simétrica liene una base or-
togonal de aulovectores.

Ejemplo 17 Calcular la solucion del sistema

T(t) = et gy,

=(2)

Al ser una matriz simétrica, sabemos, por la proposién
anterior, que posee una base de autovectores ortogonales.
Calculamos sus autovalores:

donde

- 1
|A—)\Id|—‘ 1 _)\‘
NM_1=0
A==1
Calculamos los autovectores a partir de sus
autovalores. El autovector asociado al autovalor A = 1

viene dado por el sistema,



0
0

x
Y

() 0)=()

despejando se obtiene la siguiente relacién entre las vari-

ables,
-

_ T
que nos da como autovector T, =

Para el autovalor A = —1 encontramos el siguiente

S
(b (-

ne(2)-(2)

Elegimos por comodidad autovectores de norma 1, con

11
11

0
0

x
Y

Sl

el fin de que la matriz posea autovectores ortonormales vy,
poder calcular asi, de forma inmediata, su inversa.

(22)-50 )

Como los autovectores son ortonormales, la inversa de

la matriz X es:
1/t 1\ _ 111
B N B NoA

que coincide con la matriz original. Sustituyendo estos
A=pP ' D-P=X-D-X!

valores en la ecuacién (9), se tiene:
171 1 1 0 1 1
A_§<1—1><0 )(1-1)

-1
El célculo de la exponencial se simplifica sustancial-
mente si tenemos en cuenta la ecuacién (8):

1 1 1 eD(tftO) 1 1
21 —1 1 -1

Desarrollando la exponencial, y sabiendo que D es

diagonal, obtenemos,
1 1
1 -1

X

Sty
Sis-

x 1=

eA(t*to) —

e(t*to)

0

0

1
eA(tfto) —— e*(tfto)

1 1
21 -1

)
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realizando las multiplicaciones entre las matrices, tenemos
que

eA(t*to) — <

Ejemplo 18 Calcular la solucién del sistema

et*to + l67t+t0
et*to _ %eft—kto

[Nl BNl

T(t) = et

donde

— O N
o= O
N O =

Lo primero que tenemos que hacer es determinar los
autovalores de la matriz:

2—A 0 1

0 1—A 0
1 0 2—-A

|A— \Id| =

3—TA+5X -\ =0,

Resolviendo esta ecuacién por Ruffini obtenemos que
los autovalores son Ay =3, Aa=1,A3 =1

Calculamos sus autovectores. Para A\{ = 3 obtenemos
el siguiente autovector:

-1 0 1 T 0
0o -2 0 Y = 0
1 0o -1 z 0
—x+2=0
—2y=0 (z)
r—2=0

Podemos elegir el primer autovector de la forma:

1

z V2
sn=101]={ 0
1

t V2

Los otros dos autovectores corresponden a autovalores
repetidos Ag, A3 = 1. Procedemos de la misma manera que
antes para calcular los autovectores:

1 0 1 T 0

0 0 0 Y = 0

1 0 1 z 0
r+2=0

(25 o=

De esta igualdad, obtenemos que los autovectores 2 y
3 son de la forma:

y libre

ZT2,T3 =



Si damos valores distintos a z y a y, podemos obten-
er dos autovectores linealmente independientes de la sigu-
iente manera:

1
7B 0
XTo = 0 I3 = 1

=

Ya hemos calculado los autovalores y autovectores de
la matriz. Si nos damos cuenta, hemos elegido los au-
tovectores de forma que su norma sea igual a la unidad.
La matriz de autovectores viene dada por:

119
_ V2 V2
X = 0 0 1
1 =1L
V2o V2

Al ser una matriz de vectores ortonormales, su inversa
coincide con su traspuesta:

4 1 1 0 L
e N e -
7 w0 0 1 0

La diagonalizacion de A queda de la siguiente manera,
A=pP'.D.P=X-D-X 1
donde D es la matriz diagonal de autovalores.

Por iltimo resolvemos la exponencial y multiplicamos
las matrices:

eAlt—to) — p—1.,D(t—to) . p —

La solucién final es,

63257 3tg _ 1

t—to
26

[

632573250 + %etfto 0
eA(tfto) — 0 elt—to 0

632573250 _ %etfto 0

D=

63257 3to + %etfto

D=

1
2

49

Notas: Esta forma de diagonalizacién presenta algunas
limitaciones como se explica en los siguientes puntos:

- Si la matriz a diagonalizar posee unos autovalores
complejos, entonces sus autovectores son también comple-
jos, con lo que la diagonalizacién tiene otra forma. No
vamos a tener en cuenta este caso ya que queda fuera del
ambito de estos apuntes.

0 1
A‘<—1 0

Tiene raices complejas, con lo que la diagonalizacién
se realiza de otra manera.

);)\2+1:0

- Si la matriz A no posee una base de autovectores.

- S1 A no es simétrica el cdlculo de la inversa de la
matriz de autovectores no es inmediato.

2
a=(g

! );<2—A><1—A>=o

M =1
Ay =2
Autovectores:
wet (690)(5)=(0)=( =
1= = 1
0 0 y 0 7
0 —1 T 0 1
2=z (5 53)(5)=(5)= (o)

La matriz de autovectores es:

o

o8 4)

Los autovectores no son ortonormales, con lo que el
célculo de la matriz inversa, X!, no es inmediato.

y su inversa:

A continuacién vamos a mostrar un método que per-
mite simplicar el clculo de e en ciertos casos. .

Teorema 32 Sean B y C dos matrices, entonces
BTt — Bt Ot — B.C=C-B

Demostracion: El desarrollo en serie de la primera ex-
ponencial es de la forma,

2 n
((BHO :Id+(B+C)t+(B+C)2%-~~+(B+C)n%,



Demostracion 1 El cuadrado de la suma de dos matrices
es iqual a

(B+C)* = B*+BC+CB+ (?

Desarrollamos la expresion de la exponencial e B+
como el produclo de dos exponenciales:

2 2
eBt.eCt — <Id+Bt+B25 .. ) <Id+Ct+ 025 .. )

2 t3
= Id+Ct+025 ...+Bt+BCt2+B025...+
2 t3 t*
+325+B205+BQC2Z c.=Id+(B+C)i+

£2

+(C?*+ B + 2BC)5 e
Si tomamos el coeficiente del término de seqgundo or-

den e igualamos con la expresion dada para (B + 0)2 ten-

emos,
(C? + B* +2BC) = B* + BC + CB + C*
BC+CB=2BC
BC=CB
Para términos de orden superior ocurre lo mismo —se

simplifica el coeficiente del término n-ésimo por (B + C)"—
con lo que queda demostrado el leorema.

Cuando la matriz A se pueda expresar como A =
B + C, cumpliendo que BC = (C'B, entonces el cdlculo de
et se simplifica.

Sea A= B+ (C y BC = CB, entonces
QA to) — J(BHC)t _ B(t—t0) (i~ to)

Ejemplo 19 Supongamos una matriz A = < _11 1 )

para la que queremos calcular su exponencial.

Esta matriz se puede separar en la suma de otras dos
matrices dadas por

=(h)re=(o 1)

Para estas dos matrices se cumple que BC = CB.
Teniendo en cuenta el teorema anterior el célculo de la
exponencial de la matriz A se puede realizar de la siguiente
manera:

eA(t*to) — eB(t*to)eC(tfto)

De problemas anteriores conocemos el resultado de las
exponenciales de la parte derecha de la expresién anterior,
con lo que la solucién viene dada por,

At—to) _ [ cos(t—to) sin(t—to) (t—to) 0
‘ T\ —sin(t—1p)

cos (t —1p)
Lo que se persigue a la hora de separar la matriz A
en dos sumandos, es encontrar dos matrices B y C cuyas
exponenciales ya conozcamos o sean fdciles de calcular.

0 elt—to)

RESOLUCION DEL CASO MAS GENERAL EN DI-
MENSION 2

A continuacién vamos a ver ¢c6mo a partir de una matriz
. a b
cualquiera A = < d ) se puede proceder, de forma
c

general, para calcular su exponencial.

e Sila matriz A es diagonalizable entonces ya sabemos
resolver el sistema.

e Si A no es diagonalizable se puede realizar algiin
tipo de factorizacién como la vista en el teorema anterior,
para simplificar los cdlculos. En los siguientes pasos va-
mos a ver c6mo se puede manipular A para realizar esta
factorizacién:

1. Buscamos una matriz equivalente a A y de la forma

7 7
A = CL, b, con los elementos de la diagonal
¢ a

iguales. Si conseguimos una matriz de esta forma, A’
se puede dividir en dos matrices en las que una de ellas
es igual a la matriz identidad por una constante (a').
Al ser una de estas matrices proporcional a la identi-
dad, se cumple que BC' = (B, con lo que se puede
utilizar el teorema anterior para obtener el resultado
de la exponencial.

Para calcular A’ probamos factorizaciones del tipo
A" = P7'AP de tal forma que, al igual que vimos
para la diagonalizacién de una matriz, se cumple que
eA'lt=to) = p-legAlt=to)p [ exponencial de A se
obtiene como eA(t=to) = peA'(t=to) p~1,
suponer que P es una matriz de rotacién y vamos
a ver cudl es la relacién entre las matrices A y A'.

Vamos a

;_  cos@ —sinf \ cos§ sinf \
A= < sin@ cosf ) 4 < —sinf cos@ |

cos —sinf acosf —bsinf asinf +bcosh

sinf cos@ ccosf —dsin 0 csin@—l—dcos@)

_ acos?f —beosOsinl — csin cos 0 + dsin 20
T\ acosOsinl — bsin20 + ccos? 0 — dsin 0 cos

acosfsin® + bcos? 0 — ¢sin 20 — dsin b cos 0
asin20 + beosO0sin 0 + ¢sin @ cos 0 + d cos? 0

Tal y como se habfa comentado anteriormente, bus-
camos que los elementos de la diagonal sean iguales:

acos?f — bcosBOsinl — csin O cos O + dsin20 =
= asin20 + bcosOsin O + csin O cos O + dcos? 0

a (COS2 0 — sin29) +d (sin29 — cos? 9) =



= 2(b+ ¢)sinfcos b

Sustituyendo en la ecuacién anterior cos(20) =
cos? § — sin 20 y sin (20) = 2sin 0 cos 0, obtenemos

acos (20) — dcos (20) = (b + ¢) sin (26)

Dividiendo por el cos (26) y agrupando términos,

a—d
b+c

tan (26) =

Finalmente, el valor del &ngulo de rotacién viene dado
por la siguiente expresion:

1 a—d
0 = — arctan
2 b+c

Una vez calculado el dngulo de rotacién, sustituimos

su valor en la matriz anterior para obtener la matriz
A’. FEsta matriz tiene los elementos de la diagonal
iguales, con lo que manipulando su exponencial nos
queda lo siguiente:

/ /
< a, b, )(tto)
A\ oa _
a 0 (t—t0) 0 v (t—t0)
_.\ 0 d ° e\ ¢ 0 °

La primera exponencial de la parte derecha de la ex-
presién anterior se calcula directamente. Ahora nos
queda calcular la segunda exponencial:

) en O/ =

0o v
¢ 0

, para que la segunda exponencial nos

. Intentamos convertir C' =

0 d

d 0

quede de la forma:
0 d

—to
Ad 0 _ 10

de la que ya conocemos su solucién.

)y

?

Realizamos la misma operacién que en el caso anteri-

or, C' =Q~1CQ, de forma que
eC’(tfto) — Qflec(tfto)Q

(Cli=to) — (eC'(t~t) )1

En este caso elegimos, por comodidad, la matriz de

0
m ) . La matriz C' tiene la

la forma Q' = 0 n

siguiente expresién:
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N——

N
o3|=

IO

(0w
_n%O

Para conseguir una matriz C de la forma que estamos
buscando, se tiene que cumplir que:
o c Y c

nZ  m?
Las soluciones posibles que se pueden obtener atendi-
endo al signo de las variables b’ y ¢’ son:

n:\/y,m:\/g

n=T,m="0
n= VI, m=—7
n=v=T,m=2

S, >0
sSib ¢ <0
sid >0yc <0
sid<0yc >0

Una vez obtenidos los valores de los elementos de la
matriz C', se obtiene el valor de la exponencial como:

b/
0, M Vo)
nE 0 Q,l

en donde los elementos de esta matriz son iguales.

eC(t*to) — Qe (

?

Resumen del proceso A continuacién se muestra de
forma esquematizada el proceso de transformacién que
se realiza sobre la matriz A para una factorizacién de la

misma.

En el primer paso, se busca una matriz en la que los
elementos de la diagonal sean iguales para poder separar-
la en dos matrices en las que una de ellas sea la matriz
identidad multiplicada por una constante:

0
a/

=)= (2 2)- (00 )

En el siguiente paso, se intenta transformar la otra
matriz para que también tenga valores iguales en la diag-
onal inversa. Hay dos formas posibles para esta transfor-

macién que vienen dadas por:
. 1.7 [ A—
Sibve >0 C_<d’ 0

) e (%)

Al final de este proceso, obtenemos dos matrices de las

a//
B=1{ o
c=("2

0 d

Sibve <0C =

que conocemos la solucién a su exponencial. La solucién
final es de la forma:



a b a b
d (t*to) ; ;
e\ € —pe\ € a

— Pe(B-FC)(t*tO)P*l —

0 0o v
< % ; >(tt0) < ; 0 >(tt0)
= Pe @ e\ ¢ Pl =

a0 0 d
0 o (t—to) d 0 (t—to)
= Pe Qe Q'p!

Este proceso es vélido para sistemas de orden 2, pero
para sistemas de orden 3 o superior el andlisis es més com-

> (t—to0)
Pl =

plejo. Un caso particular, de orden 3, que si se podria
resolver por los métodos anteriores seria, por ejemplo
1 0 0
A=10 1 2],
0 -1 3

en donde en realidad tenemos dos matrices desacopladas
que se pueden resolver de forma separada:

e(t—to) 0 0
eA(t*to) — M

Ejemplo 20 Calcular la solucion de
¥ = Az
con

y A

z(1)

I
el
OO ==
OO = QO
oo~ OO0

Si observamos la matriz A, podemos ver que hay dos
matrices desacopladas, que denotaremos por A; y Ao, la
primera formada por las tres primeras filas y columnas,
y la segunda, formada por las dos ultimas. Para resolver
este problema, consideramos ambas matrices por separa-
do y trabajamos con cada una como si fuera un sistema
independiente.

Empezamos con la primera submatriz:

1 0 0 0 0 0
A= 1 1 0 |=Id+| 1 0 0O
0 1 1 01 1
Vamos a aplicar el método que hemos estudiado an-
teriormente sabiendo que se cumple BC = C'B. La expo-
nencial que tenemos que calcular se nos queda entonces
como

1 00
0 1 0 J@-1 (=1)
0 01

el — ¢ e

o= O
— o O
(el en i @n)
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La primera exponencial es inmediata. Ahora vamos a
ver cémo se puede calcular la segunda.

Calculamos las distintas potencias de la matriz para
obtener el desarrollo en serie de la exponencial:

0 0
M=|1 0 JM? = M2 =0
0 1

[l el en]
— o O

0
0
0

oo O

La exponencial nos da el siguiente resultado:
MU = [+ M(t— 1)+ 22t —1)2 =
1 0 0
(t—1) 1 0
t—17% (-1 1

La exponencial de la primera submatriz nos queda
entonces como sigue:

=1 0 0
et (t—=1) — 0 e(tfl) 0
0 0 ett-D
1 0 0

(t—1) 1 0
t—17% -1 1

Ahora vamos a resolver el sistema para la segunda
submatriz.

2 -1 0 -1
no= (2 )muas (5

Al igual que para la primera submatriz dividimos esta
en dos sumandos simplificando el cdlculo de la exponencial

< >(t1) < 0 -1 >(t1)
eA2(t-1) _ AN T

La primera exponencial es inmediata. La segunda se

2 0
0 2

puede reducir a una de las que ya conocemos.

< 0 -1 >(t1) < 0 1 )(t+1)
-1 0 _ 1 0
[ =€

Su solucién
6—(15—1)7615—1)

0 1 >(t+1) (6t71+6—(t—1))

1 0
(67(,:71?76,:71) (etfl_‘_gf(tfl))
2 2

{

para esta segunda submatriz la solucién es entonces,

) .

% e (t-1) _ etq)
%<et71 _|_ef(t71)>

B 62(2571) 0
et (1) = < 0 G20t 1)

. %<et71 1 (t-1)
% (ef(tfl) _ etq)



Por tanto, la solucién final es

0 O
eArt-1) 00
eA(tfl) — 0 0
0 0 0 cAa(t—1)
0 0 0

CLASIFICACION DE LAS ORBITAS

En esta seccién vamos a explicar cémo se pueden obten-
er, de forma general, las ¢érbitas asociadas a un sistema
de ecuaciones diferenciales partiendo de los autovalores y
autovectores de la matriz asociada.

Sea el siguiente sistema lineal de ecuaciones diferen-
ciales

z'(t) = Az(t)

en donde Z'(t) es el vector de primeras derivadas de las
variables y A es la matriz del sistema que relaciona las
derivadas con sus variables. Por el siquiente teorema se
tiene que las posibles soluciones del sistema vienen dadas
por:

Teorema 33 Si Z; es un aulovector de A para
\;autovalor, entonces T(t) = Z;eM ) es una solucion
del sistema.

Demostracién: Tenemos el sistem
solucién dada por el teorema es Z(t
derivada Z'(t) = Nizgeri(tto),

\_/QD
oA
—~
ST
o

Demostracion 2 Sustituimos la solucion y su derivada
en el sistema para comprobar que efectivamente se cumple
el leorema:

7' (t) = Ax(t)
)\i',fie/\i(tfto) — A',fie/\i(tfto%

como I; es un autovector asociado a \; =—> \NT; = AZ;
resulta T'(t) = Az;ete) = AZ(t), c.q.d.

Supongamos que tenemos dos autovalores y sus au-
tovectores, entonces tenemos dos soluciones de la forma,

A Ty () = ;M)
Ao — Lfg(t) = 5726/\2(157150)

Los puntos de salida en ¢ = ¢ son 1 y T2 (autovec—
tores) respectivamente.

La solucién general del sistema Z(t), para Z(tog) = Zo,
se puede obtener como una combinacién lineal entre las
soluciones particulares obtenidas, Z(t) = 1, %1 (t) +1,%2(t),
donde 7, 75 se calculan forzando que Z(ty) sea igual a Zg.

En este caso tenemos Zg = 1, Z1 +7sZ2, lo que nos da
un sistema de ecuaciones con dos incégnitas.
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Ejemplo 21 Supongamos que tenemos los autovectores
de la malriz del sistema dados por

() ()

y una condicion inicial sobre el sistema de la forma

w=(1)

Podemos calcular los coeficientes de la combinacién
lineal a partir del sistema de ecuaciones siguiente:

2=+ 1
IL=mny—m

Uno de los 7, serd cero si Zg coincide con la direccién
de uno de los autovectores.

A continuacién vamos a hacer un estudio de los posi-
bles casos que se puedan dar dependiendo del valor de los
autovalores. FEn sistemas de 2 coordenadas, nos encon-
tramos con estas posibles situaciones:

1. A, A2 >0

2. A2 <0

3. A, A2 <0

4. A\ =0,2=0
5. A2 =0,A>0
6. 1 =0, <0
7. A1, A2 complejos

Vamos a hacer un estudio detallado para cada caso
mostrando cé6mo serian las érbitas para cada uno.

Caso 1. Autovalores reales positivos A\, Ao > 0.

En este caso, la solucion del sistema serd de la forma:

B(t) = e te) 4 pgetelt=te)

en donde A, A2 son positivos. Al ser estos positivos, las
exponenciales tenderdn hacia infinito a medida que t au-
menta.

El origen, punto (0,0), funciona como repulsor (ver
figura 36). Si partimos del origen, el sistema permanece
en él.

El sistema AZ estd centrado en el origen. Si el sistema
fuera A(Z — Z,), estarfa centrado en Z,.

Un caso especial viene dado si Ay = A2. En el siguiente
ejemplo se estudia este caso.



Ejemplo 22 Supongamos que tenemos la matriz del sis-
tema siguiente
1 0
=)

Los autovalores de esta son iguales y su valor es A =

1(doble).

Calculamos los autovectores:

(Vo) (5)=(

=20

0
0
Los autovectores son de la forma Z = (0, a)

Calculando la solucién de forma explicita:

10) <10> <0
(t*to) (t*to)

e<1 1 _\0 1 A
elt—to) 0 1 0

- 0 eltto) (t—to) 1 )

e(t*to) 0
= elt=to)(f — gg) eli=to)

Multiplicando por < gyco ) tenemos la solucién. Las
0

o o

exponenciales siguen siendo positivas y el origen sigue fun-
cionando como repulsor.

Caso 2. Autovalores reales de signo contrario \; >
0,2 <0

.’f(t) — 771'%16/\1 (t—1o) —|—772.’f26/\2(t7t0)

El primer término tiende a co, mientras que el segun-
do tiende a 0. Las ¢6rbitas tendrdn forma de punto de silla
como se puede ver en la figura 37.

Si partimos de un punto sobre la recta Z; el sistema
tiende hacia co. Si partimos de un punto sobre la recta T
el sistema tiende hacia 0.

Caso 3. Autovalores reales negativos A\, Az < 0

Ar (t— Aa(t—to)

2(t) = mareM ) 4 nuae

Ambos términos tienden a 0 pero sin alcanzarlo. Las
6rbitas son de tipo atractor (ver figura 38).

> (t*to)
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Figura 37: Punto de silla

Y A
< * >
X
v
Figura 36: Repulsor
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Caso 4. Autovalores nulos \; = A3 =0

B(t) = nyaeM It 4,y ppetelt=te)

0
0 0

A(t—1to) —

Supongamos que A = < ) , entonces e

Id, con lo que la solucién del sistema es siempre < gyco ),
0

y no hay movimiento.

Si A= < (1) 8 ) , entonces tenemos que eA(t—to) =

1 0 . .
< - ), a pesar de que los autovalores siguen siendo

0. En este caso, la posicién en x permaneceria constante
mientras que la variacién en y seria negativa si g es nega-
tiva o positiva si esta es positiva. En la figura 39 se puede
ver la forma de las drbitas para este caso.

La diferencia estd en que en el primer ejemplo se
pueden encontrar dos autovectores, mientras que en el se-
gundo sélo se puede encontrar 1.

Caso 5. Autovalores A\ =0, >0

Ar (t— Aa(t—to)

2(t) = mareM ) 4 nuae
En este caso, tenemos una mezcla entre los casos 1y
4, en los que por un lado tenfamos una érbita de tipo re-
pulsor y por otro, no tenfamos movimiento. Lo que sucede
ahora es que en vez de tener un punto que actia como
repulsor, tenemos una recta dada por el autovector asoci-
ado al autovalor A;. En la gréfica 40 vemos la forma que
adoptarfan las 6rbitas con respecto a esta recta.

Caso 6. Autovalores A\ =0, s <0

2(t) = nyxye™ ) oy zpe2 o)

Este caso es muy similar al anterior excepto que la
recta en vez de comportarse como repulsora, se comporta
como atractora (ver figura 41).

<V

\4

Figura 38: Atractor

Caso 7. Raices complejas conjugadas Aq, Ag. <

B(t) = nyaeM It 4,y ppetelt=te)

La forma genérica de una matriz con autovalores com-
plejos es la siguiente:
a b
-b a )’

ya que si calculamos sus autovalores obtenemos

Figura 39
= (a—\)?+b?

a— A\ b
—b a— A

que es la forma general de un nimero complejo.
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<V

v

: Autovalores nulos \; = Ao = 0.



Si descomponemos A de la siguiente manera:

(4 )=(59)(5% %)

y luego calculamos la exponencial,

a b a O (t—t0) 0 & (t—t0)
b a/)_\NO0 a ? -5 0 7
€ =€ e =
\ / <ea(tt0) 0 >

0 ea(tf to)

—sin (b (t — to cos (b(t —to)

7 . cos(b(t—to)) sin(b(t—to)) \ _
R ( ) )=

Figura 40: Autovalores \; = 0, \s > 0.

o 4

:ea(w)( cos (b(t ~ o) sin(b(t 1)) )
\ —sin (b(t —tg)) cos(b(t—1o))
N En esta ecuacién tenemos dos términos diferentes.
N Por una parte, tenemos una exponencial que depende del
valor de a y que actia a modo de amplitud sobre el se-
gundo término; y por otro lado, tenemos una matriz de
rotacién que hace que el sistema progrese de forma angu-
lar dependiendo del valor de b. Si atendemos al valor de a
se pueden distinguir varios casos:

1. Cuando a = 0, tenemos

—sin (b(t —to)) cos(b(t—1o))

e( —ab 2>:< cos (b (t — to)) sin(b(t—to))>

En esta ecuacién se selecciona el segundo término, con
lo que el sistema sélo tendrd un movimiento circular.
Las érbitas son circunferencias que se recorren en un
sentido u otro dependiendo del signo de b. En la gré-
fica 42 vemos la forma de la 6rbita para los posibles
valores de b.

2. Para a > 0, la solucién tendr4 la siguiente forma:
\ calt-to) cos (b(t—1t9)) sin(b(t—1o))
-~ —sin (b(t —to)) cos(b(t—1o))
e en donde la exponencial estd elevada a un valor pos-

L \ itivo, con lo que su valor tendera a infinito a medida
que aumenta .

Figura 41: Autovalores A\ = 0, Ao < O.

a4

El efecto que se produce es el de un aumento en la
magnitud del radio de la circunferencia, resultando
. una orbita en forma de espiral.

En las figuras 43, 44 se pueden ver la 6rbitas depen-
diendo del valor de 0.

3. Para a < 0, el resultado es parecido al del apartado
anterior excepto que el valor de la exponencial tiende
a 0. Esto produce un efecto de reduccién del radio
con lo que las espirales serdn hacia el interior. En las
gréficas 45 y 46 se pueden ver las érbitas dependiendo
del valor de 0.
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Figura 42: ¢« =0
Y A
b>0
4 / \ X
NEPZ2

\4

Figura 43:

a>0,b>0
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Y A

v
N

/

\4

Figura 44:

a>0,b<0

Y A

b>0

<V

L
N

%

\4

Figura 45:

a<0,b>0

<V



SISTEMAS DE ECUACIONES
DIFERENCIALES NO LINEALES

En los sistemas no lineales no podemos llegar tan fdcil-
mente a una expresién matemética de la solucién. Por
lo general es muy dificil, si no imposible, encontrar una
solucién a una ecuacién diferencial no lineal; por lo tanto,
es importante considerar que puede obtenerse informacién
cualitativa acerca de las soluciones sin tener que resolver-
las. En muchas aplicaciones una pregunta importante es
si pequenos cambios en las condiciones iniciales (entradas)
conducen a pequerios cambios (estabilidad) o a grandes
cambios (inestabilidad) en la solucién (salida). Una se-
gunda pregunta surge cuando una ecuacién no lineal se
aproxima por medio de una lineal més sencilla. Puede re-
sultar que este tipo de aproximacién sea conveniente para
algunos casos, mientras que para otros, la linealizacién no
dé buenos resultados.

PUNTOS CRITICOS

Los puntos criticos del sistema son aquellos en los que to-
das las derivadas se anulan simultdneamente.

fl ("fc) =0
. , T, punto critico.

fal(7e) =0

Estos puntos son interesantes para el andlisis ya que
cuando el sistema se encuentra en un punto critico, éste
no tiene movimiento y permanece estable.

Teorema 34 FEl comportamiento de las orbitas de un sis-
tema de ecuaciones diferenciales no lineal cerca de un pun-
to critico es similar al del sistema lineal correspondiente
exceplo en dos casos particulares donde no podemos ase-
gurar nada. Dichos casos se producen cuando los autoval-
ores del sistema lineal son imaginarios puros o cuando son
reales e iguales.

No vamos a demostrar este teorema, pero vamos a ver
de forma intuitiva por qué se dan estas dos excepciones:

- En el caso en que los autovalores son imaginarios
puros, las 6rbitas del sistema lineal son periédicas. Sin
embargo, al considerar el sistema no-lineal completo, los
términos no lineales del desarrollo pueden hacer que la
orbita se desvie de su trayectoria perfecta y se transformen
en 6rbitas en forma de espiral.

- Cuando los autovalores son reales e iguales significa
que el discriminante de \ = ﬁ@ es igual a cero.
Esto corresponde al caso limite que separa el hecho de
tener autovalores complejos (que dan un comportamiento
en forma de espiral) del hecho de tener autovalores reales
distintos (No forman espirales). Por ello, en este caso, los
términos de orden superior del desarrollo de Taylor pueden
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modificar la trajectoria y sacarla del tipo de trayectorias
del sistema lineal. Un caso extremo de esto es cuando la
matriz del sistema lineal es nula. En cuyo caso, el sistema
lineal no nos dice nada sobre el comportamiento del no-
lineal cerca del punto critico.

A partir del siguiente ejemplo vamos a ver c6mo se
puede estudiar un sistema no lineal de forma sistemdtica.

Ejemplo 23 Sea el siqguiente sistema de ecuaciones difer-
enciales no lineales

z! z(a—y)
y'(t) =y(z—b)

Lo primero que vamos a hacer para estudiar este sis-
tema , es determinar los puntos criticos. En nuestro ejem-
plo, los puntos criticos se calculan de la siguiente manera:

0=z(a—y)
0=y(z—0)

La primera ecuacién se anula para valores de z = 0
y para valores de y = a. La segunda ecuacién se anula
para x = b ey = 0. A partir de estos valores, tenemos que

o b
los puntos criticos son 0 vy o | que son los puntos

para los que ambas ecuaciones se anulan simultdneamente.

LINEALIZACION

Una vez hemos determinado los puntos criticos del sistema,
hay que linealizar el sistema en torno a estos puntos para
estudiar la forma que van a tener las 6rbitas. De forma
general, las 6rbitas serdn,

1. Periédicas
2. Tipo Repulsor

3. Tipo Atractor

Para realizar la linealizacién utilizamos el desarrollo
en serie de Taylor:

_ ! f”(xc) 2
f@) = flwe)+ [ (@) (w—re) + == (@ —2e)*+... (10)
eliminando los términos no lineales, de orden 2 y superior.

Para sistemas de dimensién 2 6 superior, en vez de
derivadas de la funcién f, tenemos el gradiente de f, 7 f.

T = Vf(i'c)(j7 - .’,Uc),



b<O0

>
\\\\h//// "
v
Figura 46: ¢ < 0,b <0
Y A
(b, a)
°
® >
X
v

Figura 47: Puntos criticos

59

siendo

anh ... 2L
Oz Oz,
vi=1 Lo
Ofn ... Ofn
Oz Oz,

Siguiendo con el ejemplo anterior, calculamos el gra-
diente de la funcién obteniendo

_fa—-y -z
vf—( y x_b>
Una vez calculado el gradiente, ya podemos linealizar

el sistema en torno a cada punto critico. La linealizacién
para el ejemplo anterior es de la siguiente manera:

Para el punto critico sustituimos este valor

0
0)
en la ecuacién (10). f(x.) es igual a cero ya que el sistema
se anula para el punto critico.

(0 )= () ((0)-())
(v)=(5 %))

%md%mmM@(Z)ﬁmme®mﬂm)
(o)== ()(()-(0)
()=o) ()

Llegados a este punto tenemos dos sistemas lineales y
podemos realizar el andlisis como si de sistemas lineales se
tratara. Analizamos cada punto critico por separado:

1. Punto critico < 8 )

Tal y como vimos en los sistemas lineales, tenemos

a 0
0 -b
y sus autovectores para determinar la forma de la

que calcular los autovalores de la matriz

6rbita. FEsta matriz tiene dos autovalores, Ay = a,
Ao = —b,con a > 0y —b < 0. Ahora vamos a calcular
los autovectores:

Para A = a:

(6 =2%)()=(5)

Los autovectores son de la forma:

#=(5)=(0)



Para \ = b:

(2 8)(0)-(8)

Los autovectores son de la forma:

(1))

En la gréfica 48, se puede ver la forma de la 6rbita
alrededor de este punto critico.
para los sistemas lineales, cuando la matriz tiene dos

Tal y como vimos

autovalores reales de signos distintos, la érbita es en
forma de punto de silla.

Y A
[} 1
[} 1
1 1
1 1
] 1
1 \
] \
/ \
7 \\\
-7 e
<< ~-— >
- e X
~ -
\ /
\ 1
\ 1
\ 1
1 1
[} ]
1 1
[} [}
v

Figura 48: Orbita cerca del punto critico (0,0).

En la direccién del primer autovector, nos

1
0 ?
alejamos del punto critico (¢ > 0). En la direccién del

segundo, < (1) ) , nos acercamos al punto critico (—b < 0).
s b
2. Punto critico a

_Ob ) tiene dos autoval-

0
En este caso la matriz < a

ores imaginarios puros:

A ab=0,) = +Vabi.

Al ser los autovalores complejos puros, las érbitas son
circulares y su sentido estd definido por el signo del
elemento superior derecho de la matriz (—b).
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CAMPO DE DIRECCIONES

A continuacién vamos a ver una técnica que sirve para
completar la informaciéon que se obtiene a partir de los
puntos criticos.

Esta técnica consiste en dividir el plano en regiones y
dibujar en cada una de ellas la tendencia de las 6rbitas.

En los siguientes ejemplos vemos cémo se puede
aplicar esta técnica a distintos tipos de sistemas:

Ejemplo 24 Sea el siquiente sistema de ecuaciones difer-

enciales
=y

Y =—x

para el que queremos estudiar su campo de direcciones.

Se dividen las regiones de manera que z’ e y' tengan
signos diferentes. Considerando solamente el sistema, y
dando valores distintos a z e ¢, vamos dibujando, para ca-
da regién, el sentido del vector dado por =’ e 4’ en cada
caso. Este vector nos da la direccién en que se mueve la 6r-
bita para esta regién. Finalmente, una vez hayamos dibu-
jado los vectores de movimiento para cada regién, pode-
mos intuir, de forma aproximada, la trayectoria global de
la 6rbita.

En la figura 50 podemos ver las distintas regiones
(x>0,y>0;2<0,y>0;2 <0,y <0;z>0,y<0) y el
vector de movimiento de la érbita obtenido a partir de
la variacién en cada componente (z',y').

Si consideramos de forma global los distintos vectores
en cada regién, parece que la érbita se aproxima a una
elipse o circunferencia.

Efectivamente, la matriz del sistema estd dada por
<0 1
-1 0
47, vemos que estos son complejos puros y, por lo tanto,
su érbita es circular.

) , de la que, analizando sus autovalores, A =

Ejemplo 25 Vamos a analizar ahora el campo de direc-
ciones del siguienle sislema no lineal

=x(a—y)
y(x =)

2!
’
Yy



Y A
7 (o,
A I
< o >
X
v

Figura 49: Orbita cerca del punto critico (b, ).

Y A
X' >0
X <0 N
y>0[ A I
X' >0
< >
X
X' <0
w ] ‘T
\\\ y'>0 //’/ y'<0
A »
X' <0
v

Figura 50: Campo de direcciones.
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En primer lugar vamos a determinar las distintas re-
giones que pueden haber. Para esto, estudiamos los cam-
bios de signo de =’ e ¢’ :

- 2’ cambia de signo cuando x pasa por cero y también
cambia de signo cuando y pasa por el valor a.

- ¢/ cambia de signo cuando x pasa por b y cuando y
pasa por 0.

Una vez hemos determinado las regiones dibujamos,
para cada una, la direccién que toman z’ e y'. En las
graficas 52 y 51 se pueden ver las distintas regiones para
2’ e y' y las direcciones por separado. Para determinar
estas direcciones, lo que hay que hacer es sustituir valores
de x e y, de cada regién, en el sistema y ver los signos que
toman 2’ e y'. Estos signos determinan la orientacién de
las flechas (hacia la izquierda si son negativos en z' o hacia
la derecha si son positivos; hacia arriba o hacia abajo para
los de ).

x>0 x'<0

X'<0 x>0

Figura 51: Regiones determinadas por z’'.

Cuando ya tenemos las direcciones en cada regién
para x' e 4’, componemos las dos gréficas y obtenemos
la figura 53.

Ejemplo 26 FEsludiar el siguiente sistema y dibujar su
campo de direcciones

' =y(x? —3) -2
y'=—a(l—y)

En primer lugar vamos a determinar los puntos criti-
cos del sistema. Para esto, igualamos ambas ecuaciones
a cero y obtenemos los valores de x e y para los que se
cumple la igualdad:



y |
o
y'<0 'i L y>0
i
|
: i A
\j i |
« : |
A i X
| | \
[}
y>0 | y<0
»
H
v !x:b

Figura 52: Regiones determinadas por y’.
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i
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I
v "x=b

Figura 53: Campo de direcciones.
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' =0=y(z?-3) -2
y=0=—z(1 —y)

Las ecuaciones anteriores se anulan para los siguientes
valores de x e y:

Yy=2m
y=1yx=0

z
r2-3

Resolviendo y = 2 para los valores de y = 1 y

x = 0 obtenemos:

y=0r=—-1lyx=3
y=1lyxz=0

Los puntos criticos son entonces (0,0), (—1,1), (3,1).

Después de determinar los puntos criticos, habria que
linealizar el sistema no lineal con el fin de estudiar el com-
portamiento del sistema entorno a estos puntos. El sistema
tiene el siguiente comportamiento:

< 8 ) Punto de silla.

< _11 ) Atractor
< i) ) Repulsor

El campo de direcciones se obtiene observando el signo
que toman z’ e ¥’ en cada una de las regiones definidas por
los valores de z € ¢ obtenidos para los puntos criticos (ver
figura 54).

v—)

Figura 54: Campo de direcciones.



A continuacién vamos a ver un ejemplo completo en
el que se estudia un sistema no lineal.

Ejemplo 27 FEsludiar puntos criticos, campo de direc-
ciones y orbitas de

z'" +sin(z) =0

Esta ecuacién diferencial se puede expresar en forma
de sistema si hacemos el siguiente cambio de variable:

ke Z
El sin () se anula en valores multiplos enteros de 7,
con lo que vamos a tener infinitos puntos criticos situados

sobre el eje z(y = 0) y espaciados por una distancia de 7.

Linealizamos el sistema para comprobar cuédl es el
comportamiento del sistema alrededor de los puntos criti-

(i o)

Como los puntos criticos estdn situados a una distan-

COSs:

Vi(z.) =

cia de m, el valor del coseno podré ser 1 6 -1 dependiendo
del valor de & :

cos (k) = {

1 si k es par
-1 si k es impar

Como tenemos dos casos distintos que incluyen puntos
criticos distintos, estudiamos cada caso por separado:

k par

La forma de la matriz es

vite) =

0 1
-1 0

que, como ya hemos visto, tiene autovalores imaginarios
A1,2 = %2 Por lo tanto, las érbitas son circulares y per-
i6dicas.

k impar

La matriz es:

_ 0 1
cuyos autovalores son A; 3 = 1. Como ya hemos visto,
sus Orbitas son en forma de punto de silla. Calculamos sus
autovectores para obtener la inclinacién de los puntos
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de silla. Para A\; = 1 su autovector es

(340

Para Ao = —1
11 T
1 1 Y
o 1
To = _1

En la figura 55 se pueden ver las 6rbitas superpuestas
para los dos casos posibles dependiendo del valor de k.

N A A 4
Y SN A
/ AN AN N7 AN N
—Ah—— A4 Nk kT
\ AZENN AN PN % 7-3,\ ;
\-il-’,//- TUN \-25,// RIS NI PZAY AN \273,// AN % X
» Vg Vv <

Figura 55: Orbita para z'' +sin(z) = 0.

En la figura 56 se representa el campo de direcciones
para este sistema.

Esta ecuacién modeliza la oscilacién de un péndulo.
z(t) mide el 4ngulo de desviacién con respecto a la vertical.



Cada una de las ¢érbitas representa un caso de la re-
alidad.

1. Las 6rbitas periédicas se producen cuando se suelta
el péndulo y no existe rozamiento.

2. Las ¢rbitas en forma de punto de silla aparecen cuan-
do el péndulo se tira con tanta fuerza que empieza
a dar vueltas sobre el eje. Las ondulaciones en y
(recordemos que y es igual a z') significan cambios
de velocidad en el péndulo.

En los puntos criticos de la forma (2n7,0), el péndulo
estd en reposo.

En los puntos criticos de la forma ((2n — 1)7,0), el
péndulo también estd en reposo.

—

o = 180°

Formalmente, existe la posibilidad de darle al péndulo
la energia exacta para que se acerque infinitamente a esta
posicién pero sin llegar a alcanzarla (y sin que vuelva a
caer hacia atrds). Esto ocurre cuando nos aproximamos a
los puntos ((2n — 1)7,0) justo por la linea y = —z.

Ejemplo 28 FEsludiar puntos criticos, campo de direc-
ciones y orbitas de

= (y* =2yl + 1)y
I

Yy =—x

Puntos criticos:

Para la segunda ecuacién, el punto critico tiene valor
xz = 0. De la primera ecuacién obtenemos lo siguientes
valores:

y? =2yl +1=0
(Jy| —1)*=0
ly| =1

64

y==xlLy=0

)-(1)

. 0
Los puntos criticos son entonces < 0

(%)

Linealizamos:

Para calcular la derivada de (y? — 2|y| + 1)y con re-
specto a y, hay que tener en cuenta dos casos:

(W =2yl +1)y) {

[ w=12+2@y -1y si
oy

El gradiente de f es,

0 y>0:3y2 —dy+1
Vi(z)= y<0:—y?>+1
-1 0

Evaluamos el gradiente en cada punto critico:

0 1
-1 0

Como ya sabemos, la érbita es circular centrada en el
origen.

P.C.(0,0)

v 0.0 =

P.C.(0,—1)

0 O
Vf(O,—l)— < -1 0 )
En ejemplos anteriores ya habfamos trabajado con
0 0
1 0

pero cambiada de signo, luego la solucién sera:

GA(—to) 1 0
—(t—to) 1

( gyc ) B ( (—t+t:)0330+y0 )

Como ya habiamos visto, las érbitas son verticales.

0 O
-1 0

El resultado es igual al caso anterior.

una matriz del tipo A = , que es similar a esta

P.C.(0,1)

vron=(

En la gréfica 57 se puede ver el campo de direcciones
para este sistema.

y>C
(—y—1*+2(-y—1)y si y<O
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Figura 56: Campo de direcciones para z'' + sin(z) = 0.
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Figura 57: Campo de direcciones.

En la figura 58 hemos dibujado la érbita del sistema.

Hay algunos tipos de ecuaciones diferenciales de orden
2 6 superior que se pueden manipular de forma que se
obtenga un sistema de ecuaciones diferenciales en el que
sus ecuaciones son de orden 1 y al que podemos aplicarle
las técnicas vistas hasta ahora. Un ejemplo de este tipo
de ecuaciones diferenciales es la ecuacién del movimiento
armoénico simple:

'+ k' +wlr =0

Para convertirla en un sistema de ecuaciones diferen-
ciales se hace un cambio de variables y = 2’ de forma que
nos quede este sistema:

=y
y =z = —ka' —w?z

De forma andloga, la ecuacién z'"' +2x" 432" 442 =0
se puede transformar en un sistema de tres ecuaciones de
orden 1:

Ejemplo 29 Estudiar z" + kx' + w?x = 0 en funcion de
k ywk,w>0).

Como vimos mds arriba, podemos sustituir esta
ecuacién por un sistema de la forma,

0
Este sistema tiene un punto critico en < 0 ) .

Linealizamos:

Vi(ze) = < _?02 —11<: )

Calculamos sus autovalores:

Y 1
T a0
N4k +uw?=0
k£ /T~ 4u?)

A=
2

Los autovalores dependen de los valores de k£ y w.
Estos autovalores pueden ser reales o imaginarios depen-
diendo del signo del discriminante.

Los casos posibles son:
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1. (k:2 - 4w2) > 0. Autovalores reales. Como &k > 0, los
dos autovalores son negativos, con lo que el origen se
comporta como un atractor.

2. (k:2 - 4w2) = 0. Autovalor doble negativo. Sigue sien-
do atractor.

3. (k:2 — 4w2) < 0. Autovalores complejos conjugados
con parte real negativa. Es una espiral que se acerca
al punto critico.

Igualando ¥’ a cero, obtenemos la separacién entre las
distintas regiones para el estudio del campo de direcciones.

—ky —w?z =0

_ 2T
y= wk

Esta ecuacién es una recta de pendiente negativa. Las
regiones estdn determinadas por esta recta y por la recta
x = 0. La figura 59 representa el campo de direcciones:

Ejemplo 30 FEsludiar el comportamiento del sistema

() ==(y* - 1)

J(8) = (e —1)

Puntos criticos:

Los puntos criticos son < 8 ) , <

Linealizamos:

_(v-1
vf—( y

Analisis para cada punto critico:

(6)=(% 5)

Calculamos los autovalores,

P.C.(0,0)

—1-X 0
0 —1-X

-

AMa2=-1

)

Como los autovalores son negativos, el sistema tendra
un comportamiento atractor hacia el origen.

)-(22)

P.C.(1,1)
vf( 1
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Figura 58: Orbita para el sistema.
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Figura 59: Campo de direcciones.



Calculamos los autovalores,

‘—)\ 2

Mg =+V2

Los autovalores son de distinto signo con lo que el
sistema tiene una érbita en forma de punto de silla.

Autovectores:

Para A = /2

Orbita en las cercanfas del punto critico:

Y a
(21)

pNE
8

P.C.(1,-1)

w()=(5 7))

Calculamos los autovalores,

—2

—A
—A

1 ‘:0

Mg =+V2

Los autovalores son de distinto signo con lo que el
sistema tiene una érbita en forma de punto de silla.
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Autovectores:
Para A = /2
(2 %) 0)-(0)
=(F)
Para A = —/2

(43

4~ﬁ><z>:
o= ()

Orbita en las cercanias del punto critico:

(4)

Y a

(v2,1)

'~ -
~ -
~

4 N

>

N X
//1\

(-v2,1)

A\ 4
Orbita

Si unimos las distintas érbitas obtenidas para cada
punto critico, tenemos una grafica como la que se muestra
en la figura 60.

ANALISIS NUMERICO DE LOS SISTEMAS

En esta seccién vamos a explicar algunos métodos para
resolver sistemas de ecuaciones diferenciales de forma
numeérica.

Partimos de la definicién del sistema &' = f(Z) y de
una posicién inicial Z(tg) = Zo.

Un método numérico para resolver un sistema con val-
ores iniciales, es un procedimiento para obtener valores
aproximados Z1.%2, ..., Zn, de la solucién en los instantes
11 <te < ... <1,. Estamos sustituyendo un problema que



'y
N
AN \\ //i//
\\:\ \\\_—// //(
\\\ /
’ » [
/ \
,’/ \ AN
7=~ O
,/ pad \\\ \\
. ’ /‘ \\\\
N % S
< 12 >
AR . X
s N e
. .
\\\‘\\ /// ////
N /
v L
/,/ \\
s -
//// //’ \\\ \\}
// N >
I/ \

Figura 60: Orbita global.

comprende variables continuas, por otro en el que inter-
vienen variables discretas. Discretizamos la variable tem-
poral i, =to+h-n

to =1o
ti=%t+nh
to =19 + 2h

La solucién en el instante n serd de la forma:
Tp =2 E(ty) = Z(to +n-h)

De forma gréfica, el método numérico genera distintas
aproximaciones a la solucién real, cometiéndose un error
entre ambas.

X(ts) X(ts)

Figura 61: Error entre la solucién real y la aproximacion.

El error que se produce es, por un lado, la diferencia
en el paso actual entre la solucién real y la calculada, y
por otro, el error acumulado al calcular el paso siguiente
en funcién de un dato ya erréneo.

Existen dos tipos de métodos para el célculo de las
aproximaciones:
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Los métodos que sélo requieren un conocimiento de
ZI,_1 para determinar ¥, se denominan mélodos de un pa-
$0 o de arranque y los métodos en los que se utilizan varias
aproximaciones anteriores (Z,_1,%n—g2,...) para determi-
nar I, se denominan métodos multipaso o prolongados.
En los métodos multipaso se tiene que utilizar un método
de un paso para determinar las primeras aproximaciones
z;

De forma general, se cometen errores al calcular los
valores 1, T2, ..., . Este error tiene dos fuentes: primero,
la férmula que se usa en el método numérico sélo es aproxi-
mada, lo que conduce a un error de férmula, error de trun-
camiento o error por no conlinuidad; segundo, es posible
llevar s6lo un nimero limitado de digitos en cualquier cél-
culo, lo que da lugar a un error de redondeo.

Para cada uno de los métodos que se explican a con-
tinuacién, se hace un estudio del error que se comete al
aplicarlos.

METODOS DE UN PASO
T, se calcula en funcién de Z,_1
Tn, = Z(ty)
Tpo1= "f(tnfl)

Para aproximar este valor, desarrollamos por Taylor
Z(ty) a partir de Z(t,—1) :

#(tn) = F(tu1) + &' (tn_1) (tn — tu1) + ..+

N———
h
4z (tnfl)—(tnifﬁ*l)n

METODO DE EULER

Uno de los métodos de un paso mds sencillos para resolver
numéricamente el problema con valores iniciales

' = f(),

es el método de Euler. En este método se consideran los
primeros términos del desarrollo del Taylor:

Z(to) = Zo

Z(ty) = 2(ty—1) + @' (tn-1) - h

@ =0 1+ [(E(tn 1)) - 1|

En este método nos vamos moviendo por la recta tan-
gente para calcular la siguiente aproximacién. Por esta
razén, este método también se llama método de Fuler o de
la recta tangente. En la grafica 62 se puede ver la repre-
sentaciéon geométrica del método de Fuler.

Tomamos el siguiente punto Z,, sumando h en la di-
reccién de la tangente a la érbita.
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Figura 62: Método de Euler.

ERROR La diferencia entre la solucién exacta Z y la
solucién aproximada del problema

L, =T, — Iy

se conoce como error de férmula o error acumulado de fér-
mula. Surge por dos causas: 1) en cada paso usamos un
férmula aproximada para determinar Z,. 2) los datos de
entrada en cada paso no concuerdan con la solucién exac-
ta, ya que, en general, T, no es igual a Z,. Si suponemos
que los datos de entrada son correctos, el tinico error al ir
de un paso a otro es el que se debe al uso de una férmu-
la aproximada. FEste error se conoce como error local de
férmula.

Error local Es el error que se comete al calcular z,, a
partir de Z,,_1. Este error es equivalente a los términos del
desarrollo de Taylor desechados. Al quedarnos con los dos
primeros términos del desarrollo, el error vendrd dado por:

2! (tn—l) h2

n

™ (t,_1) ™

FErrorLocal = ..
21 m!

-0 (1)

El orden de este método es 2, ya que se desechan los
términos de orden 2 y superiores.

A continuacién se explican, de forma escueta, algunas
propiedades del operador O (h™).

Propiedades de O(h™)

Error Global Es el error que se comete al pasar del
instante ¢y al instante ¢,,. El andlisis para estimar el error
global es més complejo que para el error local; sin embargo,
conociendo el error local podemos hacer una estimacién
intuitiva del error global.
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Podemos suponer que el error global es equivalente al
error local en n pasos:

ErrorGlobal < n - ErrorLocal =n -0 (hz)

en donde n depende del intervalo A

tn_tO
n -~
h

t, —1
ErrorGlobal = 2—2

-0 (h*) =0 (h)

Por lo tanto el orden del método en n pasos es de 1.
Esto quiere decir que el método converge, ya que si h — 0
entonces O(h) — 0.

El error decrece segin decrece h. Cuanto més
pequeno sea el paso, mejor serd la aproximacién a la solu-

cién real.

METODO DE EULER MEJORADO

Vamos a ver una mejora para el método anterior, consigu-
iendo que el error local de férmula sea proporcional a h>.
Para esto, intentamos aproximar la solucién avanzando un
término mas en el desarrollo de Taylor:

i(ly) = f(tnfl)w’(tnfl)-h+5z”(tn71)-%2+O(h3) (11)

En esta ecuacién tenemos derivadas primeras y segun-
das del vector . Vamos a ver cémo podemos calcular estas
derivadas por separado.

La primera derivada viene dada por la funcién del
sistema de la manera:

Vamos a calcular ahora la segunda derivada. Si
derivamos el vector Z’ obtenemos una expresién de la for-
ma:

Baltn1) _ 0 ¢ (3, )

i (t, 1) =
T (tn1) 012 o

La derivada de f con respecto a t viene dada por:
't 1) = ' (#lta1)) -t 1)
Sustituyendo en esta ecuacién Z' por f obtenemos:

i'(tn-1) = VI (Z(tn-1)) - [ (E(tn-1))

De la parte derecha de esta ecuacién podemos cal-
cular f (Z(t,—1)) sustituyendo el valor de Z(t,_1) en el

(12)



sistema dado por f(Z(¢)). Tan solo nos queda determinar
c6mo se puede calcular el valor del gradiente de la funcién
(Vf(%(tn—1))). Para esto, desarrollamos por Taylor f de
la siguiente manera:

F+h2)=fy)+Vfly) -hz+0(r*)  (13)

Lo que nos interesa es despejar el factor que contiene
al gradiente de la funcién, de forma que podamos calcular

la segunda derivada de % dada por la ecuacién (12). Si
tomamos para la ecuacién (13) los siguientes valores:

tenemos
S (@ (tn-1) +1f (Z(tn-1))) = f(2(tn-1)) +
FAVf (@(tn-1)) - f (2(ta-1)) + O (h?).,
Si nos damos cuenta, la parte que incluye al gradiente

de la funcién es igual que el de la ecuacién (12) multipli-
cado por h. Despejando este factor:

AV f(2(tn-1)) - f (@(tn-1)) =
= f(Z(tn1) +hf (@(tn-1)) = [ (3(tn1)) +
+0 (h?)

sustituimos esta ecuacién en Z"(t,—1) = Vf(Z(tn_1)) -
f(Z(tn_1)) y obtenemos,

' (tn—1)h = f(Z(tn—1) + 1f (@(tn-1))) —
—f (#(tn-1)) + O (h?)

De esta forma podemos calcular la segunda derivada
de Z. Sustituimos esta expresion en el desarrollo de Taylor
de Z(t,,) dada por la ecuacién (11):

T(tn) =T(tn—1) +h- [(Z(ta1))+

5 (f @(tn—1) +1f (@(tn-1))) = f (Z(tn-1)) + O (h?))

+O(h?)

Agrupamos términos y simplificamos:

Fo = Fat 4 B @) + S (Eno) + B (E00)]+

+O(h?)

Finalmente, la férmula del método de Euler mejorado
queda como sigue:

B = Fn1+ g [f @n-1) + f((@n-1) + A (@n-1))]
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En la figura 63 se puede ver una interpretacion grafica
del método de Euler mejorado. En cada paso, calculam-
os la siguiente aproximacién a partir de la aproximacién
anterior y un promedio de la funcién f en instantes con-
secutivos. Vamos a analizar un poco mds este promedio:

f (Zn—1) representa la pendiente de la recta tangente
en ese punto. Si solo estuviera este término, tendriamos
exactamente el método de Euler.

f((Zn—1) + hf (Zn—1)) nos da la pendiente en un in-
stante posterior. Con Z,_1 + hf (£,-1) nos estamos de-
splazando por la recta tangente en el punto z,,_; una dis-
tancia de h.

La flecha de puntos discontinuos superior es €l resulta-
do del promedio dado por estas dos rectas tangentes. Por
iltimo, nos desplazamos desde el punto Z,,_1 por esta rec-
ta (en la gréfica la flecha de puntos discontinuos inferior)
para obtener la aproximacién actual.

fxathf(%ea))

Figura 63: Método de Euler mejorado.

Ejemplo 31 Sea el siqguiente sistema de ecuaciones difer-
enciales

=y

Y =—x

vamos a calcular la primera aprorimacion a partir de la
siquienle condicion inicial

x(to):x():(i)

y de un paso de h = 0.1 por el método de Fuler mejorado.

La funcién del sistema viene dada por:

(%)

Aplicando la férmula numérica del método de Euler
mejorado obtenemos:

b= 17 o)+ £ (o) 41 o] = (] )+

f@) =
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Si queremos seguir mejorando el método, debemos ir
cogiendo més términos en el desarrollo de Taylor, sin em-
bargo, esto no es tan sencillo, ya que calcular derivadas
de tercer orden o superior significa manejar derivadas que
dificultan bastante los célculos. En el siguiente apartado
estudiaremos el método de Runge-Kutta que también uti-
liza un promedio entre distintos puntos y para el que se
obtienen errores locales de orden O(h®).

METODO DE RUNGE-KUTTA

Las férmulas con series de Taylor de orden superior
son dificiles de manejar debido a que deben calcularse
derivadas parciales de f de orden superior.

Sin embargo es posible desarrollar férmulas equiva-
lentes a las férmulas con series de Taylor de tercero, cuarto,
quinto o aiin mayor orden en las que no aparecen derivadas
parciales de f.

La férmula clésica de Runge-Kutta es equivalente a
una férmula de cinco términos de la serie de Taylor.
2 7// + h3 7/// + h4 *’L’U
2. n 1 3' n 1 4'

La férmula de Runge-Kutta comprende un promedio

Ty = Tpe 1—|—hxn 1+ =

pesado de los valores de f(z,y), tomado en puntos difer-
entes del intervalo t,,_1 <t <t,.

T = T+ 3 (bt + 2hs 4 2hs 4 hs), (14)
donde
k nl — f(tnv'i'n)
k3 f tn+%7£’n+gkn2
kna = f (tn +h, Ty + hkn3)

La suma ¢ L (kn1 + 2kn2 + 2kn3 + kna) puede inter-
prestarse como una pendiente promedio. k,; representa
la pendiente en el extremo izquierdo del intervalo; k2 es
la pendiente en el punto medio usando la férmula de Euler
para ir de ©,, a {,, + %, kn3 es una segunda aproximacién
de la pendiente en el punto medio y, finalmente, k4 es
la pendiente en %, + i usando la férmula de Euler y la
pendiente k,3 para ir de {,, a T, + h.

METODOS MULTIPASO

En estos métodos, se calcula Z, a partir de varias aprox-
imaciones anteriores, Tp_1,%Tn_2,...,Tn_k. S€ necesitan k
valores iniciales que se pueden calcular a partir de un méto-
do de un paso de los explicados en la seccién anterior. En
estos métodos se puede proceder de dos maneras distintas:

1. &, se calcula en funcién de T,_1, Tp_2, ..., Tn_k. S€
tienen en cuenta solo las k aproximaciones anteriores
(Predictor)

2. T, se calcula en funcién de Z,, ZTnp_1,
Zn— 1 (Corrector)

Integrando Z' (t) desde t,_; hasta t, obtenemos:

/tjnx’(t):/:nf(x ‘

7 (tn) — 7 (1) = / ") (16)

Aproximamos f (Z (£)) por un polinomio de grado k—1
que interpola en los puntos ¢,,...,tn_%-

Polinomios interpoladores de Lagrange

Para calcular el polinomio de interpolacién vamos a
utilizar los polinomios interpoladores de Lagrange. Los
polinomios base de Lagrange tienen la siguiente forma:

Hl;ﬁm (t - tl)
Hl;&m (tm - tl)
(17)

Estos polinomios valen 1 en uno de los puntos ¢; y
cero en el resto.

P,(t) = , me{n—1n—-2,...,n—k}

De forma grafica, estos polinomios se
representan como se puede ver en la figura 64. En el punto
en donde se toma el valor de la aproximacién, el polinomio
vale 1 y en el resto de los puntos, el polinomio se anula.

|
I ]
tm—2 tm-l tm tr’m— 1 tr’m— 2

Figura 64: Polinomios base de Lagrange

A partir de los polinomios base de Lagrange, el poli-
nomio interpolador se genera de modo que en cada ¢,, este

valga f (Z (¢)).



Si sustituimos este polinomio en la ecuacién (16)
obtenemos la siguiente ecuacion:

T(tn) =2 (te) = Y 1 (@) [ P

En los siguientes ejemplos, se puede ver cémo se cal-
culan las férmulas numéricas para distintos métodos mul-
tipaso dependiendo de las aproximaciones anteriores que
se deseen tomar.

(19)

Ejemplo 32 Se desea buscar un método multipaso de la
forma

Tp = Tp—1+ G(f("fnfl)7 f("fn72))
en donde se tengan en cuenla las aproximaciones en los
instantes t,,—1 Yy tn_2.

Si analizamos un poco més esta ecuacién, vemos que
queremos aproximar la solucién actual a partir de una solu-
cién anterior y un promediado en los instantes ¢,,_1 y 5, 2.
Utilizando la férmula dada en (19) obtenemos la siguiente
ecuacion:

[ e Oa= [ (e )P+ fana) P

tr—1 tr—1

Ahora tenemos que calcular los polinomios base de
Lagrange Pp—1(t) y Pn_2(t):

— _(—tna) _ (t—in-2)
Pnfl(t) - (tn—lftnz 2) h .

Poaft) = lstatls = =(ta)

T (tn—2—tn-1)

Sustituyendo estos valores en la ecuacién y resolvien-
do las integrales,

Tp — Tp1=

= f(@n) fir | ety

+f(@n2) [ Aetldr =
= fan) [SgE]" 4
o) [l =
= (1) {W} + f(@n-2) {}f—&ﬂ

La férmula numérica de nuestro método multipaso es
de la forma:

Tp =Tp-1+ %hf('fnfl) g (xn 2)

Para comprobar que la segunda parte de la ecuacién es
un promedio, la suma de los coeficientes de f debe ser igual
a 1. En este caso la suma de los coeficientes es % — % =1,
con lo que efectivamente es un promedio. En el caso en
que el célculo de la integral sea entre z,, y T, _x, entonces

la suma de los coeficientes debe ser igual a k.
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Ejemplo 33 FEn este ejemplo vamos a buscar una expre-
sion del tipo

T = Tn—1 + G(f(Tn-1))

En este caso tenemos que la ecuacién a resolver debe
ser de la forma

/t
tn—1

en donde solo se tiene un tnico polinomio base de La-

dt—/ fxnl nl()dt

grange. Este polinomio base es igual a 1, y, resolviendo la
integral, obtenemos:

for @@= [
= f(@n 1) [

1dt = f(i'nfl) h

De donde se obtiene que la férmula numérica es:

|@n = Zn_1 4 "f(Zn_1) |

Esta férmula coincide con la férmula del método de
Euler.

Ejemplo 34 Buscamos ahora una expresion en la que se
tengan en cuenta lres lérminos en el promedio:

)7f(i”ﬂ*1)7 f('i”n*Q))

Utilizando los polinomios base de Lagrange para in-

Tp =Zp-2+ G(f(i'n

terpolar la funcién en estos puntos, la integral nos queda
de la forma,

f;;z ' (t)dt = fti:iz [f(z

+f (Zn—2) Po_a(t)]dt

n)Pu(t) + f(Zr—1)Pn1(t)+

Los polinomios base de Lagrange vienen dados por:

(t trn— 1)(t trn— 2) (t
(t —tp— 1)(t —tp— 2) -

tm— 1)(t tm— 2)

Pn(t) =

(t—tn)(t—tn_2) (t— tn)(t £ 2)
1t)(tn1tn2)_ —

Pnfl(t) = (t

_ (—tn)(t—tn_1)
Pn72(t) (tr—2—tn ) (b —2— ;n 1)

(=t (E—tn_1)
2572

Resolvemos la integral

Tp — Tp_g = ftn , Md]ﬁ—l—

@) [, ettt

S

Realizamos un cambio de variable o« = ¢ — ¢,,_2 de
forma quet—t, 1 =a—hyt—t,=a—2h.



1(Zn)
203

= 071

213 | f(Bn1) —433 | f(Bn_2)273 _
3+ o+ S ght =

Finalmente tenemos que la férmula numérica es de la
forma

%f(infl) + %f(in72)]

Sumamos los pesos para comprobar que efectivamente
es igual a la diferencia entre los instantes ¢, y £,_o: % +
4 1 _
st+3=2

En los ejemplos que hemos visto hasta ahora, hemos
obtenido soluciones del tipo:

Tpn =Tp-1+ G(f('i'nfl)7 f('i'n72)7 .- )
Pero si queremos obtener soluciones de la forma

Tp = %"Enfl + %"En72 + G(f("fnfl)7 f('i'n72)7 .- )

se pueden buscar férmulas por separado,

Tp =Tp—1+ Gl(f(i'nfl)7f(£'n72)7 .- )
Tp =Tp—2+ GQ(f(i'nfl)7 f('i'n72)7 .- )

y luego promediarlas:

Ty + 5% =

[ 1
(][

l\'>|>—t

1+ Tp—_ot+ G1(f(973n71)7~~

.)+%G2(f(gj~n,1),...

G

ESTUDIO DEL ERROR

Al interpolar, estamos aproximando la integral de f como,
o tn
/ f (& () di == / (1) de
te te

El error de interpolacién ftt" Error(t)dt con

¢ =t)
e )

Error(t) =

Hay que tener en cuenta que el punto intermedio &

depende de ¢, por tanto al hacer la integral del error no

podemos sacarlo fuera de la integra. Sin embargo existe

un caso en que si lo podemos hacer, utilizando el resultado
del siguiente teorema:
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Teorema 35 ffg(t) tydt = g (€ f f)dt si f no cam-
bia de signo en [a,b] y g es continua en [a b].

Demostracion: Al ser g una funcién continua en el in-
tervalo, podemos encontrar dos constantes tal que

M = max g(t)

m = min g(t), na

[a,b]

A partir de estas constantes, construimos la siguiente
desigualdad:

mit) g(t)f(t) - Mf()
[Lrwat ~ fLfae [ f@)

Teorema 36 Demostracion 3 Integrando en el inter-
valo se liene,

fg
ff

Como g(t) es continua, podemos encontrar un & tal

_ INCIONOL
[P f@tyat

Despejando de la wltima igualdad, llegamos al resul-

tado
/g(t)f(t)dtz (5)/ f()dt, c.q.d.

Apoydndonos en este teorema, podemos expresar la
integral del error como:

tr f k|
/ Error(t)dt =
¢

c

que

9(§)

siempre y cuando f(t) sea continua en el intervalo [t.,%,]
v [1 (& — %) no cambie de signo en el mismo.

Ejemplo 35 Para la siguiente formula numeérica,
Tp =2Tp-1+ G(f('i'nfl)7f(i'n72))

estimar el error que se produce.

k=2

La expresion del error tiene la siguiente forma:

Error =

haciendo un cambio de variable, « =€ —¢,_1

(5) fo

_f“(é){ L a h} :fQ;(g)%ha

FError = a + h

El error depende de una constante por h2, por lo tan-
to, es de orden O(h?)



Ejemplo 36 Volvemos a calcular el error para la sigu-
iente formula,

Tpn = Tp-1 +hf("f;n71) k=1
La expresién del error:

Error = f'(€) /tn (t—tnp_1)dt

n—

Haciendo o =t —{,,_1, obtenemos,

Error = f' () foh ada = () {%Q]h =

0
=1L

Orden del error O(h?)

Ejemplo 37 Vamos a calcular el error para la siguiente
formula numérica

Tn, = Tp—o+ G(f(Zn), f(Zn-1), [(Zn-2)),k =3

La expresién del error viene dada por

%!(g) /tan (t - t’ﬂ) (t - tnfl) (t — tnfg) dt

Error =

Haciendo a =t —{,,_2, obtenemos,

1"

Error = L (5) f

_f(£)f (

Esta integral es igual a cero ya que el integrando cam-

h) (o — 2h) do =

— 3a®h + 20h?) dov = 0

bia de signo y se compensan la parte positiva con la neg-
ativa. El teorema anterior no se cumple con lo que el cél-
culo de este error es incorrecto. Para calcularlo, podemos
separar la integral en dos integrales distintas, con puntos
intermedios distintos:

(5) ];

AL [ () (F — to) (t— tn2) dt

///

Error = (t—tn_1) (t —tn_o)dit+

1"

iy (£)f0(

”’(M) f (
— if///(g)hzk _

— 302h + 20h?) da+

— 3a®h + 20h?) doc =

ﬁfm(ﬂ) h4

como puede observarse, el orden del error es (’)(h4).

Ejemplo 38 Obtener una féormula que tenga la expresion

Ty =Tn 1+ G(f(Tn2), [(Tn-3))

y delerminar el error producido.

74

La expresion de la férmula numérica es de la siguiente
manera;

[ wwa= [T vEar a0+ 1wl

Calculamos los polinomios base de Lagrange para
tn72 y tnf?)'

(t trn— 3)

— (t—tn_s)
Pn72(t) T (n—2—tn-3) h 2

(tp-n) _ —(t—tn_2)
Pnf?)(t) T (tn-3— tnz 2) h .

Interpolamos la funcién f con estos polinomios e in-
tegramos:

_ _ t— tn
Ty —Tp—1 = ( 3)+

xn 2 j;g
+f(@n-s) [, et =
. (t-tn_s)]"
= f(Zn_2) {TL 3 +

- (t—tn )| _
+f(Zn_3) {,—%L T
= f(Tn_2) [M} + f(Zn3) {%}

Simplificando y despejando %, obtenemos la férmula,

To = a1+ Sh 5 (T z) - 3 (Fa_s)]

El error producido se obtiene a través de la siguiente
expresion,

PO " byt

Error =

haciendo un cambio de variable, « =1 — 1, _3

Error:fz(lg) fo a(a+h)d
_ @ [of 4 a2p]" L @53
e i e R e

Obtenemos que el error tiene un orden O(h3)

INTRODUCCION AL PROGRAMA PHASER

El programa phaser es un Software muy sencillo que per-
mite simular en ordenador, las trayectorias de un sistema
de ecuaciones diferenciales. El programa estd desarrollado
para PC y sélo requiere el MS-DOS para ser ejecutado.
El programa consta de 3 menus: NUMERICS (al que se
entra por defecto), UTILITIES y VISUALIDS.

Descripcion de los comandos del Menu NUMER-
ICS



Go : Calcula las érbitas.

Clear : Limpia la pantalla.

Dimension : Cambia la dimensién del sistema.

Algorithm : Cambia el tipo de algoritmo: Euler, Euler
mejorado, Runge-Kutta o difference para una ecuacién en
diferencias.

Step size : Establece el paso de la discretizacion.

Time : FEstablece el intervalo de tiempo para calcular la
trayectoria.

Xtend : Permite una vez calculada la érbita, continuar
para tiempos posteriores.

FEquation : Activa una ecuacion diferente dentro de la bib-
lioteca de ecuaciones. Es importante tener en cuenta que
las ecuaciones estan clasificadas por la dimensién y por si
son diferenciales o en diferencias.

Parameter : Cambia los pardmetros de la ecuacién (si los
hubiera).

InitCond : Fstablece las condiciones iniciales (pueden ser
varias simultdneamente).

Window Size : Establece el tamano de la ventana de visu-
laizacién.

Jump /Plt : Establece cada cuantas iteraciones se dibuja
la érbita.

UTILITIES : Cambia al menu UTILITIES

VISUALIDS : Cambia al menu VISUALIDS

Orbit : Dibuja las 6rbitas en la direccién inversa

Quit : Salir del Programa

Descripcion de los comandos del Menu UTILITIES
Two Views : Da como salida por pantalla dos ventanas
para representar diferentes cosas.

BigView : Da como salida por pantalla una inica ventana.
Xi vs. T : Establece la variable x; que serd dibujada re-
specto al tiempo.

Flow : Elige de forma automatica una malla de condiciones
iniciales para calcular sus trayectorias.

DirField : Establece el campo de direcciones.

1d Stairs : Fstablece cada cuantas iteraciones de una
ecuacién en diferencias se dibuja.

Save : Salva en un archivo la configuracién de una ven-
tana. Las ventanas pueden concatenarse utilizando el mis-
mo nombre de archivo al guardarlas.

Restore : Recupera una cadena de ventanas archivadas con
la opcién Save. El programa trae un archivo llamado demo
donde se presentan una serie de pantallas que ilustran las
posibilidades del programa. Se recomienda la ejecucién de
esta demostracién.

Ad/Del : Permite afiadir/borrar ecuaciones de la bibliote-
ca de ecuaciones. Hay que tener en cuenta que hay que in-
troducir a priori las constantes y variables de la ecuacion.
Asf por ejemplo la ecuacién 2’ = (a + 3)x + 1 se escribe
en el phaser como X1' = (a+C1) X1+ C2, donde existen
2 constantes: C1 =3y C2 =1,y a es un pardmetro que
puede cambiarse en la ecuacién.

El menu VISUALIDS ofrece opciones para visualizar (so-
bre todo en 3 — D). Es interesante activar la opcién
Flash — Top que produce destellos luminosos por donde
va pasando la trayectoria.
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PRACTICA 5.

(1) Introducir en el phaser la ecuacién:

o' =yy® -2yl +1)
Y =—x

Mostrar la ecuacién en la pantalla y salvarla utilizando la
opcién Save del menu UTILITIES.

(2) Seleccionar la ecuacién precedente. Cambiar las di-
mensiones de la ventana a [—2,2]z[—2,2], fijar el tiem-
po para dibujar las trayectorias de 0 a 30, y dibujar las
6rbitas, en una ventana grande para las condiciones ini-
ciales (0.1,0.1), (0.2,0.2), (0.3,0.3), (0.4,0.4), y (0.5,0.5).
(Salvar la pantalla correspondiente concatendndola con la
pantalla anterior).

(3) Probar los resultados cambiando el paso y el algoritmo.
(Salvar las pantallas de comportamientos mas relevantes,
concantendndolas con las pantallas anteriores).

(4) Dibujar z(t) y y(t) respecto a t. (Salvar las pantallas
concatendndolas con las pantallas anteriores).

PRACTICA 6.

Introducir en el phaser la ecuacién diferencial asociada al
modelo del movimiento arménico simple:

x4 kx' + w?r = asin(Bt)

donde z(t) representa la amplitud de la ondulacién del
movimiento, w un pardmetro que representa la frecuencia
natural de oscilacién, k& > 0 un pardmetro que representa
el rozamiento (kK = 0 indica que no hay rozamiento) y
asin(ft) representa la fuerza externa. Poner en pantalla
la gréfica de z(¢) y analizar los siguientes pasos (salvando
de forma concatenada las correspondientes pantallas):

1) k=a=

diferentes valores a w)

0 (movimiento oscilatorio puro, darle

(2) w =1, k = 0 (movimiento oscilatorio perturbado
por una fuerza externa). Darle diferentes valores a a y 5.
Buscar valores de w y 3 para los cuales el acoplamiento de
las dos frecuencias sea malo y el movimiento resultante no
sea periédico.

(3) w = B = 1. Darle valores a a y k y analizar el
resultado.
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APENDICE A: Resumen de los comandos de
UNIX

En este breve resumen seguiremos el siguiente esquema.
En primer lugar aparece el comando UNIX, a continuacién
entre paréntesis su equivalente en MS-DOS (si existe), y
finalmente un comentario y un ejemplo.

cd (cd) cambia el directorio activo
>cd /users/p701/fortran77
more (type) visualiza el contenido de un fichero
>more /users/p701/fortran77/programas/progl.f
Is (dir) Visualiza contenido de un directorio
>ls /users/p701/fortran77
cp (copy) Copia un fichero en otro.
>cp /users/p701/fortran77/programas/progl.f .
rm (del) borra un fichero
>del progl.f
man (help) suministra ayuda sobre un comando
> man Is
logout Se termina la sesién y se sale del sistema
>logout
ps Visualiza los nimeros de procesos que estdn abiertos
que corresponden al usuario alumno
>ps -u alumno
kill Interrumpe la ejecucién de un proceso de numero
Nproceso
>kill -9 Nproceso
mkdir (mkdir) Crea un directorio
>mkdir practical
rmdir (rmdir)Borra un directorio
>rmdir practical
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mv (move) Cambia de nombre o ubicacién un archivo.
>mv progl.f practical.f
chmod Cambia los permisos de lectura, escritura y eje-
cucién de un fichero. Este comando es de utilidad para
salvaguardar la informacién de directorios y ficheros de
miradas ajenas.
Hacer > man chmod para mirar las opciones.
chown Cambia el propietario de un fichero
Hacer > man chown para mirar las opciones.
du (tree) Visualiza la cadena de directorios
>du /users/p701
find Busca un archivo de nombre file en el directorio dir
>find dir -name file -print
grep Busca los ficheros que contenga la cadena de carac-
teres siring
>grep string *

APENDICE B: Resumen del procesador de texto
Vi.

El procesador de texto vi, tiene la ventaja de estar pre-
sente en cualquier méaquina que trabaje sobre UNIX, y no
requiere ningin entorno gréafico. Puede ejecutarse en dos
modos. El modo comando (el que estd por defecto al entrar
envi). Donde se ejecutan comandos como copy-paste, ect..
y el modo edicién que es donde se escribe normalmente el
texto.

Intercambio entre modo comando y modo edicién

ESC; Pasa de modo edicién a modo comando

i; Pasa de modo comando a modo edicién

Aj; Pasa a modo edicién y pone el cursor al final de la
linea

O; inserta una nueva linea, pasa a modo edicién y
pone el cursor al principio de la nueva linea.

Manejo de Ficheros (En modo comando)

swiescribe en disco el fichero

:wq; escribe en disco el fichero y sale del vi

e fichero.name; edita €l fichero fichero.name

:q!; sale del vi sin guardar cambios.

:w fichero.name; escribe el fichero actual en el fichero
fichero.name en disco

fcomando; ejecuta el comando UNIX comando

:set nu; presenta los nimeros de linea en pantalla

Comandos para desplazarse por el texto (En modo
comando)
Crtl F; Pdgina Adelante
Crtl B; Pagina Atrés
8; Pone el cursor en el final de la linea
0; Pone el cursor en el principio de linea
/string; Busca hacia adelante el string string
?string; Busca hacia atras el string string
n; Repite la tdltima biisqueda
G; Va al final del texto
3 G3 Va a la lfnea nimero 3.



Comandos para borrar lineas o caractéres (En mo-
do comando)

x; borra el caracter donde se encuentra el cursor

r character; reemplaza el caracter donde se encuentra
el cursor por el caracter character.

dd; borra la linea donde se encuentra el cursor.

3 dd; borra 3 lineas desde donde se encuentra el cursor
hacia abajo.

dw; borra la palabra donde se encuentra el cursor.

Comandos para copiar y desplazar bloques (En mo-
do comando)

yy; copia en el buffer la linea donde se encuentra el
cursor

3yy; copia en el buffer 3 lineas hacia abajo desde el
cursor

dd; copia (y borra) al buffer la linea donde se encuen-
tra el cursor

3dd; copia (y borra) al buffer 3 lineas hacia abajo
desde el cursor

P; copia el contenido del buffer en el texto.
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