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INTRODUCCION.

El presente documento es el libro de problemas donde se
encuentran resueltos todos los problemas presentes en el
libro de Anélisis Numeérico publicado por los mismos au-
tores. Nunca se insistird lo suficiente sobre la necesidad de
hacer problemas para comprender correctamente cualquier
teoria y sus aplicaciones. Ademds la manera de afrontar
el estudio de los problemas debe ser bien distinta a la
forma de estudiar teoria. Primero se debe intentar hacer
los problemas sin mirar en absoluto la solucién y después
de reflexionar e intentar resolverlo de diferentes formas,
muchas de las cuales nos llevardn a callejones sin salida,
se mirard la solucién. Es un hecho facilmente constatable,
que se aprende mucho més de un problema que no se ha
conseguido resolver, pero al que se ha dedicado suficiente
esfuerzo, que de un problema del cual se mira directamente
la solucién sin ninguna fase de reflexién previa. Ademds
se tiende a olvidar con facilidad la técnica de resolucién
de un problema sobre el cual no se ha reflexionado sufi-
cientemente. De todo ello se deduce que el estudio cor-
recto de los problemas de una asignatura va renido con las
prisas de iltima hora que suelen asaltar a los estudiantes
cuando se acercan los exdmenes, puesto que el esfuerzo
de reflexién que requieren precisa de un trabajo diario y

continuado, dificilmente compatible con las prisas de dl-
tima hora. Resulta inquietante observar como en muchas
ocasiones la realizacién de problemas se aborda bajo un
espiritu de aprender rdpidamente 4 técnicas bédsicas, que
muchas veces ni se entienden, y a partir de ahf intentar re-
producir esas técnicas, de forma absolutamente mecédnica,
en problemas andlogos. El problema de esta aptitud, es
que aunque a corto plazo puede dar lugar a resultados posi-
tivos, aprobando asignaturas con un conocimiento minimo
e insuficiente, a la larga, tiene efectos catastréficos sobre
la formacién del alumno, a través de una disminucién im-
portante de la capacidad de razonamiento y del sentido
critico.

ARITMETICAS DE PRECISION FINITA Y
FUENTES DE ERRORES NUMERICOS.

Problema 1 Demostrar que al representar el nimero real

0.1 como -

a
01=20% 2
27’L

n=1

el numero de elementos no-nulos a,, es infinito.

Solucién: Supongamos que para algin t finito y e entero
se tiene: .

— 9e Qn

01=2 on

n=1

despejando en esta igualdad obtenemos

t
27 =10) a2
n=1

. . t
ahora bien, como el nimero m =5 _,

de la desigualdad anterior obtenemos

a,2'~" es entero,

2= = 5.2m

pero esta igualdad implica que el nimero 2!~¢ es divisible
por 5 lo cual es imposible.

Problema 2 Representar el nimero 0.0703 125 como

0.0703125 = 2° ;—Z

n=1



Solucién: En primer lugar tenemos que encontrar un en-
tero e tal que

1
3 <0.0703125-27°< 1
para e = —3 obtenemos

0.0703125- 23 = 0.5625

ahora tenemos que escribir el nimero 0.5625 como

1 s an
0.5625 = 5 +n§2—n

los a,, se calculan de la siguiente forma

1 1
0.5625 < §+§ =0.79=a2=0
1 1
0.5625 < 3 + 33 = 0.625 = a3 =0
1 1
por tanto

1 1
0.0703125 =273 ( = + —
(3+%)
en términos binarios, este numero se escribirfa con e = —3
y la mantisa viene dada por la secuencia 1,0,0,1,0,0,....
(si no almacenamos el primer término a; porque siempre
es 1, la mantisa serfa 0,0, 1,0,0, ....)

Problema 3 Calcular los walores positivos minimo y
mdzximo que puede tomar un nidmero real en una aritmética
de precision finita en funcion de t, emin Y €max-
Solucién: Los valores positivos minimo y maximo son

. emin—1
xrnln 2

t 1 1
1 5 — 55T 1
€max § : _ 9€max 2 21+l 9emax
Lmax — 2 2_n =2 - = 2 1-— ?
n=1

Problema 4 Calcular todos los nimeros reales que se
pueden construir tomando 5 bits de la forma siguiente: 1
bit para el signo, 2 bits para la mantisa (es decir t = 3,
puesto que ay = 1 sdlo se almacenan as y ag, y 2 bits para
el exponente e, tomando como rango de e = —1,0,1,2.
Representar dichos miimeros sobre una recta.

Solucién: Los valores posibles positivos se representan
en la siguiente tabla

11 11 1 1 1 1

=1 motupitmEtyix
0 11+11+11+1+1
e = - =+t =, -+t st + =%
2’2 2372 22’9 22 923
1 1 1 1
e=1 L1+—=,14=,14=+—

22" "2 2 22
1 1
e=2 2,2+5,2+1,2+1+

los valores negativos son los mismos cambiados de signo.
Si representamos los ndmeros positivos sobre una recta
obtenemos

1757
157
1257

075 T
05T
025 T

-0.25 T
05T
-0.75 T

-1.25 T
-157
-1.75 T

2 -
0 0.250.50.751 1.251.51.7% 2255275 3.253.53.7%

X

Problema 5 Dada una aritmética de precision finita
cualquiera, calcular la distancia que hay entre el nimero 1
y su inmediato superior (es decir el nimero que va después
de 1), y la distancia entre el nimero 1, y su inmediato in-
ferior.

Solucién: El nimero 1 en una aritmética de precisién

finita se escribe como
1
1=2( =
()

el nimero inmediato superior a 1 en la aritmética es

1 1 1
2<§+§>:1+F

y el numero inmediato inferior a 1 viene dado por

1 11—k 1
§+..+§—T

Problema 6 Se considera una aritmética de 16 bits
donde se dedican 1 bit al signo, 9 bits a la mantisa (t = 10)
y 6 bits al exponente ( emin = —30 emax = 31). FEscribir,
st es posible, los siguientes numeros en esta aritmética:

1. 2, y los nimeros mé&s cercanos a 2 por arriba y por
debajo. Solucién:

1
2 = 22(=
(3)
1 1
Siguiente = 22 <§+ﬁ>
10 1 li+
Anterior = 2 Z? :2<2 12‘>
i=1 2



2. El cero, el infinito y Na. Solucién:

1
— 2—31 -
02 (3)
1
Y.
oo = 2 <2>

1 1
— 32
NaN = 2 (5 + ¥>

3. Los numeros positivos mds grande y mds pequeno
de la aritmética (teniendo en cuenta las excepciones)
Solucién:

10 1
Mayor = 2% <Z %) =23 (—5 — 27)
i=1

1
2
1
_ o-31
Menor = 2 (ﬁ)

4. . Solucién: No se puede escribir de forma exacta.

1
9 .
Si suponemos

t t
1 a; a;
= = 92° — | =1=9.2° § — | =
9 <i—1 21) ’ <i—1 21)

t
2t=¢ = 37 (Z aiQt_i> = 2!7° = 3%m
=1

donde m es un numero entero. Ahora bien esta igual-
dad es imposible porque resultaria que 3 divide a 2.

5. 2 (l — %) . Solucién:

2
1 1 _ o0 (1 1 1 1 1 1 1 1 1
2(3-g0) =2 G+ trtatrtotrtrty)

Problema 7 Sean A = 2(%+2—1%+2_1,))
25 (3 + 5 +5-) . Calcular B+ Ay B— A

B =

Solucion:

B+A=2(3+%+%)

LB A= (bt k)

Problema 8 Sean ey, €max, [0S valores minimo y mdz-
imo del exponente e. Demostrar que $i €nin < € < €max,
entonces los nimeros:

t
a 1
9¢ 24—
(n—l 2n 2t>

pertenecen al conjunto A de nimeros reales generados por
la aritmética de precision finita.

Solucién: Que los numeros pertenecen a la aritmética
significa que existe un conjunto de valores binarios a} y un
entero ¢’ tal que

‘L a 1 ta
2¢ R S Y
(n_l om 2t> Z omn

Consideremos primero el caso de sumar 1/2*. Si a;, =
1 para todo k, entonces

t
1 1 1
e el il __o9e+1 "

Si por el contrario existe un kg tal que ax, = 0, y tal que
ay, = 1 para todo kg < k < t entonces basta tomar a), = a
sil<k<koay =1lya,=0siky<k<t

Consideremos ahora el caso de restar 1/2°. Si el tinico
elemento ay, distinto de 0 es a1, entonces

t
1 1 1
26 - = — 26—1 el
<2 2t> ; 2

Si por el contrario existe un ky > 1 tal que ag, =1,y

tal que a; = 0 para todo kg < k£ < t entonces basta tomar
ap =agsil <k <ko,a,, =0ya,=1siky <k<t

. ~ t
Problema 9 Dado un mimero z = 2°%" _ $%. en una
aritmética de precision finita. Calcular el nimero inmedi-

atamente inferior y superior a él en dicha aritmética.
Solucién: Si el nimero es de la forma

T=2°2

2
entonces el inmediato superior es

1

v el inmediato inferior es
1
e—1
271> o
n=1

para cualquier otro mimero Zz, el inmediato superior e in-
ferior son

o]

Problema 10 Calcular las raices del polinomio P(x) =
22 — 2z + 0.01 evitando los errores de cancelacion.

Solucion:
= 2+v4-004 V42_0‘04:1_995
L. _ oo
2 7 199



Problema 11 FEscribir el cédigo en fortran T7 para imple-
mentar el cdlculo de las raices reales de ax® +bx +c =0
evitando los errores de cancelacion y teniendo en cuenta
las diferentes opciones que aparecen cuando a #0 ya = 0.

Solucioén:

PRINT *, 'CALCULO DE LAS RAICES DE
P(X)=A*X ~2+BX+C’
PRINT *, INTRODUZCA EL VALOR DE A’
READ * A
PRINT *, INTRODUZCA EL VALOR DE B’
READ *,B
PRINT * INTRODUZCA EL VALOR DE C’
READ *,C
IF A.EQ.0 THEN
IF B.EQ.0 THEN
PRINT *, ’EL POLINOMIO ES CONSTANTE’
EXIT
ENDIF
PRINT *, "EL POLINOMIO ES DE GRADO 1.’
PRINT *, 'LA RAIZ ES X=',—C/B
EXIT
ENDIF
D=B*B-4*A*C
IF D.LT.0 THEN
PRINT *, EL POLINOMIO NO TIENE RAICES
REALES
EXIT
ENDIF
IF B.GT.0 THEN
X1=(-B-SQRT(D))/(2*A)
ELSE
X1=(-B+SQRT(D)/(2*A)
ENDIF
X2=C/X1
PRINT *’LAS RAICES SON: * X1,X2
END

CALCULO DE CEROS DE UNA FUNCION

Problema 12 Calcular 2 iteraciones del algoritmo de la
biseccion para buscar un cero de la funcion f(z) = 2% — 2
en el intervalo [—2,0]

Solucién:

. 0 -&-5—2) _
Nuevo Intervalo = [—2,-1]
T = _1+T(_2) =-1.5
f(=2) > 0, f(-1) <0, f(-1.5)>0
Nuevo Intervalo = [—1.5,—1]

Problema 13 FEscribir el cddigo en fortran 77 para im-
plementar el método de la biseccion

Solucioén:
PRINT * ’METODO DE LA BISECCION’
PRINT * INTRODUCIR EL EXTREMO
IZQUIERDO DEL INTERVALO’
READ * A
PRINT *’INTRODUCIR EL EXTREMO DERE-
CHO DEL INTERVALO’
READ * B
IF A.GT.B THEN
PRINT *, INTERVALO INCORRECTO’
EXIT
ENDIF
PRINT * ’INTRODUCIR LA PRECISION ’
READ TOL
IF (F(A)*F(B).GT.0) THEN
PRINT *’NO HAY CAMBIO DE SIGNO EN EL
INTERVALO’
EXIT
ENDIF
1 X=(A+B)/2
IF (F(X).EQ.0).OR.((B-A).LT.TOL) THEN
PRINT *’LA RAIZ DE LA FUNCION ES: ’,X
EXIT
ENDIF
IF(F(A)*F(X)).LE.0 THEN
B=X
ELSE
A=X
ENDIF
GOTO 1
END

FUNCTION F(X)
F=COS(X)
END

Problema 14 Calcular 2 iteraciones del algoritmo de la
regula-falsi para buscar un cero de la funcién f(z) = 22 -2
en el intervalo [0, 2]

Solucién:
= 0 2 ___f0)=1
B f(2) = £(0)

f(2) > 0, f(0)<0, f(1)<0

Nuevo Intervalo = [1,2]
1 4
S (¢ R (DR
@) > 0 (1) <0, f(3) <0

4

Nuevo Intervalo =



Problema 15 Escribir el cédigo en fortran 77 para im-
plementar el método de la Regula-falsi

Solucién:

PRINT * 'METODO DE LA REGULA FALSP
PRINT *’INTRODUCIR EL EXTREMO
IZQUIERDO DEL INTERVALO’
READ *,A
PRINT *INTRODUCIR EL EXTREMO DERE-
CHO DEL INTERVALO’
READ * B
IF A.GT.B THEN
PRINT *, INTERVALO INCORRECTO’
EXIT
ENDIF
PRINT * INTRODUCIR LA PRECISION ’
READ TOL
IF (F(A)*F(B).GT.0) THEN
PRINT *;NO HAY CAMBIO DE SIGNO EN EL
INTERVALO’
EXIT
ENDIF
1 X=A-F(A)*(B-A)/(F(B)-F(A))
IF (F(X).EQ.0).OR.((B-A).LT.TOL) THEN
PRINT *’LA RAIZ DE LA FUNCION ES: ’,X
EXIT
ENDIF
IF(F(A)*F(X)).LE.0 THEN
B=X
ELSE
A=X
ENDIF
GOTO 1
END

FUNCTION F(X)
F=COS(X)
END

Problema 16 Calcular una iteracion del método de
Newton-Raphson para calcular un cero de la funcion
f(z) = 23 — 3 partiendo de zy = 1.

Solucién:

Problema 17 Calcular una iteracion del método de la se-
cante para calcular un cero de la funcion f(x) = z3 — 3
partiendo de xg =0, x1 =1

Solucion:

””1‘1—<2— = 2)—3

1-0

Problema 18 FEscribir un programa en fortran 77 que
implemente el método de la Secante utilizando reales de
doble precision. Los datos de entrada son las aprorima-
ctones tniciales 0, y 1, El niimero mdxzimo de tteraciones
N max, y la tolerancia TOL para determinar la igualdad
de dos mimeros.

Solucion:

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (X)
PRINT * 'METODO DE LA SECANTE’
PRINT * INTRODUCIR X0’
READ * X0
PRINT * INTRODUCIR X1’
READ * X1
IF X0.EQ.X1 THEN
PRINT *, 'LAS DOS APROXIMACIONES INI-
CIALES COINCIDEN’
EXIT
ENDIF
PRINT * INTRODUCIR LA PRECISION °
READ XTOL
PRINT * INTRODUCIR NUMERO MAXIMO DE
ITERACIONES’
READ * NMAX
DO 1 K=1,NMAX
IF(ABS(X1-X0).LT.TOL) THEN
PRINT *, LA RAIZ DE LA FUNCION ES: * X1
EXIT
ENDIF
IF(XF(X1).EQ.XF(X0)) THEN
PRINT * 'METODO NO CONVERGE’
EXIT
ENDIF
X2=X1-XF(X1)*(X1-X0)/(XF (X1)-XF(X0))
X0=X1
X1=X2
1 CONTINUE
PRINT * ’NUMERO MAXIMO DE ITERACIONES
EXCEDIDO’
END

FUNCTION XF(X)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (X)
F=COS(X)

END

Problema 19 Calcular una iteracion del método de
Muller para calcular un cero de la funcion f(z) = 2® — 3
partiendo de xg = 1 (Calculando las derivadas de la fun-
cion de forma exacta) y queddndonos con la raiz mds cer-

cana a xgq.



Solucién:
24 3(x —1)+3(z—1)? =0

—3+33

I1:1+ 6

Problema 20 Dado el polinomio P(x) = 23+ 322 +4x+
5. Fvaluar el polinomio y su derivada en el punto x = 2,
utilizando el algoritmo de Horner

Solucién:

Pz) = (2z+3)z+4)z+5
P2) = (72+4)2+5

P@2) = (18)2+5=41
Pl(z) = (2z+7)z+18
P'(2) = (447)2+18=40

Problema 21 Calcular el nimero mdzrimo de raices pos-
itivas y negativas del polinomio x® — 353 + 3022 4 1242 —
120, y localizarlas en un intervalo.

Solucién: Teniendo en cuenta que

maxy—o,..n—1 | G |

| an |

1+ =125

las raices del polinomio estén en el intervalo [—125,125].
Para calcular el nimero maximo de raices positivas mi-
ramos los cambios de signo de los coeficientes, en este caso
los signos son:

+—-++-

por tanto el nimero de raices positivas es 1 6 3. Para esti-
mar el nimero de raices negativas cambiamos « por —z y
miramos los signos de los coeficientes que en este caso son:

por tanto el nimero de raices negativas son 0 6 2.

Problema 22 Aislar en intervalos las raices del poli-
nomio P(z) = 2023 — 4522 + 30z — 1.

Solucién: Teniendo en cuenta que en este caso

maxy—o, . n-1| k| _

1+ 46

Lan |

todas las raices estdn en el intervalo [—46,46]. Para ais-
lar las rafces calculamos los ceros de la derivada P/(z) =

6022 — 90z + 30, dichas raices son 1 y 1/2. Por otro lado
tenemos

P(—46) = —2.0433 x 10°
1 21

P(z) = =
%) 4

P(1) = 4

P(46) = 1852879

por tanto hay una tnica raiz en el intervalo [—46, 3].

Problema 23 Aislar en intervalos las raices del poli-
nomio P(z) = 22® + 322 — 12z + 1

Solucion:

P'(z) =62% +6x—12  raices v =1,—2
Intervalo Inicial [—17,7)
P(=7) = —454 P(~2) =21 P(1) = -6 P(7) = 750.

Intervalos donde estédn las raices:

[-7,-2] [-2,1] [1,7]

INTERPOLACION DE FUNCIONES I

Problema 24 Calcular el polinomio interpolador de La-
grange P3(x) de la funcion f(x) = sen(x) en los puntos
07 %7’”‘ y 3771-'

Solucién: Puesto que sen(0) = sen(m) = 0 sélo necesi-

tamos los polinomios base de Lagrange centrados en 7 y

3
5

P - D
x(m—w)(m—%)

P3_7r z = 3r (3xw 3 T
#(%) FE-EF-3)

Problema 25 Interpolar la funcion f(x) = 5521_21 en los
puntos xg = —2, x1 = —1, x9 = 1, x3 = 2 utilizando las
diferencias de Newton y evaluar el polinomio en © = 0
utilizando el algoritmo de Horner.

Solucién:
—2—=2
3
-1—5 -1
0 0



-3
2—2

Pz)=2+3(x+2) — 1z +2)(z+1)+0(z+2)(z +
Dz—1)=(Lz+1)+3)(z+2)+2

P(0) = (—1(0+1) +3)(0+2) +2 =6

Nota: Quitar paréntesis en P(z) y aplicar Horner sobre
el polinomio resultante no es lo que pide el problema y por
lo tanto estd mal

Problema 26 Calcular la expresion del error interpo-
lacion al aprozimar la funcion f(x) = sen(x) en el in-
tervalo [0, 2] interpolando en los puntos 0, 5, ,3“ Y aco-

tarlo superiormente.

Solucién: El error de interpolacién viene dada por la
expresion:

£(2) — Pu(z) = sezfox (a? _ g) (x —m) (JU - %T)

el valor méximo del sen(§) es 1. Por otro lado el valor
donde alcanza el méximo el polinomio del error en [0, 27]
es x = 27, por tanto la cota del error que obtenemos es

(o P or %)

(@)~ Py(@)] < 2

Problema 27 Calcular el error mdzimo de interpolacion
en el intervalo [0,1] al interpolar la funcion cos(z) en los
puntos dados por los polinomios de Chebyshev tomando

N =5.

Solucién: Segin las férmulas vistas en teorfa el error
viene dado por la expresion:

max,efop [V [b0—a\N
(N +1)12V 2

| f(z) = Pn(2) |<

en nuestro caso como N = 5 y la derivada sexta de cos(z)
es — cos(z) cuyo méximo en valor absoluto es 1, obtenemos

6
|f¢@fwcm|<:a%5<%> —6.78 x 107

Problema 28 Calcular el polinomio interpolador de La-
grange Ps(x) de la funcion f(x) = sen(x) en los puntos

0,3, my %r utilizando las diferencias divididas de Newton.

Solucién: Las diferencias divididas son: f[0]

=0, fl5] =
1, flr] =0, f[3] = -1,

Ty 5

2

por tanto, el polinomio interpolador es

Problema 29 Calcular el polinomio interpolador de La-
grange Ps(x) de la funcion f(z) = 2% en los puntos
0,1,3,4 wutilizando las diferencias divididas de Newton.
Ezpresar el polinomio tomando en primer lugar xo = 0,
x1 =1, 29 =3 y zs = 4, y en sequndo lugar xo = 4,
r1=3,22=1, yax3=0.

Solucién: En el primer caso, las diferencias divididas
son flzo] =1, fla1] =2, flae] =8, flxs] =16.

[Io,l’l] 1

[xla 2] = 3

flze, z3] 8
I

0, L1, T2 - 3
f[ﬂ?l,a?g,l'?,] = g

1

f[ﬂ?o,ﬂ?l,ﬂ?g,l'?,] = Z

y el polinomio interpolador es:

P(z) = 1+x+§x(z— 1)+ ix(:ﬂf 1)(z — 3)

Si tomamos ahora los puntos en orden inverso: f|xo] = 16,

flz1] =8, flaa] =2, flas] = 1.

f[x(]axl]

f[I07I17x2] =

fler, zo, 23] =

== wlhdwlot / W

flzo, z1, z9, 23] =



El polinomio interpolador es:
1
—4)(3:—3)—}—1(30—4)(x—3)(ac—1)

como puede observarse, al cambiar el orden de los pun-
tos de interpolacién, el polinomio de Lagrange expresado
a través de las diferencias divididas cambia totalmente,
salvo el ultimo coeficiente i que es el mismo en d&mbos ca-
sos pues como se habfa demostrado en teorfa el valor de
flzo, 1,2, 23] no depende del orden en que se toman los
puntos de interpolacién.

P(z) = 16+8(c—4)+ 2

Problema 30 Dada una funcion f(z), y una secuen-
cia de walores x,, aproximar f(x) por la pardbola que
pasa por los puntos (Tn—1, f(@n-1)), (Tn—2, f(xn-2)) ¥
(@p—3, f(®n_3)), calcular posteriormente las derivadas del
polinomio, y comprobar que coinciden con las formu-
las dadas en el método de Muller para el cdlculo de las

derivadas f"(zn—1) v f'(xn_1)-

Solucién: Si utilizamos las diferencias divididas para in-

terpolar obtenemos f[x,—1] = f(Zn—1)
flen—1; 20 o] f(xl_ff = i(:iz_Q)
f(xn—Q) - f(ﬂ?n_?))

f[xn—Qa xn—?)] =
LTp—2 — Tn-3

f[xnfla xn72] - f[xnf% Tn—3

n—1"—"Tn-3

f[xn—laxn—% xn—?)] =

El polinomio interpolador es

P(x) = f(xn-1)+ flon—1,zn_o](x —zp_1) +

f[xn—la Tp—2, In—3](x - In—l)(I - xn—Q)

por tanto

P//(In—l) = 2f[xn—1a Tp—2, I77,—3]
P/(xnfl) = f[xnflaxnfﬂ + f[xnflaxnf%xnf?)}(xnfl -
xn72)

que corresponde a las férmulas utilizadas por el
método de Muller.

Problema 31 Aprozimar la funcion sen(x) en el inter-
valo [0, §] wtilizando el desarrollo de Taylor, y calcular el
valor de n a partir del cual la aproximacion es la mejor

posible dentro de una aritmética de 32 bits.

Solucién: El desarrollo de Taylor en 0 del sen(z) viene
dado por:

3 5 20+l
AP) = — et L (1)
X P,(z)==x togtoet (-1) 2t 1)

y el error méximo cometido por el desarrollo de Taylor en
un punto z € [0, %] es

sen(x)

7 4

($)2n+2

| Pn(z) — sen(z) |< sen(z)m

donde ¢ € [0, §]. Para que la aproximacién sea la mejor
dentro de una aritmética de 32 bits tiene que cumplirse

| Pal) —

sen(x)

sen(x) |

<27 —=5.96 x 1078

por otro lado, en el intervalo [0, §| se verifica

w:v < sen(x)
1T
por tanto:
- 2n+2
| Pa(e) = sen(@) | _ (3)
sen(x) ~ (2n+2)!

para n = 4 se tiene que

m = 2.46 x 10_8

por tanto n = 4 determina la mejor aproximacién en una
aritmética de 32 bits.

Problema 32 Demostrar que wutilizando relaciones
trigonométricas es posible calcular las funciones sen(x)
y cos(z) para cualquier x (en radianes), wutilizando

inicamente su valor en el intervalo [0, §].

Solucién: En teoria se demostré como se pueden definir
el sen(x) y cos(z) para cualquier valor de z a partir de
su definicién en [0, %], por tanto, en este problema sélo
tenemos que definir las funciones trigonométricas en [0, §]
a partir de su definicién en [0, §]. Basta tener en cuenta
las relaciones:

- cos|o, z ](ac) si v<g
cospo, =1(7) = cos[QO x ( ) sm[o ) (%) st x>%
_ senpo,z)() st r<g
senjp,=)(x) = { 2 cosjo, z] (%)Ssm[o (2) si z>%

Problema 33 Calcular los polinomios necesarios para in-
terpolar las funciones trigonométricas cos(zx) y sen(x) en
el intervalo [0, g] en una aritmética de 32 bits

Solucién: En primer lugar, la funcién cos(z) la desarrol-
lamos por serie de Taylor como

$2 $4 .ZQTL

RP(z)=1—-=+—+..+ (—1)”W

cos(z) TR

y el error mdximo cometido por el desarrollo de Taylor en
un punto = € [0, §] es

(x)2n+1

| Pp(x) — cos(z) |< sen(g)m



donde ¢ € [0, %] Para que la aproximacién sea la mejor
dentro de una aritmética de 32 bits tiene que cumplirse

| Pn() — cos(z) |

<2724 =506 x 1078

cos(z)
por tanto:
- 2n+1
| Pr(x) — cos(z) | < tan(ﬁ) (§)
cos(x) - 8" (2n + 1)!
para n = 3 se tiene que
. (E)Q’n—‘rl
tan(=)~t—— =1.18 x 1077
(g) on 1)1 %

con lo cual ya estamos muy cerca de la precisién éptima.
Paran =4
. (E) 2n+1
tan(= ) 2—— = 2.53 x 1071¢
( 8 ) 2n+1)!
por tanto n = 4 determina la mejor aproximacién en
una aritmética de 32 bits.

Anslogamente, para la funcién sen(z) tenemos

x> ab

$2n+1

y el error méximo cometido por el desarrollo de Taylor en

un punto z € [0, ] es

T (x)2n+2
| Pn(z) — sen(z) |< sen(g)m
donde ¢ € [0, §]. Para que la aproximacién sea la mejor

dentro de una aritmética de 32 bits tiene que cumplirse
| Po(z) — sen(z) |

sen(x)

<272 =5.06x%x 108

por otro lado, en el intervalo [0, ] se verifica

3
z
wx < sen(x)

oo]3

por tanto:

| Pp(z) — sen(zx) | (%)2n+2

<
- (2n+2)!

sen(x)
para n = 3 se tiene que
7\ 2n+2
(£)
(2n +2)!

por tanto n = 3 determina la mejor aproximacién en una
aritmética de 32 bits.

=1.402679863 x 1078

Problema 34 Como se puede obtener la funcidn y=,
donde x,y son nimeros reales, utilizando las funciones e

y In(x).
Solucién: Se utiliza la equivalencia

y:z _ e:}clny

ANALISIS NUMERICO MATRICIAL I

Problema 35 Calcular el nimero de operaciones bdsicas
(sumas, restas, multiplicaciones y divisiones) en funcion
de la dimension N mnecesarias para realizar un remonte
para resolver un sistema A'u = V' donde A’ es una matriz
triangular superior.

Solucién: Escribimos la matriz A’ de la siguiente manera,

aip ai2 a1,n—2 a1,n—1 Q1n
0 ax as,p—2 ag,.p—1 a2
0 0 0 An—2n—2 0apn—2n—1 An—2n
0 0 0 0 An—1,mn—1 Gn-1,n
0 0 0 0 0 An,n

En el remonte se empiezan a calcular los u; de abajo
hacia arriba. Las operaciones que se realizan vienen dadas

por:
by

Uu. =

n Ann
U 1= br—1—0n_1,nUn

n— An—1,n—1
Upy o = b2 —(Gn_2,nUn+an_2n_1Un_1)

n— U —2,n—2

_ bns—(an_3nUntan_3n_1Un—1+an_3 n_2Un_2)

Up—3 =

Apn—3,n—3

En la siguiente tabla se muestra el nimero de opera-
ciones que se realizan en cada iteracion:

Sumas | Multiplic. | Divisiones | Total
n—1 n—1 1 2n -1
3 3 1 7
2 2 1 5
1 1 1 3
0 0 1 1

A partir de esta tabla podemos calcular el total de
operaciones sumando por columnas:

Sumas=0+1+2+3+...+n—1= (n—21)n

Multiplicac. = 0+1+2+3+...+ n—1= 1"
Divisiones=14+1+14+1+...+1=n
Total =14+3+5+7+...+2n—1=

= Sumas + Multiplicac. + Divisiones =

_ (n=1)n (n—1)n
=Tz Tt ?

+n=n

El orden del algoritmo es entonces O(n?).



Problema 36 Resolver por el método de Gauss el sistema
-1 2 z\ (3
2 -1 y ] \0

Solucién:
-1 2

Problema 37 Calcular el nimero de operaciones bdsicas
necesarias para descomponer el sistema Au = b en el sis-
tema A'u = b wutilizando el método de Gauss, y teniendo
en cuenta la siguiente relacion

M-1

1 1 1
B2 =_-M3—-M?>+ M

D k=3 PR

k=1

Solucién:
aii a12 A1n
asy 92 Qaon,
A= .

An1  Qp,2 Qp,n

En cada iteracién se realizan las siguientes opera-
ciones:

Para cada iteracion (i):

Para cada fila (j)
Qg
+(2)
*Aj; — Qg (Z_;;) - Qgn —

En la primera iteracion, este proceso se repite N — 1
veces (para las N — 1 j-filas inferiores). En la segunda, se
repite N — 2 veces, y asi sucesivamente hasta la peniltima
fila, en donde sélo se realiza una vez.

Iteracién | Fila | Division. | Multiplic. | Sumas
2¢ 1 n n
3¢ 1 n n
14 .
n 1 n n
3¢ 1 n—1 n—1
4% 1 n—1 n—1
2&
n? 1 n—1 n—1
(n—1) n® 1 2 2

A continuacién obtenemos el total de operaciones en
cada iteraciéon sumando por columnas:

1% Tteracién:

Divisiones =1+1+4+...+1=n—-1

Multiplicac. =n+n+...+n=n(n—1)

Sumas=n+n+...+n=n(n—1)

2% Tteracién:

Divisiones =1+14+...+1=n—2

Multiplicac. = (n—1)+(n—=1)+...+ (n—1) =
=(n-1)(n-2)

Sumas = (n—1)+(n—1)+...+(n—1) = (n—1)(n—2)

(n-1)* Tteracidn:
Divisiones =1
Multiplicac. = 2

Sumas = 2

Total operaciones!:

Divisiones = (n—1)+(n—2)+(n—3)+...+1 = "(nz—l)
Multiplicac. =nn—1)+ (n—=1)(n—2)+... +2 =

+
=((n—1)+1)(n-1)+((n—-2)+1)(n—2)+...=
+

(
(

:(7171)2+(n71) nf2)2+(n—2)+...:

_ 202 —3n’4n (n=1)n _ ni—n

= 6 2+ 2~ "3
TLB—TL
Sumas =n(n—1)+(n—1)(n-2)+... +2 = 23

Total=Sumas + Multiplicac. + Divisiones =

n(n—1)
2

3
_ n’—n 2,3 ,.1,2 T
==t =3n°+3gn° —gn

El orden del algoritmo es entonces (’)(QT”j)

Problema 38 Implementar en FORTRAN la funcion
IDESCENSO(A,b,u, N, N max) que resuelve un sistema
donde A es una matriz triangular inferior, b es el vector
de términos independientes, u el vector solucion, N es la
dimension real del sistema y N max la dimension que se
utilizo para reservar la memoria de la matriz A. La funcion
devuelve 0 si termina correctamente y 1 en caso contrario.
Nota Importante: Las lineas de codigo tienen que ir to-
das numeradas y no pueden superar las 15 lineas como
mazrimo.

4224324 4 (n—1)2 = 2203nin



Solucioén:

01 IDESCENSO(A, b, u, N, N max)

02 DIMENSION A(N max, ), b(x), u(x)
03 DO131=1,N

04 IF(A(1,I).EQ.0) THEN

05 IDESCENSO =1
06 RETURN
07 ENDIF

08  u(I)=10b(I)

09 DO11J=1,N

10 w(l) =u(l) — A(I,J) *u(J)
11 CONTINUE

12 wu(l) =u(l)/A(I,1)

13 CONTINUE

14 IDESCENSO =0

15 END

Problema 39 Resolver por el método de Gauss el sigu-
iente sistema de ecuactones

0 -1 2 Uy 1
-1 2 -1 up | =1 0
2 -1 0 us 1

Solucién: Pasos en la descomposicién por Gauss:

1. Intercambiamos la tercera fila con la primera:

o -1 2 1 2 -1 0 1
S
-1 2 -1 0 | pivoteo -1 2 -1 0
2 -1 0 1 o -1 2 1
2. Hacemos ceros en la primera columna
(fuaj — filay - %25 > 1) :
2 -1 0 1 2 -1 0 1
-1 2 -1 0 Jceros5| 0 3 -2 1
o -1 2 1 0 -1 2 1
3. Hacemos ceros en la segunda columna
(fuaj — filag - 22,5 > 2) :
2 -1 0 1 2 -1 0 1
0o 3 -2 1 ceros 0o 3 -2 1
0O -1 2 1 0 0 4 4

4. Realizamos el remonte, y obtenemos como solucién:

U3—%:1
1—2us _ —1 _
U = _1%—_1—1
o 1due 2
Uy = 22—5—1

Problema 40 Demostrar que si A = B- B (B triangular
inferior) y |B| # 0, entonces A es simétrica y definida
positiva

Solucién:Tenemos que demostrar, por una parte, que
At = A (A simétrica) y, por otra, que AT > 0 (A definida
positiva?).

1. Simétrica:
A= (B-B')'=(B-B')'=(B!)'B'=B-B'= A
2. Definida positiva:

Como |B| #0,si Bt =0=12z =0

Una matriz se dice definida positiva si se cumple que

Problema 41 Descomponer la siguiente matriz A por el
método de Cholesky

11 4
A= 1 5 6
4 6 26

Solucién: La descomposicién por el método de Cholesky
tiene la forma siguiente:

A=B-Bt,

donde la matriz B es triangular inferior.

b1 O 0

B = by1 boy O
b3 b3z b33
bir bar b3
Bt = 0 by b3g
0 0 b33

Célculo de los elementos de la matriz B :

A=B-B'=
by 0 O bir bar b3
=] bxn by O 0 by bz | =
b31 b3z b33 0 0 b33
b3, b11b21 b11b31
= | bbb b3, + b3, b21b31 + bagbso
bi1bsi  boibgy + baobsy b3, + b3, + b4

Igualamos los elementos de la matriz anterior con los
elementos de la matriz A y se obtienen los siguientes re-
sultados:

2Matriz definida positiva: V& # 0 = 7t Az > 0.
Esta es la definicion formal. De forma préactica, se comprueba que los
menores principales de la matriz scan positivos. También se cumple
si todos sus autovalores son positivos: 2t Az = 2t Az = A\ztz > 0.



b =1

b1 =1

biibor =1

by = 5= =1

bi1bs1 =4

by = - =4

b3, + b5 =5

boo = +/(5— 03,) =/(4) =2
b21b31 + bo2b3p=6

6—by b3 _ 6—4 1
boo - 2

b3y =
b3, + b3y + b33 = 26

byz = /(26 — b2, — 02y) = /(26— 16— 12) = 3

La descomposicién queda de la siguiente manera:

A=B-B'=
100 11 4
1120 02 1
41 3 00 3

Problema 42 Calcular el nimero de operaciones nece-
sarias para resolver un sistema por el método de Cholesky.

Solucién: Las operaciones que se realizan en cada it-
eracién vienen dadas por:

Iteracion | Operaciones
j:].:bllz\/m
) — . . as

i—1 j—2b21_3ﬁ-
Jj=mniby = gt
j:z:bQQZ\/CLQ?_bbgl
]:3:b32:a.52b2%

7 =2 )
j:n:an:‘W*—lDIbm

i=n j:n:b””:\/ann*(b%1+-..+b%7n_l)

En la siguiente tabla se muestra de forma esquemati-
zada, el ndimero de operaciones en cada iteracion:

Iteracion | Sumas | Multiplic. | Divisiones
0 0 0
0 0 1
i1=1
0 0
n—1
1 1 0
1 1 1
1=2
1 1
n—1 n—1 n—2
2 2 0
2 2 1
i=3 .
2 2 1
2(n—2) 2(n—2) n—3
i=n n—1 n—1 0

El total de operaciones se obtiene sumando los totales
parciales de la tabla anterior:

Sumas = Multiplicac. =
=n—1)4+2n—-2)+3(n—-3)+...+(n—1) =
3

=y ti(n i) = 2

Divisiones = (n—1)+(n—2)+ (n—3) +...

+1=

El resultado final es:
Total=Sumas + Multiplicac. + Divisiones =

_on®-n , nn-1) _ 1.3 _ 5 1.2
=255ttt =gt —gntagn

El orden del algoritmo es O (%%)

Problema 43 Demostrar que a partir de un método para
resolver sistemas de ecuactones se puede construir de
forma inmediata un método para calcular la inversa A~!
de una matriz A.

Solucion:
1 0 0
01 0
AA- =1d =
o o0 --- 1

Si expresamos la matriz inversa de la siguiente man-
era:



ci1 €12 - Cin 10 - 0 loug = by
€21 C2 - Cop 01 --- 0
A = , by
I = as —myug,uz = 1Mz =02
2
Cnl Cn2 B Cnn 0 0 “ .. 1

se pueden calcular las columnas de esa matriz a partir de

N sistemas de ecuaciones de la siguiente forma: Mp—2Un—2 + ln—1 = 1
11 1 lnflunfl = bnfl
Co1 0 bnfl
A : =1 . L1 =an1—mp 2up 2,0n1= 7 Mn-1=Cn1
: : n—1
Cnl 0

Mp—1Up—1 + ln = an

Cc12 0 L, =an —mp_1Up—1
C9o92 1
A = El algoritmo queda de la siguiente manera:
Cn2 0
" h=a
uy = ll)_ll
Cin 0 Parai=2,...,n—1
C2n 0 mi—1 = Ci—1
A = c.q.d ' !
) ¢ li=a; —mi_1u;—q
_ b
Cnn 1 U; = r
Fin Para
Mp—1 = Cp—-1
Problema 44 Demostrar el algoritmo de Crout para de- Ly = Qp — M1 Un—1

scomponer matrices tridiagonales.

Problema 45 Resolver utilizando el método de Crout el

Solucién: Consideremos la matriz tridiagonal siguiente: siguiente sistema de ecuaciones
a by 0 - 0 2 4 0 T 6
Cc1 a2 b2 ce 0 —1 0 4 y = 3
A= 0 Co asg b3 0 0 -1 0 z -1
P
0 0 0 c¢cpn1 an
La descomposicién por el método de Crout genera dos Solucién: Aplicando el algoritmo del problema anterior,
matrices de la forma: obtenemos los siguientes resultados:
L 0 0 1wy 0 i=1
A | ™ Iy 0 0 1 0 _
- 0 . 0 0 C Up—1 | =2
0 Mp—1 In 0 0 1 uy = % Iy
l1 llul 0 . 0 o
i=2
o my Mmiui + lQ ZQUQ - 0
0 . . . ln,lun,l my = _]_
0 0 - Mp—1 Mp_1Un—1 + ln

Igualando ambas matrices y despejando los elementos

4
Li,ug y my, up =73 =2
liug = by i=3
bl mo = —1

L =a,uy=—,m =¢

Iy

miug + 1l = ap



Sustituyendo estos valores en las matrices de Crout,
la descomposicion queda:

2 0 0 1 20
A=L-U=1[| -1 2 0 0 1 2
0 -1 2 0 01

Para resolver el sistema, se tiene en cuenta lo sigu-
iente:

Az =b
LUz =0 Uz =y)
y nos queda un sistema de la forma:

Ly=1»

Calculamos el valor de y a partir del sistema anterior:

2 0 0 Y1 6
-1 2 0 Y2 = 3 )
0 -1 2 Ys -1

aplicando un algoritmo de descenso,

Y1 5 % 3
Yo — % — 3
Y3 —L_lg 2 1

U=y
1 2 0 1 3
01 2 To = 3
0 0 1 T3 1
T 3 — 2xo 1
T2 = 33— 2.1'3 = 1
I3 1 1

queddndonos la solucién final z = ( 1 11 )

Problema 46 Calcular el nimero de operaciones nece-
sarias para resolver un sistema tridiagonal por el método
de Crout.

Solucién: Las operaciones que se realizan en cada it-
eracién vienen dadas por:

Iteracion | Operaciones

1=1 llzal;ulz%

=2 my = c1;le = ag —myugsup = &
i=n lp = Qn — Mp_1Up_1

En la siguiente tabla se muestra el nimero de op-
eraciones en cada iteracion:

Iteracion | Sumas | Multiplic. | Divisiones
1=1 0 0 1
1=2 1 1 1
1=3 1 1 1
i=n 1 1 0

El total de operaciones se obtiene de la tabla anterior
como:

Sumas = Multiplicac. = Divisiones =
=1+1+...41=(n—-1)

Total=Sumas + Multiplicac. + Divisiones =
=3(n—1)

El orden del algoritmo es O (3n)

ANALISIS NUMERICO MATRICIAL II

Problema 47 Tomar N = 2 y demostrar que la norma
|| @ ||2 verifica las propiedades de la definicion de norma

[l = {/ 11" + |af”

Solucién: En esta demostracién vamos a generalizar para
cualquier p. Al final particularizamos para p = 2 con el
fin de hacer que la demostracién sea mas sencilla.

Las propiedades que debe verificar, para cumplir con
la deficién de norma, son:

L lzll, =0 <=2 =0;

Y0P + |aaf =0 = |z1|" + |22|f =0,

la suma, en valor absoluto, de elementos distintos
de cero da un valor positivo mayor que cero, con lo
que para que se cumpla esta condicién, se tiene que
cumplir que 7 = z9 =0, c.q.d..

2. |Aell, = [\ ||z], VA €K y =€ E;
1Azl = &/Thar” + azl
Azl = &/
Azl =/

Azl = |A

AP Jn [+ A 2]

APl " + [2]")

21" + |2o”

[Azll, = [A[ll«]], , c.q.d.



3 Nz +yll, < llzll, + llyll, , Yo,y € E;

V9er + " + o2 + 2" <zl + llyll, =

= |z +y1|P + g +yeff <

P
"+ ol + /Tl o)

< (v

Para p = 2 tenemos:

|2y +y1|2 + |z +y2\2 <

2
= <\/9512 + |zaf* + \/\?J1|2 + |y22> =

— ac% + 22111 +y% + ac% + 2x0y2 +y§ <

< af+a3+2v/(2f + 23) /(i +v3) +ui+us =

= z1y1 + zay2 < /(2] +23)\/(y7 +v3) =
= 2y} + 2219129y + 23y <

< ofyf +aiyd +a3yf + 23y =

= 2z1y129y2 < 2TY3 + 23y =

= 0 < a3y3 + 2z1y120y2 + 23y =

= 0< (z1y2 + I2y1)2,

que siempre es cierto, con lo que queda demostrado.

Problema 48 Demostrar que

Limp—.oo ||2]],, = max ||
K

Solucioén:
. . » N p
Limy—co |, = Limy—oo ( >N i )

Extraemos el maximo componente de x, xax.

Limy oo (” iy xz‘p> =
_ 7 . PN (il VP
= lep_)oo xmaX| Zi:l [ max] o
. ’ p
= Limy_. |$max (Ixmx\) -

'ZN lz:l \P) _
i=1 \ |#ax] -

) N 2l \P 1/p
=l Limy—o (2 (724))

[T max]|

p— m )
|Zmax | Limp_ 0o <

Todos los elementos |m‘xi ‘ ; SON menores o iguales que
max

1, con lo que

p 3 ;] =
lepﬂoo< Z; ) _{(1) SZ. T Tmax ,

[ max]| St X 7£ Lmax

entonces

. N 2l \P 1/p
|Z max] Limy, oo (Zi:l (#) ) =

[Zmax]

— |@max| Limpoo (04 ... +0+1+...+1)/P =

= |Zmax/, ¢.q.d.

Problema 49 Tomar N = 2, y dibujar el lugar ge-
ométrico de los vectores © = (x1,x2) que verifican

1 fall, <1
2. ||lzfl, <1
3. ||zl <1

Solucién: En las grificas 1, 2 y 3 se muestran los lugares
geométricos de las normas 1, 2 e infinito, respectivamente.

Lz], <l=|z|+|y<l=y<1l-—uz

Esta ecuacion representa, como borde, una recta de
pendiente negativa. Tal y como se ve en la figura 1,
el lugar geométrico estd contenido en un rombo.

2. [z, < 1= /(2?2 +3?) < 1= (2? +3?) < 1

Esta es la ecuacién de un circulo de radio menor que
1 y centro el origen. En la figura 2 se muestra el lugar
geomeétrico.

3. |zl < 1= max(z,y) <1

Esto representa una recta de valor constante (x,y)
menor que 1. En la figura 3 se puede ver el lugar
geométrico.

Problema 50 Tomar N = 2 y demostrar la siguiente de-
sigualdad
[ @ leo<I| @ [[2<]| = |1



Figure 1: Lugar geométrico de ||z,

Solucién: Esta desigualdad es equivalente a lo siguiente:
max(|a |, as]) < /(T + 23) < o] + [as]

1. max(|zi|, |za]) < /(22 + 2d) —

S Xmax < /(23 + 23) <=

=x2 . <2+ 2k —

max —

2 2

X X X
max 1 2
< P < p + -

max

2
Esta igualdad siempre es cierta ya que CE—‘;”L siempre es
=0).

max

2
mayor que cero (cuando ; es igual a cero, —*

2. /(af +23) < |o1| + |a2| =
= (27 +23) < (loa] + N
= 2?2 422 < o] + 2|1 za| + |22 =
> 22 + 23 < 2? + 2|2 |2g] + 2% =
< 0 < 2|z |22]
Esto siempre es cierto ya que el producto de valores

positivos siempre es positivo (o igual a cero si algin
X; es cero).

Figure 2: Lugar geométrico de | z||,

3. max(|z1],|z2|) < |#1] + |x2|. Es trivial (propiedad
transitiva).

De estas demostraciones se deduce que las distintas
normas coinciden cuando el vector x descansa sobre uno
de los ejes de coordenadas.

Problema 51 Demostrar que si A, B son dos matrices de
dimension NxN, entonces para cualquier norma de matri-
ces subordinada a una norma vectorial se verifica

I AB[[<[[ A - [l B

Solucion:
|ABz| _ |ABz| ||Bz||
SUPz "z = 5Pz "o |Ball
sup, LABL B2l < g 1Bzl o ABz]
@ TBzl] Nzl = 5"Pz ] @ “TBal]

sup, 12zl 1Pl < ||| - 4],

1Bzl [zl
entonces

| ABz|
M=l

< |BIl- 4] . c.qd.

sup,

Problema 52 Demostrar que los autovalores de A son los
ceros del polinomio caracteristico P(\).

Solucidén: Definicién de autovalor de una matriz A:
z;, #0€ B, N\ € C/ Az, = N\
Az; = Nixy = (A— \Id)z; =0
como z; # 0, entonces

|A = NId| =0==>P()\) =0, c.qd.



y 2. Ao, A3 =2

-1 1 0 T
1 1 -1 0 o =
0 0 O T3

7I1+I2:0 T = X9
z1 —x9 =0
X x3 libre xg libre
1
? 0
fg = E ,f?, — 0
0 1
La matriz,
1 1
vz 0
B = =1 0 L
Figure 3: Lugar geométrico de ||z|| \65 1 \65
Problema 53 Calcular los autovectores de la matriz contiene los autovectores de A que forman una base ortog-
onal en R3.
1 10
1 10
00 2 Problema 54 Calcular las normas 2, 1 e infinito de la
matriz
y determinar una base ortonormal de R® de autovectores A= < 10 >
de A. 11
Solucién:
Solucién: Calculamos los autovalores de A :
|A— N\iId| =0 L [|Ally = v/p (ATA)
1-—A 1 0 9 1
1 1—A 0 = 4N +4X2 =0 Al = P(l 1)—\/&%—‘/5—1.618
0 0 2—A
A =0
Ao =2 2-x 1 2 3,1

Calculamos los autovectores de A :

. 2. (1Al = max; (X3 lass1)

110 a1 0 |All; = max(1,2) =2
(Fae)(z)-()
0 0 2 T3 0
3. [ Al = maxi (X7 lai]) =
I1+I2:0 L1 = —T9
{ z1+x9=0 { |A|| ., = max(2,1) =2
2I3:0 Ig—o

) Problema 55 Demostrar la siguiente igualdad:

p(A'A) = p(AA")



Solucioén: 2 -1 0

2. A= -1 2 -1
p(AtA) = |AtA — \Id| 0o -1 2
Multiplicando esta expresién por |At|_1 |A| =1, nos Solucién: El condicionamiento de una matriz x(4) =
queda: lA]l; - ||A_1 || 5 - Calculamos los autovalores de ambas ma-
trices:
|ATA — N Id) = |AY] 71 APA — M\ Id]|AY =
2— A 2 —2
- ‘(At)_lAtAAt—)\i (At)_lldAt‘ - L] 2 1-A 1 |=4x+402 - X 16=0
-2 1 1—-A
- ‘AAt—)\i (At)_lAt‘ - A = 2
Ao = —2
=|AAt — \Id| = A3 =4
= p(AAY), c.q.d. Esta matriz es simétrica, luego posee una base

ortonormal 3 de autovectores, con lo que el condi-

. cionamiento de A se puede calcular como:
Problema 56 Demostrar que si los autovectores de una

matriz A de dimension NxN forman una base ortonormal

de RN, entonces para la norma 2 se cumple: x(4) = ||All, - ||A*1H2 = m =5= 2

_ max; {|Ai|}
X(A) = [[Al - |47, = —75 29-Xx -1 0
min, {| A} . 2 3
2. -1 2-X =1 |[=4—-10046X"—-X"=0
Solucién: Al ser una base de autovectores ortonormal, la 0 -1 2—-X
norma || Al = p(A) = max; {|Ai[} B
A =2
Los autovalores de A~! vienen dados por: =242

M =22

También es una matriz simétrica, con lo que sus au-
— A Az = A\ — tovectores forman una base ortonormal y su condi-
cionamiento es:

1

—— xmz = A_lil?i >

maxi{\ )\,L |} - 2+\/§ o

A) = ||All,-]|A7H], = = 3+2
— Az = May, XA =447, = TRy~ v
donde ). = AL es decir. los autovalores de A= son los Problema 58 Sean las matrices A, R. Demostrar que la
? i Y ) . . o 1 )
inversos de los de A y sus autovectores son los mismos, matriz A, y la matriz B = R™" AR poseen los mismos
luego la norma de || A7!||, = p(A™1) autovalores
_ 1 1 Solucién:
1 — n _ olucién:
-, = e 351y = w3 = e
Bz, = \jx; —
entonces
S (RilAR) T = MNxp =
X(4) = [[All, - |47, .
— RRARx; = R\;x; —
—_— . . . —1
X(A) = max; {[\il} - sy - ARw; — \;Ra; —>
x(4) = %7 c.q.d. = Ayi = \iyis
de donde se deduce que los autovalores son los mismos y los
Problema 57 Calcular el  condicionamiento para la autovectores estdn relacionados por la siguiente igualdad:
norma 2, de las siguientes matrices: y; = Rx;, c.q.d.
2 2 =2
1. A= 2 1 1

3Vectores ortonormales: dos vectores son ortonormales si cumplen

2 1 1 - {Osiz‘;ﬁj

lo siguicnte, &} ©; = . .
g [kt 1 st i=j



Problema 59 Se considera la matriz

(1)

calcular el dangulo « tal que la matriz
cos

sin «
R= .
—sina  cos«

verifique que la matriz B = R™'AR sea diagonal.

Solucién: Realizamos el cdlculo de la matriz B :

B=R1'AR=

[ cosa —sina 11 cosa
-\ sina  cosa 11 —sina

B < —2cosasina+1 2cos? a — 1 >

sina |
cosa |

2cos2a—1 2cosasina +1

(b0
L0 by

Se tiene que cumplir que los elementos que estén fuera
de la diagonal sean iguales a cero,

2¢082a—1=0

1
= :l: —
cos o 5
De esta igualdad se obtiene el valor del dngulo « :
s 37r
a=—
YT

La matriz de rotacién queda como sigue:

R < cos% sin% > < 1\/_
1= o s
—sinZ cosZ —3V2

cos3E  gin 3 1.2
Ry = < %7‘{' 347r > = < i\/;
2

D=0~
S
N—

[N [
&

)

—sin = COS =~ 1

(] 2
&

Calculamos los elementos de la diagonal:
by = —2cosasina +1
b1 =0,00 =2
by = 2cosasina + 1
by =2,bp =0,

luego las soluciones posibles son:

0 0 2 0
p=(02) (0 0)

Problema 60 Demostrar las
trigonométricas

siguientes  igualdades

tan(a) = — cot(2a) + sign(cot(2a))4/1 + cot?(2a)

donde a € (=5, %), sign(x) =1 siz > 0 y sign(z) = -1
stx <0,

1
1+ tan?(«)
sin o = tan(a) cos a
—tan(a) + sin(2a)

2sin(a)

Cosx =

cot(2ar) =

Solucion:

cos(20)  cos®(a)—sin®(a)  1—tan’
sin(2a) —

@)

1. COt(20é) = 2sin(a) cos{a) 2tan(o(<)

2 tan(a) cot(2a) = 1 — tan?(a)
realizando el cambio de variable z = tan(«), tenemos
2% 4 2cot(2a)z —1 =0

—2cot(2a)E/4cot?(2a)+4
5 =

x = tan(a) =

= —cot(2a) £ /1 + cot?(2a)
tan(a) =3¢ cot(2a) + /1 + cot?(2a) si a>0
| —cot(2a) — /1 +cot?(2a) si a<0

El segundo término es siempre mayor que el primero,
con lo que es éste el que va a determinar el signo de
la ecuacién.
Como sign (tan(a)) = sign (cot(a)) , podemos expre-
sar la anterior igualdad de la siguiente forma:

tan(a) = — cot(2a) + sign(cot(2a))y/1 + cot?(2a)

2. cosa =

bs2 (@)

1 —
\/1+tan2(a) B \/1+ sin? (o)

cos?(a) = cos

3. sina = tan(a) cosa =

_ sin(w)

= cos o = sin «
cos(a)

— tan(oa)+51n(2a)

4. cot(2a) = 5 Ta)

- %@;)} 42 sin(a) cos(ov)

2sin?(«)

— sin(a) 42 sin{a) cos(a) cos(a)
cos(a)
2sin? ()

(2 cos? (o) )

T 2sin{a)cos(a)

sin(oa)(fllJrQ cos(a) cos{ar)) __
2sin?(a) cos(a)

cos(2a)
sin(2a)

= cot(2x)



Problema 61 Dentro del método de Jacobi para el cdlculo
de autovalores demostrar las igualdades

ro_

Apyg = 0
ro_

Apyy = App — tan(a)ayg

a

o
aq = Qqq T tan(a)ay,
p,; = Gpj COSQL— Qg Sina  j # p,q

Ay = apjsina+ agjcosa j#p,q

Solucién: En el método de Jacobi se persigue construir
una matriz diagonal a partir de una matriz A cualquiera,
aplicdndole transformaciones de la forma B = R~ AR.

Segin se ha demostrado en problemas anteriores, los
autovalores de B y de A coinciden, con lo que si se consigue
encontrar la matriz R que cumpla con la ecuacién anterior,
entonces habremos encontrado los autovalores de A.

La matriz R es una matriz de rotacién y se calcula
el dngulo, «, de la misma, transformando los valores de A
que estan fuera de la diagonal en ceros.

Vamos a expresar las matrices de la siguiente manera:

@11 Ap1 A1 Qg1 Gl
apl1  Qpp Qpj Qpg Qpn
A= Qi1 Qpj Qi Qg Qpg
Qg1 Qpqg Qqj Qqq Qgn
Gn1  Qpn Gpi Ggn  Onn
1 0 0 0 0
0 cosa . sina O
Rpy(a)=1| 0 . 1 0
0 —sina . cosa O
0 0 0 0 1
B=R'AR =
1 0 0 0 0
0 cosa 0 —sina O
= 0 0 1 0 0
0 sinaa 0 cosa O
0 0 0 0 1
11 Ap1 Qi1 Qg1 Gl
ap1  Qpp Qpj QApg Qpn
ai1 Qpj (2771 Aqj Any
g1 Qpg Qqj Qqq dgn
Gn1 Qpn Gni GQgn Onn
1 0 0 0 0
0 cosa O sina 0
0 0 1 0 0 =
0 —sina 0 cosa O
0 0 0 0 1

aiy Qp1 COS X — Qg1 SIN v
. 2 .92 .
(p1 COSQL — Qg1 SIN Q. Ay, COS” O + Agg SIN” @ — @y sin 2a
= a;1 Ap; COS X — Ggj SIN X

(app—aqq)
2

Qp1 SN + agy COS @ sin 2a + apq cos 2

Anl Qpn, COS QU — Qgp SIN Q¢
@1
Qp; COS QL — Ggj Sin
aij

Qpj SIN QL+ Qg; COS Q¢

Anj

Gp1 SIN @ + ag1 COS
(@pp—aqq)
2

anl
sin 2 + apq cos 2
' Qapj sin o + c;qj cosa
Qpp SIN” O + Agg COS” A + Qypg SIN 2c
Qpn SIN Q¢+ Qg COS Q¢

Qpn COS O — Qgp, SIN Q1
Any
Qpr, SIN O+ Ggp COS Q1

ann

De esta matriz se deducen las siguientes igualdades:

r_ (app—aqq)

Ay = —H5—14 sin 2a + ay,q cos 2

ar, = pp COS% @ + aqq sin? @ — ay, sin 2a

Uy = pp sin? o + agq cOS? @ + apg sin 20

Qp; = Qpj COS @ — Qg; Sina i#p,q
Qgj = Gpj;Sin o+ ag; cos J#Dp.q

En donde se iguala a;,, a cero para calcular el dngulo
de rotacién:

ap, =0= (—aﬂgua-‘ﬁ sin 2a + apq cos 2
2
tan(2a) = g
(agq — app)
2054

(qq = Opp + tan(2a)

Las dos tltimas igualdades se obtienen directamente
de la matriz final. Para obtener a,, y a,, se opera de la
siguiente manera:

[ 2 2 : _
1. Ay = Qpp COS™ @ + g SIN” O — apg SID 200 =
= 2 —2apq ) gin2 o

= Qpp COS™ @ + (app + tall(Qa)) sin” o

: — 2
—Qpq Sin 2a = ay,, cos® a+-

+ (app sin(2a)4-2ap4 cos(2a)

2sin acos o

) . o
)sm Q — Qpg sin 200 =

_ 2
= app COS*

. : .2
+ app2sin o cos a4-2a,4 cos? a—20a,4 8in” o
2cos

) sin a—
. _ 2 2
—2apg sin v cos @ = apy, cos” a + apy, sin® o+

20



Fapq COS A SIN QL — Apg tAN O + Ggpg SIN L COS X— az; = azy =0

2

.618
—20p4 SIN (L COS O = @y — Apg tan o B=R1AR — 0
0

0 0
1 0
0 .38197

2. da =a,,sin®a+a,, cos?a+ a,,sin 2 = :
aq PP a9 P4q Los autovalores son los elementos de la diagonal

(2.618,1,.38197).
= (aqq - KQH%QL)) sin? o + agq cos? at

Problema 63 Aplicar el método de la potencia para

+apg sin 20 = aproximar el autovalor mdzrimo, y el autovector asociado,
de las siguitentes matrices, dando 3 pasos en el método,
_ (2q42sinccosa—2ayq cos® at2apysin® @) ;2 a+ hasta calcular u* y partiendo de u' = (1,1)
2sin o cos o
21
+gq COS? @ + Apg SN 200 = (@gq SIN Q0 — @y COS A+ 4= 0 1
aq Pa = \lgq Pa
A= ( -3 0
Apq : 2 : — o 1 1
+on s — Opq COS ) sin a+agq COS* (- Apg sin 200 =
Solucién: En este problema vamos a utilizar la norma
= Qyq sin? a + Qgq cos? a — Qpg COS aSin -+ euclidea aunque cualquier otra norma también serfa vélida.
La norma infinito, por ejemplo, simplificaria los cdlculos
- : : _ ya que es inmediato obtener el méximo de un vector.
+apqgtan o — apq cos asin a + 2a,, cos asin o =
_ 2 1
= agq + tan(a)ay, 1. A=
01
Problema 62 Utilizar el método de Jacobi para aproxi- W= A —
. - 1 -
mar los autovalores de la matriz: (Tl

S-Sl
SN———
[

Solucién: (

cosae 0 sina

R(a) = 0 1 0 ||w?|| = V5 =2.2361

—sina 0 cosa

(app—aga) u? = Ay =
e 290l §in 200 4 g €08 200 = 0
3
2 2 1 =22
‘can(2a):A _<0 . ) 2\1/5\/_ _
Agq — pp) W 2
2
= Lvsvz )
__arctan (—2)
B 2 ||| = V5 =2.2361
1 .
a:fi arctan2 = —. 553 57 ut :A\IZ:H _
aj; = 2 — tan(«
o (0 1)(1%)-
1 = P =
a1 = 2+ tan <§ arctan2> = 2.618 01 10\/§
12
azz = 1+ tan(« —( 2 >,
33 (@) %0\@

a3z =1 —tan <% arctan2> =.38197 ||u4H = 1\/113 =2.126
5

21



El autovalor mdximo aproximado
autovector asociado es:

es A =2.126 y su

or — ( TVII3V2 .99779
P e VIIV2 6.6519 x 1072

1
|u?]| = 73V/1066 = 2.5115
4 u® _
ut = Aqay =
_ ( -3 0 > ( 7155/ 10661/261/2
1 — 5755 V/10661/261/2

2132 v 1066 \/_\/_
=2=1/10661/261/2

(- )

]l =

)-

1
8—2\/65 026 = 3.1098

El autovalor méximo aproximado es

A=—3.1008,

con signo negativo ya que sign (<u

autovector asociado es

_ 2782 /
Ty = < 21322\8/26502 1066 \/_\/_

533v/65 026 1066 \/_\/_

con signo positivo ya que (sign (<u ,u3>))n

(-1 =1.

4,u3>) =—-1ysu

PR

4

—.9588
.28409

22

Problema 64 Calcular el autovalor mayor y el autovec-
2 -1

-1 1

el método de la potencia, dando 2 iteraciones del método
a partir de uy = (1,1) y tomando como norma ||ul| =
max; |u;|

tor correspondiente de la matriz utilizando

Solucion:

2 -1
1. |u1|—1Hu2—<_1 1

J(1)=(0)
J(0)=(%)

Producto escalar (ug,ug) =2 > 0. — autovalor méx-

imo = |Jug|| =2
1
-1/2

Problema 65 Utilizar el método de la potencia inversa
para aproximar el autovalor mds pequeno de la matriz

(3

llegar hasta u? partiendo de u = (1,1).

2 —1
|u2|_1ﬂ3—<1 )

Autovector asociado normalizado Hu 1= <

-2 1
0 3

Solucion:
Au = =
21\, (5
(v3)e(2)
_1./3
u2—< 6 >,u2 = .33333
55 ) Il =
-2 1 s [ —3V2
3 )=\ e
u3—< > ]| = £vI0= 52705

Hu3|| es el autovalor méximo de A~', con lo que el
autovalor minimo de A es A\pin = ﬁ = —% 10 = —1.
-1

8974, con signo negativo ya que sign (<u3, u2>) =

Problema 66 Calcular el autovalor y autovector mds cer-
cano a 2 de la matriz

-1
3
0

0 0

0

0 -1

para ello calcular dos iteraciones del método de la potencia
inversa partiendo de u* = (1,1,1).



Solucioén:

-2 -1 0
A =A-2Id= 0 1 -1
0O 0 -3

Vamos a utilizar la norma infinito con el fin de sim-
plificar los célculos.

n—1

Ty
A" = =
-2 -1 0 1
0 1 -1 |u2=|{1
0 0 -3 1
5
6 5
2— 2 2 = —_- =
u = 731 ,Hu || 5 .83333
3
-2 ~1 0 -2
0 1 -1 |u¥=28[ 2
0 0 -3 ~1
1
s_ [ 1 o _ 14
e ) el= 5
15

El autovalor méximo de (A —2Id)™" es Apax = 2

15
con signo positivo (sign (<u3, u2>) =1)
(A—2Id) ' T = ApaxZ

Para calcular el autovalor més cercano a 2, realizamos
las siguientes operaciones:

A:mj: (A—2Id) 7
1 _
(A—ZId— Id>a:—0
(A— <2+ S >Id>x—(A—Amed)x—o
1 1 43
N (2+ Am) - <2+%> -8

Aprox = 3.0714

Problema 67 Escribir en Fortran las funciones sigu-
ientes: SIGNO_PRODUCTO_ESCALAR (uf,vf,Nf)
que signo del producto escalar de
los wectores uf y wvf de dimension Nf (12 lineas
de cdédigo como mdximo), y la funcion AUTO-
VALOR_MAXIMO/(Af,uf, Nf, Nfmaz, Nfiter, Tolf) que
devuelve el autovalor mdximo de una matriz y su au-
tovector por el método de la potencia. Los pardmetros
son la matriz Af, el vector candidato inicial uf, Nf la
dimension real, Nfmazx, la dimension para coger memoria,
Nfiter nimero mdximo de iteraciones, y Tolf la tolerancia.
Esta funcion devuelve el valor 2.%*120 si no termina
correctamente. Tomar como norma |u|| = Y, ABS(u;)
(28 lineas de cdédigo como mdximo)

devuelve el

23

Solucion:

01  SIGNO_PRODUCTO_ESCALAR(uf,vf,Nf)

02  DIMENSION uf(*),vf(*)

03  PE=0

04 DO 06 I=1,Nf

05 PE=PE+uf(I)*vi(T)

06  CONTINUE

07  IF (PE.GT.0) THEN

08 SIGNO_PRODUCTO_ESCALAR=1
09  ELSE

10 SIGNO PRODUCTO ESCALAR=-1
11 ENDIF

12 END

01  AUTOVALOR MAXIMO(Af,uf Nf Nfmax,Nfiter, Tol

02 DIMENSION Af(Nfmax,*),uf(*),v{(Nfmax)

03 DO 26 I=1,Nfiter

04 NORMA=0

05 DO 11 J=1,Nf

06 v(3)=0

07 DO 09 K=1,Nf

08 vi(J)=vi(J)+Af(J,K)*uf(K)

09 CONTINUE

10 NORMA=NORMA +ABS(v{(J))

11 CONTINUE

12 IF (NORMA.EQ.0) THEN

13 AUTOVALOR MAXIMO=2.**120

14 RETURN

15 ENDIF

16 AUTOVALOR_MAXIMO=SIGNO_PRODUCT
ESCALAR(uf,vf,Nf)*NORMA

17 ERROR=0

18 DO 22 J=1,Nf

19 vi(J)=v£(J)/AUTOVALOR_MAXIMO
20 ERROR=ERROR+ABS(uf(J)-
vi(J))/(ABS(vE(J)+1.)

21 uf(J)=vi(J)

22 CONTINUE

23 IF(ERROR<TOL)

24 RETURN

25 ENDIF

26 CONTINUE

27 AUTOVALOR MAXIMO=2.**120

28 END

Problema 68 Cualcular 3 iteraciones del método de Ja-
cobi para resolver el sistema

1 -1 0 T -1
-1 2 0 y | = 3
0O -1 3 z 1

partiendo de u* = (0,0,0)



Solucién: La expresion matricial del método de Jacobi es
como sigue:
(L+D+U)u=1b

Du=(—L—-U)u+b
u=D Y ~L-U)u+D '
u" = Mut "+ e

donde las matrices L, D, U son de la forma:

0 -1 0
U=10 0 O
0 0 O

Calculamos la matriz M y el vector c:

0 1 0
M=D'(-L-U)=| 3 0 0
0 12 0
-1 -1
c=D"1"=D"1 3 = %
1 3
La ecuacioén iterativa queda:
u? = Mu "l fc=
0 1 0 -1
=3 00 Jur'+ %
0 3 0 3
Iteraciones:
0 -1 -1
Luw?>=M| 0 |+ % = %
0 3 3
-1 -1 :
2u3=M| 2 |+ 3 |=|[1
i i 5
3 3 6
1 1 0
out=M| 1 | + 2 =1 I
5 i P
6 3 3

Problema 69 Calcular una base ortogonal de autovec-
1 01

0 2 0],

1 01

tores de la matriz

Solucién:
-1
1. Autovectores y autovalores: 0 >
1
1 0
0, 0], 1 — 2
1 0

Problema 70 Calcular 3 iteraciones del método de
Gauss-Seidel para resolver el sistema

1 -1 0 T -1
-1 2 0 y | = 3
0o -1 3 z 1

partiendo de u' = (0,0,0)

Solucién: La expresiéon matricial del método de Gauss-
Seidel es de la forma:

(L+D+U)u=b
(L+D)u=-Uu+b
u=(L+ D) ~U)u+ (L+D) "
u” = Mu" ' 4 ¢

Si construimos el sistema de ecuaciones y despejamos
las incégnitas:

z—y=-1 z=-1+y
—z+2 =3 { y=33
—y+3z=1 Z:H—Ty
Iteraciones:
1. z=-1
y=3t=1
2= —3
2. =0
V=3
S
3. -1+3=1
345 7
i
r=gt=4

Problema 71 Una variante del método de Gauss-Seidel
es tomar M = (D+U)_1 (=L), y ¢ = (D+U)_1b.
indicar en este caso que diferencias de implementacion
habria con respecto al caso anterior.

Solucién: El método es igual que en el problema anterior,
excepto que en este caso los cédlculos se realizarfan de abajo
para arriba, es decir, primero se calcularia z, se sustituiria
su valor en la ecuacién de y y, por iltimo, estos dos valores
se sustituirian en la primera ecuacion.



Problema 72 Calcular 3 iteraciones del método de rela-
jacion para resolver el sistema

1 -1 0 T -1
-1 2 0 y | = 3 ,
0o -1 3 z 1
partiendo de u' = (0,0,0). Calcular previamente el

pardmetro de relajacion dptimo

Solucién:
r—y=—1
—x+2y=3
—y+ 3z =

Célculo del wp;:

Al ser A tridiagonal, el w,y: se puede calcular como

2

Wopt =

1+4/1—p(M,)

M es la matriz del método de Jacobi que se obtiene
de:

M;=D7Y-L-U)=
1 0 O 010
00 % 010
0 1 0
= % 0 0
0 % 0
Los autovalores de M; (0,%\/_,—%\/5), luego
p(Mg)* =4
Weopt = 2 2

1+/1-p(M)2 ~ 144/1-1

_ 2 _
Wopt = T718 = 273
Wopy = 1.1716

Iteraciones del sistema:

Tp =W (yn—l - 1) + (1 - w) Tn—1
U = w4 (1 w) g,y

2 = w—l'gy" +(1—w)zp_1

—w ~1.1716
u? = w3 =| 1.0711
e .80883
w(1.0711—1) — (1 —w) 1.1716
ud = w—"'%ﬂ—&—(l w) 1.0711 =
w02 4 (1 — ) . 80883
.28435
= | 1.7402

.93134

w(1.7402 — 1) + (1 — w) . 28435
4 _ w3+:81842

ut = e, +(1—w)1.7402 =
w382 4 (1~ ). 93134
. 81842
= 1.9382
.98765

Problema 73 FEscribir en Fortran la funcidn siguiente:
CONDICIONAMIENTO(Af,Nf,Nfmaz, TOLf,Nfiter) que
devuelve el condicionamiento de una matriz utilizando el
método de Jacobi para calcular los autovalores, se supondrd
implementada la funcion JACOBI(A,N,Nmax, TOL, Niter)
que devuelve 0 si termina bien y 1 si termina mal. La fun-
cién CONDICIONAMIENTO devuelve 2.%120 si termina
mal porque Jacobi da un error o se produce una division
por cero. Los pardmetros son la matriz Af, Nf la dimen-
sion real, Nfmazx, la dimension para coger memoria, Nfiter
nimero mdzximo de iteraciones, y Tolf la tolerancia (mda-
imo .21 lineas de instrucciones)

Solucion:

01  CONDICIONAMIENTO(Af,Nf,Nfmax,Nfiter, Tolf)
02  DIMENSION Af(Nfmax,*)
03  CONDICIONAMIENTO=2.¥120

04 IF(JACOBI(Af,Nf,Nfmax, TOLf,Nfiter).NE.0)
THEN

05 RETURN

06 ENDIF

07  AMAX=ABS(A(1,1))
08  AMIN=ABS(A(1,1))
09 DO I=2,Nf

10 IF(AMAX.LT.ABS(A(LI))) THEN
11 AMAX=ABS(A(LI))

12 END IF

13 IF(AMIN.GT.ABS(A(LI))) THEN
14 AMIN=ABS(A(L]I))

15 ENDIF

16 END DO

17 IF(AMIN.EQ.0) THEN

18 RETURN

19 ENDIF

20 CONDICIONAMIENTO=AMAX/AMIN
21 END

Problema 74 Demostrar que si una matriz A verifica que
por filas o columnas su suma es siempre igual a 0, entonces
el determinante de A es cero, y por tanto el sistema aso-
ciado a A no tiene solucion.

Solucién: Si|A| = 0, entonces la matriz A no es invertible
y el sistema no tiene solucién.

1. Vamos a demostrar que si la suma por filas de A es
igual a cero, entonces |A| =0



>; aij = 0, esto es equivalente a lo siguiente:

1 0 1

1 0 1
A = . =0-

1 0 1

Esto significa que la matriz A posee un autovalor igual
a cero (A =0).

El determinante de una matriz es igual al producto
de sus autovalores:

\A\:H/\i:/\l-...o...-)\nzo
=1

2. Para demostrar que |A| = 0 cuando la suma por
columnas es cero, basta saber que |A] = |AT|.

i a;; = 0, esto es equivalente a lo siguiente:

1 0 1

1 0 1
AT = ) =0-

1 0 1

La matriz AT posee un autovalor igual a cero (A = 0),
luego |AT| =0.

|A| = |AT| =0
Problema 75 Dado un sistema iterativo
u = Mut " +e

Demostrar que aunque el radio espectral de M sea mayor
que 1, siul y ¢ son combinaciones lineales de autovectores
de M correspondientes a autovalores de madulo menor que
1, entonces el método converge.

Solucién: Sean z; los autovectores de M correspondientes
a autovalores menores que 1:

ul =300 4
C= 3 G

Realizando iteraciones obtenemos las siguientes ex-
presiones:

u? = Mul +¢
u3:Mu2+c:M(Mu1+c)+c:M2u1+Mc+c

u =M1yl + M 2¢c+ .. . Mc+c=
=M tul + (M™" 2+ ... M+1)c

Tomando el primer sumando:

26

M1yl = pnl Z?:l a;xr; = M2 Z?:l a;Mx; =
— M2\ N — n I\t P
_ MY ke = Y aN

Como u' depende linealmente de los z; (autovectores)
cuyos autovalores \; son menores que uno, entonces )\?_1
tiende a 0 cuando n tiende a infinito, luego este término
converge.

Para el segundo sumando:
(M"2+. .. M+1)c=
=(M" 2+ M+1)Y" e =
= Mn—2 Z?:l T+ ... MZ?:I T+
)i i = N P
Fo D N Y T =
=30 e (AT 4+ N +1) <

~
Serie geométrica convergente

n 1
< D im GTT

con lo que este término también converge.

iteraciones del método

Problema 76 Calcular 2 de
Newton-Raphson no-lineal para aproximar una raiz del sis-
tema de ecuaciones

2?2 4+y2-1=0
y—x=0

partiendo de (z,y) = (1,1).

Solucion:
2?2 +y2-1=0 2z 2y
{ y—xz=0 Vi@y) = -1 1
u = (z",y")
u? = (1,1)
Viu™)z =—f(u")
e T
2¢ 2y 210\ 2?4+ y? -1
-1 1 22 | y—z
Iteraciones:
1. 2 2 Al 1
-1 1 Z92 0
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Problema 77 Plantear el algoritmo necesario para cal-
cular, utilizando el método de Newton-Raphson, las raices
complejas o reales de un polinomio de grado 3.

Solucién:
P(z)=az*+bz2+cz+d=0

Un polinomio de grado 3 posee al menos una raiz real.
Las otras dos raices pueden ser también reales o imaginar-
ias conjugadas.

Sea z un nimero complejo: z = x + yi, sustituyendo
en la anterior ecuacién,

P(z+yi)=a(@+yi) +b(@+yi)+cle+yi)+d

P (z +yi) = az® + 3iaz®y — 3azy® — iay®+
+ba? + 2ibxy — by? + cx +icy +d =0
Separamos la parte real de la parte imaginaria:

F ax® — 3azy? +bx? —by? +cx+d=0
T\ 3az?y —ay?+ 2bxy +cy =0

—6azy — 2by

V= 3ax? — 3ay? + 2bx + ¢
o 3ax?® — 3ay® + 2bx + ¢

6azy + 2by

El proceso iterativo es de la forma:

el

u” = (Tr, Yn)

{(Thm s =)

umtl =y + 2

Algoritmo:

Este algoritmo utiliza una funcién, ” Sistema(A,u)”,
para resolver un sistema de ecuaciones. En cada iteracién
se tiene que calcular la inversa del gradiente.

Las funciones F(u) y VF(u) se utilizan para evaluar
la funcioén y el gradiente de la funcién en un punto, respec-
tivamente.

Funcion F(u)
f(1)=a-u(1)3 —3a u(l) u(2)?+
+b-u(1)? —b-u(2)? +c 1) +d
F2) = 3a-u()? - u(2) — a- u(2)*+
+2b-u(l) - u(2) +c- u( )
devolver f
Fin funcion

Funcion VF(u)
Vi(1,1)=3a-u(1)>—3a-u(2)?+2b-u(l)+c
Vi(1,2)=—6a-u(l) u(2)—2b-u(2)

V7 (2.1) =~V (1,2)
V§(2,2)=Vf(1,1)
devolver V f

Fin funcion

Algoritmo
u™t = (20, 90)

/* calculamos la primera aproximacién *
z = Sistema (VF (u”fl) ,—F (u”fl))
w(1) = w" (1) + 2(1)

u™(2) = u"H(2) + 2(2)

n=>0
Mientras (|u™ —u™"!| > TOL) y (n < TOP)
un =gy

/* calculamos la siguiente aproximacion */
z = Sistema (VF (u"_l) ,—F (u"_l))
u™(1) = u™=1(1) + 2(1)
u™(2) = u""1(2) + 2(2)
n=n-+1

Fin Mientras

Si (n =TOP) Entonces
ERROR: No se ha encontrado solucién

Fin Si

Fin Algoritmo

Problema 78 Se considera el sistema no-lineal

(z—1)y = 0
(y—2)z = 0
A partir de u' = (1,1), calcular u? y u® wutilizando el

método de Newton-Raphson para aproximar un cero del
sistema no-lineal.

Solucion:



Problema 79 Calcular 1 iteracion del método de
Newton-Raphson no-lineal para aproximar una raiz del sis-
tema de ecuaciones

e —1 = 0
-2 -2 = 0
(z—l)ac4—3 =0

partiendo de (z,y,z) = (1,1,1).

Solucién:
yze®Y*® rze®*  pyeV*
Vi(z,y,z) = 0 2y —322
4(z—1)2? 0 zt
Vf (Ia Y, Z) z = 7f (Iv Y, Z)
untl =y 4z
yze®Y* rze®*  pyeV* 21
0 2y —322 Z9 =
4(z—1)a? 0 zt 23
e*v* —1
— yQ o 23 —92
(»—1)az* -3
Iteracion:
e e e 2 e—1
0 2 _3 ~2 - — _2
0 0 1 z3 -3
2 —d1e-1)-X¥
. _ 1
29 = 5
z3 3
un—i—l =" 4+ 2=
1 17
1 —ele- D%
1 3
151
-3 —=(e—1
- > fg( )
= 2
4

Problema 80 Calcular analiticamente y numéricamente
la matriz gradiente en el punto (1,1) (utilizar h = 0.1) de
la funcion:

a? +y? 1
Solucién:
Analiticamente
2z 2y (2 2

1. Numéricamente

Vi(z,y) =

24 (y+h)? 11— (@ +y? 1)
o= (g = (a—y)
h

(z+h)*+y*—1—(z’+y*—1)
m+h—yh—(fr—y) -
h

Vi1 1) = ( a2 )

Problema 81 Dados 3 puntos distintos xj,z;,x, de-

mostrar que la formula:

flar)—f(zd) + (Ir _ xi)f(ﬁﬂi)*f(l’l)

Typ—2T4 Ti—Zg

(x; — @)

f(@i) =

Ty — I]

aprozima la derwada de f'(xz;) con un orden de aproxi-
macion de 2.

Solucién: Evaluamos el desarrollo de Taylor de la funcién
en los puntos z,., z; :

f @) = f@i) + (i) (20 — @)+

5 (1 - 20)? + L (- )P
Flar) = flwi) + f (@) (wr — @)+
P (@ — @) + S5 (o — 2)?

(Ir _ xi)fgxzszgxiz

(z1—xi)

= (& — i) [f' (i) +
- )+ Pk - w)?)

(i — ) L= Lee) — (@ — @) [ (i) +

(zi—zr)

f/// (1'/)

e o i) + L i

(zr — 3)

Sumamos las expresiones anteriores y nos queda:

(Ir _ xi)fgxzszgml + (-Ti _ Il)fixrszixi! _

(z1—x;) (zr—x4) o
= (zr — @) f/(z1) + (@i — z) ' (w:)+

+f ;EI)

—x)(zr — i)+

(i

+ L (2 ) (g — )+

f/// (1':)

+ (xr*xi)(ml*xi)QWL
F L) () (2 — )2

Agrupamos por las derivadas de la funcién:

L) fzi)

(z1—zi)

= (2 —a1) f' () + —fHQ(‘f"")

Jlzr)—flmi) _

(zp — i) (@ —w) ==yt =

-0+

28



+ d 3,(!%) (2

— ;) (g — 25) — — ;)

El término de la tercera derivada nos da el orden de
la férmula:

= x;)(m

(2 — @) /() = (2, — ;) Lol lea)

+(z; — xz)—(c(c') 1 ;C’) + O(h?)

Typ—T

(x4 _m>f(1r> fI >+(1’ .y )f(I ) —fzy)

f/(IZ)% —ixy g —iwg

+ O(h?)

LTy —Z)

Problema 82 Dados 3 puntos distintos zy, x;, ©, calcular
el polinomio de Lagrange que interpola a f(x) en esos 3
puntos, calcular la derivada de ese polinomio en x; y com-
probar que da la misma féormula que la presentada en el
problema anterior.

Solucién: El polinomio de Lagrange es:
fa) = emmmlen) p () 4 omle) p g )4

+((:c ;) (x— :c,y>f(xl)

z—x;)(x —
Derivamos la expresién anterior y obtenemos:
f(z) =
+ T—Tp ) H{Z—T; f(xl)

(x1—z;)(x1—z

(x—x;)+(x— x,)f( )

(xi—x,)(zi—m>p)

R (o) +

(@) (@, 1)

Evaluamos la derivada en el punto z; y desarrollamos
hasta obtener el resultado:

F () = ﬁuﬂulf (z;) +

(zi—xp) (xi—2p)

+(1:¢ )+ (2 — ccl)f(l,r) + (J:zfxr)Jr(xifxi)f(xl)

(p—xi) (@ —21) (xi—z;)(z;—2,)

(zi—z) f ()

(=) (=1

N o f(m) flxi)
f (Il) = (zi—x.) + (xi—ap) + )+
(zi—z) f(21)
+(:E1—$i)($1—$r>

extraemos el factor (z, — ),

(LET _ xl)f/ (;Ez) _ (we—z) fz4) + (zr —:L'l>f(il',)+

(zi—zr) (zi—m)
e
(2, — ) f (@) = _mrf((j:)j;;fgf( i) + mrf(gﬂazl)—ilz)f( )+
T

agrupamos términos,
(xr — 1) f (%) = <<m(;mi>£(;” —

<(:L'r—l‘1)f(1’1) _

(zi—mxp)

(fﬂw‘,—xz)f(fﬂw‘)) +

(zp—x3)

x f(24)

(zp—xi)

(zr—mf(mz)) n

(zi—z1)

29

_ o f(w4)

(zr—24)

(@r — ) f' (i) =

zif(xi)

(zi—z1)

x f4)

(xi—21)

(zi— :cz)(f(xy) f(ccl))_"_

(@e—z)(fe)—f@) | zaf(@) _ zeflz)
+ (zi—mrp) =+ (xr—x;) (z'_x')—i_
zif(zs)  af(zs)
+(x,1—xl> (CEII_II)

(=) (f(@r)=f(®i ))+

(557 x%)

(zr — @) [/ () =
4 ez (e (@) |

(xz x,)

+x if (@) (=)~ f(:z,)(x,—xl)+

(557 xz)(xz x,)

_,rxif(%‘)(fﬂr—xi)—fﬂzf(xi)(xv—fﬂi)

(#r—zi)(@i—2)
simplificando,
(g ) (o) S (4)) | Cow ) (o) 1 ()
fl(z) = ——t T (o)

Problema 83 Calcular una aproximacion de la derivada
tercera f"'(x;) de una funcion f(x) en un punto x;, uti-

lizando f(x;), f(zi +h), f(x; —h), f(x; —2h)

Solucion:
a— f(xz;+h)
O(h*)

= flaa) + hf! () + B F7 (i) + B2 P () +
b 1 (@) + O(hY)
¢ — flzi —2h) = fx;) — 2hf (z;) + 207" (2;) —
A (i) + O(h)

Flai) — hf'(@) + B () —

a—b—2¢c=0

Sistema: s+ g +2c=0 Solucién: a =
a 4c
i A

1,b=3,c=-1

fm(xi) _ af(xr‘rh)-‘rbf(fﬂi—h)-‘rC];(fﬂi—2h>—(a+b+0)f($i) —

f(xi+h)+3f(:ci7h}1;f(xi72h)73f($i) + O(h)

Problema 84 Dados 3 puntos. Demostrar que la formula

Llmr)—f(zs)

L, — X

flxi)—f(zd)

Ti—T)

Ty — I

f(wi) =~ 2

aprozima la derivada sequnda de f(x) en x; con un orden
de aproximacion de 1.

Solucién: Desarrollo de Taylor de la funcién en el punto
x; y evaluacién en x, y xj:

[ xe) = f(z) + f (22) (or — 25) +



11

+f”2(;r7:) (2, — ) + 1 (fr:) (2 — Ii)i”
f @) = (@) + f (@) (21 — 23) +

+f”2(-!73i) (2, — 2 ) + f'”( i)

3
(x1 — ;)
Extraemos en ambas ecuaciones:

f(?) flxi) Nf/(xz)Jrf( )(foxi)+

Ty — -771

L0 (g, — a)?

3!

LTl o f () + L5 (@) — ) +

111

2
+f ( (2 — @)
Restamos las expresiones anteriores:

fla)=f=) _ f=

(zr—ms) (s —mq) 2!
) ((Ir — ;) — (w1 — i'%‘)Q)

Despejamos la segunda derivada y obtenemos:

S =) f(xs)—1(@)

wq—uwg

D=fl) o (=)

(zr — @) +

W — 2y

Tp—X

f7 () =2

#((m,—m,) _(ml 1‘/) )

Lyp—X]

-2

flar)=f(=i)  F(=i)=F(=1)

wy—wy

Wy — iy

f7 () = 2

+ O(h)

Zp—xg

Problema 85 Considerar en el problema anterior que
x; =x;—h, y x, = x; + h. Deducir como queda la formula
anterior para aproximar la derivada seqgunda, y demostrar
que en este caso el orden de aproximacion es 2.

Solucién: Sustituyendo z; = z; — h, y =, = z; + h,

tenemos:
far)—f(=;) f(I/,',)*f(L‘l‘rl)
~ 2 (1‘ +h— 1‘74) (I —x; +h)
x;+h—x;+h

—f (=)
L —

f// (LE)

Flar)—f(z;) f(=
— 2}
- h

flz)—f
h2

_ - ()= f()

_ f///gf!xr> (h _ h) _

_ f(:m-)—th(;UU—f(xl) +0(h)

La aproximacién de la segunda derivada queda de la

forma,
f/l (-Tz) ~ f (xr) B 2fh(2x7,) _ f (xl)

Problema 86 Dados 3 puntos x; < z; < x, calcular el
polinomio de Lagrange que interpola a f(x) en esos 3 pun-
tos, calcular la derivada sequnda de ese polinomio en x;
y comprobar que da la misma férmula que utilizando los
desarrollos de Taylor.

30

Solucién: Por las diferencias divididas de Newton obten-
emos lo siguiente:

x— f (@) \ fla)—fE) Fla)—f(z) ) —fla)
Ty — f(xz) Tim Tp—T - T —x] )
Ty — f(Iz) Fle)—f(x; Ty — X

z. — f (Ir) T —T;

Polinomio de Lagrange:

P (w) =~ f(an) + L2d=Ll) (5 — ) +
L)) f(m’,,-:)ff:(rzﬁl
i — L (=) (- @)

Derivamos el polinomio:

SCep)—fCe)  flzg)—Fl=p)
P! (@) o Ledtle) | o (o) +
Jlop)—flwy)  fleg)—f(ep)
+ Wy — ity — bz il (LE — IZ)

Calculamos la segunda derivada, obteniendo:

Sr)—f (o)

L — ik

_ S —rlp
)

Ly —Xy

P’ (z)~2 , c.q.d.

Problema 87 Calcular una aproximacion de la derivada
primera y sequnda de una funcion f(x) en x = 0, teniendo

en cuenta que f(0) =1, f(1) =0, f(4) =

Solucién:
Flor)—fzi) SCrg)— ()
f/(ﬂ?) (zi—m1 )%Jr(x T )Ilel
? Tp—1x;
(0-1) LFO +(4-0) Lo {2
= — =
_ 9= l 1—-0
_ ot 24
- 3 - 3
=5 =2
flar—f(2g) o) =F(1)
W [r— ) |
" (z) =2 pop— =
9—1 1—-0 2+1
1—0) _{(0—1) __ _
2—4 T =25==2

Problema 88 Demostrar, utilizando el desarrollo de
Taylor, que las siguientes expresiones son discretizaciones

del laplaciano:

_ Byt FoajatFioj+ Figj — 45
AF = 572
Fiprgt Ficij+ Foj + Fjo1 — 4F

AF = -

Solucién: A partir del desarrollo de Taylor de la funcién
F, se obtiene lo siguiente:

F(x+h,y+h)=F(z,y) + hF, + hF+



+5h? (Fra + 2Fpy + Fyy)
F(z—h,y—h)=F(x,y) — hFy, — hEF,+

+302 (Froq + 2Fpy + Fyy)
F(z—h,y+h)=F(x,y) — hFy + hF,+

+2h2 (Fpw — 2F,y + Fyy)
F(z+h,y—h)=F(z,y)+hF, — hF,+

+%h2 (Few — 2Fay + Fyy)
Sumamos estas cuatro ecuaciones,
F(z+h,y+h)+F(x—h,y—h)+F(z—hy+h)+

+F(z+ h,y — h) =4F (z,y) + 2h? (Fyp + Fyy)

_ Flathyth)+F(z—hy—h)+F(z—hyth)+ F(zt+hy—h)—4F(z,

y)

2h?

discretizando se obtiene el resultado esperado,

Fipijnt+Foynt a1+ a1 —4F;

AF = 22

Para demostrar la segunda igualdad, tomamos las
siguientes ecuaciones: ‘
F(x+hy)=F(2,y) + hFe + 4 Fo

F(x—h,y) = F(x,y) — hF; + %ZFM
F(z,y+h) = F(z,y) + hFy + £ F,,
F(a.y—h)=F(2,y) ~ hF, + 5 F,,
Sumamos estas expresiones y obtenemos:
F(z+hy)+ F(z—hyy)+ F(z,y+h)+
+F (z,y — h) = AF (z,y) + h2Fyy + h2Fy,

Foo + Fyy =

Fathy)+F(z—hy)+F(z,yt+h)+F(z,y—h)—4F(zy)
h2 )

discretizando

Fio1;+ i1+ Fijp+Fij—1—4F;;
72

AF =

Problema 89 Calcular wuna aproximacion del lapla-
ciano de una funcion F(x,y) en el punto (z,y) =

(0,0) conociendo los siguientes walores: F(0,0) = 0,
F(l’o) = l’ F(il’o) = %’ F(Oa%) - iv F(Ovié) = iv
FED =4 FCL D L FCLD S L P =

N[

Solucién: Si representamos estos valores en una tabla,
obtenemos lo siguiente:

I TNEE ST
IN[S Naw] N[
I TNEE ST

El valor de h es %
Aproximamos el laplaciano promediando las dos ex-
presiones del ejercicio anterior. Si no realizdramos este
promediado, no se tendrian en cuenta todos los valores de

la funcion.

AF — ,YF'H»l jr1+F 1 j+1+F2'i}:21 G151 —4F 4 +

Figrj+Fio1 i+ Fs i1+ Fij—1—4F 5
2

+(1-)

)

Problema 90 Demostrar que las mdscaras

=3 [0] =7
FxfEfQ(\/ﬁfl) 0[2(v2-1)
29 [0] -7

| =C—v2) [ 2(v2-1) | —(2—V2)
Fy=— 0 0 0

G2 [321) | G- v7)
dan lugar a una discretizacion del gradiente tal que su
norma euclidea es invariante por rotaciones de 45 grados.

Solucién: Procedemos de la misma forma que al calcular
el valor de 7y en el caso del laplaciano.

Consideramos una funcién que tiene los siguientes val-
ores en un entorno de un punto (hig, hjg) :

11171
0100
0({0|0

Calculamos el valor del gradiente en el punto central
de la siguiente manera:

Fr=yg +(1=7) 4 =0

1—
By=( i

)=

N[

-1 -2 1
“Nw TV = an
V1 F (hig, hjo) = (Fu, Fy) = (—5,0)
Rotamos la funcién anterior 45° :

1110
110]0
0100




y calculamos su gradiente:

[ ~1 -1 11—y 1y _ 17y=2
r=0-Ymtrm =27 1% —17h

~1 ~1 11— 1 172
Fy=1-y) gt +ygt =42 11122

Vo F (hig, hjo) = (Fu, Fy) = 12572 (1,1)

Calculamos las normas de los gradientes e igualamos:
VA F (o, hjo)|| = [V F (hio, hjo)|

&= V2 (77

= V22|

:—(772)—>’y:27\/§
=(y=2)>y=2+2

—
Sl

La solucién vilida es v = 2 — /2, ya que el gradiente
Vo F' debe ser negativo en sus dos derivadas.

Sustituyendo este valor en las expresiones de Fj, F,
tenemos:

Fiprj—Fi1
F,=(1-—7) +I"2h +

Fipvjmi—Fi i+ 0 —Fiu-1
+ In =

=2(V2-1) fan oy

+ (2 _ \/5) Fig1 g01—Fi 1 7'+1;;LF1'+1 jo1—Fy 141

Fiji1—Fi -

Figrji—Fign g a+Fi 101 —Fi145-1
+ ik =

:2(\/§*1)W+

Fiprjprr—=Fipr ja+Fi— jr1—=Fio -
+(27\/§) +1j1 +1.5 I4h Ll Y] l’

cuyas mdscaras son las que se muestran en el enunciado
del problema.

Problema 91 Calcular una aprozimacion del gradi-
ente de wuna funcion F(z,y) en el punto (x,y) =

(0,0) conociendo los siguientes wvalores: F(0,0) = 0,
F(%’O) - %7 F(*%,O) = 757 F(O’%) - 7%7 F(O’fé) -
1 (3,4 0 - -4 =0, F(-1,1) = -1
2> l2p2) = 5 27 2) = U 2°2) = J
F(§7 _5) =1

Solucién: Los valores de la funcién en una tabla quedan
de la siguiente manera:

0
=1
2
-1

1| S

=1
2

OpolH —

Sustituimos estos valores en las derivadas de la fun-
cién:

F,=2(v2-

9 _ \/5) Fipr 901 —Fi 1 7'+1;;LF1'+1 joi—Fic1g-1

Fig1—Fi—1,5
1) 4h +

+

—2(V2- 1) 4

+(2-Vv2) L =

e Rt

Fy=2(v2—1) L Fuims
+ (2 . \/5) Fipign—Fi ,,-,1£LFi,1 g1 Fic1go1 _
—2(VE-1) T+ (2 V2)
e et B R

y obtenemos el valor del gradiente:
Fy

w-(5)-(%)-(4)

Este vector nos da la direccién de méximo ascenso,
que en este caso serd en diagonal hacia arriba a la derecha.

Problema 92 Aprozimar el valor de la siguiente integral,
utilizando las férmulas de Legendre paran =2 yn =3

/1 (% — 2*) du

—1

Cual es el valor exacto de la integral?

Solucioén:

fil (2% — a*) da ~ I:XEO wi P ()

22: wi P (wx) =
k=0

=1-P(0.5773502692 + 1 - P (—0.5773502692) =

= —.22222
2. n=3
3
> wiP (zx) =
k=0

= 0.55555555555 - P (0.7745966692) +
+0.88888888 - P (0) +
+0.55555555555 - P (—0.7745966692) =

=—-.4



El valor exacto de la integral es fil (x3 — x5) dr =
—% = —. 4, que coincide con el valor del segundo caso. La
férmula de integracién numeérica es exacta hasta el orden
2n — 1, que en el segundo caso es equivalente a 5, con lo

que ya se sabia que el valor obtenido seria exacto.

Problema 93 Se considera para el intervalo [—1,1], los
puntos xg = —0.5, x1 = 0y 22 = 0.5 y los pesos wy =
wy = we = 2/3. Estos puntos y estos pesos se utilizan
para aproximar la integral de una funcién en [—1,1]. Usar
esta férmula de integracion para calcular nimericamente
la siguiente integral y compararla con el resultado andlitico

(exacto).
/2 cos(x)dx
%
Solucién:
1. [%, cos(a)ds = sin(z)] T, =1 (~1) =2
2 2

fgﬂ cos(z)dz =

1
x S cos(5t)5dt = 2Zcos(—5) +
2r

£% COS (0) + %% cos (%)

= 1V2r + $m =2.5282

Problema 94 Demostrar, utilizando los ceros y pesos
asociados a los polinomios de Legendre, cual seria la for-
mula de integracion numérica de Legendre utilizando un
sdlo punto de interpolacion. Cual seria su exactitud?

Solucién: El polinomio de Legendre para un solo punto:
Li(z) =2 —x9=0

Calculamos el peso asociado:

—1
1
wy = —dx =2
/71 1

Por lo tanto, la férmula de integracién numeérica de
Legendre es:

/_ f(@)de~2- £(0),

-1

y su exactitud serfa igual a 1(2N —1 =1).

Problema 95 A partir de los ceros y de los pesos aso-
ciados a los polinomios de Legendre, y dado un intervalo
[a,b] cualquiera, encontrar los puntos xx, y los pesos wy
que hacen exacta hasta el orden 2N — 1 una férmula de
integracion numérica sobre el intervalo |a, b]

Solucién: Para encontrar los puntos I, y los pesos wy,
hay que hacer un cambio de variable en la integral:

b N
/ f@)de = g f (@)

Hacemos el siguiente cambio de variable:

o (b—a)t;,—(b-&-a)
do = 5%dt

este cambio representa la recta que pasa por los puntos -1,
1 para t = a, b, respectivamente.

/abf(x)dx_/11f<(b_a)252+b+a> b;adt

b N - b—a)iy+b
lf(a?)dva];u?k 2af<( a)xg—&— —|—a>

de donde se deduce que los cambios a realizar son de la
forma

=

b—a)Tr+(b+a
2

k:
b—a) ~
k:<2>wk

)

>

Problema 96 Utilizar el resultado del problema anterior
para calcular de forma exacta la siguiente integral

/01 (% — 2%) du

Solucién: El resultado de la integral calculada de forma
analitica, da el siguiente resultado:

Jy (2% — 2%) de = & = 8.3333 x 1072

Aplicando el método de integraciéon numérica:

= () () + ol (B + 4+

— %(055555556 . f (0.7745956692+1) 4

+0.8888888889 - f (%'—1) +

10.55555556 - f (—0.77459266692:\:1)) —

=8.3333 x 1072



Problema 97 Calcular de forma exacta la integral
/ (ac3 — 302) e~ dx

utilizando los polinomios de Hermite.

Solucién: De forma analitica la integral da como resul-
tado:

foo (ac3 — 302) e~ de = —

— 00

LJ/7 = —.88623

Utilizando el método de integracién numérica:
f (@) = (a° - 2?)
2

ffooo (ac3 — 302) e dr = > wif (vr)

k=1
=wif (z1) + waf (22) =

= 0.8862269255 - f (—0.707106781) +
+0.8862269255 - f (0.707106781) =
= —.88623

Problema 98 Aproximar, utilizando
aproximacion, el valor de la integral:

e 1
—d
/,OOHIQ ¢

dos puntos de

Solucién:

2 .
o0 1 _ (oo e” —z? —
L mmde = [" {gme “dz=m

@2

f(@) ==

ffooo 1+1$z de ~ wy f(x1) + wa f(z2) =
= 0.8862269255 - f (—0.707106781) +
+0.8862269255 - f (0.707106781) =
=1.9482

Problema 99 Calcular de forma ezacta la integral

/ (x3 — x2) e *dx
0

utilizando los polinomios de Laguerre.

Solucion:
fooo (acs — 302) e Tdx =4
1

fooo (a:s — x2) e de =Y wrf (zr) =

£=0

= wo f (z0) + w1 f (z1) =

= 0.8535533903 - f (0.585786438) +
+0.1464466093 - f (3.414213562) =
=4.0

Problema 100 Calcular una férmula de aproximacion
numérica de la integral siguiente

/:O f(x)e *dx

donde a es un numero real cualquiera

Solucién: Para calcular esta integral realizamos un cam-
bio de variable

Jo  f(t)e e = {
= [ fla—

a)e”tedy = e f;o flx—a)e ™

J5° t)etdo = 3 nf (i)

]Zj: wi f (zr — a)

k=1

e’ [ f(z—a)e ® = e

Para que estas dos igualdades sean equivalentes, basta

hacer:
T =T +a
wy = e %Wy,

Problema 101 Aproxzimar, por el método de Simpson, la

integral
1
/ (LEs — LE4) dx

—1

utilizando unicamente el valor de la funcion en los puntos:
—1,—%,0,% y 1.

Solucioén:
fil (LE3 — LE4) dr = —% =—.4

Aplicamos el método de Simpson:

flz) = (LE3 — LE4)



= f31 (2% — at) da + fol (2% —a*) da ~

0
Flne )+ (o) 4f (bt

o~ Rt & A ( 2 ) ($k+1 +$k) N
-1
1

+ k1 k 5 ( 2 ) (Thp1 +a8)| =
0

- —1+0
o MO o)
140

12

Problema 102 Deducir la férmula de integracion
numérica sobre el rectangulo [—1,1]x[—1,1] resultante de
aplicar la integracion numérica en una variable en los
intervalos [—1,1], y [-1,1].

Solucién:
Jo F (z,y) dedy = [, f (x) g (y) dedy =

= Jof(@)dz [o9(y)dy =

N M
= > Wpf (Tk) Y Wig (Jx) =
k=1 k=1
N
= > ww;f (Zk) g (k) =
k=1
N
= > Ww;f (Tk) g (Uk) =
k=1

N
= Z WkF(ikagk)a
k,j=1

donde B
Wy = wpw;
1 Iipn{z—&:)
Wy = [ 1 —H,#k(xk )
f 1 H ﬁ"(y )
1 Hz#k Y — y/)

y los Zj, e gx son los ceros del polinomio de Legendre.

Problema 103 Deducir la férmula de integracion
numérica sobre un rectdngulo [a,b|x[c,d] resultante de
aplicar la integracion numérica en una variable en los
intervalos [a,b], y [c, d].

Solucion:
Jo £ (@) g (y)dady = [ f (x)da [ g (y) dy =

N M

= > Wpf(Zk) > Wig(Jr) =
k=1 h=1
N ~ ~

= > W, f (Tx) 9 (k) ,
b=l

haciendo un cambio de variable:

z=1 t=b x+1 t—a
z=—-1 t=a ' 2 b—a

szZ:_Z_l_)t: bfax;bﬁ»a
do = $2=dt

y sustituyendo en la integral, se obtienen las siguientes

relaciones: ~
_ (b—a)Zj,+(b+a)

Tl D)
wy = &g,
(d—c)Fr+(d+c)
Yr P}
_ (d—c) ~
w; = 3 Wi

Problema 104 Calcular de forma ezacta la integral

1 1
—-1J-1

utilizando integracion numérica.

y2dzdy

Solucién: El resultado de la integral es:

1
I a?

Utilizando la férmula de integracién numérica:

y2dady = § = . 44444

P(x) = 2?
P(y) =y®
f_ll f_ll x2y2dmdy =
= fil z2dx fil y2dy =

= ;;2:1 Wy P (Tr) 22: w; P (gr) =

= (W1 P (Z1) + 2P (22)) -

(W1 P (1) + @2 P (J2)) =

— (P(0.5773502692) + P (—0.5773502692)) -
(P (0.5773502602) + P (—0.5773502692)) =
=.66667-.66667 =.44445



Problema 105 Calcular una aproximacion numérica de

la integral
&S] 2 T
/ / ——dxdy
—o0 JO 1 + e¥”

utilizando la evaluacion de F(x,y) en 4 puntos.

Solucién: Si calculamos el resultado de la integral de
forma analita, nos queda,

f fO 1+eyz dIdy - f oo 1+25y- dy =

= foooo 1+e:/2 dy = 2 ].443

1
f02 xdx = Y, wiP (z),
k=0

realizando un cambio de variables, y utilizando el poli-
nomio de Legendre de segundo orden,

xk:%“‘@:@rﬁ-l,
1. wy = (bga) Wy = W,

tenemos

P(z)=1z

f02 rdxr =
=wi P (1) + waP (23) =
= (0.5773502692 + 1) + (—0.5773502692 + 1) =
=20

Fomarty = o =rmme vy = ZijleP(gk),

por Hermite,

w; P (yr) =
= w1 P (y1) + w2 P (y2) =
= 0.8862269255 - P (—0.707106781) +
+0.8862269255 - P (0.707106781) =

=1.1033

El resultado de la aproximacién numérica es,
&S] 2 z _ _
f—oo fO md.ﬁdy =2.0-1.1033 =2.2066
Problema 106 Se considera el tridngulo T de vértices

(0,0), (1,0) y (0,1). Deducir cual debe ser el punto (xq,yo)
y el peso wg para que la féormula de integracion numérica:

/ F(z,y)dzdy ~ F(z0,y0)wo

T

sea exacta para polinomios de grado 1 en x e y. Fs decir
P(z,y) =azx+ by +c

Solucion:

Calculamos la integral de forma analitica:

fO am+by+c)dydx——a+1b+ =c

Igualamos el valor de la integral con la férmula de
integraciéon numeérica:

La+ 30+ Je = un (zoa + yob+ )
Calculamos wq, xg e y9 dando valores a a, b, ¢
a:b:0,c:1;%c:woc—>w0:%

a= Ob—l—b—u)oy()bHyO_1

b=c=0,a=1;ta=wyzga — xo =

ool»—‘

16
_ 1 _1 _ 1 p
luego para los valores wp = 35,79 = 3,90 = 3 la féormula

de integracién es exacta.

Problema 107 Calcular una aprozimacion numérica de

la integral
/ z2ydzdy
Q

donde Q) es el tridngulo de vértices (0,0), (2,0)
utilizando 1 punto, 3 puntos, y 4 puntos

y (0,2)

Solucién: El calculo de la integral de forma analitica nos
da:

Joa2ydady = [7 [27F («®y) dydz = & = 53333
Utilizando las férmulas de integracién numeérica:
F(z,y) = 2%y

El drea del tridngulo— Area(T) =

(NI
(el RN
O =



1. Para 1 punto:

2. Para 3 puntos:

fQ 2ydxdy =
= 1Area(T) (F(3,0) + F(5,3) + F(0,3)) =
= .66667

3. Para 4 puntos:

fQ 2ydxdy =

= Area(T)[B (F(&, &) + F(12,4) + F(&,12)) -

27 2 2 _ 8 _
P339 =1=

=.53333

INTERPOLACION DE FUNCIONES II

Problema 108 Calcular los polinomios base de Hermite
que corresponden a tomar como puntos de interpolacion
zg=—1, z1 =1, y el orden de derivacion M = 1.

Solucién: Los polinomios de Hermite que corresponden a
esos puntos de interpolacion vienen dados por las gréficas
4,56y 1.

1. La gréfica 4 se hace cero en 1 y sus derivadas, tanto
en ese punto como en —1, valen cero. Este polinomio
tiene dos raices en 1 (la segunda debido al valor de su
derivada en 1), con lo que la forma de este polinomio
es como sigue:

HY, () = (z—1)*(a(z+ 1) +1)
El valor de este polinomio en -1 es 1:

H° (-1)=1

025 T

Figure 4: Polinomio de Hermite HY,

0.5 1

Figure 5: Polinomio de Hermite H!,

(-1-1)%(a(-1+1)+b)=4b=1

b:

=

Al ser la derivada en -1 igual a cero tenemos:
HY () =2z —1)(a(z+1)+b) + (z—1)2a=0

HY (2) =2(=2) (a (0) +b) + (—2)*a =0

—4b+4a =0
1
a—b—z,

luego el polinomio queda,

Hy (2) =4 (@ 1% (2 +2)

. Para calcular el segundo polinomio partimos de la gra-

fica 5. En ésta, La funcién se anula en -1 y 1, la
derivada en -1 es igual a 1 y su derivada en 1 es cero.
Por la misma razén que en el caso anterior, sabemos
que la funcién posee dos raices en 1, con lo que el
polinomio tiene la forma,



075 T

0.5,

0257

Figure 6: Polinomio de Hermite HY

X
-1 -0.5 0 0.5 1

Figure 7: Polinomio de Hermite H{

HL, () = (z —1)*(a(z+1)+D)
HY (-1)=(-1-1)%(a(=1+1)+b) =4b=0
b=0

para calcular el valor de a, derivamos el polinomio y
evaluamos en 1,

HY () =2(z—1)(a(z+1)+b) + (z —1)%a
HY (-1)=2(-1-1)(a(=14+1)+0b) +
+(-1-1)%a=1

4a =1

luego el polinomio nos queda:

HY () = (&~ 1) (2 (2 + 1))

3. Para calcular los otros dos polinomios, basta consid-
erar que son funciones simétricas a las dos anteri-
ores. En la grifica 6 se puede ver que esta funcién
es simétrica a H%; (z) (ver gréfica 4) con respecto al
eje de las y.

El polinomio es por tanto,

HY(x) = HY, (—x)

4. Por dltimo, la funcién representada en la gréifica 7, es
simétrica al polinomio H!, (grafica 5) con respecto al
origen, con lo que,

Hi(x) = —H',(-2)

Hi(z) = (—2—1)* (L (~2+1))

Hi(@)=§(@+1)(z - 1)

Problema 109 Calcular los polinomios que determinan
la interpolacion por splines cibicos de la funcion f(x) =
sin (%LE) para los puntos x = —1,0,1,2
Solucién: Los polinomios son de la forma:

P(z) =da® + ca? + br +a

Vamos a calcular los coeficientes para cada intervalo:

agp f (IQ) -1
ap _ f (Il) _ 0
ag B f (IQ) B 1
as f(3) 0

hi—icic1 4+ 2 (hic1 + hi) ¢ + hicipr =

— 3(a,¢+17a,,;) o 3((17‘,7(17‘,71)
hy hi—1




d | =| == | = -2
d; 2’ L
3
by = (aizan)  MQetem) 5o N -1
bo -1+ is

Los splines cibicos nos quedan de la siguiente manera:

Pi(z)=2(@+1)°+8(@+1)-1

xz € [—1,0]

Pa)=3 (-1’ -8@-1)>+L(z—1)+1

05T

05T

Figure 8: Comparacién entre la funcién sin (%x) y su
aproximacién por splines ctibicos.

Problema 110 Calcular la funcién que interpola, uti-
lizando la funcion sinc(z) a la funcion f(x) = sin(z) en

los puntos x = —m,—%,0, 5, .

Solucién:

sin(x)

sinc(z) = =

La interpolacion a través de la funcién sinc(z) :
~ N sin(m(£—1
Flo) = DLy fla 2

r=a-i=%5[-2,-1,0,1,2]

sin(7 2%—}-2 _x\ sin(m(Z+1
f(z)~ f (=) (=12 +f (T) (2= 11) +
sin( 7 ‘)?I ~\ sin(7 2?’”71
+7(0) 75(54))) +1(3) ﬂ(;_l)))Jr
sin(m 27"’—2 —7\ sin(2z+7w
+f (T(') 5(5—172))) = s (T) 2(m+i )+
. 7\ sin(2z—w) _ sin(2z—m) sin(2z4-7) _
+sin (5) 2x—m - 2x—m - 2x+m -
__sin2x  sin2z _ sin2z(2z—7)—sin2x(2z4+m)
— 2u4mw 2c—m Ax2 —72 -
= 72’“-4?;1,27‘?2

En la figura 9 se muestran el sin(z) y su aproximacién
por el seno cardinal. En la figura 10 se muestra la misma
grafica para puntos en el intervalo [—2, 27]

257

257

-50

Figure 9: Comparacién de la funcién sin(z) con su aprox-
imacién numérica por el sinc(x).

I |
5 \/\\10
08T

Figure 10: Comparacién del sinz con su aproximacion

numérica, tomando x=—2m, _T?’“, -, 5,0,5,m, 37“, 2

Problema 111 Calcular el polinomio trigonométrico
tomando N = 2, que interpola a la funcion f(x) = ||
en el intervalo [—m, .



Solucioén:

| = —x st <z<
- z st 0<z<mw

La interpolacién por polinomios trigonométricos tiene
la forma:

2
fl@)~ ) ee™,
k=2
donde los coeficientes se calculan a partir de la siguiente
expresion:

- flz)e*®de _ ffﬂ|:c|eikmdx
27 - 2

Cp =

_ro

Pk “ ikx
T re da: ‘0 ze d:l:
2w 2w

Los valores de estos coeficientes son:

CQZC_QZO
— _ =2
a=ca==
—_ =
CO—E

Sustituimos en el sumatorio que aproxima a la funcién
y obtenemos:

~ —2 —ix o 2 dx
fl@)~ =2e™ + 5 — 2% =

= %W—ACOSI
™

El resultado de la aproximacién es, por tanto,

7 1
flz) = gT— —cosz
_ Lagréfica 77 compara f(z) = |x| con su aproximacién
f(z) para N =2 en el intervalo [—m,7].
k4

3757

25T

1257

-2.5 -1.25 0 125 25

X

Polinomio trigonométrico (N = 2, [—m, 7))

En la grafica 77 se realiza la misma comparacién
tomando 20 muestras en el intervalo [—m, 7.

40

||

3757

1257

-2.5 -1.25 0 125 25

X

Polinomio trigonométrico (N = 10, [—m, 7))

Problema 112 Calcular la
cuadrdtica lineal de la tabla

aprorimacion  minimo

Tq Yi

W = O
N O = O

Solucién: Aplicando las férmulas para calcular los coe-
ficientes de la recta que méds se aproxima a estos puntos,
obtenemos:

N N N
a = NI miyi—d s, Zy‘,;)l Yi _

NYX, x?‘(Zﬁ:l x')_

_ A046)—(4243)(142) _ 1

T 4(1422432)—(142+43)% T 2

_ S YN vy wy ;f\;l z;

(1+22432) 1+2)—(1+6) (14+243)

= 4(1+22132)—(1+243)7 =0
_ 1
P(z)=azx+b= 5T
y 27 ©

15T
s .

05T
0 Il & Il |

0 1 2 3 4

Figure 11: Aproximacién minimo cuadritica



