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INTRODUCCION.

El presente documento es un texto de referencia bésico so-
bre los contenidos de la disciplina Anélisis Numérico en
el contexto curricular de una Ingenieria en Informédtica.
Aunque el texto cubre los contenidos minimos necesarios,
resultard de gran interés para los alumnos complementar
la informacién aqui suministrada con los textos de referen-
cia bdsicos mencionados en la bibliografia. Muchas de las
demostraciones de los resultados presentados se encuen-
tran en este texto, en los casos en que las demostraciones
no se incluyen, se suministra el libro y la pagina donde
se encuentra tal demostracién, para que el alumno intere-
sado pueda estudiarla por su cuenta. En general, todos los
temas presentados aparecen bien desarrollados en los libros
de texto cldsicos mencionados en la bibliografia. La tnica
excepcion es el tema de aritméticas de precisién finita, que
se ha desarrollado en este texto con algo mds de detalle, y
con un enfoque algo mas moderno, que en los libros clési-
cos, por considerar, que en el contexto de una ingenieria
de informatica, este tema es de especial relevancia.

El lenguaje de programacién que se utilizard es el for-
tran. Se ha elegido este lenguaje por ser la plataforma
donde se han desarrollado habitualmente los grandes pro-
gramas de cdlculo numérico, y por estar especialmente
orientado al célculo cientifico. En el texto se va intro-
duciendo este lenguaje de programacién a través de progra-
mas ejemplos. Estos programas ejemplos se encuentran a
disposicién de los alumnos en el directorio de la asignatura
Jusers/asignaturas/ii-an de la maquina serdis. dis.ulpge.es
También se encuentra a disposicién de los alumnos el
fichero an.h, donde se encuentran todas las subrutinas
definidas en estos programas ejemplos.

En el texto se proponen unas précticas de laboratorio
para realizar a lo largo de la asignatura. Para estable-
cer el orden de imparticién de los contenidos presentes en
este documento se ha utilizado como criterio preferente,
la coordinacién entre el programa de précticas y el pro-
grama tedrico de la asignatura. De tal forma que con un
desarrollo normal de la docencia, los contenidos tedricos

o

sean presentados con antelacién al desarrollo de las préc-
ticas, comenzando las préacticas de laboratorio a partir de
la segunda semana de clase.

Para el buen seguimiento de la asignatura, resulta de
gran interés, tener cierta soltura en el manejo de los con-
ceptos elementales del andlisis matemadtico, dlgebra, y en
la programacién de algoritmos.

La materia expuesta en esta documentacién, estd pro-
gramada para ser impartida en un cuatrimestre a razén
de 3 horas/semana en el aula y 2 horas/semana en el
laboratorio informético, lo que hace un total de aprox-
imadamente 45 horas en aula (3 créditos tedricos) y 30
horas de laboratorio (2 créditos prédcticos). Dado el es-
caso tiempo disponible se han eliminado algunos temas
clasicos de un curso completo anual de Anélisis Numérico
como son las ecuaciones diferenciales ordinarias y las ecua-
ciones en derivadas parciales. Normalmente, dichos temas
se veran en detalle en asignaturas posteriores. Ademsds, en
lugar de presentar de forma exhaustiva todos los métodos
numéricos que se pueden encontrar en los libros de Anélisis
Numérico clésicos, se ha optado por reducir los contenidos
e impartir una seleccién de los métodos numéricos mas
representativos.

ARITMETICAS DE PRECISION FINITA Y
FUENTES DE ERRORES NUMERICOS.

Aritmeéticas de precisién finita.

Un ndmero entero z se representa en el ordenador a través
de un numero fijo de bits (16 bits habitualmente), donde
uno de los bits se utiliza para determinar el signo, y los
restantes para expresar el valor absoluto del nimero, de
tal manera que la secuencia de bits

donde a; = 0 o a; = 1 representa el valor absoluto del
nimero

|z |= a1 + a2+ az2? + ...+ a, 2" "

de tal manera que utilizando 16 bits el mayor niimero en-
tero que podemos representar es

142422 4+..... 42 =215_1=32767

es decir, que los nimero enteros que podemos expresar con
una aritmética de 16 bits van desde —32767 hasta 32767.

Para representar un nimero real y en el ordenador
nos basaremos en el siguiente resultado



Teorema 1 un numero real positivo y se puede expresar
como
L a
_ 0e _n
y=2 om
n=1
donde e es un nimero entero, a; = 1, y paran > 1, a, =0
6a, =1.

Demostraciéon. Dado un nimero real positivo y,
existe un entero e tal que 2°7! < y < 2°, y por tanto
271 < ¢y27¢ < 1. Por otro lado si definimos las sucesiones
S, v a, de la siguiente forma: S; = a; = 271, y para
n>1

a, =0 si S,_1+ 2% > y2—°
an, =1 si Sp_1+ 2% <y2—°

S, = zn: ‘2”“
k=1

entonces es claro que | S, —y27¢ |< 3=, y por tanto S, —
y27¢ lo que concluye la demostracién del teorema.

2|

Ejemplo 1 Consideremos y = 10.125, podemos expresar
este nimero como:

1 1 1
10.125 =24z + = + =
(2 + 23 + 27)
es decire =4, a1 = a3 = a7 =1, y el resto de los a,, es 0.
En este caso el nimero de elementos a,, distintos de 0 es
un nimero finito, en general ello no ocurre ast.

Evidentemente cualquier nimero que tenga un
nimero finito de elementos a,, distintos de 0 es un nimero
racional y por tanto los nimeros irracionales se represen-
tardn siempre con un numero infinito de elementos a, no
nulos. Sin embargo, como muestra el siguiente problema,
existen ademds otros muchos nimeros ademds de los ir-
racionales, que no se pueden representar con un nimero
finito de elementos a,, no-nulos.

Problema 1 (2 puntos) Demostrar que al representar
el nimero real 0.1 como

> a
0.1=2° —
2n

n=1

el nimero de elementos no-nulos a,, es infinito.

Problema 2 (2 puntos) Representar el niimero 0.0
703125 como

0.0703125 = 2° ;—Z

n=1

Para definir una aritmética de precisiéon finita de
ndmero reales, lo que se hace habitualmente es discretizar
la férmula de representacién anterior, tomando un mimero
finito de valores posibles a; y tomando un nimero finito
de valores para la exponencial e. Como puede observarse,
cada valor a; viene representado por un bit, ademds puesto
que el valor a; es siempre igual a 1, no es necesario alma-
cenar su valor en memoria al guardar un ndmero real.

Por tanto, en una aritmética de precisién finita los
nidmeros reales distintos de cero se representan como

¢
j==2%" ;—Z
n=1

donde e varia entre dos valores limites ein < € < €mpax. Al
valor ¢ se le llama precisién de la aritmética. A la secuencia
a1a2as......a;, (donde a; = 0,1) se le denomina mantisa.
Hay que hacer notar aqui, que dado que hemos impuesto
siempre que a; = 1, el nimero 0 debemos anadirlo a la
aritmética, dado que 0 no se puede representar de la forma
anterior.

Problema 3 (1 punto) Calcular los valores positivos
minimo y mdximo que puede tomar un niumero real en
una aritmética de precision finita en funcion de t, enin y

€max-

Problema 4 (2 puntos) Calcular todos los numeros
reales que se pueden construir tomando b bits de la forma
siguiente: 1 bit para el signo, 2 bits para la mantisa (es

decir t = 3, puesto que a; = 1 sdlo se almacenan as
y as, y 2 bits para el exponente e, tomando como rango
de e = —1,0,1,2. Representar dichos nimeros sobre una
recta.

Es importante resaltar que los nimeros reales en una
aritmética de precisién finita, no estdn equiespaciados, es
decir los niimeros estdn més cercanos entre si cerca de 0,
y mds alejados al alejarnos de 0.

En 1985, la sociedad I.LE.E.E. present6é una serie de
especificaciones standard para la definicién de una arit-
mética de precision finita para los nimeros reales. En este
trabajo se codifica un nimero real en simple precisién uti-
lizando 32 bits de memoria, de los cuales 23 bits se utilizan
para la mantisa (es decir t = 24 puesto que a; = 1 no se
almacena), 1 bit se utiliza para el signo, y 8 bits se uti-
lizan para el exponente e, lo cual da un rango de 28 = 256
valores posibles para el exponente e. En este caso se toma
emin = —125 y emax = 128. Como puede observarse el
nimero total de exponentes posibles es 254, dos menos
que los 256 posibles, ello se hace asi, porque se reservan
dos posiciones de memoria para tratar las denominadas
excepciones como se verd més adelante.



Por tanto el valor mdximo que puede tomar un
nimero real en esta aritmética es

21
ﬂma.x = 2128 Z 2_n =3.4x 1038
n=1
y el valor mfnimo positivo es

1
Umin = 2—1255 =1.18 x 10738

Ademass el nimero de combinaciones posibles que puede
tener la mantisa es del orden de 224 = 1. 68 x 107. Es decir
que la aritmética tiene una precisién de 7 digitos.

También se define en este trabajo de [.LE.E.E. un stan-
dard para una aritmética en doble precisién. En este caso,
se utilizan 64 bits para almacenar el nimero real, de los
cuales 52 bits se utilizan para la mantisa (t = 53), 1 bit
para el signo, y 11 bits para el exponente, lo que da lugar
a 2! = 2048 posibilidades de eleccién de exponente e. En
este caso se toma ey, = —1021 y epa = 1024.

Por tanto el valor méaximo que puede tomar un
numero real en esta aritmética es

53
1
Tmas =219 ) 7 o = 1.78 x 107

n=1

y el valor minimo positivo es
~ 1
Ymin = 2_10215 =2.23 x 10_308

Ademass el nimero de combinaciones posibles que puede
tener la mantisa es del orden de 2°3 = 9.0 x 10'5. Es decir
que la aritmética tiene una precisién de 15 digitos.

Evidentemente estos standards no se siguen al pie
de la letra por los diferentes fabricantes de ordenadores,
asi pues, aunque existe bastante homogeneidad en este
sentido, los valores pueden cambiar ligeramente de una
mdquina a otra. Por otro lado, aunque en la mayoria de
los ordenadores actuales la base de representacién de los
nimeros es 2, todavia pueden encontrarse algunos sistemas
donde la base es 10 6 16. Nosotros no entraremos aqui a
estudiar este tipo de bases, simplemente decir que el es-
tudio es bédsicamente el mismo, adaptdndolo a la base de
representacion.

Tratamiento de las excepciones en el Standard de
IEEE.

Denominaremos excepciones a las expresiones que no
se pueden expresar en una aritmética usual, como son el
0, el infinito, operaciones no vélidas como /—1, etc. Es-
tas excepciones son tratadas en el standard de IEEE de la
siguiente forma: dentro de las posiciones de memoria ded-
icadas al exponente e de un nimero se reservan dos que
corresponden a €n,in — 1 ¥ emax + 1 que se utilizan para
trabajar con con las excepciones. La regla que se utiliza
es la siguiente:

1. Si el valor de una variable y tiene por exponente
emax + 1 y todos los coeficientes de la mantisa valen
0, entonces y se considera infinito. Por ejemplo 1/0
debe dar infinito.

2. Si el valor de una variable y tiene por exponente
emax + 1 y algun coeficiente de la mantisa es distinto
de 0, entonces y se considera que no es un nimero
(NaN (Not a Number)). Por ejemplo /—1 debe dar
NaN.

3. Si el valor de una variable y tiene por exponente
emin — 1 y todos los coeficientes de la mantisa valen 0,
entonces y se considera igual a 0.

4. Siel valor de una variable y tiene por exponente e, —
1 y algun coeficiente de la mantisa es distinto de 0, y
se considera que no estd normalizado (es decir a; = 0)
y el valor de y seria

1
_ 26min—1 Gn
y= § . on
n=

Programa 1 Programa en fortran 77 para calcular el
numero positivo mas pequenio de una aritmética. FEl pro-
grama devuelve un entero M tal que 2= es el numero
real positivo mds pequeno.

A=1.
M=0
1 A=A/

IF(A.GT.0) THEN
M=M+1
GOTO 1

ENDIF

PRINT *,M

END

Nota En fortran 77 no es necesario declarar las variables.
Por defecto, las variables cuyo nombre empieza por las
letras

I,J,K,L,M,N

son variables enteras, y el resto son variables reales. Las
cinco primeras columnas de cada linea de un programa
fortran 77 estdn reservadas para escribir un nimero de
etiqueta.

La columna 6 estd reservada para indicar si una linea
es continuacién de la anterior (en este caso basta con es-
cribir un carécter en la columna 6.)

Un * 0 una C en la primera columna indica que la
linea es de comentario.

En el fortran 77 standard no existe la instruccién
WHILE. Sin embargo, como se muestra en el pro-
grama anterior se puede simular facilmente un while con

un GOTO.



Los operadores de comparacién en fortran 77 son:
.GT.,.GE.,.EQ.,.NE., .LT. y .LT. Los operadores l6gicos
son .AND.y .OR.

Programa 2 Programa en fortran 77 para calcular el
numero positivo mds grande de una aritmética. El pro-
grama devuelve un entero M tal que 2 es el nimero real
positivo mads grande.

A=1.

B=1.

M=0

1 B=2.*4

IF(B.GT.A) THEN
A=B
M=M+1

GOTO 1

ENDIF

PRINT *M

END

Problema 5 (2 puntos) Dada una aritmética de pre-
cision finita cualquiera, calcular la distancia que hay entre
el nimero 1 y su inmediato superior (es decir el nimero
que va después de 1), y la distancia entre el nimero 1, y
su inmediato inferior.

Vamos a denotar por A, al conjunto de valores reales
a los que da lugar una aritmética de precisién finita, es

decir .
A= {ﬂe %} u {0}

n=1
Dado un mimero real cualquiera y al representarlo en una
aritmética de precisién finita se produce un error de re-
dondeo, denotaremos por y € A al nimero real que mejor
aproxima a y dentro de A.

Definicién 1 Dada una aritmética de precision finita, se
define la unidad de redondeo u, como

uw=2""¢

Por ejemplo si t = 24 (reales en simple precisién) u =
2724 = 5.97 x 1078, y en doble precisién (t = 53), u =
2753 — 1.1 x 1016,

Programa 3 Programa en fortran 77 para calcular la
unidad de redondeo de una aritmética. FEl programa de-
vuelve un entero M tal que u = 2=

A=1.
M=1
1 A=A*2
IF((1.+1./A).GT.1) THEN
M=M+1

GOTO 1
ENDIF
PRINT *M
END

Practica 1 (Aritméticas finitas, 2 horas).

La linea de comando para la compilacién de un programa
en fortran 77 tiene la forma:

> f77 progl.f —o progl

donde se compila el programa progl.f y se genera el eje-
cutable progl

Para compilar un programa en fortran, necesitamos
una mdquina que tenga instalado el compilador. Por
ejemplo la maquina serdis.dis.ulpgc.es tiene dicho compi-
lador. Para utilizar el compilador desde un entorno win-
dows, basta con conectarse a través de la utilidad ssh a
serdis.dis.ulpgc.es y trabajar directamente sobre la termi-
nal de conexién. Los ficheros se pueden editar y corregir
en entorno windows.

Compilar y ejecutar los programas 1,2 y 3 para com-
probar cual es el nimero positivo mds pequeno, el ma&s
grande, y la unidad de redondeo del ordenador en precisién
simple. Dichos programas se encuentran en el directorio
de la asignatura /users/asignaturas/ii-an de la maquina
serdis.dis.ulpgc.es

Si ponemos en la cabecera del programa la instruccién

IMPLICIT DOUBLE PRECISION(D)

cualquier variable cuyo nombre empiece por D serd un
nimero real en doble precisién. Hacer las modificaciones
pertinentes en los programas 1,2 y 3, para comprobar
cual es el nimero positivo mds pequeno, el mds grande,
y la unidad de redondeo del ordenador en doble precisién.
Ademsds hacer operaciones del tipo 1/0, 1/00, 00/0 00/00,
v/—1 e imprimir los resultados para ver como trata las
excepciones el FORTRAN en la arquitectura de los orde-
nadores del laboratorio.

Problema 6 (4 puntos) Se considera una aritmética de
16 bits donde se dedican 1 bit al signo, 9 bits a la mantisa
(t = 10) y 6 bits al exponente ( emin = —30 emax = 31).
FEscribir, si es posible, los siguientes niimeros en esta ar-
1tmética:

1. 2, y los nimeros mé&s cercanos a 2 por arriba y por
debajo.

2. El cero, el infinito y Na.

3. Los niimeros positivos més grande y mds pequeno de
la aritmética (teniendo en cuenta las excepciones)



©Ol=

2(5 — o)
Problema 7 (2
2(5+ 1 )
B+AyB—-A

puntos) Sean A =
B = 2 (% + 2% + 2—17) . Calcular

Problema 8 (2 puntos) Sean emin, €max, los valores
minimo y mdrimo del exponente e. Demostrar que si
emin < € < €max, entonces los nimeros:

t
a 1
9¢ -y
(n—l 2 2t>

pertenecen al conjunto A de nimeros reales generados por
la aritmética de precision finita.

A continuacién, mostraremos un resultado que indica
el error de redondeo méximo que se produce al aproximar
un nimero real cualquiera en una aritmética de precisién
finita.

Teorema 2 Sean Ymin , Ymax l0S valores positivos mds
grande y mds pequenio de una aritmética de precision finita.
Si un nimero real z verifica Ymin <| # |< Ymax entonces

|z—Z|<|z]u

Demostracién. un nimero real cualquiera z, que tomare-
mos positivo sin pérdida de generalidad, se puede expresar
como:

donde ag = 1 y en general a,, =0 o a, = 1, ademds para
un nimero natural ¢ cualquiera se tiene:

t ¢
Z n an 1
2n 2n 2t
n=1 n=1
ademds, por el problema anterior, el nimero que estd a

la derecha de la desigualdad también pertenece a la arit-
mética de precisién finita, y por tanto:

ahora bien, como ag = 1 se tiene que 2° < 2 | z
tanto

| y por

|z=Z|<|z]27 =]z |u

con lo que queda demostrado el teorema.

Problema 9 (2 puntos) Dado un nimero zZ =
2¢ Zn 1 5%, en una aritmética de precision finita. Cal-
cular el nimero inmediatamente inferior a él en dicha ar-
itmética.

Un resultado importante para la comparacién de dos
nidmeros es el siguiente:

Teorema 3 Si 21,22 € A son distintos entonces

5 - B[z max{| )] % |y

Demostracién: Ejercicio

En muchos algoritmos, el test de parada incluye el
hecho de que dos variables estén préximas entre si. para
ello se fija un umbral o tolerancia TOL que por supuesto
serd mayor que la unidad de redondeo u y expresaremos
que las variables A y B estdn cercanas entre si con una
tolerancia T'OL si se cumple

|A—B|<max{|A|,|B|}TOL

este criterio es simétrico en el sentido de que trata de igual
modo los mimeros A y B. También se puede utilizar un
criterio mds simple como

|A—B|<|A|TOL

pero en este caso le estamos dando una significacién espe-
cial a A con respecto a B.

Estos criterios de comparaciéon de nimeros funcionan
bien salvo cuando los nimeros A y B estdn muy proéximos
a 0. Por ejemplo si B = 0, los criterios anteriores quedan

| A|<| A|TOL

lo cual es imposible (Si TOL < 1) salvo que A también
sea (.Para evitar este comportamiento se puede anadir al
criterio un valor € > 0 de la siguiente forma:

| A= B|< (max{| A|,| B[} +¢)TOL

Programa 4 Programa en fortran 77 que determina si
dos wvariables A, B son iguales con una tolerancia TOL
(tomando el mdrimo de A, B), y se toma ¢ = 10710

READ *,A,B,TOL
IF(IGUAL(A,B,TOL).EQ.0) THEN
PRINT *,’A=B segun la tolerancia TOL’
STOP
ELSE
PRINT *,’A distinto de B segun la tolerancia
TOL’
STOP
ENDIF
END

FUNCTION IGUAL(A,B,TOL)
IF(ABS(A).GT.ABS(B)) THEN



IF(ABS(A-B).LE.(TOL*(ABS(A)+10.**(-
10.))) THEN
IGUAL=0
RETURN
ELSE
IGUAL=1
RETURN
ENDIF
ELSE
IF(ABS(A-B).LE.(TOL*(ABS(B)+10.**(-
10.))) THEN
IGUAL=0
RETURN
ELSE
IGUAL=1
RETURN
ENDIF
ENDIF
END

Asociado a cualquier aritmética de precisién finita
de numeros reales, existen 4 operaciones bdsicas que son
suma, resta, multiplicacién y divisién de nimeros reales
dentro de la aritmética. Nosotros no vamos a entrar en
este curso en como se pueden definir algoritmicamente es-
tas operaciones, solamente mencionar, que a menudo, para
minimizar el efecto de los redondeos en las operaciones,
antes de realizar la operacién se aumenta la precisién de
los mimeros reales (por ejemplo pasando de simple pre-
cisién a doble precisién) para a continuacién realizar la
operacién en una aritmética de mayor precisién, y final-
mente el resultado se redondea para pasarlo a la precisién
inicial.

Fuentes de errores numeéricos.

Dentro de las posibles fuentes de errores numeéricos,
destacaremos 3 tipos.

Errores de redondeo. Son los que se producen al "re-
dondear” un nimero real para poder expresarlo en una ar-
itmética de precisién finita. Como vimos en la seccién an-
terior este error esta controlado por la denominada unidad
de redondeo u = 2%, De tal forma que al tomar un nimero
real z, y aproximarlo en la aritmética por el z € A mads
préximo el error de redondeo tiene la expresién:

|z—Z|<|z]u

Errores de cambio de base. Este tipo de errores se
produce al realizar un cambio de base para representar un
nimero real. Como vimos en la seccién anterior, las ar-
itméticas standard de ordenador trabajan en base 2. Sin
embargo, los humanos pensamos y razonamos en términos
de nidmeros en base 10. Por ejemplo, nimeros tan naturales

para nosotros como 0.1 no pueden representarse de forma
exacta en una aritmética en base 2, ello quiere decir que
al representar 0.1 el ordenador va a producir un pequeno
redondeo, y este pequeno error de redondeo se puede ir pro-
pagando hasta producir errores apreciables. Por ejemplo,
parece razonable pensar que cuando sumamos 100 veces
el nimero 0.01 el resultado sea exactamente 1, sin em-
bargo ello no es asi, sin embargo si sumamos 128 = 27
veces el nimero 277, el resultado si es exactamente 1. Este
resultado se pone de manifiesto en el siguiente programa
fortran:

Programa 5 Programa en fortran 77 para determinar la
diferencia entre trabajar en base 10 y trabajar en base 2.

A=2%%(-7.)
B=0
C=0.01
D=0
DO 1 K=1,2%*7
B=B+A
1 CONTINUE
DO 2 K=1,100
D=D+C
2 CONTINUE
PRINT *,(1-B)*(10**10)
PRINT *,(1-D)*(10**10)
END

Ademads este programa permite identificar la base de
la aritmética con la que trabaja el ordenador.

Como conclusién de este apartado podemos sacar que
para ser méds precisos numéricamente cuando trabajamos
con nimeros mds pequenos que la unidad deberfamos pen-
sar en términos de 27™ en lugar de 10™™, que es como
solemos hacerlo.

Errores por Cancelacién. Estos errores se producen al
restar nimeros de aproximadamente la misma magnitud.
Hay que tener en cuenta que al realizar operaciones sobre
una variable, los errores de redondeo se van acumulando
en la parte menos significativa del nimero (los decimales
maés pequerios) dejando relativamente intacta la parte méas
significativa del nimero que corresponde a los decimales
m3&s grandes, por ello al restar dos nimeros de magnitud
parecida se cancelan las partes significativas, quedando la
aportacién de los pequenos decimales que es donde més
error hay. Por ejemplo en el programa fortran anterior, se
ha utilizado este fenémeno de cancelaciéon para poner de
manifiesto la diferencia entre trabajar con bases distintas.
En los algoritmos, muchas veces se intenta evitar la posi-
bilidad de restar 2 nimeros que pudieran ser de magnitud
parecida. Por ejemplo en la conocida férmula del cdlculo
de raices de un polinomio de grado 2, az? + bz +c¢ = 0

(con a # 0)
b Vb2 dac
N 2a

T



una forma de evitar la cancelacién que se produce cuando
b = /b2 — 4ac es calculando primero la raiz de mayor valor
absoluto, es decir

~ — (b+ sign(b)vb? — dac)

= 2a

y calculando después la segunda raiz zo utilizando la
relacién z1zz = £.

Por lo tanto, en los algoritmos, se deberd evitar en la
medida de lo posible, la resta de variables que tengan una
magnitud cercana.

Problema 10 (1 punto) Calcular las raices del poli-
nomio P(z) = z% — 2z + 0.01 evitando los errores de
cancelacion.

Problema 11 (8 puntos) Escribir el cédigo en fortran
77 para implementar el cilculo de las raices de ax? + b +
¢ = 0 evitando los errores de cancelacion y teniendo en
cuenta las diferentes opciones que aparecen cuando a # 0
ya=0.

CALCULO DE LOS CEROS DE UNA
FUNCION

En esta seccién vamos a estudiar algunos métodos para
calcular los ceros de una funcién de una variable, esto es
los valores x para los cuales f(z) =0.

Meétodo de la biseccidon.

Se considera un intervalo [a, b] donde la funcién f(z) cam-
bia de signo, es decir f(a) - f(b) < 0, el método consiste
en ir dividiendo el intervalo [a, b] por la mitad de la sigu-
iente forma: se toma el punto medio %"—b, Sif (%"—b) =0
yva hemos encontrado la raiz z = %"—b, en caso contrario,
Si f(%2) - f(b) < 0 entonces hacemos a = “E2 y volvemos
a subdividir el nuevo intervalo [a,b]. Si, por el contrario
f(a) - f(%E2) < 0 entonces hacemos b = 22 y volvemos
a empezar. Las sucesivas subdivisiones del intervalo [a, b]
van aproximando la raiz.

Problema 12 (2 puntos) Calcular 2 iteraciones del al-
goritmo de la biseccion para buscar un cero de la funcion
f(z) = 2% — 2 en el intervalo [—2,0]

Problema 13 (3 puntos) Escribir el cédigo en fortran
77 para itmplementar el método de la biseccion

Método de la Regula-falsi

Este método es una variacién del anterior en el sentido
siguiente: En lugar de tomar el punto medio aT*b del in-
tervalo, se considera el punto de intercepcién de la recta
que pasa por f(a) y f(b) y el eje z, es decir, en el razon-
amiento anterior, se sustituye el valor z,, = a—é@ por el
valor

T = a —

Problema 14 (2 puntos) Calcular 2 iteraciones del al-
goritmo de la requla-falsi para buscar un cero de la funcion
f(z) = 2? — 2 en el intervalo [0, 2]

Problema 15 (8 puntos) Escribir el cddigo en fortran
77 para implementar el método de la Regula-falsi

Método de Newton-Raphson

Este es sin duda uno de los métodos mds importantes y
ttiles para el cdlculo de raices. Dada una aproximacién
inicial de la raiz xg, se busca, a partir de xy una aproxi-
macién mejor x1 de la raiz de la siguiente forma: Se susti-
tuye la funcién f(z) por el valor de su desarrollo de Taylor
centrado en xq hasta el orden 1, es decir

f(@) & f(wo) + f'(x0) (2 — o)

que corresponde a un polinomio de grado 1, y a contin-
uacién se calcula x; como el cero de este polinomio, es

decir:
(o)
f'(wo)
y por tanto, de forma general, obtenemos, a partir de zg

una secuencia z,, de valores que van aproximando la raiz

definidos por
f(@n)

f'(zn)
A continuacion veremos una aplicacién de este método

para calcular la raiz cuadrada de un numero positivo A,

teniendo en cuenta que decir que z = /4, es equivalente
af(z)=a2—A=0

T =T —

Tp+l = T —

Programa 6 Programa en fortran 77 para calcular una
aprorimacion de la raiz cuadrada de un nimero positivo
A con una tolerancia TOL, y un nimero mdximo de it-
eraciones N max .

READ * A, TOL,Nmazx

IF(A.LE.0) THEN
PRINT *,’El numero A no es positivo’
STOP

ENDIF

X0=(1+A)/2.



DO 1 K=1,Nmax
X1=X0-(X0*X0-A)/(2.%¥X0)
IF(IGUAL(X0,X1,TOL).EQ.0) THEN

PRINT *’LA RAIZ DE A ES’, X0
STOP
ELSE
X0=X1
ENDIF
1 CONTINUE
PRINT *’No mdzimo de iterac. excedido’
END

El método de la Secante

Este método es una variante del método de Newton para
el caso en que no sea posible calcular la derivada de f(z)
de una forma analitica. En este caso se sustituye el valor
f/(zy) en el algoritmo, por el valor

fan) = f@n1)

Ty — Tp—1

que corresponde a una aproximacién de f'(z,). Para ini-
ciar el algoritmo son necesarios dos aproximaciones ini-
ciales 20 y 1.

Problema 16 (1 punto) Calcular una iteracion del
método de Newton-Raphson para calcular un cero de la
funcion f(z) = 23 — 3 partiendo de xo = 1.

Problema 17 (1 punto) Calcular una iteracion del
método de la secante para calcular un cero de la funcion
f(x) = 23 — 3 partiendo de xg =0, 1 =1

Problema 18 (3 puntos) Escribir un programa en for-
tran 77 que implemente el método de la Secante utilizando
reales de doble precision. Los datos de entrada son las
aprozimaciones iniciales 0, y x1, El nimero mdzimo de
iteraciones N max, y la tolerancia TOL para determinar
la igualdad de dos niumeros.

Meétodo de Muller.

Este método es de utilidad para calcular raices complejas
de funciones, como por ejemplo polinomios, es una gener-
alizacién del método de Newton-Raphson, en el sentido de
que en lugar de quedarnos con la parte lineal del desarrollo
de Taylor de la funcién, nos quedamos con los términos
hasta el orden 2 de tal forma que hacemos

fl/(mn—l)
2

(m—mn_l)Q

f@) ~ f(an1)+f (@n1)(@—n_1)+

donde x,,_1 es una aproximacién de una raiz compleja de
la funcién f(x). Para obtener una aproximacién ,, mejor
de la raiz de la raiz calculamos los ceros del polinomio de
segundo grado anterior, es decir

—f/(@n1) £\ (F(@n)? — 2f (En1) " (201)

o ot f//(mnfl)

de las dos posibles raices nos quedamos con aquella mé&s
cercana a x,_i. Dicha raiz serd la aproximacién z,, de la
raiz de f(x) en la etapa n. En el caso en que (2, 1) =0,
calculamos z,, por el método de Newton-Raphson. En el
caso en que no conozcamos analiticamente el valor de la
primera y segunda derivada de f(z), podemos utilizar las
siguientes aproximaciones:

Sl o) —[{wp_g) S(en_1)—S(en_2)
Tp—2—Tn_3 Tp_1—Tn_2

Tn—3—Tn—1

f/l(xn—l) ~ 2

fen—1) ~ SACTEND et A CHES) S (CCQ’"") (Tp—1 — Tp_2)

Tn—1—"Tn-2

como veremos posteriormente, la eleccién de las fér-
mulas anteriores equivale a aproximar f(x) por la pardbola
que pasa por los puntos (#ns, £ (En-3)) , (En—z, f(Tn2))
y (n-1, f(2n_1)), y calcular posteriormente las derivadas
de dicha parédbola.

Programa 7 Programa en fortran 77 donde se muestra
un ejemplo de manejo de numeros complejos.

IMPLICIT COMPLEX (C)
CX=(-1,0)

CY=CF(CX)

PRINT *,CY

END

FUNCTION CF(CX)
IMPLICIT COMPLEX(C)
CF=SQRT(CX)

END

Préactica 2 (El método de Muller, 4 horas)

Implementar el método de Muller. Crear un programa
en Fortran 77 que tenga como datos de entrada: los tres
primeros valores xg,z1,x2 de aproximacién de la raiz, el
Numero méximo de iteraciones N max, y la tolerancia
TOL, para determinar la igualdad entre dos nimeros. La
funcién a la que se le calculan los ceros se define en el pro-
pio cuerpo del programa. Utilizar el método para calcular
los posibles ceros de las siguientes funciones

1 f(z) =22 +1

2. f(z) = (22 + 1)z
3. flz)=e" —1

4 flx)=x—2



5. f(z)=1

Nota: Utilizar como tolerancia TOL = 0.0001 y N max =
100. Para el ejemplo 1 tomar como datos iniciales zq =
(3,0), z1 = (2,0) z9 = (1,0). Para el ejemplo 2 tomar
como datos iniciales zg = (3,0), 21 = (2,0), z2 = (1,0) y
xo = (1,0), 21 = (0.1,0), 22 = (0.01,0). Para el ejemplo 3
tomar como datos iniciales g = (3,0), z; = (2,0), 22 =
(1,0). Para el ejemplo 4 tomar como datos iniciales zg =
(3,0), z1 = (2,0), z2 = (1,0).Para el ejemplo 5 tomar
como datos iniciales zg = (3,0), ;1 = (2,0), z2 = (1,0)

Cailculo de las raices de un polinomio.

Los polinomios son un tipo particular de funciones que por
su gran utilidad requieren un anélisis algo mds en detalle.
Nos ocuparemos sélo de las raices reales de polinomios,
aunque también hay que indicar que existen algoritmos
verséatiles para el cdlculo de las raices complejas, como por
ejemplo el método de Muller visto anteriormente.

A menudo, los alumnos pueden tener la impresién de
que los algoritmos y técnicas que se aprenden en una asig-
natura como andlisis numérico les serdn de poca utilidad
en el futuro. Mi experiencia como docente en esta disci-
plina es que con frecuencia, una vez terminada la carrera y
en el desarrollo de la actividad profesional, aparecen prob-
lemas, que para su resolucién requieren el uso de alguna de
las técnicas presentadas en esta asignatura. El siguiente
ejemplo es una buena prueba de ello.

Ejemplo 2 Actualmente estan muy de moda los planes de
pensiones. Las entidades financieras venden a sus clientes
los planes de pensiones de la siguiente forma, por ejemplo,
st usted aporta durante 30 anos 100.000 pesetas todos los
anos, aportacion que se va incrementando cada ano en un
10%, es decir el 1 anio 100.000, el seqgundo ario 110.000 etc..
entonces le aseguramos que al final del ario 30 tendrd a su
disposicion la cantidad de 26.000.000 de pesetas. Ahora
bien, el dato mds importante para el futuro pensionista
(que a menudo oculta la entidad financiera) es el interés
nominal anual que se estd aplicando atio tras ano al dinero
depositado?. Si llamamos i al interés nominal anual que
se aplica al dinero, la ecuacion que debemos resolver para
obtener ¢ es

29
> (100.000) (1.1)" (1. 4 7)°~™ = 26.000.000
n=0
Ahora bien para calcular i, debemos calcular las raices del
polinomio en i dado por
29
P(i) =) (100.000) (1.1)" (L. +4)*~" — 26.000.000
n=0
el cdlculo de las raices de este polinomio nos lleva a
i = 4.487%. Este ejemplo muestra como un problema fi-
nanctero sencillo nos lleva a la necesidad de calcular los
ceros de un polinomio.

Algoritmo de Horner para evaluar un polinomio en un
punto

Dado un polinomio P(z) = a,a" + ap_12"" ' +
dicho polinomio se puede expresar tam-
bien de la forma siguiente: Pz) = a +
z (a1 + 2 (a2 + z(az + 2(cc.. + 2 (an_1+ zay))))) .

ademds, si queremos utilizar un método de célculo de
raices como el de Newton-Raphson, necesitamos evaluar
tanto el polinomio como su derivada. El siguiente re-
sultado muestra una forma rapida y sencilla de evaluar

simultdneamente un polinomio y su derivada

Teorema 4 (Método de Horner). Sea P(x) = a,a™ +
Qg™ L+ ap, St definimos by, como

b, = a,

by, = ap + bry1T0

entonces se verifica

P(zp) =bo
P'(20) = bpad 4 by 12 %+ e + by
Demostracién Sea el polinomio Q(z) = b,z ! +
bp_12" 2 4 ... + by. Veamos que se verifica
P(z) = (z — 20)Q(x) + bo
efectivamente, dado que ar = by — brt1%o, ¥ Gn = by

obtenemos la igualdad anterior teniendo en cuenta
(z — 20)Q(x) +bo =

box™ + (bn—l — bnxo)x” +..... =+ (b() — b1$0)

Por 1ltimo, obtenemos
Pl(z) = (z — 20)Q'(z) + Q(x)

de donde sale obviamente que P’'(zg) = Q(zp) B

Este teorema permite calcular el polinomio y su
derivada en un punto de forma muy sencilla, como muestra
el siguiente programa fortran.

Programa 8 El siguiente programa en fortran 77 calcula
la evaluacion de un polinomio y su derivada en un punto
X, almacenandolos en las variables PX y PPX.

PARAMETER(NMAX=1000)
DIMENSION A(0:NMAX)
COMMON/POL/PX,PPX
PRINT *,’Escribir Grado del Polinomio’
READ * N
IF(N.GT.NMAX) THEN

PRINT *, "Grado Superior al Maximo’
STOP
ENDIF



PRINT *,’EscriBir Coef. Polin.’
DO 1 K=0,N

1 READ *A(K)
PRINT *,’Escribir valor de X’
READ * X
CALL HORNER(N,A,X)
PRINT *’'P(X)=",PX
PRINT *’P (X)= ",PPX
END

SUBROUTINE HORNER(N,A,X)
DIMENSION A(0:*)
COMMON/POL/PX,PPX
PX=A(N)

PPX=A(N)

DO 1 K=N-1,1,-1
PX=PX*X+A(K)
PPX=PPX*X+PX

1 CONTINUE

PX=PX*X+A(0)

END

Nota: La declaracién

PARAMETER(NMAX =1000)
permite definir constantes. La declaracién

DIMENSION A(0: NMAX)
define un vector A, de reales en precisiéon simple, de
tamano NMAX + 1, y numerados desde 0 hasta NMAX.
La declaracién

COMMON/POL/PX,PPX
define la zona de memoria denomina POL donde se en-
cuentran las variables globales PX, PPX. Para que una
subrutina pueda hacer uso de esas variables debe incluir
en su inicio la misma sentencia COMMON.

Otros resultados interesantes de utilidad para lo-
calizar en que zonas pueden estar las raices del polinomio
son:

Teorema 5 Sea un polinomio P(z) = ana™+a,—12" 1 +
...... ag con an, # 0, entonces las raices reales de P(x) estdn
en el intervalo

Maxg—o,..,n—1 | a |

| an |

—1-

1+

Max—0,.n—1 | Gk I}
| an |

maxg—0,.. n—1|ak|

Demostracién Veamos que si |z| > 1+
entonces |P(z)| > 0. Efectivamente,

n—1
> | — b=
PE 2 el e ol Yl

" o) 222
= a T — max a

" k=0, 1 P T[] ©
> Jap||z|" — max |ag] 2" =
= " k=0, 1! P |z — 1

™ (lan| (Jz] = 1) — o
[ anl (2] = 1) = maxemon 1 laxl)
o] 1

Teorema 6 Sea un polinomio P(z) = ap,a™+a, 12" 1+
...... ag, entonces el numero de raices positivas es igual al
nimero de cambios de signos en los coeficientes a,......aq
(saltando los posibles coeficientes nulos), o bien ese mismo
ndmero menos un ndmero par.

Demostracién [Is-Ke] Pg. 126

Para la estimacion del nimero de raices reales nega-
tivas, se aplica el teorema anterior cambiando x por —x

Ejemplo 3 Sea P(z) = 3z* + 1023 — 102 — 3 los signos de
los coeficientes son: ++—— por tanto hay un unico cambio
de signo y por tanto hay una raiz positiva Si cambiamos x
por —x los signos de los coeficientes son + — +— por tanto
hay 8 cambios de signo, y por tanto hay 3 raices o 1 raiz
negativa. En este caso las raices son v =1,—1, -3, —%..

Problema 19 (1 punto) Calcular una iteracion del
método de Muller para calcular un cero de la funcion
f(z) = a3 — 3 partiendo de z9 = 1 (Calculando las
derivadas de la funcion de forma exacta) y queddndonos
con la raiz mds cercana a .

Problema 20 (2 puntos) Dado el polinomio P(x) =
243 + 322 4 42 + 5. Fwvaluar el polinomio y su derivada en
el punto x = 2, utilizando el algoritmo de Horner

Problema 21 (1 punto) Calcular el nimero maximo de
raices positivas y negativas del polinomio x®—3523 43022+
1242 — 120, y localizarlas en un intervalo.

Teorema 7 Entre dos raices de una funcion derivable
f(x) hay una raiz de f'(z)

Demostracién Teorema de Rolle

Teorema 8 La derivada k — ésima P*)(z) del polinomio

P(z) = apa™ + ap_1z™ 1+ ... ap es
! ap—1(n—1)! k!
Pk> = anTt n—k n—1 n—k-1, e

Demostracién Es inmediato, derivando sucesivamente el
polinomio P(x)

Los dos resultados anteriores permiten aislar las posi-
bles raices de P(z) de la forma siguiente: Si denotamos

n—1

o | Ak , o .
;ﬁﬁ%’ entonces las m raices distintas

por Pmax =



21 < T3 < ... < Ty de P(z) estdn intercaladas con las
rafces ¢} < ah < ... <al,_; de P'(z), es decir

—Prax <1 <2y <y <ah <<y, < @y < Pra

volviendo a aplicar este razonamiento sucesivamente sobre
P'(z), P"(x),... para intercalar los ceros de una derivada
con los ceros de la siguiente, podemos deducir el sigu-
iente algoritmo para aislar todas las raices de un Polinomio
P(z):

1. Se parte del intervalo [—Prax, Prmax)

2. Se calcula la raiz x?_n del Polinomio P™ Y (zx) (que
es un polinomio de grado 1)

3. Parak=n—2,..1

Se calculan las raices de P*(x) en los intervalos

k+1 k+1 k+1
P < 2t < B o < akt)

<P max

Al final del procedimiento habremos aislado comple-
tamente a las raices de P(z). Este procedimiento se puede
utilizar para grados relativamente pequeiio (n < 30),
puesto que su utilizacién requiere el cdlculo de factori-
ales que se dispara rdpidamente, por ejemplo 30! = 2.
6 x 1032. Existen métodos mejores para el célculo de raices
de polinomios, pero que utilizan técnicas mas complejas.
El método presente en el siguiente programa, que combina
el aislamiento de las raices del polinomio a través de los
ceros de sus derivadas con el método de Newton-Raphson
funciona razonablemente bien para grados de polinomios
pequenos, en el caso de raices multiples los resultados acu-
mulan mayores errores de redondeo debido a que tanto el
polinomio como su derivada son cero en el mismo punto.

Ejemplo 4 Consideremos el polinomio P(x) =
xt — 23 — T2? + 2 + 6.que tiene por raices x = 1,3, —1,—2
Para este polinomio tenemos que Ppax = 15,por tanto las
raices estdn en el intervalo [—15,15]. Por otro lado su

grifica es:

y 100T

BT

-2.5 -1.25 0

X

Polinomio P(x) = = -T2+ 2+ 6

la derivada de este polinomio es P'(z) = 4a3 — 322 —

14z + 1,cuyas raices son x = —1.574,7.05 x 1072, 2.253

[

y cuya grifica es

y 100T

BT

50T

257

t t
-25 -1.25 0 1.25 25

Polinomio P'(z) = 42® — 322 — 14z + 1
la derivada segunda de este polinomio es P'(x) =

1222 — 62 — 14,cuyas raices son x = —0.858,1.358 y cuya
grifica es
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Polinomio P"(z) = 1222 — 6z — 14
la derivada tercera de este polinomio es P"'(x) = 24x — 6,
cuya raiz es © = 0.25, y cuya grifica es
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Polinomio P (x) = 24x — 6

El método funcionaria de la siguiente forma: primero
calculamos el cero de P”(z), es decir = 0.25, por tanto
los ceros de P”(z) estarian en los intervalos [—15,0.25]
y [0.25,15]. Puesto que hay cambio de signo de P"(z)
en cada uno de estos intervalos buscamos las raices de
P’(z) en esos intervalos, utilizando cualquier método
numérico de los vistos anterioremente, por ejemplo el
método de la regula-falsi, obteniendo —0.858 para el in-
tervalo [—15,0.25] y 1. 358 para el intervalo [0.25, 15]. Por



tanto las posibles raices de P’(z) estardn en los interva-
los [—15,—0.858], [—0.858,1.358] y [1.358,15]. Buscamos
ahora las raices de P"/(x) es esos intervalos obteniendo
x = —1.574,7.05 x 1072,2.253. Por tanto los posibles
ceros de P(z) estardn en los intervalos [—15,—1.574],
[—1.574,7.05 x 1072], [7.05 x 1072,2.253] y [2.253,15].
Buscamos finalmente las raices de P(z) en cada un de esos
intervalos y obtenemos x = —2,—1,1, 3.

Problema 22 (2 puntos) Aislar en intervalos las raices
del polinomio P(x) = 2023 — 4522 + 30z — 1.

Programa 9 Programa en fortran 77 donde se imple-
menta la funcion ICEROPOL(A,R,TOL,N, Nmazx)
que devuelve las raices reales de un polinomio. Dicha
subrutina tiene como pardmetros un vector A() donde es-
tan los coeficientes del polinomio, un vector R() donde
se guardan las raices del polinomio una vez calculadas,
la tolerancia TOL con la que consideramos que dos
numeros son iguales, el grado del polinomio N, y el
numero mdximo de iteractones N max xx para el proceso
de Newton-Raphson. También se define la funcion auax-
iliar RP(N,A, X1, X2, TOL, Nmazx, R, L) que devuelve
la raiz del polinomio que se obtiene aplicando el método
de Newton-Raphson tomando como wvalor inicial el punto

medio del intervalo [ X1, X2].

PARAMETER(NMAX=30)
DIMENSION A(0:NMAX),R(0:NMAX-1)
COMMON/POL/PX,PPX
PRINT *,’Escribir Grado del Polinomio’
READ * N
IF(N.GT.NMAX) THEN
PRINT *, "Grado Superior al Maximo’
STOP
ENDIF
PRINT *,’Escribir Coef. Polin.’
DO 1 K=0,N
1 READ *A(K)
PRINT *, ’Escribir Tolerancia’
READ * TOL
PRINT *, ’Escribir No. iter. Mazx. para Newton-
Raphson’
READ * Nmazz
M=ICEROPOL(A,R,TOL,N,Nmazxx)
PRINT *’El Pol. tiene’,M,’ raices’
DO 9 K=0,M-1
9 PRINT *R(K)
END

FUNCTION ICEROPOL(A,R, TOL,N,Nmazz)

PARAMETER(NMAX=30)

DIMENSION — A(0:%),
AP(0:NMAX), PI(0:NMAX+1)

R(0:*),  F(0:NMAX),

COMMON/POL/PX,PPX
*HF% Caleulo de los factoriales
F(0)=1.
DO 2 K=1,N
2 F(K)=F(K-1)*K
*** Calculo intervalo inicial
PMAX=ABS(A(0))
DO 3 K=1,N-1
IF(PMAX.LT.ABS(A(K)) THEN
PMAX=ABS(A(K)
ENDIF
3 CONTINUE
PMAX=PMAX/ABS(A(N))+1.
PI(0)=-PMAX
PI(1)=—(A(N-1)*F(N-1))/(A(N) *F(N))
DO 10 K=2,N
10 PI(2)=PMAX
**¥ Calculo de los coeficientes del
*** polinomio derivada
DO 7 K=2,N
7 PI(K)=PMAX
DO § K=N-2,0,-1
DO 5 L=0,N-K
AP(L)=A(L+K)*(F(K+L)/F(L))
5 CONTINUE
***CALCULAR LOS CEROS DE AP EN LOS INTER-
VALOS PI()
DO 6 L=1,N-K
PI(L)=RP(N-K,AP,PI(L-
1),PI(L), TOL,Nmagz,R,L-1)
6 CONTINUE
4 CONTINUE
*** Pasamos las raices al vector R()
M=0
DO 8 K=1,N
IF(R(K-1).EQ.0) THEN
R(M)=PI(K) M=M+1
ENDIF
8 CONTINUE
ICEROPOL=M
END

FUNCTION RP(N,A,X1,X2,TOL,Nmazxz,R,L)
DIMENSION A(0:*),R(0:*)
COMMON/POL/PX,PPX
R(L)=1.
IF (X1.EQ.X2) THEN
RP=X1
RETURN
ENDIF
RP=(X1+X2)/2.
DO 1 K=1,Nmazz
CALL HORNER(N,A,RP)
IF (PPX.EQ.0.) THEN
IF(PX.EQ.0.) THEN
R(L)=0.
RETURN



ELSE
RETURN
ELSE
RP1=RP-PX/PPX
IF(IGUAL(RP1,RP,TOL).EQ.0) THEN

ENDIF

RP=RPI1
R(L)=0.
RETURN
ELSE
RP=RPI1
ENDIF
ENDIF
1 CONTINUE

END

Problema 23 (2 puntos) Aislar en intervalos las raices
del polinomio P(x) = 2x3 + 32? — 122 + 1

INTERPOLACION DE FUNCIONES I

El problema general de la interpolacién de funciones es, a
partir del conocimiento del valor de una funcién (y even-
tualmente de sus derivadas) en un conjunto finito de pun-
tos, extrapolar el valor de la funcién fuera de ese conjunto
finito de puntos.

Interpolacién por polinomios de Lagrange.

Sea una funcién f(x) que conocemos en un conjunto finito
de valores {x;}i=0,. v . Es decir, sabemos que f(z;) = f;.
El polinomio interpolador de Lagrange Py (z) de f(z) en
los puntos {z;};=0,...n , es €l unico polinomio de grado
menor o igual que N tal que

Py () se puede expresar en término de los denomina-
dos polinomios base de Lagrange P*(z) definidos como:

PZ(;E) _ H%éz(x - xj)
Y, (z; — ;)

estos polinomios base tienen la propiedad fundamental
siguiente
; 1 si i=j
7 ) —
P(z;) { 0 si ij
por tanto el polinomio interpolador de Lagrange puede
expresarse como

Ejemplo 5 Consideremos una funcion f(z) = e* , vamos
a interpolarla en los puntos xg = 0, x1 = —1 y x5 = 1.
Para calcular Py(x) el polinomio interpolador de Lagrange
en estos puntos calculariamos los polinomios base:

PO(z) = (x—i—lz(la:—l)
Plz) = x(a:2— 1)
P ):x(at;—l)

stendo el polinomio interpolador:

ot -1 o1 et

Py(z)=¢e = e 5 +e 5

en la siguiente figura comparamos la grifica del polinomio

Py(z) (trazo continuo), con la grifica de la funcion e®
(trazo discontinuo)

-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Problema 24 (2 puntos) Calcular el polinomio inter-
polador de Lagrange Ps(x) de la funcion f(z) = sen(z) en

los puntos 0,5, m y 37”

Teorema 9 El polinomio interpolador de Lagrange es el
1inico polinomio de grado igual o inferior a N tal que

PN(LEZ) :f(iljl) VZZO,,N

Demostracion Sea P(x) un polinomio de grado inferior o
igual a N que verifique P(z;) = f(z;) Vi =0,..,N, En-
tonces el polinomio Q(x) = P(x) — Py (z) es un polinomio
de grado inferior o igual a N que verifica Q(z;) = 0 y por
tanto posee N + 1 raices, lo cual es imposible salvo que
Q(z) sea identicamente igual a cero. Por tanto Q(z) =0
y P(z) = Py(z).



Error de interpolaciéon de Lagrange y polinomios
de Chebychev.

Evidentemente, al aproximar f(z) por el polinomio inter-
polador Py (z) en un intervalo [a, b] se comete en general
un error de interpolacién que viene determinado por el
siguiente teorema

Teorema 10 Sea f(x) una funcién, y Py(z) su polinomio
interpolador de Lagrange en los puntos {z; }i=o...n C [a,b]
y x € [a,b], entonces

VD

(@) = Pr(@) = Gy Mot = )

donde & es un valor intermedio perteneciente a [a,b].

Demostracién Si x = z; el error de interpolacién es cero
y por tanto la férmula anterior es vdlida. Consideremos
ahora z distinto a los z; y definamos

w(t) = Lyt —)
f(z) - Pn(2)
w(z)

¢(t) = [f(t) = Pn(t) — Aw(t)

la funcién ¢(t) tiene al menos n + 1 ceros en los puntos
x; y en el punto x. Por tanto su funcién derivada ¢'(t)
tiene al menos n ceros repartidos entre los ceros de ¢(t).
Ansglogamente ¢” (t) tiene al menos n— 1 ceros y asf sucesi-
vamente hasta llegar a (/)N 'H(t) que tiene al menos 1 cero.
Si llamamos £ a dicho cero, obtenemos

PNHE) = V() — AN +1)

de donde despejando y sustituyendo A por su valor obten-
emos el resultado del Teorema. W

Problema 25 (2 puntos) Interpolar la funcién f(z) =
x213-1 en los puntos xo = —2, ;1 = —1, 2o = 1, z3 = 2
utilizando las diferencias de Newton y evaluar el polinomio
en x = 0 utilizando el algoritmo de Horner.

Problema 26 (2 puntos) Calcular la expresién del er-
ror interpolacion al aprozimar la funcién f(x) = sen(x)
en el intervalo [0, 27] interpolando en los puntos 0, Z 3n

™, 5 -
y acotarlo superiormente.

IR

La cuestién que vamos a abordar en este apartado es,
en el caso en que queramos interpolar una funcién en un
intervalo [a, b], ¥ que nosotros podamos elegir los valores de
interpolacion z;, como elegirlos de tal forma que el error de
interpolacién sea minimo. Para ello, elegiremos los puntos
z; tales que IIY j(z — z;) sea lo mds pequefio posible en
[a,b].

Teorema 11 Sea N > 0., y un intervalo [a,b] Se consid-
eran los puntos x; dados por

b— 2%+ 1
xi:aJrTa <1+cos<2;\ft_27r>> i=0,.,N

entonces

s | (o —23) = ( v <

b—a N+1 1
z€[a,b >

< max_| Hj-vzo(ac —-z;) |
z€[a,b]

para cualquier otra eleccion posible de valores de interpo-

lacion x;.

Demostracién La demostracién para el intervalo [—1, 1]
se encuentra en [Ki-Ch] Pg. 292-294. La demostracién
para un intervalo cualquiera [a,b] se obtiene facilmente
transformando el intervalo [—1, 1] en [a, b]

Por tanto, utilizando este resultado el error de inter-
polacién méaximo viene determinado por:

MaXge|(q,b] fN+1>(§) <b — a) N+l
2

| 1(o) ~ Py(o) | < T

Ejemplo 6 Se considera [a,b] = [0,1]. y N =5 (es decir
6 puntos de interpolacién). Los puntos de interpolacion
dados por el teorema anterior son:

zg =.98296
x1 = .85353
ro = .62941
x3 =.37059
T4 =.14645

x5 = 1.7037 x 1072

Problema 27 (2 puntos) Calcular el error mdximo de
interpolacion en el intervalo [0,1] al interpolar la funcidn
cos(z) en los puntos descritos en el ejemplo anterior.

En el caso de que [a,b] = [—1,1], los valores éptimos
de interpolacion x; dados por la férmula anterior son las
raices de los denominados polinomios de Chebychev Ty (z)
construidos de la manera siguiente

T() (LE) =1
Ti(z) = =
TN(.Z) = 2$TN_1($) — TN_Q(x)

Método de diferencias de Newton para el cdlculo
del polinomio interpolador de Lagrange.

Numéricamenta, el cdlculo de Py (x) a través de los poli-
nomios base, necesita de la evaluacién de N +1 polinomios
de grado N. Ademads, si queremos anadir un nuevo punto



de interpolacién, debemos cambiar todos los polinomios
base de Lagrange. Un método més directo para el célculo
de Py (z) es el denominado método de diferencias de New-
ton. El método consiste en ir calculando progresivamente
los polinomios Pj(x) que interpolan a la funcién en los
puntos xg, ..., T de la siguiente forma:

P()(I) = agn

Pi(z) = Py(z)+ai(x— o)

Py(x) Py(z) + ag(x — x0)(x — 1)

Py(z) = Py-1(z)+an(z—z)(x—21)...(r —2xN_1)

a los coeficientes ay, los denotamos por

ap = f[x()a ,.’Ek]

x

Ejemplo 7 Vamos a interpolar la funcion f(x) = e en

los puntos xg =0, z1 =1, y z9 = 2..

P()(a?) =1
P(z) =1+ a1z

como Py(1) debe ser igual a e, despejando obtenemos
a1 =e—1
Por wltimo
Py(z) = Pi(z) + agx(z — 1)
como P5(2) debe ser igual a €2, despejando obtenemos

62 — P1(2)
2

gy =

por tanto el polinomio Ps(x) lo expresamos como

ez -2 +1

Pyz)=1+(e—1)z+ 5 xz(z—1)

Como veremos en el teorema siguiente los coeficientes
flzo,...,xr] que se denominan diferencias divididas de
Newton, verifican la siguientes propiedades:

flas] = f(zy)
flei, zipa] = M
Tit1l — T4

fligts - Tivk] — Fl@iy s Tigr—1
Titk — T4

flzi, o] =

Teorema 12 Si denotamos por ai, = flxq, .., )| entonces
el polinomio de interpolacion de Lagrange Py(x) viene
dado por

N
Py(z) = Zakﬂf;ol (z — ;)
k=0
donde los coeficientes f[x;, ..., xx] verifican

Fl@ist, o Tigr] — fl2i, 0 Tigr—1]
Titk — T4

flai, o wign] =

Demostracién En primer lugar, observamos que
flzi, ...y wiys] indica para cada Py(x), el coeficiente que
acompaiia a la potencia z* en el polinomio interpolador
Py(x) que interpola en los puntos z;, ..., ;1. Como el poli-
nomio interpolador es unico, f[x;,...,2; %] no depende del

orden en que tomemos los puntos z;, ..., Z;4 y por tanto:

consideremos ahora el polinomio interpolador Qx(x) que
interpola en los puntos w;g, ..., z;, es decir cambiando el
orden de los puntos. Q(z) se puede escribir como

Qk(x) = by + b1 (I — Ii-&-k) -+ bQ(I — ack_,_l)(x — xk+i—1) + ...
donde
bj = fl@ivks s Tivhjl

por la unicidad del polinomio interpolador obtenemos que
Pu(x) = Qu(x), y por tanto

de nuevo por la unicidad del polinomio interpolador los
coeficientes que acompafian a la potencia z*~! en ambos
polinomios coinciden, y por tanto:

E—1 k
ap—1 — Qg E Tity =brp—1 —br E Titj
i=0 i=1

por tanto despejando obtenemos

br—1 —ar—1
ap = —— "
LThdi — Ty

Finalmente obtenemos el resultado del teorema teniendo
en cuenta que

Fliy e, Tign1]
br—1 = flTipkor Tig1] = flTigroos Tigr]

ak—1

Ejemplo 8 Sea f(z) = e*, si interpolamos f(x) en los
puntos xg = 0, x1 = 1, zg = 2, xg = 3, obtenemos el



polinomio interpolador de la siguiente forma:

fl0,1] =¢e* —1
f[1,2] = e — ¢t
23] =¢ —é

2 _
f[(),LQ]:eQTeH
ed —2e% 4 el
f11,2,3 = —S——
ed—3e24+3e! — 1

1,2,3] =
710,1,2,3 ;

Por tanto el polinomio interpolador de Lagrange es:

2_2 1
P3(I):1+(efl)x+%x(xfl)+
3 .2 1
e’ —3e” + 3e 1;15(;15—1)(3@—2)

6

en la siguiente grdfica se muestra la diferencia e® — Ps(x)
en el intervalo [0, 3]

y 01+t
0.05 T

0 0.5 1 15 25 3

-0.05T

01T

-0.15T

02T

-0.25T

Problema 28 (2 puntos) Calcular el polinomio inter-
polador de Lagrange Ps(x) de la funcion f(x) = sen(z) en
los puntos 0, 5,7 y 37” utilizando las diferencias divididas

de Newton.

Problema 29 (3 puntos) Calcular el polinomio inter-
polador de Lagrange Ps(x) de la funcion f(xz) = 2% en
los puntos 0,1,3,4 utilizando las diferencias divididas de
Newton. FExpresar el polinomio tomando en primer lugar
zg =0,z =1, 20 =3 yxz3 = 4, y en sequndo lugar
zo=4, 21 =3, z9=1, yzs =0.

Problema 30 (8 puntos) Dada una funcion f(z), y una
secuencia de valores x,, aproximar f(zx) por la pardbola
que pasa por los puntos (a1, f(@n 1)) (Tn-2, F(@n 2))
Y (Xp—3, f(Tn_3)), calcular posteriormente las derivadas
del polinomio, y comprobar que coinciden con las formu-
las dadas en el método de Muller para el cdlculo de las
derivadas f"(zn—1) y f'(xn-1)-

Programa 10 Programa en fortran 77 donde se definen
las funciones IDIFNEWTON que a partir del vector X (0 :
N) de puntos de interpolacion, y el vector F(0 : N)
de wvalores de la funcion f(x) en los puntos de interpo-
lacion, devuelve el vector A(Q : N) de coeficientes de
diferencias divididas que definen el polinomio de Lagrange
( A(K) = flzo,21,.,2K| ), y la funcion EVDIFNEW-
TON(A,X,X0,N) que a partir de los coeficientes dados por
el vector A(0 : N) y el conjunto de puntos de interpo-
lacion, devuelve el valor de la evaluacion del polinomio de
Lagrange en el punto X0.

PARAMETER (Nmaxz=1000)
DIMENSION A(0:1000),F(0:1000),X(0:1000)
PRINT *’Introducir No. Ptos Interp.’
READ *,N
N=N-1
PRINT *,’Introducir Ptos Interpol.’
DO 1 K=0,N
! READ * X(K)
PRINT *’Introducir Valores de F()’
DO 2 K=0,N
2 READ *F(K)
IF(IDIFNEWTON(A,X,F,N).EQ.1) THEN
PRINT *,’Puntos de Interpolacion repetidos’

STOP
ENDIF
PRINT *,’Coef. Polinomio’
DO 3 K=0,N

3 PRINT *A(K)
PRINT *,’Test de Comprobacion’
DO 4 K=0,N

4 PRINT *X(K),F(K),EVDIFNEWTON(A,X,X(K),N)
END

FUNCTION IDIFNEWTON(A,X,F,N)
Parameter(Nmax=1000)
DIMENSION A(0:%),X(0:*),F(0:*),B(0:Nmaz)
DO 1 K=0,N
1 B(K)=F(K)
A(0)=F(0)
DO 2 K=1,N
DO 3 L=0,N-K
IF (X(K+L).EQ.X(L)) THEN
IDIFNEWTON=1
RETURN
ENDIF
B(L)=(B(L+1)-B(L))/(X(K+L)-X(L))
3 CONTINUE
A(K)=B(0)
2 CONTINUE
IDIFNEWTON=0
END

FUNCTION EVDIFNEWTON(A,X,X0,N)
DIMENSION A(0:%),X(0:%)
EVDIFNEWTON=A(N)



DO 1 K=N-1,0,-1
1 EVDIFNEWTON=EVDIFNEWTON*(X(-
X(K))+A(K)

END

Implementacién de funciones elementales.

Una vez definida una aritmética en precisién finita y las
4 operaciones bdsicas (suma, resta, multiplicacién, di-
visién), es necesario definir a partir de estas operaciones,
las funciones elementales que todos usamos, como son : la
rafz cuadrada +/z, las funciones trigonométricas: sen(z)
cos(z), tan(z), la funcién In(z), la funcién e* | la fun-
cion z¥, etc...Las técnicas elementales para definir estas
funciones son utilizar la interpolacién polinémica, los de-
sarrollos de Taylor y los algoritmos de bisqueda de ceros
(como vimos anteriormente para la 1/z)

Aproximacion de la exponencial e*.

Un nimero real z, siempre se puede expresar como & =
m + 2’ donde m es un ndmero entero y z’ € [0,1]. Dado
que
e’ =eme”

podemos descomponer el cédlculo de e® en el cédlculo, por
un lado de e™ donde al ser m un entero el cédlculo es in-
mediato a partir de multiplicaciones sucesivas de poten-
cias naturales de e 6 e~! (si m<0). Por tanto, podemos
concentrarnos en el calculo de ¢* para 2/ € [0,1]. Uti-
lizando como puntos de interpolacién los asociados a los
polinomios de Chebychev:

1 2i+1 .
xi§<1+COS <2N+27T>> 1=0,...

obtenemos que el error relativo verifica:

| e — P(a) | e 1\
; < =
er (N+1)128 \ 2

, N

para N = 6 el error relativo es menor que 6.6 x 1078, y
por tanto del mismo orden que la unidad de redondeo u en
una aritmética de 32 bits. Es decir que tomando un poli-
nomio de grado NV = 6, es decir 7 puntos de interpolacién,
obtenemos ya la mejor aproximacién posible de e” en el
intervalo [0, 1] en una aritmética de 32 bits.

Préctica 3 (Aproximacion de e*, 2 horas)

Crear una funcién en fortran 77 que devuelva el valor de
e” con z € [0, 1] utilizando el polinomio de Lagrange Ps(z)
que interpola a e” en los puntos:

1 2i+1 .
xi4§<1+cos< 11 7T>> 1=0,...,6

Comprobar que el polinomio esta bien construido, es decir
que Pg(x;) = e para todos los ;. Introducir por teclado
un valor z, y evaluar e imprimir Ps(x) y e®. Utilizar © =

0,1,0.5,2 y 3.

Nota: Utilizar las funciones de an.h IDIFNEWTON(.)
que calcula el polinomio interpolador a partir de los pun-
tos y valores de interpolacién y EVDIFNEWTON(.) que
evalua el polinomio interpolador en un punto.

Aproximacion de funciones trigonométricas

Utilizaremos como modelo las funciones f(z) = cos(z). y
f(z) = sen(zx). Puesto que estas funciones son 27 periédi-
cas y utilizando algunas relaciones trigonométricas es su-
ficiente, por ejemplo, definir las funciones cos(x) y sen(z)
en el intervalo [0,%], y a partir de algunas relaciones
trigonométricas definir las funciones para cualquier valor x
(en radianes). Efectivamente, denotemos por cos|o, x| (x),y
senjo, = (z) a las funciones trigonométricas definidas sobre
el intervalo [0, £]. Podemos definir entonces las siguientes
funciones

cosjo,z)(2) = { se;;S[—O](_]%(I—)x) Z ii %
senpo,z)(z) = { CO‘ZE:;?(%%]G)JU) zz i § %
cos[o, () { B C(C)Z[So[ogéff) ) Zz z § g
senjo, () = { seiijz]?;(x)m) zz ﬁ § g
cos,2x) () = { COSC[ZT]O(?EEI) x) Zz z § Z
SEN[0,27] (z) = { _sekae[zg(:]’zr]?gf)— x) ZZ i § i

El desarrollo en Serie de Taylor centrado en 0 del
cos(z) es:

LE2 .’E4 x2n

cos(z) mPy(z)=1.— =+ —+ ...+ (— )"W
y el error mdximo cometido por el desarrollo de Taylor en

un punto = € [0, §] es

($)2n+1

| P,(z) — cos(z) |< sen(m)m

La ventaja de utilizar el desarrollo de Taylor centrado en
0 es que las potencias impares de x no aparecen lo que
simplifica el cdlculo numeérico. El error relativo es

| Pr(2) — cos() |
cos(x)

(x)2n+1
(2n + 1)!

< tan(z)



Ademds, como tan(x) es creciente en [0, 7] el valor maximo
del error se encuentra en z = 7. Por ejemplo para n = 5
obtenemos que el error relativo méximo cometidoen x = %

4
es del orden de

- (£)2*5+1
B P N -9
tmﬁ4&2*5+1ﬁ 1.8 x 10

Por tanto, si trabajamos con una aritmética de 32 bits
cuya unidad de redondeo u es del orden de 10~%, tenemos
que con n = 5 obtenemos una aproximacion del cos(z) que
es la mejor posible dentro de esta aritmética y por tanto
no tendria sentido aumentar el valor de n.

Problema 31 (8 puntos) Aproximar la funcion sen(z)

en el intervalo [0, %] wutilizando el desarrollo de Taylor, y
calcular el valor de n a partir del cual la aprorimacion es

la mejor posible dentro de una aritmética de 32 bits.

Problema 32 (2 puntos) Demostrar que utilizando
relaciones trigonométricas es posible calcular las funciones
sen(x) y cos(x) para cualquier x (en radianes), utilizando
inicamente su valor en el intervalo [0, Z].

Problema 33 (3 puntos) Calcular los polinomios nece-
sarios para interpolar las funciones trigonométricas cos(x)

y sen(z) en el intervalo [0, | en una aritmética de 32 bits

Aproximacion de la funcién In(z)

Como hemos visto anteriormente, un nimero x real en
una aritmética de precision finita viene expresado habit-

ualmente como
t
a
_om &n
=2 ( 2n>
n=1

donde m es un nimero entero, a; =1 y paran > 1 a, =

. . t
0 6 a, = 1. Por tanto el nimero (anl %) es mayor

que % y menor que 1. Aplicando las propiedades del In(z)
obtenemos que

In(z) = mIn(2) + In < ;—Z)

dado que el nimero In(2) es una constante que supon-
dremos calculada anteriormente, ( In(2) = .6931471806)
podemos reducir el célculo del In(z) al rango de valores
i<a<l

Utilizaremos los puntos de interpolacién generados
por los polinomios de Chebychev que para el intervalo [%, 1]

son :
1 1 2141 .

—+-(1 —_— =0,..,N
2+4< +cos<2N+27r>> 1=0,...,

Zr; =

dado que In(1) = 0 para minimizar el error relativo afiadi-
remos como punto interpolante xzxy; = 1. El error de
interpolacién relativo entre Py 1(x) y In(z) es:

|In(z) = Pya(z) | _ | (z = DT o(2 — ) |
| In(z) | ENTUN +2) [ In(2) |

donde ¢ € [£,1]. Ademés se tiene que en el intervalo |3, 1]

|z —1]
| In(z) |

2N+1 1 N+1 1
< -l —
~“(N+2) <4> 2N
para N = 10 el error maximo es 3.9736 x 1078 que es
menor que la unidad de redondeo u, y por tanto, en una

aritmética de 32 bits tendrfamos la mejor aproximacién
posible de la funcién In(z).

<1

por tanto se tiene:

| In(z) — Pyyi(x) |
| In(2) |

Problema 34 (1 punto) Como se puede obtener la fun-
cion y*, donde xz,y son nimeros reales, utilizando las fun-
ciones €* y In(z).

ANALISIS NUMERICO MATRICIAL I

En esta primera seccién dedicada a la resolucién de sis-
temas de ecuaciones lineales, estudiaremos los métodos di-
rectos cldsicos para la resolucién de un sistema de ecua-
ciones de la forma

Au=1»

donde A = (a; ;) es una matriz NaN, b = (b;) un vector
de tamano N que determina los términos independientes,
v u = (u;) es el vector solucién buscado.

Método de Gauss

Este método, aunque no es de los mds répidos, tiene la gran
ventaja de que se puede aplicar a todo tipo de matrices,
algo que como veremos en el futuro, no ocurre con otros
métodos mds rdpidos, pero que requieren por ejemplo que
la matriz sea simétrica o definida positiva. El método de
Gauss se basa en transformar el sistema Au = b en un
sistema equivalentes A’u = b’ tal que la solucién sea la
misma, y que las matrices A’ sea triangular superior, es
decir, que tenga valores nulos de la diagonal hacia abajo,
una vez obtenidos la matriz A’ y el vector ¥, el cdlculo
de la solucién u es inmediata siguiendo un remonte de las
variables a través del siguiente esquema recursivo

b/
uy = /N
a
N,N
: N
b, — > aj u
k 1=k+1 %k, 1M
ug = S K k=N-1,.,1
A 1



Problema 35 (2 puntos) Calcular el nimero de op-
eraciones bdsicas (sumas, restas, multiplicaciones y divi-
siones) en funcion de la dimension N necesarias para re-
alizar un remonte como el presentado arriba.

Para obtener A’ y b’ se calcula en primer lugar el
valor médximo en valor absoluto de la primera columna
de A, (denominado pivote), a continuacién se intercam-
bian la primera fila de A con la fila donde se encuentra
el pivote, y se hace los mismo con el vector b para que el
sistema sea equivalente. A continuacién se multiplica la
fila de A por el valor *“1*‘ y se suma a la fila k — ésima
de A para k = 2,..., N, se hace lo mismo para el vector
b, con ello habremos obtenido un sistema equivalente tal
que la primera columna es cero de la diagonal hacia abajo,
volvemos ahora a hacer lo mismo para convertir la segunda
columna cero de la diagonal para abajo y asi sucesivamente
hasta llegar a la mencionada matriz A’ .

Ejemplo 9 Ejemplo de descomposicion segin el método
de Gauss. Se considera el sistema

2 -2 0 uy 0
6 18 12 us | = | 24
3 11 7 us 8

La descomposicion de la matriz A lleva las siguientes fases:

-2 -2 0 6 18 12

6 18 12 pivoteo -2 -2 0

3 11 7 3 11 7
6 18 12 6 18 12
-2 -2 0 ceros 1% columna 0 4 4
3 11 7 0o 2 1
6 18 12 6 18 12
0 4 4 ceros 2% columna 0 4 4
0o 2 1 0 0 -1

de la misma forma, el vector b se ha transformado de la
forma siguiente

0 24 24 24
24 | — 0 — 8 — 8
8 8 —4 )
y el remonte da como solucion u; = 6, ug = —6,

U3:8.

Problema 36 (2 puntos) Resolver por el método de

Gauss el sistema
-1 2 z\ (3
y /) \O

2 -1
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Problema 37 (8 puntos) Calcular el nimero de op-
eractones bdsicas necesarias para descomponer el sistema
Au = b en el sistema A'u = V' wutilizando el método de
Gauss, y teniendo en cuenta la siguiente relacion

M-—1
1 1 1
B =-M3—-M?*+_-M
g; 3 3 1%

Problema 38 (2 puntos) Implementar en FORTRAN
la funcion IDESCENSO(A,b,u, N, N max) que resuelve
un sistema donde A es una matriz triangular inferior, b es
el vector de términos independientes, u el vector solucion,
N es la dimension real del sistema y N max la dimension
que se utilizo para reservar la memoria de la matriz A. La
funcion devuelve 0 si termina correctamente y 1 en caso
contrario. Nota Importante: Las lineas de cédigo tienen
que ir todas numeradas y no pueden superar las 15 lineas
como mdazximo.

Problema 39 (2 puntos) Resolver por el método de
Gauss el siguiente sistema de ecuaciones

0o -1 2 Uy 1
-1 2 -1 (5] = 0
2 -1 0 us 1

Programa 11 Programa en fortran 77 que implementa
el método de Gauss. Se define una funcion IGAUSS que
tiene como pardmetros la matriz A, el vector independi-
ente b, un vector auxiliar Nrow, la dimension del sistema,
y la dimension mdzxima admitida. La funcién devuelve un
valor entero M que indica si se ha terminado correcta-
mente (M = 0) o incorrectamente (M = 1,2), en el caso
en que se ha terminado correctamente la solucion se de-
vuelve en el propio vector b.

Parameter(Nmax=1000)
DIMENSION A(Nmazx, Nmaz),B(Nmax), Nrow(Nmazx)
PRINT *, ’Introducir Dimension’
READ *N
PRINT *,’Introducir matriz’
DO 2 K=1,N
DO 2 L=1,N
2 READ *A(K,L)
PRINT *,’Introducir vector’
DO 38 K=1,N
3 READ *B(K)
M=IGAUSS(A,B,N,Nrow, Nmax)
IF(M.EQ.0) THEN
PRINT *°SOLUCION’
DO 1 K=1,N
PRINT *B(K)
1 CONTINUE
ELSE IF(M.EQ.1)THEN



PRINT *,’Una columna es toda cero’
ELSE

PRINT *’A(N,N)=0’
ENDIF
END

FUNCTION IGAUSS(A,B,N,Nrow, Nmaz)

PARAMETER (NmaxGAUSS=1000)

DIMENSION A(Nmaz,*),B(*), Nrow(*)

DIMENSION U(NmaxGAUSS)

IF (N.GT .NmazGAUSS) THEN
IGAUSS=3

PRINT *’DIMENSION DEL SISTEMA MAYOR

DE LA PERMITIDA’

1

RETURN

ENDIF

DO 1 K=1,N

Nrow(K)=K

DO 2 K=1,N-1
XMax=ABS(A(Nrow(K),K))
M=K

DO 8 L=K+1,N

IF(ABS(A(Nrow(L),K)).GT.XMaz) THEN

XMax=ABS(A(Nrow(L),K))
M=L
ENDIF
CONTINUE
IF(XMax.LT.(2.%*(-100))) THEN
IGAUSS=1

RETURN

ENDIF

[F(K.NE.M) THEN
MP=Nrow(K)
Nrow(K)=Nrow(M)
Nrow(M)=MP
ENDIF

DO § L=K+1,N

C=A(Nrow(L),K)/A(Nrow(K),K)
DO 5 M=K,N

A(Nrow(L),M)=A(Nrow(L),M)-

C*A(Nrow(K),M)

5

4

CONTINUE

B(Nrow(L))=B(Nrow(L))-C*B(Nrow(K))

CONTINUE

2 CONTINUE

IF(ABS(A(Nrow(N),N)).LT.(2.%*(-100))) THEN

IGAUSS=2
RETURN
ENDIF
U(N)=B(Nrow(N))/A(Nrow(N),N)
DO 6 K=N-1,1,-1
C=0
DO 7 L=K+1,N
C=C+A(Nrow(K),L)*U(L)
CONTINUE
U(K)=(B(Nrow(K))-C)/A(Nrow(K),K)
CONTINUE
DO I=1,N
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BI)=U(I)
ENDDO
IGAUSS=0
END

Estimacién del error de un método para resolver
sistemas.

Para estimar la fiabilidad de la solucién numérica de un sis-
tema de ecuaciones haremos lo siguiente, dada una matriz
A, un vector de términos independientes b y un vector solu-
cién u calculado utilizando alguna técnica numérica, ten-
dremos que si la solucién es perfecta entonces Au — b = 0,
ahora bien, esto no suele suceder porque los errores de
redondeo y de cdlculo, producen que esta estimacién no
sea exacta, para estimar el error cometido al resolver el
sistema utilizaremos la expresién siguiente, donde e es el
vector e = Au — b

eil

|b;] +1

. 1
Error Sistema = ~ Z

donde N es la dimensién del sistema, Error Sistema rep-
resenta el error relativo medio al resolver el sistema, en
el denominador se anade 1 para evitar las posibles di-
visiones por 0. Cuanto mds pequeno sea Error Sistema,
mejor aproximada estard la solucién del sistema.

Método de Cholesky

Este método sélo se puede aplicar a matrices simétricas
y definidas positivas. FEl siguiente teorema da 3 posibles
definiciones equivalentes de una matriz definida positiva.

Teorema 13 Sea A una matriz simétrica, las 3 siguientes
afirmaciones son definiciones equivalentes de que una ma-
triz sea definida positiva

(i) Vv € RN — {0} se cumple 'vAv > 0

(7i) todos los autovalores A de A son positivos.

(#i1) Los determinantes de todos los menores princi-
pales de A som positivos.

El método de Cholesky se basa en descomponer la
matriz A en la forma:

A=B-'B

donde B es una matriz triangular inferior

by 0 0 . 0
ba1 bap O
B=| b31 b3s2 b33 .
. 0
bml bn,2 bn73 bmn



Problema 40 (2 puntos) Demostrar que si A = B - B¢
(B triangular inferior) y |B| # 0, entonces A es simétrica
y definida positiva

Problema 41 (2 puntos) Descomponer la siguiente ma-
triz A por el método de Cholesky

1 1 4

A= 1 5 6

4 6 2

(o)

De forma general, el algoritmo para calcular B es el
siguiente

Parai=1,....N

i—1 ;9
bii = \/(am‘ — 2 k1 bi,k)

Paraj=i+1,....N
(aj,i D bj,kbi,k)

bji =5

Fin Para ]
Fin Para i

El interés de descomponer una matriz A por el método
de Cholesky, es que a continuacién es muy sencillo resolver
el sistema de ecuaciones Au = b. Efectivamente, basta
descomponer el sistema de la siguiente forma

Bz = b

‘Bu = =z
y ambos sistemas se resuelvan rdpidamente haciendo un
remonte y un descenso.

Nota: Normalmente para evitar tener que almacenar dos
matrices, una para B y otra para B?, se almacena todo
en una unica matriz B, simétrica, escribiendo en la parte
triangular superior de B la parte correspondiente a B,

Problema 42 (2 puntos) Calcular el nimero de opera-
ciones necesarias para resolver un sistema por el método

de Cholesky.

Problema 43 (2 puntos) Demostrar que a partir de un
método para resolver sistemas de ecuaciones se puede con-
struir de forma inmediata un método para calcular la in-
versa A~' de una matriz A.

Practica 4 (Método de Cholesky, 6 horas).

Implementar en fortran 77 las siguientes funciones :

e FUNCTION ICHOLESKY FACTORIZACION
(A,DB,N,Nmax) Calcula la descomposicién de
Cholesky de A y la devuelve en la matriz DB, de-
vuelve un 0 si termina bien y —1 en caso contrario.
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e FUNCTION IDESCENSO(DB,DZ,B,N,Nmax) : Re-
suelve un sistema triangular inferior donde DB es la
matriz, B es el término independiente, y DZ es el vec-
tor donde devuelve la solucién, devuelve un 0 si ter-
mina bien y —1 en caso contrario.

e FUNCTION IREMONTE(DB,DU,DZ,N,Nmax)
Resuelve un sistema triangular superior donde DB es
la matriz, DZ es el término independiente, y DU es
el vector donde devuelve la solucién, devuelve un 0 si
termina bien y —1 en caso contrario

e FUNCTION ERROR_SISTEMA(A,DU,B,N,Nmax)
Devuelve el error al resolver el sistema dado por
la expresién ErrorSistema de la seccién anterior.

e FUNCTION ICHOLESKY(A,B,DU,N,Nmax) : Re-
suelve un sistema por el método de Cholesky y de-
vuelve la solucién en DU, devuelve un 0 si termina
bien y —1 en caso contrario.

Hay que hacer una versién en simple precisién, y otra

versién en doble precisién donde todas las variables que
empiecen por D sean dobles (La matriz A y el vector B
siempre serdn de simple precisién). Hay que resolver los
sistemas ejemplos y calcular el ErrorSistema tanto en doble
como en simple precision.
Nota: El programa debe permitir introducir el sistema
directamente por teclado, o desde disco duro utilizando
las funciones definidas en an.h. Resolver los siguientes
sistemas ejemplo:

1 1 4 T 6
1. 1 5 6 y | =1 12
4 6 206 z 36
1 1 4 T 6
2.1 11 4 y | = 12
4 4 17 z 36
1 1 4 x 6
3 1 5 6 y | =1 12
4 6 17 z 36
2 -1 0 x 1
4.1 -1 2 -1 y | = o
0 -1 -4 z -5

Resolver también los sistemas que aparecen en
el directorio /users/asignaturas/ii-an de la mdquina
serdis.dis.ulpgce.es. En este directorio hay tres ejemplos de
sistemas de dimensién 10, 100, y 500 respectivamente. Los
3 sistemas corresponden a matrices simétricas y definidas
positivas. Estos archivos ejemplos sélo se pueden uti-
lizar al compilar el programa en serdis bajo UNIX] si uti-
lizamos Linux, el programa no reconocerd el formato de
los archivos.



Meétodo de Crout para matrices tridiagonales

El caso de sistemas de ecuaciones con matrices A tridi-
agonales posee una forma especialmente simple de factor-
izacién, vamos a descomponer A en el producto de dos
matrices tridngulares de la forma siguiente

a1 b1 . 0
C1 Qa3 - 0 _
0 . byv_1 |
0 CN-1 an
l1 0 . 0 1 (25} . 0
nma l2 . 0 0 1 . 0
0 0 0 unN—1
0 . my_—_1 lN 0 0 1

Parat=2,.., N —1
mi—1 = Ci—1
li=a; —m; 1u; 1

Fin Para

MmN—-1 =CN-1

In =an —my_1un_1

Problema 44 (3 puntos) Demostrar el algoritmo de
Crout para descomponer matrices tridiagonales.

Problema 45 (2 puntos) Resolver utilizando el método
de Crout el siguiente sistema de ecuaciones

2 4 0 T 6
1 0 4 y | =] 3
0 -1 0 z -1

Problema 46 (2 puntos) Calcular el nimero de opera-
ciones necesarias para resolver un sistema tridiagonal por
el método de Crout.

Subrutinas en fortran 77 para la lectura y escritura
en disco de vectores y matrices.

Programa 12 subrutinas en fortran 77 que leen y es-
criben en disco vectores y matrices.
FFXFXE Funcion que lee un vector de disco de nombre
String, lo almacena
*FAFEE en la tabla Vector, y devuelve la dimension del vec-
tor
FUNCTION LeerVector(String, Vector)
CHARACTER * (*) String
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DIMENSION Vector(*)
OPEN(1,FILE=String,STATUS="OLD’,
form="UNFORMATTED’)
READ(1) A
Ndimension=INT(A)
PRINT * 'DIMENSION
" String, =", Ndimension
DO 1 K=1,Ndimension
READ(1) Vector(K)
1 CONTINUE
CLOSE(1)
LeerVector=Ndimension
END

DEL VECTOR

FFXFF Procedimiento que escribe en el fichero String el vec-
tor Vector
*F*FF de dimension Ndimension
SUBROUTINE
tor(String, Vector, Ndimension)
CHARACTER * (*) String
DIMENSION Vector(*)
OPEN(1,FILE=String,
form="UNFORMATTED’,ERR=1)
GOTO 2
1 OPEN(1,FILE=String,
form="UNFORMATTED’)
2 A=Ndimension
WRITE(1) A
DO 38 K=1,Ndimension
WRITE(1) Vector(K)
8 CONTINUE
CLOSE(1)
END

FEscribirVec-

STATUS="NEW",

STATUS="OLD’,

FEXFXF Funcion que lee una matriz cuadrada de disco
de nombre String, lo almacena
FF*FFK e la tabla A, y devuelve la dimension de la matriz
FUNCTION LeerMatriz(String,A, Nmaz)
CHARACTER * (*) String
DIMENSION A(Nmaz, *)
OPEN(1,FILE=String,
form="UNFORMATTED’)
READ(1) B
Ndimension=INT(B)
PRINT * ’DIMENSION DE LA MATRIZ
String,’=’, Ndimension
DO 1 K=1,Ndimension
DO 2 L=1,Ndimension
READ(1) A(K,L)

STATUS="OLD’,

2 CONTINUE

1 CONTINUE
CLOSE(1)
LeerMatriz=Ndimension
END



*FFFX Procedimiento que escribe en el fichero String la ma-
triz A
*FXFX cuadrada de dimension Ndimension
SUBROUTINE
triz(String, A, Ndimension, Nmazx)
CHARACTER * (*) String
DIMENSION A(Nmaz,*)
OPEN(1,FILE=String,
form="UNFORMATTED’, ERR=1)
GOTO 2
1 OPEN(1, FILE=String,
form="UNFORMATTED’)
2 B=Ndimension
WRITE(1) B
DO 3 K=1,Ndimension
DO 4 L=1,Ndimension
WRITE(1) A(K,L)
4 CONTINUE
3 CONTINUE
CLOSE(1)
END

FEscribirMa-

STATUS='NEW",

STATUS="OLD’,

Programa 13 Programa en fortran 77 donde se describe
un ejemplo de lectura/escritura de vectores y matrices.

INCLUDE ’an.h’

PARAMETER (Nmaz=100)
CHARACTER * 10,String
DIMENSION V(Nmaz), A(Nmax,Nmaz)

String="vector.dat’
Ndimension=Leer Vector(String, V)
PRINT * Ndimension
DO 1 K=1,Ndimension
PRINT *V(K)
V(K)=2*V(K)
1 CONTINUE
CALL EscribirVector( vector3.dat’, V, Ndimension)
N=LeerVector(vector3.dat’, V)
PRINT *’N=’ N
DO 2 k=1,N
PRINT *V(K)
2 CONTINUE

Ndimension=3
DO 8
K=1,Ndimension
DO 4 L=1,Ndimension
A(L,K)=L+K
PRINT *A(L,K)
4 CONTINUE
PRINT *
38 CONTINUE

CALL FEscribirMatriz(’matriz.dat’, A, Ndimension, Nmax)

Ndimension=Leer Matriz(’matriz.dat’,A, Nmaz)
PRINT * Ndimension

DO 5 K=1,Ndimension
DO 6 L=1,Ndimension
PRINT *A(L,K)
6 CONTINUE
PRINT *
5 CONTINUE
END

Nota la declaracién
INCLUDE rtan.ht
incluye el fichero an.h que se encuentra en el directorio de
trabajo, en el cuerpo del programa. La declaracién
CHARACTER = 10, String
define un string de caracteres de tamano 10.

ANALISIS NUMERICO MATRICIAL II

En esta seccién veremos algunos aspectos méds avanzados
del andlisis matricial incluyendo técnicas iterativas de res-
olucién de sistemas de ecuaciones y cdlculo de autovalores.

Normas de vectores y matrices.

Definicién 2 Una norma || . || es una aplicacion de un
espacio vectorial E en R U {0} verificando las siguientes
propiedades:

o [|[z]=0sisdlosiz=0
o | Az ||=| M|z || para todo \e K yx € E

o |z+y|<||z+y| para todo z,y € E.

Béasicamente una norma mide la magnitud o tamano
de un vector x. Por ejemplo en el espacio vectorial de los
nidmeros reales, la norma ”natural” es el valor absoluto.
Sin embargo, cuando trabajamos en varias dimensiones,
esto es x = (x1,23,....,xx) existen miltiples formas de
definir una norma. La definicién mds utilizada es la de-
nominada norma p, donde p es un nimero real positivo,
definida por

1

N ?
I llp= (Z | @i p)
i=1

un caso particularmente interesante es p = 2 que cor-
responde a la norma euclidea. Otro caso interesante es
cuando hacemos p tender hacia infinito, lo que da lugar a
la denominada norma infinito, definida por

| loo=max | 2 |

Problema 47 (4 puntos) Tomar N = 2 , p=2, y de-
mostrar que la norma || x ||, verifica las propiedades de la
definicion de norma



Problema 48 (3 puntos) Demostrar que

Lity oo || lp= mavx | 2 |

Problema 49 (2 puntos) Tomar N = 2, y dibujar el
lugar geométrico de los vectores x = (x1,x2) que verifican

1. H x H1< 1
2. H X H2< 1
3 2 |leo< 1

Problema 50 (2 puntos) Tomar N = 2 y demostrar la
stguiente desigualdad

[ oo <[l 2 ll2<]l @ [[x

Dada una matriz A de dimension NzN, se podria
definir su norma considerando la matriz como un vector
de dimensién Nz N. Sin embargo, resulta més ttil, definir
la norma de una matriz subordindndola a la norma de un
vector de la siguiente manera:

Definicién 3 Sea A una matriz, y || . || una norma vec-
torial. Se define la norma de A, subordinada a la norma
vectorial || . || como

| Az |
I |

La propiedad fundamental que verifica una norma matri-
cial definida de esta forma es la siguiente:

| A [|= sup
70

Teorema 14 Sea A una matriz y || . || una norma vecto-
rial. Entonces, para cualquier vector x se verifica

I Az |<|| Al - [« ]

Demostraciéon: Si x = 0 la desigualdad es trivial. Si z #
0 entonces, puesto que ||  ||> 0 la desigualdad anterior es
equivalente a

| Az ||

|2 |l

<[l A

ahora bien esta desigualdad es cierta por al propia defini-
cién de || A ||

Problema 51 (2 puntos) Demostrar que si A, B son
dos matrices de dimension Nx N, entonces para cualquier
norma de matrices subordinada a una norma vectorial se
verifica

| AB ||I<[[ A1l B |

A continuacién veremos la relacién que existe entre
la norma de una matriz y sus autovalores. Empezaremos
recordando algunos conceptos relacionados con los auto-
valores.

Definicién 4 un autovalor de A es un nimero \ real o
complejo tal que existe un vector x, denominado autovector
tal que

Az =Xz

Definicién 5 Se denomina polinomio caracteristico P(\)
de la matriz A, al polinomio dado por el determinante

PO\ =| A— |

Problema 52 (1 punto) Demostrar que los autovalores
de A son los ceros del polinomio caracteristico P()\).

Definicién 6 Se define el radio espectral de una matriz A
como

p(A) =max{| A\; | : N\ autovalor de A}

Teorema 15 Sea A una matriz y || . || una norma vecto-
rial. Entonces

1A= p(4)

Demostracion: Si A es un autovalor de A entonces existe
un autovector = tal que Az = Az, por tanto

[ Az | _ [[Az]]
lel Nzl

=A<l A]
lo que demuestra el teorema

Teorema 16 Si los autovectores de una matriz A de di-
mension NxN forman una base ortonormal de RN |, en-
tonces

I A ll2= p(A)

Demostracién:Recordamos en primer lugar que una base
ortonormal de vectores es un conjunto de vectores tales que
cualquier otro vector se puede poner como combinacién
lineal de ellos, y ademds su producto escalar verifica

() =3 @l ={ %

k=1

7
i=j

donde (z;), indica la coordenada k del vector ;. Vamos a
demostrar la desigualdad

| All2< p(A)



dado que el teorema anterior determina la desigualdad en
el otro sentido, tendriamos la igualdad, y por tanto el re-
sultado del Teorema. Sea x un vector cualquiera, puesto
que A posee una base ortonormal de autovectores z;, el
vector x se podrd expresar como una combinacién lineal
de autovectores de la forma:

T=1M121+N9x2 + .. +NNTN
al hacer Az obtenemos, puesto que los x; son autovectores
Az =M@ + moAee + . N ANTN

como los autovectores son ortonormales obtenemos que

| @ lla= ) + .+ (1)

| Az o= \/0)? + .+ (i An)?

y por tanto

| Az |2
Tafe =/
para cualquier vector x, y en consecuencia al tomar el
supremo en z la desigualdad se mantiene, lo que demuestra
que
| All2< p(A)

Teorema 17 Si una matriz A de dimension NaxN es
simétrica, entonces todos sus autovalores son reales, y
ademds sus autovectores forman una base ortonormal de

RN

Demostracién: [La-Th] Pg. 53

Problema 53 (2 puntos) Calcular los autovectores de
la matriz

0
0
2

O ==
O ==

y determinar una base ortonormal de R® de autovectores
de A.

Teorema 18 Sea A una matriz cualquiera entonces
o || All2= /p(AA)
o || Alli=max; (3 | ai; |)
o | A oo max; (35, ] ai )

Demostracién: [La-Th| Pg. 73,75,

Problema 54 (2 puntos) Calcular las normas 2, 1 e

infinito de la matriz
1 0
(1Y)
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Problema 55 (2 puntos) Demostrar la siguiente igual-
dad:
p('AA) = p(A-* 4)

Teorema 19 Sea A una matriz cualquiera entonces
Limy_oo || A" |=0 <= p(4) < 1
Demostracion:[La-Th] Pg. 80

Condicionamiento de una matriz.

El condicionamiento de una matriz es un nimero que nos
va a indicar la ”bondad” o buen comportamiento numérico
de la matriz cuando se trabaja con ella numéricamente.
Para ilustrar de que estamos hablando veamos el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 10 Consideremos el siguiente sistema de ecua-
ciones

07 8 7 x 32
7 5 6 5 y | | 23
8 6 10 9 = | 7| 33
7 5 9 10 v 31

cuya solucion es (1,1,1,1). Vamos a considerar ahora el
mismo sistema, perturbando ligeramente el término inde-
pendiente:

10 7 8 7 z 32.1
7 5 6 5 y | | 229
8 6 10 9 = | 7| 331
75 9 10 v 30.9

la solucion de este sistema es (9.2, —12.6,4.5, —1.1). Como
podemos observar, a pesar de que la perturbacion del sis-
tema es del orden de 0.1, la perturbacion de la solucion del
sistema puede llegar a ser del orden de 13.6.

Consideremos de forma genérica un sistema de ecua-

ciones de la forma
Au=1>

y al mismo tiempo, el sistema de ecuaciones perturbado
A(u+du)=>b+db

Nosotros queremos controlar el error relativo en la solucién
del sistema a partir del error relativo en el término inde-
pendiente b. Es decir queremos encontrar una estimacién

del tipo 65|
ob

< AN

= X(A) ‘ b H

donde x(A) es un nimero que llamaremos condi-
cionamiento de la matriz. Obviamente, cuanto més pe-
queno sea x(A), mejor comportamiento numérico tendra
la matriz A.




Teorema 20 Si definimos
X(A) = Al ATH|

entonces

[ u ]

[

ob
BT

Demostracién:Como A(u + du) = b+ dby Au = b se
obtiene que Adu = Jb, de donde du = A~1§b y por tanto

[ull < ||A7*| |5l
por otro lado también se cumple:
10l = || Aul| < LA} fJe]]

de donde obtenemos

114l

[Jull = o]
por tanto multiplicando esta desigualdad con la anterior-

mente obtenida para ||du|| concluimos la demostracién del
teorema.

Problema 56 (2 puntos) Demostrar que si los autovec-
tores de una matriz A de dimension NxN forman una base
ortonormal de RY, entonces para la norma 2 se cumple:

max; {| Ai [}

_ A= (e

Problema 57 (2 puntos) Calcular el condicionamiento
para la norma 2, de las siguientes matrices:

2 2 -2
A= 2 1 1

-2 1 1

2 -1 0
A= -1 2 -1

0 -1 2

Cailculo de autovalores y autovectores.

En esta seccién veremos algunos métodos elementales para
el cdlculo de autovalores y autovectores de matrices.

Método de Jacobi.

Este método se aplica a matrices reales y simétricas. Se
basa en el hecho de que dadas dos matrices A, R se verifica
que los autovalores de A son los mismos que los autovalores
de R~'AR. Este método intenta diagonalizar A realizando
transformaciones del tipo R~'AR.

Problema 58 (2 puntos) Sean las matrices A, R. De-
mostrar que la matriz A, y la matriz B = R~'AR poseen
los mismos autovalores

Problema 59 (2 puntos) Se considera la matriz

(1)

calcular el dngulo « tal que la matriz

R— < sin o >
COos &

verifique la matriz B = R~ AR sea diagonal.

Cos v
—sin o

En el método de Jacobi se utilizan las denominadas
matrices de rotacién que tienen la forma:

1 0 0 0 0 0 0
01 . 0
0 cos « sin « 0
Ry(a)=1] 0 1 0
0 —sin« CcoSs o 0
0 . ] ] . 1 0
0 0 0 0 0 0 1

donde los césenos y senos estdn situados en las colum-
nas y filas p y ¢. Al ser una matriz de rotacién se veri-
fica (Rpy(@))”™" =" Rpy(c). Al realizar la operacion A’ =!
R,q(a)ARp4(c) s6lo se ven afectadas las filas y columnas
de indices py q. Ademds la matriz A’ también es simétrica.
Concretamente, si A es una matriz simétrica, los cambios
que se producen en A’ son:

. (app — agq) .

apg = 5 sin 2a + apq cos 2a

a. = a,, cos’a+ a,sin®a— a,,sin2a
pp — Opp aq Pq

a, = ap,sin®a+ a,, cos? o+ a,, sin 2a
q¢ = Gop a9 Pq
;o . o )

a,; = apjcosa—agisina j#pq
[ _ . . . .

a,; = apjsina+agicosa j#p,q

El método de Jacobi se basa en ir modificando la matriz
A mediante el procedimiento anterior, haciendo 0 los ele-
mentos no diagonales mds grandes en médulo. Para anular
un valor a,, basta elegir a tal que

M sin 2a + apq cos2a = 0
es decir
cot(2ar) = C?S 20 — (agq — App)
sin 2« 2ap,

Ejemplo 11 Consideremos la matriz



Para convertir en 0 el elemento a1 = —1 de la matriz
debemos elegir v tal que

. (a2 —ary) -
cot(2a) = . 0
de donde o = —%. Por tanto la matriz Ry2 es
1 1
N
R12 = ﬁ E 0
0 0 1

y al hacer la operacion R{yAR1s obtenemos

1.0 0 —. 707107
0 3.0 —. 707107
—.707107 —.707107 2.0

para evitar tener que estar evaluando funciones
trigonométricas que son costosas computacionalmente, y
simplificar el algoritmo, podemos apoyarnos en las igual-
dades. trigonométricas dadas en el siguiente problema:

Problema 60 (3 puntos) Demostrar las siguientes
igualdades trigonométricas

tan(a) = — cot(2a) + sign(cot(2a))y/1 + cot?(2a)

donde a € (*%, %), sign(z) =1 st x > 0 y sign(z) = —1
six <0,

1
s = —m——
1 + tan?(a)
sina = tan(w)cosa
cot(20) = = tan(a) + sin(2a)

25sin? ()

Utilizando las anteriores igualdades trigonométricas,
la transformacién de la matriz A mediante el método de
Jacobi se puede escribir como:

a,, = 0

Uy = Gpp — tan(a)ay,

a;q = gq + tan(e)ap,

ap; = apjcosa—agisina j#p,q
ap; = apisina+agicosa j#p,q
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Problema 61 (8 puntos) Dentro del método de Jacobi
para el cilculo de autovalores demostrar las igualdades

ap, = 0

a;p = app — tan(a)ayg

a;q = a4y + tan(a)ay,

a,; = apjcosa—agsina j#p,q
agi = apjsina+agicosa j#p,q

Veamos ahora la convergencia del método de Jacobi
para el cédlculo de autovalores.

Teorema 21 Sea una matriz A simétrica, Sea A' = A,
y A* la matriz transformada de A*', haciendo cero el
elemento no diagonal mds grande en mddulo de la matriz
AF=1 entonces los elementos diagonales de la matriz A*
convergen (k — 00) hacia los autovalores de la matriz A.
Ademds los elementos no diagonales de A convergen hacia

0.

Demostracion: [La-The|] Pg. 576-577.

Algoritmo del Método de Jacobi para el Calculo
de autovalores.

Los pardmetros de entrada son la matriz simétrica
A, su dimensiéon DIM, el niimero méximo de iteraciones
Nmaz y la tolerancia TOL para decidir cuando son ceros
los elementos no diagonales.

PARA n =1,.., N max HACER
p=2
q=1
R = ABS(A(p.q))
PARA i = 3,..., DIM HACER
PARA j=1,...,i — 1 HACER
IF ABS(A(4,7)) > R HACER
R = ABS(A(4, 7))
P=1J
q=1
FIN IF
FIN PARA j
FIN PARA i
IF R < TOL HACER
PROCEDIMIENTO TERMINADO CORREC-
TAMENTE.
LOS AUTOVALORES SE ENCUENTRAN EN
LA DIAGONAL DE A.
SALIR
FIN IF
C = (Ag,q) — Alp,p))/ (2% A(p,q))
IF C < 0 HACER
T =—C—SQRT(1.+C «C)
ELSE
T =—C+SQRT(1.+C «C)
FIN IF



CO=1./SQRT(1.+ T % T)
SI=COx*T
PARA j = 1,..., DIM HACER
IF (j # p AND j # q) HACER
D = A(p,j)
A(j,p) = A(p,j) = CO* D — ST * A(q, j)
A(j,q) = A(g, j) = ST+ D + CO * A(q, j)
FIN IF
FIN PARA j
A(p,p) = A(p,p) — T * A(p,q)
Aq,q) = A(q,q) + T + A(p,q)
A(p,q) = Alg,p) =0
FIN PARA n
PROCEDIMIENTO TERMINADO INCORRECTA-
MENTE
NUMERO DE ITERACIONES MAXIMO EXCE-
DIDO

Problema 62 (8 puntos) Utilizar el método de Jacobi
para aproximar los autovalores de la matriz:

2 01
A= 01 0
1 01

Nota. Para no tener que buscar en cada paso el méximo
de los elementos no-diagonales de A*, el algoritmo de Ja-
cobi se puede modificar haciendo cero el primer elemento
ap, que se encuentre que verifique |a,,| > TOL.

Prdctica 5 (Método de Jacobi para el cdlculo de autoval-
ores, 2 horas)

Desarrollar en fortran 77 la siguiente funcién :

e FUNCTION JACOBI(A N,Nmax,TOL,Niter) que re-
alice el cdlculo de los autovalores de una matriz
simétrica A por el método de Jacobi. La funcién
devuelve 0 si termina bien y -1 en caso contrario.
Utilizar el método para calcular los autovalores de
las siguientes matrices, tomando TOL = 0.0001 y
Niter = 1000.

2 2 =2
1. A= 2 1 1
-2 1 1
2 -1 0
2 A= -1 2 -1
0o -1 2
016 000
102 7 00
6 2 0 3 8 0
3. A= 073 049
0 08 40 5
0 00 9 50
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en este caso los autovalores son:

—12.1283
—10.064 7
—2. 46536
2.109435
5.94294
16.606 0

4. Aplicar el método para el calculo de los autovalores
de los sistemas de dimensién 10 y 100 presentes en el
directorio de la asignatura.

Nota: Estd préactica se entregard conjuntamente con la
practica 6 por estar las dos muy relacionadas.

Meétodo de la potencia

Teorema 22 Sea una matriz A que posee una base de au-
tovectores tal que en mddulo su autovalor mdrimo Apax €S
tinico. Sea un vector u' no ortogonal al subespacio engen-
drado por los autovectores del autovalor \ax, entonces, si
definimos la secuencia

un—l
Ut =A—-
[ ur=t|
se verifica
Lim,_,oostgn ((u”,u”fl)) I u™ [|= Amax

n
U
n H

Lim,—oo (sign ((u", u"_l)))n T €5 Un autovector de Amax

ademads dicho autovector tiene norma 1.

Teorema 23 sign ((u",u"_l)) es el signo del producto

1 n—1

escalar de u™ y u™ ", es decir sign((u",u ) =1 si
(u”,u”_l) >0 y sign ((u”,u”_l)) =-1s (u",u”_l) <
0.

Demostracién. En primer lugar vamos a demostrar por
induccién la siguiente igualdad

Ayl

nt+l _
[Am=Tul]]

u

Para n = 1 la igualdad se cumple por la definicién de u2.
Supongamos que se cumple para n — 1, y demostrémoslo
para n.

A= 1,1

il ut AT I n, 1
u =A Tur] = A A LI T AR TaT
AT —2,,1

con lo que queda demostrado este primer resultado. Por
otro lado como A posee una base de autovectores que de-
notaremos por z; y u' no es ortogonal al espacio generado



por los autovectores asociados a Amax, entonces u! se puede
escribir como

ul = HiT1 + o+ UNTN

donde supondremos que x7 es un autovector asociado a
Amax ¥ que p; # 0. Por la igualdad anteriormente de-
mostrada obtenemos

u” = A"yt Nl)‘;;iml‘i‘w‘i‘ﬂf\/)‘?\/ilmN —
= — = X - =
A" =24 1| \|N1>\Q;fovw+---+uw>\}'q “CCNH

A n—1 A n—1
— o] o (R ) "”'*’*“N(_N_\Anmx\) N
- max

[Amax |

A n—2 A n—2
o (R ) x'+"‘+“N<_N_) "”NH

Cuando hacemos n tender hacia infinito todos los co-

cientes de la forma
|)\ma.x|

tienden hacia 0 salvo si A\; = A\ax. €n cuyo caso, dicho co-
ciente es 17, si Apax €s positivo, o (—1)", si Apax s nega-
tivo. Por tanto, para n suficientemente grande el signo de
Amax coincide con el signo del producto escalar (u™, u”fl).
Ademas

Limp oo [lu”|| =

‘Ml(m)’1/7‘1\+444+ﬂN(—)\L>”/711N

[Amax| [Amax |

= |)‘maX| "2

Mg \7—2 A
()" et by (b))

| Amax|
y por tanto

Lim,_.ostgn ((u”,unfl)) [l «™ ||= Amax

Por otro lado, el término (sz’gn ((u", u"_l)))n para n su-
ficientemente grande es 1™ si Ap,ax €s positivo o (—1)" si
Amax €S negativo. Sean xi,....,z3s son los autovectores
asociados a Apax, obtenemos que

Litn oo (sign ((u",un)))" gty =
pxi 4 AT
lerzi+ +pp el

que es un autovector de Ayax de norma 1.

Problema 63 (3 puntos) Aplicar el método de la poten-
cta para aproximar el autovalor mdximo, y el autovector
asoctado, de las siguientes matrices, dando 3 pasos en el
método, hasta calcular u* y partiendo de u' = (1,1).

(o1)
(&)

I

A

30

Meétodo de la potencia inversa.

El método anterior también se puede utilizar para el cél-
culo del autovalor de médulo mds pequeno A, teniendo
en cuenta que

1

max{/\é autovalores de A=1}

)\min =

por tanto si aplicamos el método anterior a A~! obtenemos
que la secuencia

o — Afl unfl

| ur=t|

verifica
1
Limy,—oosign ((u”,u" 1)) || u” ||=
Ar‘nin

un
Lim,,_ o Sign ((u”, u”fl)) T ] es un autovector de Apin

U

En los casos practicos se evita calcular directamente A~1,
y se obtiene u™ resolviendo el sistema

un—l

Au" = ——
[ w1l

Problema 64 (2 puntos) Calcular el autovalor mayor
2 -1
(5 )
utilizando el método de la potencia, dando 2 iteraciones

del método a partir de uy = (1,1) y tomando como norma
[[ull = max; |u]

y el autovector correspondiente de la matriz

Problema 65 (2 puntos) Utilizar el método de la po-
tencia inversa para aproximar el autovalor mds pequenio

de la matriz
-2 1
(4 3)
llegar hasta u3 partiendo de u = (1,1).

Para autovalores que se encuentren entre Apin ¥ Amax,
se puede proceder de la manera siguiente: Se calcula
primero una aproximacién p del autovalor A de tal forma
que p se encuentre mds cercano a A que a cualquier otro
autovalor. Por ejemplo, utilizando el método de Jacobi,
si consideramos la matriz A’ = A — ul, donde p es uno
de los elementos diagonales de la matriz que resulta de
aplicar el método de Jacobi, entonces se obtiene que el au-
tovalor mds pequenio de A’ es justamente ), y por tanto
podemos aplicar el método de potencia inversa anterior.
Nétese que si el autovalor p estd calculado con mucha pre-
cisién, entonces el autovalor mds pequefio de A’ estd muy
préximo a 0, y como el determinante de una matriz es el
producto de sus autovalores, ello indicarfa que el deter-
minante de A’ estarfa muy préximo a 0 y podemos tener



problemas al resolver el sistema utilizado por ejemplo el
método de GAUSS a través de la funcién de la libreria
an.h IGAUSS(), para evitar esto, podemos perturbar lig-
eramente el valor de p para que IGAUSS() no de proble-
mas. Algoritmicamente quedaria como sigue. Si p es el
autovalor que estamos tratando haremos

e=10"1
1 A'=A—uld

J=IGAUSS(A/,...... )

IF (JNE.O) THEN
e = e« 10.
p=p(l+e)
GOTO 1

ENDIF

Problema 66 (3 puntos) Calcular el autovalor y au-
tovector mds cercano a 2 de la matriz

0 -1 0
0o 3 -1
0O 0 -1

para ello calcular dos iteraciones del método de la potencia
inversa partiendo de u* = (1,1,1).

Préctica 6 (Célculo de autovalores y autovectores de una
matriz simétrica, 4 horas)

Desarrollar en fortran 77 las siguientes funciones :

e FUNCTION ERROR_VECTORES(U,V,N) : De-
vuelve la diferencia entre los vectores U y V de di-
mensién N, utilizando la férmula :

1 SLABS(U() — V(5))

ERROR VECTORES = —
- N 2« "ABS{U) + L.

e FUNCTION

AUTOVALOR MINIMO(A,u,N,Nmax,TOL,Niter) :
Calcula el autovalor y autovector minimo de una ma-
triz A por el método de la potencia inversa, u es el
candidato inicial, y donde se devuelve el autovector
al final, la funcién devuelve el autovalor minimo si ha
terminado bien, 219 si ha fallado IGAUSS(.) y 220 si
falla por otro motivo. (Utilizar la funcién IGAUSS()
de an.h para resolver los sistemas que aparezcan).

e FUNCTION IAUTOVECTORES _
(A,AUTOVECTORES,AUTOVALORES,N,
Nmax,TOL,Niter) : Calcula los autovectores y auto-
valores de la matriz A, siguiendo las siguientes fases

1. Se calculan los autovalores utilizando JACOBI()
y se almacenan en el vector AUTOVALORES(.)

2. Para cada autovalor \; se construye la matriz
B = A — \Id, se hace ¢ = 107! y se llama
a la funcién AUTOVALOR _MINIMO para esta
matriz, tomando como candidato inicial u =
(1,1,1,1.....;1). SIIGAUSS falla, hacer € = 10xe
y perturbar el autovalor haciendo AUTOVAL-
ORES(I)= AUTOVALORES(I)(1+€), y volver
a construir la matriz B hasta que IGAUSS no
falle, los vectores se van almacenando en la ma-
triz AUTOVECTORES, y se corrigen los auto-
valores haciendo AUTOVALORES(I)= AUTO-
VALORES(I)+ AUTOVALOR,_MINIMO(). La
funcién devuelve 0 si termina bien y -1 en caso
contrario.

e FUNCTION ERROR_AUTOVECTORES
(A,AUTOVECTORES,AUTOVALORES,N,Nmax) :
Para comprobar que los autovalor A\; y su au-
tovector x; estdn bien estimados, comparar para
cada autovalor )\; y utilizando la funcién ER-
ROR_VECTORES(), los vectores AZ; y A\Z; De-

volver la expresion
ERROR AUTOVECTORES =
max EFRROR_VECTORES(AZ;, \T;)

=1,

Comprobar los resultados obtenidos con los siguientes
ejemplos, tomando TOL = 0.0001 y Niter = 1000.:

2 2 =2
1. A= 2 1 1
-2 1 1
Resultado:
1 -2
-1 — -2, -1 —
1 1
0
4, 1 — 2
1
2 -1 0
2. A= -1 2 -1
0o -1 2
Resultado:
-1 1
0 o 2 —V2 - 2 4+
1 1
1
V20l V2 | pe2-V2
1

3. Las matrices de dimensién 10 y 100 del directorio de
la asignatura.

016 000
102 7 00
6 2 0 3 8 0
4 A= 073049
0 08 40 5
000 9 50



Resultados:
.36327 2.984 4
62628 79684
.901 3.0888
166 9763 | 2992 < _ 9854
1.0 1.0
L1938 54 21653
5938 ~1.746 5
~1.5628 .85375
0.05 170 57536
211= 0 0089 2465 < | oiesr
1.0 1.0
65986 ~1.2412
.52132 72918
74124 —.89618
~.99809 ~1.3246
~10.06 & | oo —121260 | o
1.0 1.0
.26811 —1.7676

Nota: Observese al comparar los resultados, que los au-
tovectores estdn definidos médulo la multiplicacién por
una constante.

Meétodos iterativos de resolucién de sistemas lin-
eales.

Estas técnicas se basan en transformar un sistema de la
forma

Au=1>
en una ecuacién de punto fijo de la forma
u=Mu+c
de tal manera que al hacer iteraciones de la forma
u” = Mu"t + ¢
se obtenga que u” converge hacia u, la solucién del sistema

original.

Ejemplo 12 Consideremos el sistema de ecuaciones

20—y = 1
—x+4+2y—z = 0
—y+2z = 1

buscar la solucidon de este sistema es equivalente a buscar
un vector u = (z,y, z) que verifique

S 1+y
a 2
o T+ z

YT T

1+y

z = —

hacer iteraciones de esta ecuacion de punto fijo consiste
en partir de una aproximacion inicial (x1,y1,21) y hacer
iteraciones de la forma

z — 1+ Yn—1
" 2
 Tp—1 + Zn—1
Yn = T
P _ 1 + Yn—1
" 2

en este caso la solucidn exacta del sistema es u = (1,1, 1).
Si hacemos iteraciones del esquema anterior a partir de la
aproximacion inicial u* = (0,0,0) obtenemos

1+0 1

€T = —_— —

2 2 2

0+0

1+0 1

29 = _— =

2 2

de la misma forma obtenemos

0.5 .84 .98
=102 |..u¥={ 73 |..uT=| 96
0.5 84 .98

como puede observarse, las sucesivas iteraciones van
aproximando a la solucion v = (1,1,1). en este caso la
matriz M y el vector ¢ que determinan el esquema itera-
tivo vienen dados por

MJ: Cy

ON= O
Nl= O Nl=
o= O
Il
= O

Teorema 24 Si el esquema iterativo
u = Mu" 4 ¢
converge hacia un vector u, entonces u verifica

u=Mu-+c

Existen diferentes métodos para convertir un sistema
de la forma Au = b en una ecuacién de punto fijo u =
Mu + ¢, todas se basan en descomponer A de la forma
A =L+ D+ U, donde D es la matriz diagonal que corre-
sponde a la parte diagonal de A, L es la matriz triangular
inferior que corresponde a la parte de A situada por de-
bajo de la diagonal, y U es la matriz triangular superior
que corresponde a la parte de A situada por encima de la
diagonal de A.

Método de Jacobi

Este método consiste en tomar

M; = D Y-L-U)
c;y = D_lb



Este método es el que se ha utilizado en el ejemplo anterior.
El paso de una iteracién a otra del método de Jacobi puede
expresarse de la siguiente forma:

n—1 n—1
A —Q12Uy T — ... — QINUpN ~ + by
T o=
a1l
n—1 n—1 n—1
ur —ao1 Uy — Q93Uz ... — QaNUpy ~ + by
5 =
@22
n—1 n—1 n—1
" —aN1Uy —aN2Uy ... —AGNN-1UpN_y + by
uN -
aNN

Problema 67 (3 puntos) Escribir
en Fortran las funciones stquientes:
SIGNO _PRODUCTO _ESCALAR (uf,vf,Nf) que

devuelve el signo del producto escalar de los wec-
tores uf y wuf de dimension Nf (12 lineas de
cédigo  como  mdximo), 'y la  funcion AUTO-
VALOR_MAXIMO/(Af,uf, Nf,Nfmaz, Nfiter, Tolf ) que
devuelve el autovalor mdxrimo de una matriz y su au-
tovector por el método de la potencia. Los pardmetros
son la matriz Af, el vector candidato inicial uf, Nf la
dimension real, Nfmazx, la dimension para coger memoria,
Nfiter nimero mdximo de iteraciones, y Tolf la tolerancia.
Esta funcion devuelve el wvalor 2.%¥120 si no termina
correctamente. Tomar como norma |u|| = Y, ABS(u;)
(28 lineas de cdédigo como mdximo)

Problema 68 (2 puntos) Calcular 3 iteraciones del
método de Jacobi para resolver el sistema

1 -1 0 T -1
-1 2 0 y | = 3
0o -1 3 z 1

partiendo de u' = (0,0,0)

Método de Gauss-Seidel

Este método consiste en tomar

Mgs = (D+L) ' (=0)

cas = (D + L)_l b

A efectos précticos, la aplicacion de este método no re-
quiere el célculo directo de la matriz inversa (D + L) !
puesto que el paso de una iteracién a otra puede hacerse
de forma recursiva de la siguiente forma:

n—1 n—1

I —Q12Usg —..—aiNuy ~ + by

To=

aii
n—1 n—1

un —auf — 23Uz ... — GaNUN T T ba

5 =

a2

R —an1uy — anouy... — aNN_lu%_l + by

No=

aANN

de tal forma que si hacemos un barrido para el célculo de
la solucién de arriba hacia abajo, y vamos actualizando
las componentes del vector aproximacién segin las vamos
calculando obtenemos el método de Gauss-Seidel. Por
tanto bdsicamente podemos decir que la diferencia entre
el método de Gauss-Seidel y el método de Jacobi es que
en el método de Gauss-Seidel se actualiza el vector aprox-
imacién después del cdlculo de cada componente, y en el
caso de Jacobi se actualiza sélo al final, después de haber
calculado todas las componentes por separado.

Ejemplo 13 Vamos a aplicar el método de Gauss-Seidel
al sistema del ejemplo anterior, es decir

20—y = 1
—xz+2y—z2 = 0
—y+2z = 1

Las iteraciones del método de Gauss-Seidel aplicado a este
sistema consisten en

I _ 1+yn—1
" 2

_ Tpt2a—1
b T T
. 1+y,
T Ty

Si hacemos iteraciones del esquema anterior a partir
de la aproximacion inicial u' = (0,0,0) obtenemos

~1+0 1

2T Ty T

340 1

Yya = 5 = Z

o 1+% 5

2T T 8

de la misma forma obtenemos

.5 .976 56
ud = .25 ol = .976 56
.625 . 98828

Problema 69 (2 puntos) Calcular una base ortogonal

1 0 1
de autovectores de la matriz 0 2 0
1 0 1

Problema 70 (2 puntos) Calcular 3 iteraciones del
método de Gauss-Seidel para resolver el sistema

1 -1 0 T -1
-1 2 0 y | = 3
0O -1 3 z 1

partiendo de u' = (0,0,0)



Problema 71 (1 punto) Una variante del método de
Gauss-Seidel es tomar M = (D+U)"" (<L), y ¢ =
(D + U)_1 b. indicar en este caso que diferencias de im-
plementacion habria con respecto al caso antertior.

Meétodo de relajacién

El objetivo de este método es intentar mejorar el método
de Gauss-Seidel introduciendo un pardmetro de relajacién
w. Se toman en este caso

M, =

Cow -

(D +wL)™ (1 —w)D — wU)
w(D+wL) b
estas nuevas matrices se basan en realizar un promediado

entre el resultado obtenido por Gauss-Seidel y el estado de
la solucién en la etapa anterior de la forma siguiente:

n—1 n—1
—a1oU — . — QINU + by _
ul = w 2 N +(17w)u7111
aii
n n—1
—ao1U7 ... — AONU + by _
uy = w L N +(17w)u31
a2
n n
n 7CLN1’LL1...7CLNN_1UN71+I)N 1
uy = w + (1 —w)uy
aANN

La eleccién del pardmetro w es en general un problema
dificil, sin embargo, en el caso de matrices tridiagonales (es
decir matrices con todos los elementos nulos salvo la di-
agonal principal y sus codiagonales) el siguiente resultado
muestra la forma de calcular el valor de w éptimo.

Teorema 25 Si A es una matriz tridiagonal y p(My) < 1,
entonces el valor de w que optimiza la velocidad de con-
vergencia del método es:

2
1—p(My)?

Wopt =

1+

Como puede observarse de la expresién anterior, el
valor de wy: se encuentra siempre entre 1 y 2.

Demostracion [La-Th|. Pg.358-362

Ejemplo 14 Vamos aplicar el método de relajacion al sis-
tema del ejemplo anterior, es decir

20—y =
—x+2y—z =
-y + 2z

—_ O

en este caso p(My) = LQ, Y Wopt = 1.17

Las iteraciones del método de relajacion aplicado a
este sistema consisten en

1 n—

Ty, = w% + (1 —w)xp_1
Ty + 2p—

Yn = —2 ! + (1 — w)yn—l
1+y,

Zy = W J;y + (1 —w)zn—1

Si hacemos iteraciones del esquema anterior a partir
de la aproximacién inicial u! = (0,0,0) y tomando w =
Wopt = 1.17 obtenemos

.585 . 686 .999
u? = 342 W= .802 |..u¥=1] .999
.785 .921 .999

Problema 72 (8 puntos) Calcular 3 iteraciones del
método de relajacion para resolver el sistema

1 -1 0 T —1
-1 2 0 y | = 3
0O -1 3 z 1
, partiendo de u' = (0,0,0). Calcular previamente el

pardmetro de relajacion dptimo
Convergencia de los métodos iterativos.

Vamos a denotar por e™ = u™ — u, el error relativo entre
la solucién del sistema u y la aproximacién en la etapa n,
u™.

Teorema 26 Se considera el esquema iterativo u™ =
Mu™~! 4 ¢. Entonces

e = M lel

Demostracion: La solucién del sistema satisface u =
Mu + c. Restando esta igualdad de la igualdad u™ =
Mu™1 + ¢ obtenemos

u —u =Mt —u) = M Hu! —u)
[ |
Teorema 27 El método iterativo u™ = Mu™~' + ¢ con-

verge para cualquier aproximacion inicial si sélo si p(M) <

1.

Demostracién: El resultado es inmediato a partir del
hecho de que una matriz M™ converge hacia 0 cuando
n — oo sisélo si p(M) <1

Teorema 28 Si en el método de relajacion w ¢ (0,2) en-
tonces p(M,,) > 1.



Demostracion: En primer lugar observamos que las ma-
trices D+ Lw y (1 —w)D — wU son matrices tridngulares,
y por tanto su determinante es el producto de los elemen-
tos diagonales. Ademsds utilizando que el determinante del
producto de dos matrices es el producto de sus determi-
nantes, y que el determinante de la matriz inversa es el
inverso del determinante, obtenemos

(1 -w)D —wU|] (1 w)NILay

M| =
| ‘ |(D + wL)| IL;a;;

por tanto, como el determinante de una matriz es el pro-
ducto de sus autovalores, obtenemos que si w ¢ (0,2), en-
tonces |1 —w| > 1 y en consecuencia M,, posee al menos
un autovalor de médulo mayor o igual que uno.

Teorema 29 Si una matriz A verifica

‘a“‘ \>Z\aij| Vi.

i#i

laj; > laiy | Vi
i)
entonces el método de Jacobi asociado al sistema Au = b
converge para cualquier aproximacion inicial.

Demostracion: En primer lugar observamos que la ma-
triz M ; puede expresarse como:

0 22 _ 213 _anN

ari ari all

__ G2 __ Gy __Gopn

@22 @22 22

__an-—1,1 __anN-1,2 0 _ _aN-1,N
aAN—1,N—1 AGN—1,N—1 AN—1,N—1
AN, anN,2 AN, N—1
an,N an,N AN,N

teniendo en cuenta que las normas 1 e infinito de una ma-
triz son el maximo de las sumas por filas o columnas en
valor absoluto, se tiene por las condiciones del teorema que
|My] < 1 paralanorma 1 o infinito. Por tanto, el teorema
se concluye teniendo en cuenta que cualquier norma de una
matriz es siempre mayor o igual que su radio espectral

Este resultado se puede generalizar un poco al caso
de matrices irreducibles de la siguiente forma:

Definicién 7 Una matriz A es irreducible si un sistema
de la forma Au = b no puede descomponerse en dos sub-
sistemas independientes de dimensidn menor

Dicho de otra forma, una matriz es irreducible si el
cambio de cualquier valor del vector b del sistema Au =0
afecta a todos los elementos del vector u.

Teorema 30 Si A es una matriz irreducible y se verifica

|aii |> ) ay | Vi

J#

laji |2 laij | Vi
i#]
con la desigualdad estricta en al menos una fila o columna,
entonces los métodos iterativos convergen.

Demostracion. [La-The] Pg.346-347

Ejemplo 15 La matriz del sistema ejemplo tratado ante-
riormente, esto es

satisface las hipdtesis del Teorema anterior

Problema 73 (2 puntos) Escribir en
Fortran la funcion siguiente: CONDI-
CIONAMIENTO(Af,Nf,Nfmaz, TOLf,Nfiter) que devuelve
el condicionamiento de una matriz utilizando el método
de Jacobi para calcular los autovalores, se supondrd imple-
mentada la funcion JACOBI(A,N,Nmaz, TOL,Niter) que
devuelve 0 si termina bien y 1 si termina mal. La funcion
CONDICIONAMIENTO devuelve 2.¥120 si termina mal
porque Jacobi da un error o se produce una division por
cero. Los pardmetros son la matriz Af, Nf la dimension
real, Nfmax, la dimension para coger memoria, Nfiter
nimero mdximo de iteraciones, y Tolf la tolerancia (21
lineas de instrucciones como mdximo)

Problema 74 (2 puntos) Demostrar que si una matriz
A wverifica que por filas o columnas su suma es siempre
igual a 0, entonces el determinante de A es cero, y por
tanto el sistema asociado a A no tiene solucion.

Problema 75 (8 puntos) Dado un sistema iterativo
u" = Mu" 4 ¢

Demostrar que aunque el radio espectral de M sea mayor
que 1, si u' y ¢ son combinaciones lineales de autovectores
de M correspondientes a autovalores de mddulo menor que
1, entonces el método converge.



Préctica 7 (Método de relajacion, 4 horas).

Crear una funcién en fortran 77 donde se implemente el
método de relajaciéon. Los pardmetros de la funcién serdn:
la matriz A, el vector b, un vector u donde se almacenara
la solucién, y que inicialmente serd el vector aproximacién
inicial, que por defecto se tomara 0, el pardmetro de re-
lajacién w, el nimero médximo de iteraciones N max, y
la tolerancia TOL para evaluar la diferencia entre u” y
u™~!. La funcién devolver4 el niimero de iteraciones nece-
sarias para alcanzar la solucién, si el método no converge
devuelve —1. Comparar la diferencia en la velocidad de
convergencia entre el método de Gauss-Seidel y el Método
de relajacién. Probar el método para los sistemas

1 -1 0 T -1
1. -1 2 0 y = 3
o -1 3 z 1
2 -1 0 T 1
2 -1 2 -1 y =10
0o -1 2 z 1
1 3 3 T 7
3 3 1 3 Y =1 7
3 3 1 2 7

4. Los sistemas ejemplos del directorio de la asignatura.
Estos ejemplos tienen siempre como solucién el vector
(1,1,....,1).

Método de Newton-Raphson para sistemas de
ecuaciones-no-lineales

En las aplicaciones reales, muchas veces nos encontramos
con sistemas no-lineales de ecuaciones. Por ejemplo, calcu-
lar las raices, reales o complejas de un polinomio de grado
2 dado por Py(z) = az? + bz + ¢, donde z = x + yi es
equivalente a resolver el sistema

az’ +bz—ay?+c¢ = 0
2ayx+by = 0
que es un sistema no-lineal de ecuaciones. En general, un

sistema no-lineal de ecuaciones de dimensién NN, se escribe
como N ecuaciones del tipo

fl(ul,....,uN) == 0

fg(ul,....,uN) = 0

Iy(ui,eun) = 0
donde f(u) = (fi(u), fo(u), ..., fw(u)) es una funcién de
RV — RV y u = (uq,....,uy). El método de Newton-

Raphson para sistemas de ecuaciones se basa en desarrollar

por Taylor la funcién f y truncar el desarrollo para que
quede un sistema lineal, es decir

flu) = () + V() (u—u") + O ([[u—u’ )

donde u° es una aproximacién de la solucién de f(u) = 0,
si truncamos el desarrollo e igualamos a 0 (para aproximar
la raiz) obtenemos que la raiz del sistema lineal se obtiene
resolviendo el sistema
Vf(u®)z —f(u®)
1

U = u0+z

en el caso general a partir de una aproximacién u" se ob-
tiene la aproximacién u?t! en dos etapas

Viw")z = —f(u")

unJrl _ un +

0

Ejemplo 16 Consideremos el siguiente sistema no-lineal
de ecuaciones:

21 =

0
2¢y = 0

la matriz gradiente de esta funcion viene dada por
n [ 22 —2y
i) = (5 o)

tomemos como aprozimacion inicial u' = (1,1). El sis-
tema que hay que resolver para pasar de una iteracion a

otra es

2yn 23771 22 2ynxn
Si partimos de u' = (1,1) para obtener u? tenemos que
resolver

,—%) por tanto u® viene dado

e~ (1)(1)-(1)

para calcular u® tenemos que resolver el sistema

(3 )(2)-- ()

cuya solucion es (—}1—3,

Jo(£)-()

que ya es una buena aproximacion de la solucion exracta
dada por el vector (0,1).

que tiene por solucidn
por

(3 9)(2)-(

N[N

—4%). Por tanto u3.viene dado por

:w

Il
S
G [



Problema 76 (8 puntos) Calcular 2 iteraciones del
método de Newton-Raphson no-lineal para aproximar una
ratz del sistema de ecuaciones

4+ -1 = 0
y—z = 0

partiendo de (z,y) = (1,1).

Problema 77 (2 puntos) Plantear el algoritmo nece-
sario para calcular, utilizando el método de Newton-
Raphson, las raices complejas o reales de un polinomio de
grado 3.

Problema 78 (2 puntos) Se considera el sistema no-
lineal

(z—1)y = 0
(y—2)z = 0
A partir de ut = (1,1), calcular u? y u® wutilizando el

método de Newton-Raphson para aproximar un cero del
sistema no-lineal.

Problema 79 (2 puntos) Calcular 1 iteracion del
método de Newton-Raphson no-lineal para aproximar una
raiz del sistema de ecuaciones

e* -1 =0
y-22-2 =0
(2—1)304—3 =0

partiendo de (z,y,z) = (1,1,1).

DIFERENCIACION E INTEGRACION
NUMERICA

Una férmula de diferenciacién numérica es un proced-
imiento (o algoritmo) que permite aproximar la derivada
de la funcién f(x) en un punto z; utilizando el valor de
f(z) en otros puntos vecinos a ;. Por otro lado una fér-
mula de integracién numeérica es un procedimiento que per-
mite aproximar el valor de la integral en un intervalo [a, b]
a partir de la evaluacién de f(z) en algunos puntos inclu-
idos en el intervalo [a, b].

Diferenciacién Numeérica

La manera habitual de aproximar la derivada de una fun-
cién f(z) en un punto z; es utilizando el desarrollo de
Taylor centrado en z;

(i)

T (x—m) + .

flx) = fla:)+

si tomamos un punto x; # x; y truncamos el desarrollo de
Taylor obtenemos despejando

) = L@ 6 10 o
Ij — Xy
donde O (|z; —x;|) indica bédsicamente que el error
cometido es una suma de potencias de |z; — ;| donde
la potencia més pequena es 1. Se denomina orden de la
aproximacion a la potencia mds pequena que aparece en el
término del error. Por tanto, en este caso diremos que el
orden de aproximacién es 1. Si el punto ; > x; entonces la
derivada se calcula hacia delante, y si z; < z; la derivada

se calcula hacia atrés.

Ejemplo 17 Veremos en este ejemplo como cuanto mds
prozimo esté el punto x; al punto x; mejor serd el valor
aprozimado de la derivada. Consideremos la funcion
f(z) = 2. La derivada de f(z) en x = 1 es f'(1) = 3
Si tomamos x; =1 y x; = 2 en la formula anterior obten-
emos la aprorimacion

23 18
/1N :7
F)~—5—
St tomamos ahora x; = 1.1
1.1 - 18
(1)~ —— =3.31
F) 11-1 3.3

que estd mucho mds prérimo al valor real.

Problema 80 (2 puntos) Calcular analiticamente y
numéricamente la matriz gradiente en el punto (1,1) (uti-
lizar h =0.1) de la funcion:

22 +9% -1
r—y

f(wjy)—{

Problema 81 (8 puntos) Dados 3 puntos distintos
Ty, Ty, T, demostrar que la formula:
f("ﬂ;;z:iffﬂi) + (2 — ;) f(fﬂ;?:i”(xz)

Tr — 2

(z; — @)

f(@i) =

aprozima la derwada de f'(xz;) con un orden de aproxi-
macion de 2.

Nétese que si ¢, = x;+h, y ©; = x;—h, entonces la férmula
anterior queda

f(zi+h) — f(zi — h)
2h

f(a:) =

que es una conocida férmula de diferencias centradas.



Ejemplo 18 Veremos en este ejemplo como utilizando la
expresion anterior para aprozimar la derivada de f(x) =
3. en x = 1 la precision es mayor que con la férmula
anterior. Por ejemplo si tomamos ©; = 1 y h = 1, la

expresion anterior nos da

23 o 03
(1) =~ =4
HOEE
Si tomamos ahora x; = 0.1
1.13 - 0.93
"1~ ————— =3.01

que estd mds préoximo al wvalor real que utilizando la
primera formula. En general tendremos que cuanto mayor
es el orden de una férmula de aproximacidn, mds preciso
es el valor de la derivada.

Nota: Utilizar el desarrollo de Taylor para aproximar
f/(z) es equivalente a interpolar f(x) con el polinomio de
Lagrange, y posteriormente derivar el polinomio.

Problema 82 (8 puntos) Dados 3 puntos distintos
xy, X, X calcular el polinomio de Lagrange que interpola
a f(x) en esos 3 puntos, calcular la derivada de ese poli-
nomio en x; y comprobar que da la misma férmula que la
presentada en el problema anterior.

Problema 83 (2 puntos) Calcular una aprozimacion de
la derivada tercera f"'(xz;) de una funcion f(x) en un
punto x;, utilizando f(x;), f(a;+h), f(x;—h), f(x; —2h)

Problema 84 (3 puntos) Dados 3 puntos. Demostrar
que la férmula
flar)—f(zi)  flzm)—f(z)

Ty —T; Ti—Xy

Ty — X

f/l(xi) ~ 2

aprozima la derivada sequnda de f(x) en x; con un orden
de aproximacion de 1.

Problema 85 (2 puntos) Considerar en el problema an-
terior que x; = x; — h, y x, = x; + h. Deducir como queda
la formula anterior para aprorimar la derivada segunda, y
demostrar que en este caso el orden de aprorimacion es 2.

Problema 86 (3 puntos) Dados 3 puntos x; < z; < @
calcular el polinomio de Lagrange que interpola a f(x) en
esos 3 puntos, calcular la derivada segunda de ese poli-
nomio en x; y comprobar que da la misma férmula que
utilizando los desarrollos de Taylor.

Problema 87 (2 puntos) Calcular una aprozimacion de
la derivada primera y sequnda de una funcion f(z) en x =
0, teniendo en cuenta que f(0) =1, f(1) =0, f(4) =9

Diferenciaciéon numeérica en dimensiones superiores

Estudiaremos en este apartado la aproximacién de las
derivadas de una funcién de varias variables. Para sim-
plificar la exposicién, supondremos que la dimensién es 2.
Para discretizar las derivadas de una funcién F(z,y) se uti-

lizan los desarrollos de Taylor siguientes en 2 variables. De-
OF (z,y _ OF(z,y _ 8% F(x,y
3(36 )7Fy4 3(y )7F114 3;2 )7
_ 9F(zy) _ 9P (zy)
Foy = =525, Fyy = 3

notaremos por F, =

1. F(z+h,y) = F+hF, + 5 F,, + O(h%)
2
2. F(x — h,y) = F — hFy + 5 F,, + O(h®)
3. F(z,y +1) = F +1F, + L F,, + O(%)
4 F(z,y—1)=F —IF,+£F, +0(3)
5. F(w+h,y+1) = F+hF,+1F,+ 3 (h?Fyy 4+ 2hlF,, +
3
PEy) + O((h? +17)7)
6. F(x—h,y—1) = F—hFy —1F,+ $(h?Fyy +2hlFyy +
3
?Fyy) + O((h* +1%)?)
7. F(x+h,y—1)=F+hF, —1F,+ 3 (h?Fyp — 2hlF,y +
3
?Fyy) + O((h* +1%)?)
8. F(x—h,y+1) = F—hFy +1F,+ 3 (h*Fpy — 2hlF,, +
3
1?Fyy) + O((h* +12)%)

Prestaremos particular atencién a dos operadores
diferenciales que se utilizan con frecuencia en la préctica:
El gradiente VF(z,y) = (Fy(z,y), Fy(z,y)) que es el vec-
tor de derivadas parciales, y el Laplaciano AF(x,y)
Foo(z,y) + Fyy(z,y). Utilizaremos la notacién Fj ;
F(hi, lj).

[l

Discretizacién del Laplaciano

Para discretizar el operador AF en un entorno de 3 x 3
puntos pueden utilizarse diferentes esquemas. Para sim-
plificar, supondremos que [ = h.

Problema 88 (3 puntos) Demostrar, utilizando el de-
sarrollo de Taylor, que las siguientes expresiones son dis-
cretizaciones del laplaciano:

ap = Bt Fogn t Fioayon + Fiaya — 45
- 2h2

Fipyt B+ Fjp T F o —4F
h2

AF =

El resultado del anterior problema nos proporciona
2 formas distintas de evaluar el laplaciano, por tanto,
cualquier promediado de las dos expresiones también es
una discretizacién del laplaciano, es decir:



FiogntFo i+t Fo o 4
AF = +1.0+ 2t T 2t 1.4 ) +

1) Fipiy+Fiy ,,-+F;.Lg+1+Fi 4Py Oh)

donde v es un pardmetro libre a elegir. La eleccién de di-
cho pardmetro v la haremos en base a que la discretizacién
de AF respete lo més posible la invarianza por rotaciones
de la funcién F(z,y), para ello consideremos una funcién
tal que en un entorno de un punto (hig, hjg) tiene los sigu-
ientes valores:

11171
0100
0({0|0

Si calculamos A F' en el punto central a través de la anterior
férmula obtenemos:

. . 2 1
AF(hig, hjo) = 32 +(1— ’Y)ﬁ

ahora bien, si rotamos 45 grados la funcién inicial entorno
al punto (hig, hjo) obtenemos como imagen:

1110
110(0
0100

Si calculamos de nuevo AF en el mismo punto obtenemos:

. . 1 2
AF(hig, hjo) = o2 +(1— ’Y)ﬁ

Por lo tanto si queremos que ambos valores de AF' coin-
cidan, debemos elegir v = % Hablando en términos de
teoria de la senal el calculo de AF nos llevaria a convolu-
cionar la imagen con la siguiente mdscara:

ol

1

hQ

fol—fol —fol—y
kol |

kelod
fol—ol —fol—

Problema 89 (2 puntos) Calcular una aprozimacion
del laplaciano de una funcion F(z,y) en el punto (z,y) =

(0,0). conociendo los siguientes valores: F(0,0) = 0,
F(10) = 3, F(-3.0) = £, FO.3) = £, FO,-4) = }

11 t’ A R i ST TR A T
Flgpz)=5Flg-3)=5Fls3) =3 Flz3)=
2

Discretizacion del gradiente.

Siguiendo el desarrollo de Taylor mostrado anteriormente
obtenemos la siguiente expresién para el gradiente:

(F; 1 ,)
(Fzg)x =(1- 7)%"‘
(F; i =i o —F ,j—\)
+,-}/ +1.i+ 1 +4h -+ 1 1
(Fi,j = F )
(Fzg)y = (1 — ) —ig+

+ (Figr i —Fipi o \;lFi—l,_j+l —Fi )

donde v es de nuevo un pardmetro a elegir. Teniendo en
cuenta que la norma euclidea. del gradiente es invariante
por rotaciones, en particular lo es para rotaciones de 45
grados, de donde deducimos, utilizando el mismo argu-
mento que para el AF quey =2— V2. Por tanto, estamos
calculando F, utilizando la méscara:

2 V2 [0 2 V2
—2v2-1) 0] 2(w2—-1)
—(2-v2) [0] (2-v2)

y F, utilizando:

[ A AT BV
— 0 0 0
M=V [0 ] C-v7)

Problema 90 (3 puntos) Demostrar que las mdscaras

—(2-v2) |0
—2(2-1)]0
2 V2 [0] 2 V7

\[FEVA [0 -V
F,=— 0 0 0
-V [ 221 | -3
dan lugar a una discretizacion del gradiente tal que su
norma euclidea es invariante por rotaciones de 45 grados.

(2—v2)
2(v2—1)

Problema 91 (2 puntos) Calcular una aprozimacion
del gradiente de una funcion F(x,y) en el punto (z,y) =

(0,0). conociendo los siguientes wvalores: F(0,0) = 0,
f’(%’o)lzl %’ F(*%,O) :1 7%1’ F(Ové) = 7%1’ 5(077%) =
3 Flz3) = 0, Flog,-3) = 0, Flog3.3) = — L
F(3,-3)=1

Integracion Numérica
Meétodos de Cuadratura de Gauss

Sea f(z) una funcién definida en un intervalo [a,b]. Va-
mos a aproximar el valor de la integral de f(z) en [a, ],
utilizando la evaluacién de f(z) en ciertos puntos de [a, b].
Es decir, una férmula de integracién numérica se puede
escribir como

/ fle)de ~ 3 wi f ()
a k=1

donde z;, representan los puntos de evaluacién de f(z) y
wy, el peso de cada punto de evaluacion.



Definicién 8 Una férmula de integracion numérica se de-
nomina exacta de orden M si para cualquier polinomio
P(z) de grado menor o igual que M, la férmula es ezacta,
es decir

/a b P(z)dz = XN: wy P ()

k=1

Definicién 9 Se denominan polinomios de Legendre
L. (z) a la familia de polinomios dada por Lo(z) = 1,
Li(z) =z, y paran = 2,3, ....

nLy(x) = (2n—1DaL, 1(z) — (n — 1)L, 2(x)

Teorema 31 Sean{Z},_, 5 los ceros del polinomio de
Legendre Ly (z). Si definimos

1L -~
1 Hi;ﬁk(xk — :Ei)

entonces la formula de integracion numérica generada por
los puntos Ty, y los pesos wy, es exacta hasta el orden 2N —1
para el intervalo [—1,1]

Demostracién [Hu| Pg. 205-209

Ejemplo 19 A continuacion se exponen algunos valores
de raices Ty y coeficientes Wy, en funcion del grado del
polinomio Ly,(x)

n Lfk ’lI)k
2| 0.5773502692 1.
—0.5773502692 1
3| 0.7745966692 | 0.5555555556
0. 0.88883883889
— 0.7745966692 | 0.5555555556
4] 0.8611363116 | 0.3478548451
0.3399810436 | 0.6251451549
—0.3399810436 | 0.6251451549
— 0.8611363116 | 0.3478548451

Problema 92 (2 puntos) Aprozimar el valor de la sigu-
iente integral, utilizando las formulas de Legendre para

n=2yn=3
1
/ (ats—a:4)da:

-1

Cual es el valor exacto de la integral?

Problema 93 (2 puntos) Se considera para el intervalo
[—1,1], los puntos xg = —0.5, 1 = 0y 3 = 0.5 y los pesos
wp = wy = wy = 2/3. Estos puntos y estos pesos se uti-
lizan para aproximar la integral de una funcion en [—1,1].
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Usar esta formula de integracion para calcular nimerica-
mente la siguiente integral y compararia con el resultado
andlitico (exacto).

Problema 94 (2 puntos) Demostrar, utilizando los
ceros y pesos asociados a los polinomios de Legendre, cual
seria la formula de integracion numérica de Legendre uti-
lizando un sélo punto de interpolacion. Cual seria su ex-
actitud?

Problema 95 (2 puntos) A partir de los ceros y de los
pesos asociados a los polinomios de Legendre, y dado un
intervalo [a,b] cualquiera, encontrar los puntos xy, y los
pesos wy que hacen exacta hasta el orden 2N — 1 una for-
mula de integracion numérica sobre el intervalo [a,b]

Problema 96 (2 puntos) Utilizar el resultado del prob-
lema anterior para calcular de forma exacta la siguiente

integral
1
/ (a:2 — x?’) dx
0

Cuando el intervalo [a, b] es infinito es decir ¢ = —c0 6
b = o0, hay que emplear otros métodos para aproximar las
integrales. En el caso de [a,b] = (—00,00) se utilizan los
ceros de los denominados polinomios de Hermite definidos
como Hy(z) =1, Hy(z) =2,y

H,(z) =2zH, 1(z) —2(n — 1)H,_2(x)

para n > 2. En este caso la férmula de integracién
numérica aproxima:

0o . N
/ fx)e ™™ do ~ Zwkf(xk)
-0 k=0

Teorema 32 Si Ty, son los ceros del polinomio de Hermite
y definimos

- ©0 H#k(x—iti) 2
Wy, = ————¢ T dx
oo Wizzr(wr — Ty
entonces la formula de integracion numérica generada por

los puntos Ty, y los pesos wy, es exacta hasta el orden 2N —1
para el intervalo (—oo,00)

Demostraciéon [Hu] Pg. 213-214

Ejemplo 20 A continuacion se exponen algunos valores
de raices Ty y coeficientes Wy en funcion del grado del
polinomio H,(x)

n 5?]9

1 0.

2 | —0.707106 781
0.707106 781

Wy,
1.772453 851
0. 886226 9255
0.886226 9255




Problema 97 (2 puntos) Calcular de forma exacta la

integral
eo 2
/ (a:3 - x2) e " dx

— 00

utilizando los polinomios de Hermite.

Problema 98 (2 puntos) Aprozimar, utilizando dos
puntos de aproximacion, el valor de la integral:

e 1
d
/,OOHIQ :

Para el intervalo (0, 00) se utilizan los polinomios de
Laguerre L, (z), definidos por Lo(z) =1, Ly(z) =1—=x,y

L.(z)=2n—1—2)L, 1(z) — (n — 1)2Ln,2(x).

para n > 2. En este caso la formula de integracién
numeérica aproxima:

oo N
| f@edox S wsen)
0 k=0

Teorema 33 Si 5, son los ceros del polinomio de La-
guerre y definimos

® Tizg(z — T4
Wy, = / —#k( f> e “dx
o Mizr(wr — Ty
entonces la formula de integracion numérica generada por

los puntos Zy, y los pesos Wy, es exacta hasta el orden 2N —
1. para el intervalo (0,00)

Demostracién [Hu| Pg. 211-213

Ejemplo 21 A continuacion se exponen algunos valores
de raices Ty y coeficientes Wy en funcion del grado del
polinomio Ly, (x)

n :ik | ’lI)k

1 1. | 1.

2 0. 585 786 438 0.853 5533903
| | 3.414 213 562 0.146 446609 3

Problema 99 (2 puntos) Calcular de forma ezacta la

integral
o]
/ (LE3 — :E2) e “dx
0

utilizando los polinomios de Laguerre.

Problema 100 (2 puntos) Calcular una férmula de
aproximacion numérica de la integral siguiente

/:o fz)e "da

donde a es un numero real cualquiera
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Férmulas de Integracion Numérica Compuestas

Con las férmulas que hemos visto hasta ahora, para au-
mentar la precisién es necesario aumentar el grado de los
polinomios, lo cual resulta complejo para valores grandes
de N. Una alternativa es dividir previamente la integral en
subintegrales de la manera siguiente

Thtl

/abmdm_é [ o

donde a = zp < x1 < .... < Tpry1 = b. A continuacién se
aproxima numeéricamente cada una de las integrales

[;:Hl f(z)dz

para ello se puede utilizar los desarrollos a partir de los
polinomios de Legendre, o bien las férmulas méas simples
siguientes:

Férmula del rectangulo

/ K1 flx)dz ~ f (%) (Zrsr — 1)

Esta férmula se obtiene facilmente aproximando f(z)

por el polinomio interpolador en x = %, es decir
[ f@)de ~ [70 f (25 ) de =
=f <—mk+§“l) (Trt1 — Tk)
Férmula del trapecio
Fhti T + f(z
/ fa)dw ~ M (Trp1 — Tn)
Ty

Esta férmula se deduce aproximando f(x) por su poli-
nomio interpolador en . y 41, es decir
) dx
k

r—x)
Tp41—F

‘I::Jri f(z)dx ~ fikﬂ (f(xk)w + f(@r41)

T —Th+1

— f(l’k:il;rf(xk) ($k+1 _ xk)

Férmula de Simpson

(g1 — @

[ fotae fopen) + f(xk>6+ af (g

Esta formula se deduce aproximando f(x) por su de-

sarrollo en serie de Taylor centrado en el punto z,, =
M’Jr; b1 es decir

[ fa)da



fwk:+|
Ty

(F@m) + 7/ (@m) @ = 2) + LG (0 — 2,0)?) d =

" —Tg 3
anon -+ ) ()

ahora bien, teniendo en cuenta los resultados de la sec-
ci6n anterior sobre derivacion numérica f”(z,,) se puede
aproximar como

f(@rer) = 2f (@m) + f(21)

2
(Cﬂk:iw Tk )

fl/(xm) ~

2

por tanto, sustituyendo este valor en la aproximacién an-
terior obtenemos

f;:%] f(@)de = f(2m)(Tre1 — o)+

+f(mk+1)—2f3($m,)+f($k) <$k+12—$k> _

flaepe )+ f(xw)+4f w
- k 6 < ) (g1 — i)

Aunque estas férmulas sean menos precisas que las
deducidas a partir de los ceros de los polinomios de Legen-
dre, tienen la ventaja de que pueden ser utilizadas cuando
conocemos la funcién a integrar en un conjunto equies-
paciado de puntos, es decir sélo conocemos f(x) en un
conjunto de la forma x; = zg + hk. Nétese que en este
caso la integracién a partir de los ceros de los polinomios
de Legendre no puede utilizarse.

Problema 101 (2 puntos) Aproximar, por el método de

Simpson, la integral
1
/ (a:s — x4) dx
-1

utilizando unicamente el valor de la funcion en los puntos:
—1,—%,0,% y 1.

Integracion numeérica en dimensiones superiores.

En esta seccién estudiaremos las técnicas de integracién
numérica sobre dominios €2 de dimensién superior a 1. Para
simplificar la exposicién supondremos que la dimensién es
2. Es decir, pretendemos aproximar

/ F(z,y)dxzdy
Q

Aproximaremos esta integral a través de la férmula
numeérica:

/QF(x,y)dxdy ~ ZwijF(ﬂ?iuyj)
(%

donde debemos elegir los puntos (z;,y;) y los pesos
w;;. Para realizar esta eleccién se utilizan técnicas de

cuadratura. Es decir, se exige que la férmula sea exacta
para polinomios en z,%y de hasta un cierto grado

/Q:Emyndxdy = Zwij (@)™ (y;)"

(]

donde m y n determinan el grado de los polinomios. De
estas relaciones se puede deducir, en general, el valor de
los puntos y los pesos. Un caso particularmente sencillo
es cuando Q es un rectdngulo [a,blz[c,d]. En este caso,
podemos escribir:

b d
/mmy”dxdy:/ acmdac/ y"dy
Q a c

y por tanto, la exactitud en dimensién 2, la podemos de-
ducir a partir de la exactitud en dimensién 1, que en este
caso viene dado, como hemos visto anteriormente por los
polinomios de Legendre.

Problema 102 (8 puntos) Deducir la férmula de inte-
gracion numérica sobre el rectangulo [—1,1]x[—1, 1] resul-
tante de aplicar la integracion numérica en una variable
en los intervalos [—1,1], y [—1,1].

Problema 103 (2 puntos) Deducir la férmula de inte-
gracion numérica sobre un rectangulo [a,b|x[c, d] resultante
de aplicar la integracion numérica en una variable en los
intervalos [a,b], y [c, d].

Problema 104 (2 puntos) Calcular de forma exacta la

integral
1,1
/ / 22y’ dady
—1J-1

utilizando integracion numérica.

Nétese que al igual que en dimensién 1, también pode-
mos extender los resultados al caso en que los intervalos
sean infinitos, de tal forma que podemos construir facil-
mente férmulas de integracién numérica para las integrales

/ / F(z, y)e*“”zfyzda:dy

/ / F(z,y)e * Ydaxdy
o Jo

Problema 105 (2 puntos) Calcular una aprozimacion
numérica de la integral

o) 2
/ / * —dzdy
—o0 JO 1 + e¥”

utilizando la evaluacion de F(x,y) en 4 puntos.




En el caso de que 2 sea un tridngulo el calculo es
un poco mds complejo. Consideremos un tridngulo T
de vertices (zg,yo), (z1,y1), (z2,y2). Denotaremos por
ARFEA(T) el 4rea del tridngulo T. En funcién de los vér-
tices el drea viene determinada por

1 1 1 1
Yo Y1 Y2

A continuacién presentaremos algunas férmulas de in-
tegracién numeérica sobre tridngulos utilizando diferente
nimero de puntos

Integraciéon sobre tridngulos utilizando un
punto.

/ Fla,y) = F (”CO“;I T2 y°+y31 +y2> AREA(T)
T

Integracion sobre tridngulos utilizando 3 pun-
tos.

3

donde

1
w = w2:w3:§
~  _ Totm ~ _Ytun
T = —a yl*T
~  _ Zgt @ ~ _Yoty2
T2 = —5 y2—T
~ T2t m ~ _Yy2tun
BT T BT T

Integracién sobre tridngulos utilizando 4 pun-
tos.

/TF(I, y) = AREA(T) " wiF (Tx, §r)

donde

25 27
w1 = w2:w3:4—8 w4*74—8
. 6xg + 221 + 229 ~ 6yo + 2y1 + 2y2
T, = 1—0 Y1 = -~ 10
~ 29 + 621 + 229 ~ 2yp+6y1 + 2y
To = — 10 Y2 = - 10
~ 2xo + 221 + 629 ~  2yo+ 2y1 + 6y
T — YB3=——0
~  mgtw X ~ Yoty t+yo
Ty = T Ya = 3

Problema 106 (2 puntos) Se considera el tridngulo T
de vértices (0,0), (1,0) y (0,1). Deducir cual debe ser el
punto (xo,y0) y el peso wg para que la férmula de inte-
gracion numérica:

/ F(z,y)dzdy ~ F(x0,yo)wo
T
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sea exacta para polinomios de grado 1 en x e y. Es decir
P(z,y) =az+ by +c

Problema 107 (2 puntos) Calcular una aprozimacion
numérica de la integral

/ 2?ydady
Q

donde Q es el tridngulo de vértices (0,0), (2,0) y (0,2)

utilizando 1 punto, 3 puntos, y 4 puntos

INTERPOLACION DE FUNCIONES II

Esta seccién es la continuacién natural del tema interpo-
lacién de funciones visto anteriormente. Por motivos de
coordinacién entre los programas tedrico y préctico de la
asignatura, el tema de interpolacién de funciones se dividié
en dos partes, siendo ésta la segunda parte.

Interpolacién de Hermite.

En ocasiones resulta de interés interpolar no sélo el valor
de la funcién en ciertos puntos {z;}i=,.. n sino también
el valor de sus derivadas. Un ejemplo cldsico de ello es
el desarrollo de Taylor de una funcién en un punto a. En
este caso aproximamos f(z) por un polinomio de grado N,
Py (z) tal que f(z) y Py(x) poseen las mismas derivadas
en el punto a desde el orden 0 hasta el orden N.

/ N)
Pn(z) = f(a) + fl(?)(x—a)—l—..—i-fT@(x—a)N
en este caso el error de interpolacién viene dado por la
férmula:

N+1)
)~ Puta) = B o - g

donde ¢ es un valor intermedio entre x y a. En el caso
general, donde buscamos un polinomio P(z) tal que él, y
todas sus derivadas hasta un cierto orden M, coincidan con
una funcién f(x) en los puntos {z; }i=o, ., se utilizan los
denominados polinomios base de Hermite H; ;(z) que son
polinomios de grado menor o igual que (N +1)(M+1)—1
dados por las siguientes condiciones:

8lHi,j(Ik): 1 si l:j:yk:z:
ozl 0 l#£jok#i

a partir de los polinomios base de Hermite el polinomio
interpolador de Hermite se define como:

N M

P@) =3 2 )b, w)

i=0 5=0

Problema 108 (3 puntos) Calcular los polinomios base
de Hermite que corresponden a tomar como puntos de in-
terpolacion xog = —1, x1 = 1, y el orden de derivacion
M=1.



Interpolacién por splines ciibicos.

Uno de los problemas bésicos del polinomio interpolador
de Lagrange, es que para valores grandes de NN, los poli-
nomios de grado N pueden tener un cardcter fuertemente
oscilante, y los resultados obtenidos por la interpolacién
pueden no ser muy satisfactorios como indica el ejemplo
siguiente

Ejemplo 22 FEl polinomio base de Lagrange centrado en
0 sobre los puntos v; = —5,—4,—-3,—-2,—1,0,1,2,3,4,5 es

(22 —1)(22 — 4) (2 — 9)(2% — 16) (2% — 25)

0 _
Pz) = — 14400

tiene un marcado cardcter oscilante como muestra su grd-
fica en el intervalo [—5,3].

(22— (2® =) (22 —9) (z®>—16) (2> —25) __
— 14400 —

3757
25T

1251

‘
‘ ‘
-5 v 25 0

‘z_sw/ s

Para evitar este problema de oscilaciones de los poli-
nomios de Lagrange, cuando se trabaja con muchos puntos
de interpolacién se suele interpolar la funcién utilizando
polinomios a trozos, definiendo un polinomio distinto para
cada intervalo [z;,z;41]. La técnica mds conocida es la
interpolacién por splines ciibicos, que son polinomios de
grado 3. Por tanto, tendremos un polinomio de grado 3 dis-
tinto Pi(x) = d;(xz— ;) +c; (v —x;)? + b;(x — ;) +a; para
cada intervalo [x;, z;41]. Por tanto si hay N + 1 puntos el
nimero de polinomios es IN. Para definir estos polinomios
se imponen las siguientes condiciones

Pi(z;) flz) i=0,..,N—1
Py(ziy1) = f(@i) i=0,.,N-1
P! gpitl .
8_;(-Ti+1) = 8:; (@iy1) i1=0,.,N-2

9P 2Pyt :

W(%H) W(Ii—&-l) i=0,..,N—-2
vamos a introducir la notacién h; = ®ig1 —
x;. Notese que para definir los polinomios
tenemos que buscar 4N  valores, es  decir:
a(),....,aN_l,b(),...,bN_l,C(), ..... aCN—l,dOw---adN—L Por

razones técnicas, como veremos posteriormente, vamos a
utilizar también los valores ay y cn.

44

Teorema 34 Siuna familia de polinomios Pi(x) = d;(z—
2;)3+ci(w—2;)? + b (x — ;) +ag, i = 0,.., N — 1, satisface
las condiciones anteriores entonces:

ai:f(xi) ’LZO,,N
Cit1 — G .
di=2H % -0, ,N—1
3h,
i1 — @ hi(2¢+ ¢ .
b= Gt hiQeitenn) o oy
h 3
3 a; — a; 3 a; a;
hi—1ci1+2(hi—1+h;)cithiciy1 = (i1 )_3( -
h; hi—1
parat=1,..,N — 1.
Demostracién De la condicién Pi(z;) = f(z;) se ob-
tiene de forma inmediata que a; = f(z;). De la condicién
2 it 2 i
9 8112 (Tit1) = %i(xi+1) se obtiene
2Ci+1 = 6d;h; + 2¢;
de donde despejando obtenemos
Ci+1 — G
diy=—"———
3h;
De la Condicién Pi(z;41) = f(zi41) se obtiene
dih3 + cih} + bihi + a; = a; ;1
de donde despejando obtenemos:
bi az%’jal - dzhr? - Cihi =
i1 — Q4 . hi (201 + Ci+1)
hs 3
. ... 9Pi api~! .
Finalmente de la condicién - (z;) = —2—(z;) se obtiene

bi = 3d;_1h? | +2¢; 1hi—1 +bi1
y despejando todo en funcién de c¢; se obtiene la relacién:

hi—1ci142(hi—1+h;)ci+hicipq = Baip —as) 3(ai —

h; hi—1

Nétese que esta ultima relaciéon determina un sistema
de ecuaciones donde las incégnitas son las variables ¢;. Di-
cho sistema tiene N + 1 incognitas (cg,...,cny) y N — 1
ecuaciones, para completar dicho sistema hay que anadir
una ecuacién que involucre a ¢y y otra ecuacién que in-
volucre a cy. Para anadir estas dos ecuaciones hay dos
procedimientos standard. El primero es hacer simplemente
co = ¢y = 0 que significa

0? Py

Co = ax; (IQ) = 0
9?pPN 1

oN = g (xn) =0

El segundo procedimiento se utiliza cuando utilizamos los
valores de f’(a), y f/(b). En este caso imponemos:



oPy L
W(IO) = f'(a)

opN—1 ,
83x (zn) = [f'(b)

de donde salen las ecuaciones

ar—ap ho

fla) = T —§(2CO+01)
ay —an_ hn_
£ = NhN :V L Ag))l(ch_ﬁcN)

Por tanto, siguiendo con el resultado del teorema anterior,
para calcular los splines cibicos es necesario en primer
lugar tomar a; = f(x;), a continuacién se resuelve un sis-
tema de ecuaciones tridiagonal para el cdlculo de los ¢;, y
los b;, y d; se calcula diréctamente a partir de las relaciones
mostradas en el teorema anterior.

Ejemplo 23 Vamos a calcular los polinomios interpo-
ladores utilizando splines cubicos al interpolar la funcion
f(z) en los puntos x = 0,1,2, y 3 sabiendo que f(0) =0,
f() =1, f(2) =0, f(3) =2, tomando ¢y = c3 = 0. en
este caso h; = 1. Debemos definir 3 polinomios distintos
que corresponden a los intervalos [0,1], [1,2], y [2, 3]. Los
términos a; vienen dados por

ap 0
a1 - 1
a o 0
asg 2

el sistema que debemos resolver para calcular los c; es
4 1 C1 _ —6
1 4 Co o 9
lucid C1 - —2.2
cuya solucion es o )= 28 .

los valores b; y d; vienen dados por

—22-0

dg = ——— = ~0.733

dy — % — 1.667

dy = % — —0.933
b0:1—%:1.733
b= —1— # — 0467
by =2 — 5'6; 0 0133

Ejemplo 24 por tanto los polinomios son:

Py(x) = —0.7332> 4 1.733z
Pi(x) = 1.667 (z — 1)* —2.2(x — 1)* — 0467 (z — 1) + 1
Py(x) = —0.933 (z — 2)° + 2.8 (z — 2)° +0.133 (z — 2)

a continuacion se muestra una grifica con los 3 polinomios

concatenados en el intervalo [0, 3]

18T
16T
147
127

08T
06T
047

02T

0 t t t t t t t t t t t {
0 02505 0751 12515 1752 22525 2753

X

como puede observarse, por las condiciones sobre las
derivadas que hemos impuesto, no es posible distinguir ge-
ométricamente al trazar la curva, cuales son los puntos de
union entre los tres polinomios, es decir parece a simple
vista el trazado de una inica funcion. Veamos ahora grd-
ficamente el perfil de la derivada de los polinomios Py(x),
Pi(x), y Pa(a)

0 t t t t t t t t t t t t
02510 02505 0751 12515 1732 22525 2753

como puede observarse, tampoco sobre la derivada se apre-
cian los puntos de unidn de los polinomios. Sin embargo,
sobre la grifica de la derivada sequnda los puntos de union
se detectan en los lugares donde encontramos un pico, tal
y como se muestra en la grifica de la derivada segunda
siguiente:



02505 0751 12515 1752 22525 2753

X

A b N B O B N w s O
N LT
—t—— f—f—F—+—

Problema 109 (38 puntos) Calcular los polinomios que
determinan la interpolacion por splines cubicos de la fun-
cion f(x) =sin (§2) para los puntos x = —1,0,1,2

La interpolacién a través de la funcién seno cardi-
nal.

Una base de funciones interpolantes muy utilizada en la
teoria de Fourier es la base formada a partir de la funcién
seno cardinal definida por:

sinc(x) = sin(e)
x
cuya gréfica es

1
0.
0.
0.
0.

A\ /\ /\ TANAN

-40 20/ \/ &/0 v V V20 40

-02

esta funcion tiene la propiedad de que en z = 0, sin¢(0) =
1, y para cualquier entero 4 distinto de 0, sinc(mi) = 0.
Dada una funcién f(z), su funcién interpolante en los pun-
tos x; = a -1 par ¢ = M, ..., N viene dada por la funcién:

oy =3 ptay )

i=M ™\ % 72’)

Ejemplo 25 Consideremos la funcion f(x) definida en
los puntos x = 0,1,2, y 3 tal que f(0) = 0, f(1) = 1,
f(2) =0, f(3) = 2 la interpolacion de esta funcion uti-
lizando la funcién seno cardinal viene dada por la funcién
Fla) = sin(rm (z — 1)) sin(m (x — 3))
m(x —1) m(x —3)
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cuya grifica es

18
1.6
14
12

0.8
0.6
0.4
0.2

Ejemplo 26 Vamos a comparar grificamente el resultado
de interpolar la funcion del ejemplo anterior utilizando
la interpolacion de Lagrange normal, la interpolacion por
splines cubicos, y la interpolacion a través de la funcion
seno cardinal. El polinomio interpolador de Lagrange, se
puede calcular facilmente y da como resultado

Pa) =2 —a(z—1)+ %x(m 1)z —2)

en la siguiente figura se muestran juntas las grificas del
polinomio de Lagrange (linea a trozos), los polinomios de
la interpolacidn por splines cibicos (linea sdlida), y la in-
terpolacion utilizando la funcion sinc(z) (linea a trozos).

15

0.5

como puede observarse, la interpolacién por splines cibicos
es la menos oscilante. Por otro lado, cuando el nimero
de puntos de interpolacién aumenta, mayor va a hacer la
diferencia entre los diferentes tipos de interpolacién.

Problema 110 (2 puntos) Calcular la funcion que in-
terpola, utilizando la funcién sinc(x) a la funcion f(x) =

sin(z) en los puntos v = —m,—%,0, 5, .



La interpolacién a través de

trigonométricos.

polinomios

La base de la transformada de Fourier discreta es la uti-
lizacién de los polinomios trigonométricos dados por la ex-
presion

Pk ( I) — eikm
dada una funcién f(z) definida en el intervalo [—m, 7], pre-
tendemos aproximar f(z) como

N .
f(x) ~ Z ckezkm
k=—N

donde ¢ son coeficientes en general complejos. El sigu-
iente resultado determina la forma de calcular dichos coe-
ficientes ¢y,

Teorema 35 Los coeficientes ¢ que minimizan el error
cuadrdtico medio:

E(c_nyeen) = /Tr

—T

N 2
(f(x) - Z ckeikm> dx
k=N
vienen dados por
ffﬂ f(z)e*@dx

2w

Demostracién En primer lugar observamos que dada
la forma cuadrdtica del funcional E(c_y,...,cn), este
debe poseer minimos. Por otro lado, en un minimo,
las derivadas parciales de E(c_p,...,c) con respecto a
cualquier ¢ son cero, y por tanto:

= [ <f(w) 3

- l=—N

Cr =

OE

a—Ck(C,N,

cleZl"”) e*de =0

y el resultado del teorema sale de forma inmediata te-
niendo en cuenta que

0 . .
/ ezlmezkmdx _ {
—7

Ejemplo 27 Consideremos la funcion:

1=k
1+k

2 st
0 st

ze -3 3]

=10 % tglid

vamos a calcular el polinomio trigonométrico interpolante

)

ISIEISE
[SIEINTE]

para N = 3, los valores de cj, son:

- ST f(@)da 1
0T T o T3
f:r f(z)et®dx 1
cl = 071 = =
21 T

f:r f(z)e*=dx
Cg=C_9g—=—"T—"""— = 0

21

2, f@)e?de 1
e T

por tanto, el polinomio trigonométrico interpolador es

1 2 2
Pi(z) = 3 + - cos(x) — o cos(3z)

La siguiente grdfica muestra la aprozimacion entre f(x) y

P3($)

0.75 T

057

025 T

}1.25 \/2/5

-1.25 0

Problema 111 (8 puntos) Calcular el polinomio
trigonométrico tomando N = 2, que interpola a la funcion
f(x) = |z| en el intervalo [—m,x].

Aproximacién por minimos cuadrados.

La aproximacién minimo cuadritica aproxima, a través de
una funcién, un conjunto de valores de forma global, sin
exigir que la funcién aproximante pase exactamente por
ese conjunto de valores.

Dado un conjunto de valores {(zi,yi)};—; y la
aproximacién minimo cuadrética lineal consiste en buscar
la recta y = ax + b, tal que la funcién de error cuadratico

E(a,b) = Z (az; +b— yi)2

=1

sea minima.

Teorema 36 Los walores a,b que minimizan el error
cuadrdtico anterior son

N N N
_ N Zi:1 LiYi — Zi:1 T Zi:1 Yi
a= 2
N N
N> a? — (Zi:l xi)
N N N N
_ Zi:l x% Zi:1 Yi — Zi:l TiYi Zi:l o

= 2
NZZ\; 3%2 - (Zf\; xz)




Demostracién En primer lugar observamos que dada la
forma cuadritica que tiene el funcional, debe poseer un
minimo, ademds, en un punto de minimo del funcional
E(a,b) las derivadas parciales son cero, y por tanto

N
aa—E(a,b) = QZ(azxierfyi)xi:O
a i=1
N
aa—f(a,b) = QZ(axi—l-b—yi):O
i=1

ello da lugar a un sistema lineal de ecuaciones cuyas incég-
nitas son a, b y cuya resolucién lleva al resultado estable-
cido en el teorema

Problema 112 (2 puntos) Calcular la aprozimacion
minimo cuadrdtica lineal de la tabla

z Yi

LW N = Of=

N O = O
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APENDICE A: Resumen de los comandos de
UNIX

En este breve resumen seguiremos el siguiente esquema.
En primer lugar aparece el comando UNIX, a continuacién
entre paréntesis su equivalente en MS-DOS (si existe), y
finalmente un comentario y un ejemplo.

cd (cd) cambia el directorio activo
>cd /users/p701 /fortran77
more (type) visualiza el contenido de un fichero
>more /users/p701/fortran77/programas/progl.f
Is (dir) Visualiza contenido de un directorio
>ls /users/p701/fortran77
cp (copy) Copia un fichero en otro.
>cp /users/p701/fortran77/programas/progl.f .
rm (del) borra un fichero
>del progl.f
man (help) suministra ayuda sobre un comando
> man ls
logout Se termina la sesién y se sale del sistema
>logout
ps Visualiza los niimeros de procesos que estdn abiertos
que corresponden al usuario alumno
>ps -u alumno
kill Interrumpe la ejecucién de un proceso de numero
Nproceso
>kill -9 Nproceso
mkdir (mkdir) Crea un directorio
>mbkdir practical
rmdir (rmdir)Borra un directorio
>rmdir practical
mv (move) Cambia de nombre o ubicacién un archivo.
>mv progl.f practical.f
chmod Cambia los permisos de lectura, escritura y eje-
cucién de un fichero. Este comando es de utilidad para
salvaguardar la informacién de directorios y ficheros de
miradas ajenas.
Hacer > man chmod para mirar las opciones.
chown Cambia el propietario de un fichero
Hacer > man chown para mirar las opciones.
du (tree) Visualiza la cadena de directorios
>du /users/p701
find Busca un archivo de nombre file en el directorio dir
>find dir -name file -print
grep Busca los ficheros que contenga la cadena de carac-
teres string
>grep string *

APENDICE B: Resumen del procesador de texto

vl.

El procesador de texto vi, tiene la ventaja de estar pre-
sente en cualquier méquina que trabaje sobre UNIX, y no
requiere ninguin entorno grafico. Puede ejecutarse en dos
modos. El modo comando (el que estd por defecto al entrar
en vi). Donde se ejecutan comandos como copy-paste, ect..
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y el modo edicién que es donde se escribe normalmente el
texto.

Intercambio entre modo comando y modo edicién

ESC Pasa de modo edicién a modo comando

i Pasa de modo comando a modo edicién

A Pasa a modo edicién y pone el cursor al final
de la linea

O inserta una nueva linea, pasa a modo edicién y
pone el cursor al principio de la nueva linea.

Manejo de Ficheros (En modo comando)
W escribe en disco el fichero
'wq escribe en disco el fichero y sale del vi
:e fichero.name edita el fichero fichero.name
:q! sale del vi sin guardar cambios.
:w fichero.name escribe el fichero actual en el
fichero fichero.name en disco
lcomando ejecuta el comando UNIX comando
:set nu presenta los nimeros de linea en pantalla

Comandos para desplazarse por el texto (En modo

comando)
Crtl F Pagina Adelante
Crtl B Pagina Atrés
$ Pone el cursor en el final de la linea
0 Pone el cursor en el principio de linea
/string Busca hacia adelante el string string
?string Busca hacia atras el string string

n Repite la dltima buisqueda
G Va al final del texto
3G Va a la linea ndmero 3.

Comandos para borrar lineas o caractéres (En
modo comando)

X borra el caracter donde se encuentra el cursor

r character reemplaza el caracter donde se en-
cuentra el cursor por el caracter character.

dd borra la linea donde se encuentra el cursor.

3 dd borra 3 lineas desde donde se encuentra el
cursor hacia abajo.

dw borra la palabra donde se encuentra el cursor.

Comandos para copiar y desplazar bloques (En
modo comando)

yy copia en el buffer la linea donde se encuentra
el cursor

3yy copia en el buffer 3 lineas hacia abajo desde
el cursor

dd copia (y borra) al buffer la linea donde se en-

cuentra el cursor

3dd copia (y borra) al buffer 3 lineas hacia abajo
desde el cursor
P copia el contenido del buffer en el texto.



10.

11.

APENDICE C: Algunos fallos comunes en
Fortran

. No poner END al final del programa principal o de

la funcién

. Escribir nimeros como 1/2 6 10 % %20 en precisién

entera. Solucién: Escribir 1./2.6 10.  %20.

. Utilizar variables enteras como flotantes o al revés.

Sugerencia: Aunque no sea necesario, declarar los
tipos de todas las variables que se utilicen al principio
del programa o funcién.

. Utilizar un pardmetro de una funcién para asignar

dindmicamente memoria a un vector o matriz en el in-
terior de la funcién. Solucién: Poner una declaracién
de PARAMETER al principio de la funcién y con ella
asignar las memorias de forma estdtica.

. No poner ningin comentario en los programas

. Anidar excesivamente los programas. Siempre hay

que buscar que el nimero de anidamientos sea min-
imo.

. No respetar los tipos en los pasos de pardmetros de

las funciones.

. Utilizar vectores sin declararlos con la sentencia DI-

MENSION

. No pasar la dimensién de un vector como parametro

de una funcion.

Exceso de sentencias GOTO. Las sentencias GOTO
pueden dificultar el seguimiento del flujo del programa
y s6lo hay que utilizarlas cuando sean indispensables.

A veces los programas pueden fallar por errores de
redondeo en los cdlculos. Fortran da la posibilidad
de cambiar el tamano de bits utilizados para alma-
cenar las variables en el momento de la compilacion.
Por ejemplo si hacemos ”f77 -rn prueba.f -o prueba”
donde n es 8 o 16, aumentaremos la precisién de la
aritmética para las variables reales, andlogamente,si
en lugar de utilizar la directiva -rn utilizamos -dn au-
mentaremos la precisiéon de las variables declaradas
DOUBLE PRECISION, y si utilizamos -in las vari-
ables enteras.
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