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RESUMEN:

La modelizacion de muchos fendmenos en Las Ciencias de la Naturaleza nos lleva a la
construccién de ciertas ecuaciones que, generalmente, no captan todos los factores que inciden en el
fendmeno. Las consideraciones fisicas que concurren en un fendmeno, de lipo geomarfoldgico, son tantas
que es imposible introducirlas en un modelo simple. Sin embargo, la téenica de acoplar un término que
represcnle las fuerzas incontrolables nos lleva a considerar ecuaciones de tipo estocdstico. En el presente
trabajo construimos un modelo matemdtico que reproduce un fendmeno geolbgico eflmero, que se
detecta, con mucha frecuencia, en las playss arcnosas. La consideracidn de ‘ecuaciones diferenciales
cstocdsticas ¥ la influencia de los métodos numéricos de resolucidn de las mismas, para la configuracién
de esa estructura, hacen que este trabajo adquiera interés en el dmbito de la Geologfa Malemitica.

Palabras clave: Ecuaciones diferenciales estocdsticas, Integrales estocdsticas, ecuaciones de

tipo Langevin, Geologia.
0. INTRODUCCION:

En muchas aplicaciones se utiliza la modelizacién de fenémenos naturales
mediante ecuaciones diferenciales estocdsticas (Anderson [2]) . Para estas ecuaciones, la
tnica via préctica de resolucién consiste en generar realizaciones, del proceso
eslocdstico que la define, mediante cédlculo numérico. Una vez puesta la ecuacidn en
forma adecuada, se plantea qué método numérico es el més indicado para resolverla. El

método de Euler-Maruyama es simple, pero produce errores del orden n(a”z) donde

delta representa el paso temporal y la potencia determina un nimero mayor que el paso.
Para afinar més en la representaci6n del fendmeno, es preciso introducir reglas que
generen menos errores, lo gque nos lleva a la obtencién de los métodos de Platten-Runge-
Kutta cuyo origen se encuentra en los desarrollos en serie de It6-Taylor.

En los ﬁltimqs anos, ¢l desarrollo de los métodos numéricos estocisticos ha sido
extraordinario. Sin embargo, en la gran mayoria de las investigaciones, donde se hacen
uso de este lipo de herramientas, se observa la manipulacién de esquemas de 6rdenes
bajos ( 1/2 y 1) que son los de Euler-Maruyama y Milstein,

La dificultad que se encuentra, en la aplicacién de esquemas numéricos
estocasticos de érdenes superiores, son debidas, por un lado, a la gran cantidad de
términos que aparecen en estos desarrollos, y por otro, el tipo de ecuacién que se
manipula.



En este trabajo oblenemos un esquema numérico de orden mayor que los citados
anteriormente, aunque por la dificultad que entrafia no trataremos métodos con Grdenes

superiores a ﬂ(ﬁm )

1. TRUNCAMIENTOS DE ITO

1.1. Desarrollos de Ité-Taylor.- El ‘desarrollo de Itd6-Taylor [Platten,1992], para
procesos estocdsticos, toma la forma:

f(1,X1)= alﬂ[fu(p,x;:)]pf T LoffalX)] . M

aeBlA)
donde I; son integrales estocdsticas miltiples, A y B(A) son subconjuntos de

M ={(ji. iz in ) i €{0,1,2,..,mpie{1,....ALA=1,2,.} Uv en el que v representa

el multifndice de longitud 0. Al fijar el valor de la longitud de la n-upla (L) quedan
determinados los conjuntos jerdrquico A y residual B(A) que configurardn la parte
principal y término residual del desarrollo.

Las funciones fy (llamadas funciones coeficientes de [t8) vienen dadas por la
férmula de recurrencia: :
f siA=0
fo= (2)

L, siA2]
que se obtienen de forma sencilla y directa , por ejemplo, para la ecuacién diferencial

2
dX, =a(t, X, )dt+b{t,X,}dW, (3) aplicando los operadores 1°= LW E?
at  dx 2 9x
1 d - )
y L =b-a-£ se tiene f, =y(a,b,a’.b'...).
Aplicando el desarrollo de It8-Taylor (1) a la ecuacién (3), para f{tx)=x. ¥y
el conjunto jersrquico A ={oce M/A{e) <3}, se tiene:

Xy = f.1, + fio)l(o) + fyln) + foolo0) + oo *+ froflino) + froly * foooioon +
fioonoo)* foroto0+ foronn + fuooies * foaten +

foaoflae + floan + R (4)
donde R es el término residual que estd compuesto por un nimero finito de integrales
miiltiples que se generan a partir del conjunte B(A).

Este truncamiento determinard un esquema numérico convergente en ¢l sentido
de la convergencia fuerte.

k 0



Las integrales estocdsticas miltiples, que aparecen en el desarrollo, vienen dadas
por la férmula de recurrencia:

fit) si A=0
Lff],. =} f;Ia_[f]P_!ds si A21,j =0 (5)
.I;Iu_(f]md“{f’- si Azl 21

1.2. Aproximaciones fuertes de It6-Taylor.
Sea el conjunto de multiindices:

Ay = {u e M/A{a)+n(e) €27,6,A(a)=n(a) = -H.%}

y determinemos el conjunto;

Ay ={v.0).(1).€0.1,(1,0).(0,0).(1, 1.1}
a partir del cual generamos el conjunto de integrales estocdsticas:

{ Lo Ty Xy o-Yiouy Koo Ky 1+

Para y= %. definamos el esquema fuerte de It8-Taylor, de ese orden, mediante la

ecuacion vectorial;

You= Xfalth Yolq (6)
@ehyy

cuyo desarrollo se obtendrd més adelante.
Nélese que para Y=1/2 y 7 =1 se obtienen otros truncamientos més débiles.

1.3.- Un teorema de convergencia.
Sea Y° ={‘r5(c}ne[u.1‘]} una aproximacién fuerte de Itd-Taylor de orden

Y =% correspondiente a una discretizacién (1), con &€(0,1). Suponemos, ademds,
que las funciones coeficientes f, verifican las condiciones:
a) VaeAy, te[0t], xy e R = |, (t.x) - fo(L,y)| < k|x-y].

b} ‘D’aeﬁTuB[A\,)::LqECu y fp€H,.
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c) YaeA, uB(A., Jte[0,T],xe R = |Ea(t, x)| S ko (14 [x]).
Entonces podemos afirmar que:

E(!]'SSIIJ Xy -YEU}‘?J s kz(l *'|3"{c||2)"'~SEY +k4|x{i 'Ya(ﬂ}‘

La demostracién descansa en la aplicacién de la serie de It6-Taylor unido al
Lema de Gronwall.
Si al teorema anterjor le afiadimos las siguientes condicicnes en la hipdtesis:

2
E(xo)<= ¥ J E(|x‘,—v5m)| ] < kgb?2
Entonces ( teniendo en cuenta la desigualdad de Liapunov), s ticne :

E{Su }:l—Y‘"u}UsJE(su xt-Yamrjskﬁﬁ“
0=t 0=t

confirmindonos que el esquema es de orden 3/2 [ Platten, 1992].

2. ESQUEMAS NUMERICOS

2.1 Un esquema fuerte de It6-Taylor de orden y=3/2

Para este orden construimos el conjunto jerdrguico segin el teorema de la
convergencia fuerte:

Ay={v,(0),(1),(1.1),(0,1),(1,03,00.0}.(1,1.1)]
y el truncamiento correspondiente al caso de la ecuacién no auténéma , es:

da da 3%a
Xl=Xlu+a{t,Kt}I{ﬂ}+b(t.X,}I{IJ+[ai+ Sl szax ]’(uu;’f

gt Ix 2 axt

las integrales estocdsticas miltiples que aparecen en dicho truncamiento se expresan,
ficilmente, en funcién del proceso de Wiener, y son:

5 2
+[ﬁ+aﬁ+ ba b][{[”}'l'ba I{I }-i-hablf:nj-l-b[(g:] "'ha b]l[lll} (7

1 n+
=8 1) =AW Tog =58 . Tog = 8Z= [ [ dWds,

|
Tiogy = Loy = Ino)-= AMAW)-AZ, = [{ﬁw} ‘5} -I{l.|.1)=§(lflj“3mill)

sustituyendo estas integrales en el desarrollu anterior, tenemos la siguiente
discretizacion:

- :



Yo=Y +m+baW+2b—{{aw} -a}

2
+[ab+ b lbi g:][[aw)a I{m]}

dt ax
3% (Y |[(1 2
A2 (3 frewr-dfav. @

2.2. El esquema fuerte de Platen-Runge-Kutta de orden 3/2.

Sustituyendo en la ecuacién (B) las derivadas por las diferencias finitas y
simplificando, tenemos, en el caso unidimensional:

YM=Y,,+m+bﬁW+2—J,E{b{t“,‘F+]—-h(tn.‘-}‘_)}l(]_]-_.+
""_{b n+| ) h{ln*Y )} I}++ {h n!‘F} ‘Zh( L }+b(tn,‘}'_}}l(0.1]+
+ z—lg{b{tn @, ) -b(t,. @_)-b(t,, ¥, ) +blt, r"'I"-)}I{l.I_r}* (92

siendo ¥, =Y, +aAtb VA y mt=*{;tb(:nn¥+)£

Esta ecuacién se simplifica mucho cuando se tratan ecuaciones diferenciales
estocdsticas con ruide aditivo y el sistema de ecuaciones diferenciales es de tipo
auténomo.

2.3. El esquema vectorial de orden 3/2:

En muchas investigaciones es 1til considerar ecuaciones diferenciales
estocdsticas no lineales de segundo orden del tipo de Langevin que, para aplicar los
métodos numéricos, reducimos posteriormente a un sistema de primer orden. Tal caso
se da en aplicaciones a algunas cuestiones geomorfolégicas, como se verd més abajo.

La ecuacién (9), en el caso particular de ruido aditivo, podemos expresarla
como un sistema, resultando:



IR G (i

| "~n+|-"{"'I ‘FI) a [ 11+I"P1"F2) "
e
{

+

Z_-JE a (!"+|.T:..."["'2) {n+|-"F-I'T-2)

(i #1882 22 9 82] )
T3l a2 M,,‘PJ',, ) Za (l iy o Yz)+a { L ‘Pz) ‘

(El :: ]J{ AWA - AZ}.

I::-I—

(10)
donde:

R o T

3. ESTRUCTURAS GEOMORFOLOGICAS Y MODELO MATEMATICO.

Dentro de los fenémenos geoldgicos, de tipo sedimentario, que acontecen en la
naturaleza figuran las estructuras sedimentarias primarias. Existe una extensa y
abundante clasificacién de las mismas, segin los distintos aspectos a considerar, entre
ellos, por su forma externa (véase Allen [1]).

Nos ocuparemos, solamente, de un tipo de estructuras sedimentarias primarias
efimeras, denominadas cientificamente rill-marks, que aparecen en las playas arenosas y
que permanecen observables cierto tiempo, trataremos mds concretamente, los
Branching rill-marks y los Bifurcating rill-marks [1].

La generacién de los rill-marks se establece cuando baja la marea y la arena
permanece himeda. En este momento rezuma las particulas de agua hacia la superficie,
como consecuencia del efecto de la gravedad sobre la arena, produciéndose en el lecho
de la playa unas figuras, inicialmente erriticas parecidas a un 4rbol. La configuracién de
riachuelos irregulares son debidos a que las particulas de agua estin sometidas a
miiltiples. fuerzas dificiles de controlar ¥ que tienen una carga muy significativa de
aleatoriedad.

El modele matemético que rige este fendmeno viene dado por una ecuacién lipo
Langevin que poderhos expresar de la forma:




X =y

,__OV(x) (11
d x

—yf(x,y)+G(1)

donde V(x) representa potenciales de pozo simple o miltiple y el término yf(x,y)
indica los efectos a escalas més pequefias, cuya interpretacién fisica es algin tipo de

friccién.El sumando G(t) =n(t)E(t) es un término aleatorio donde el segundo factor es

un ruide blanco y el primero una medida de intensidad o varianza. La eleccidn del ruido
blanco es conveniente para la simplificacién del problema.
La forma matricial del sistema (11) es:

o (s
F{l+i}=(f|[l_xf}’},fg(l,x,y}f:[___};f(x y}] y

G(t.i]:[ 1:::[]] V= [[( )™, f{x,y)=1+ox? , Vte[tp,T] , nt)>0

i=l
Utilizando la férmula (10), y teniendo en cuenta que b(t,x,y)=bit), es decir, la
ccuacién diferencial estocdstica tiene ruido aditive, el esquema toma la forma:

(e o

i if iy

+mk"‘-’;[‘Pl)—‘Fff(‘*’i)+\;x(‘*'l)+'-}'ff[‘1’l)] [Jq (o) - ]{ﬂ“’ﬂ Az}+

1 Y2 +2Y, + 2 .
Fal v () -wre(wl)-2v, (x,)-2v,6 (%) - v () —wee(wt) 2 O
de:

don

[::;E:;]=[§:]+[“.'}x'ixn-‘fn;r-n‘fnfixm‘fn]]ﬁi[n(:...x:,*f,.}”z)ﬁ {14)



Con la variable aleatoria AZ normalmente distribuida con media E(AZ) =0, varianza

E((ﬁ.."ﬂ]z]=—;ﬁ3 y covarianza B(AZAW)=—A?. La variable aleatoria conjunta se

2

2
A 1

puede obtener mediante las expresiones AW = U;V/A ; AZ = T(Ul + 7 Uz) siendo

U, y U; normales N(0,1).

Para la reproduccion por ordenador se han tomado los valores que se exponen en

1
la tabla, teniendo en cuenta las expresiones n{t}:(a +ct") y
2
V(x(t)) = k(x(1) - xo)
obtenidas empiricamente .
t A a a b g k  x{0)
65 0,1 0,1 02 2 0,001 0,1 1]
45 01 0,1 02 2 0.001 0.01 O
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fig.1 Rill-mark
Aproximacién de Platen-Runge-Kutta Playa el Cotillo {Fuenteventura)

Vix)=kix- M}I.N{U,‘U

3

Rill-mark
Aproximacidn de Platen-Runge-Kuna Playa Las Canteras {Las Palmas)

Vixe) = k(x(t) - x,,,}i.N{EI.-i}
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