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Resumen

En esta investigacion se estudian las producciones de los alumnos al inventar situaciones aditivas
con numeros enteros. Para ello se analizan las producciones de 266 estudiantes de 6° de Educacion
Primaria y 1°de Educacion Secundaria al transferir la situacion aditiva 2 - 3= -1 desde la dimension
abstracta a la dimension contextual. Los resultados revelan que el 60% de los alumnos participantes
ha sido capaz de describir una situacion que se ajuste a la operacion, que el alumnado tiende a
describir mas situaciones aditivas de variacion que de comparacion o composicion de estados y con
mas modelos concretos de desplazamiento que de neutralizacion. La mayoria de las situaciones
descritas son cortas, con una estructura sintactica sencilla y un contexto cercano, aunque,
aproximadamente, una de cada cinco situaciones resulta incoherente.

Palabras clave: invencion de problemas, numeros enteros, situacion aditiva, transferencias entre
dimensiones, modelos concretos.

Abstract

This research studies the production of the pupils when inventing additive situations with integers.
To do this, the productions of 266 students in the 6th year of Primary Education and Ist year of
Secondary Education are analyzed by transferring the additive situation 2 - 3 = -1 from the abstract
dimension to the contextual dimension. The results reveal that 60% of the participating students have
been able to describe a situation that fits the operation, that the students tend to describe more
additive situations of variation than of comparison or composition of states, and with more concrete
models of displacement than neutralization. Most of the situations described are short, with a simple
syntactic structure and a close context, although approximately one in five situations is incoherent.

Keywords: invention of problems, integers, additive situation, transfers between dimensions,
concrete models.

INTRODUCCION

La invencion de problemas, a pesar de ser un componente importante de la resolucion de problemas
(Kilpatrick, 1987), es una practica poco habitual en las clases de matematicas (Castro, 2011; Ruiz-
Socolado y Lupiafiez, 2022), y no ha recibido una atencion explicita en los curriculos (Kilpatrick,
1987). Por esta razon, la investigacion en este campo ha sido escasa e insuficiente (Ayllon y Gomez,
2014; Ayllon et al., 2016). Sin embargo, en los ultimos afios se ha iniciado una linea de investigacion
centrada en la invencion de problemas (Castro, 2011; Espinoza et al., 2016; Torregrosa et al., 2021),
que aun esta lejos de desarrollar su hipotético potencial educativo. De esta forma, investigaciones
realizadas en contextos educativos sefialan que la invencién de problemas mejora determinados
procesos de aprendizaje matematico (Ayllon y Gomez, 2014; Ayllon et al., 2016) e insisten en la
necesidad de incorporar esta tarea en la ensefianza de las matematicas (Castro, 2011), en los curriculos
educativos (Cai et al., 2015) y en programas de formacion inicial y continua de profesores (Malaspina,
2016).
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Rudnitsky et al. (1995) compararon tres métodos en la resolucidon de problemas aditivos con nimeros
positivos: 1) método redactar, en el que los alumnos redactan historias y problemas, 2) método
resolver, en el que los alumnos resuelven sistematicamente problemas, y 3) método tradicional, en el
que los alumnos resuelven problemas para aplicar las reglas operatorias aprendidas. Observaron que
los alumnos que siguieron el método redactar obtuvieron mejores resultados que los que siguieron
los otros métodos en una prueba realizada varios meses después de la experiencia.

Investigaciones posteriores extendieron la investigacion a la resolucion de problemas aditivos con
nimeros negativos (Bruno, 2000, 2009) y comprobaron que los métodos redactar y resolver
obtuvieron mejores resultados que el método tradicional. Y, aunque no obtuvieron resultados tan
positivos como Rudnitsky et al. (1995) en el método redactar, confirmaron que “los problemas que
escriben los alumnos son una rica fuente de conocimiento sobre su comprension de los mismos”
(Bruno, 2000, p. 250) y que el método redactar es una alternativa de ensefanza (Bruno, 2009) que
necesita ser investigada con profundidad.

La invencion de problemas, en esta investigacion, se centra en las situaciones aditivas con nimeros
negativos, que son un aspecto fundamental en la incorporacion de los numeros, donde el alumno debe
romper con la concepcion del nlimero como representacion de la realidad que ha ido construyendo
durante la Educacion Primaria (Herrera y Zapatera, 2019) y que le ocasiona muchas dificultades en
su aprendizaje (Cid, 2016; Iriarte et al., 1991; Zapatera, 2021).

MARCO TEORICO

La invencion de problemas es un proceso matematico complejo que requiere una contribucion
personal, original y creativa, y en el que los estudiantes formulan enunciados a partir de situaciones
concretas o de problemas dados (Ayllon et al., 2016;Espinoza et al. 2016 ); ademads, es una forma
eficaz de aprender matematicas que, incluso puede ser més importante que la propia resolucion de
problemas (Cai et al., 2015).

Investigaciones en el campo de la resolucion de problemas consideran que existe una alta correlacion
entre las habilidades para comprender, resolver e inventar problemas (Ayllon y Gomez, 2014) y que
los alumnos instruidos en la invencion de problemas obtienen mejores resultados que los que han
recibido una instruccion tradicional ( Ayllon y Gémez, 2014; Bruno, 2000; 2009;; Rudnitsky et al.,
1995), por lo que la invencion de problemas es una herramienta eficaz para la resolucion de problemas
(Ayllén et al., 2016).

La invencidon de problemas, ademds de mejorar la resolucion de problemas, contribuye a la
construccion del conocimiento matematico (Ayllon y Gomez, 2014), responsabiliza al estudiante en
su propio aprendizaje, aumentando su motivacion, mejorando su actitud hacia las matematicas y
fomentando la creatividad (Castro, 2011). También contribuye a superar errores (Ayllon et al.,, 2016)
y permite conocer y evaluar las habilidades y la comprension de los conceptos matematicos (Cai et
al., 2015).

Stoyanova (1998) identifica tres situaciones a partir de las que se pueden formular problemas:
situacion libre, situacion semiestructurada y situacion estructurada. En la situacion libre, los
estudiantes no tienen restricciones para inventar problemas; en la situacion semiestructurada, los
estudiantes inventan problemas a partir de una experiencia o contexto; y, en la situacion estructurada,
los estudiantes reformulan problemas dados, cambiando las condiciones o las variables.

Aunque en la mayoria de los sistemas educativos los numeros enteros se formalizan en la Educacion
Secundaria, tradicionalmente se introducen a final de la Educacion Primaria (11-12 afios) con las
primeras ideas de negatividad centradas en la ordenacion y comparacion, en la representacion de
nimeros en la recta y en la resolucion de situaciones aditivas. Esta introduccidon se realiza,
habitualmente, por medio de modelos concretos (Cid, 2016), tanto de neutralizacion como de
desplazamiento.
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Numerosos investigadores, aunque proponen la utilizacién de los modelos concretos para introducir
los nimeros enteros y su estructura aditiva, consideran que pueden ser un obstaculo para su
formalizacion y para la comprension de su estructura multiplicativa (Cid, 2016). Pero, si la ensefianza
de los nimeros enteros exclusivamente desde los modelos concretos puede acotar su formalizacion y
comprension, reducirla al plano formal podria conducir a un “formalismo vacio, presto a ser olvidado
y a causar errores y confusiones” (Iriarte et al., 1991, p. 1).

Una estrategia que permite unificar los planos concreto y formal es la utilizacion de las tres
dimensiones establecidas por Bruno (1997, 2000, 2009) y Bruno y Martindn (1994): abstracta, recta
y contextual. La representacion de niimeros y operaciones se realiza en la dimension abstracta,
mediante simbolos; en la dimension recta, mediante puntos y vectores en la recta numérica; y, en la
dimension contextual, mediante situaciones de la vida cotidiana. Una comprension efectiva de los
nimeros implica también el conocimiento de las transferencias entre todas ellas; sin embargo,
tradicionalmente, se ha prestado mas atencion a la transferencia desde la dimension contextual a la
abstracta que de la abstracta a la contextual (Bruno, 1997); es decir, se ha priorizado la resolucion de
problemas sobre la invencion de problemas (Cai et al., 2015).

En esta investigacion, las situaciones matematicas, entendidas como cualquier contexto a partir del
cual de desarrolla el conocimiento matematico, se diferencian estructuralmente en (1) situaciones
problema, si constan de datos y una pregunta, y (2) situaciones no problema, si contienen datos, pero
no la pregunta. Y las situaciones aditivas, relacionadas con problemas aditivos de una etapa, se
clasifican semanticamente en (1) situaciones de variacion, si expresan el cambio de un estado con el
tiempo, (2) situaciones de comparacion, si comparan dos estados y (3) situaciones de composicion de
estados, si expresan dos estados en un mismo momento (Nesher, 1982; Vergnaud, 1982).

En la Figura 1 se presentan ejemplos de situaciones aditivas expresadas en las tres dimensiones

Figura 1. Ejemplos de situaciones aditivas

Dimer}siones
Abstracta Recta Contextual
Variacion Tenia 1 y perdi 3
Situaciones aditivas 4| Comparacion 1 -3 =-2 Tengo 1 y Maria 3 menos
-3 =2 -1 ® 2
C. de estados WET Tengo 1y debo 3

El objetivo de esta investigacion es estudiar las producciones de alumnos de 6° de Primaria y 1° de
ESO al inventar situaciones matematicas con numeros enteros, cuando transfieren una situacion
aditiva desde la dimension abstracta a la dimension contextual.

METODOLOGIA

En esta investigacion han participado 266 alumnos de un mismo centro, 127 de 6° de Primaria 'y 139
de 1°de ESO, a los que sus profesores habian impartido el tema de los nimeros enteros siguiendo las
indicaciones curriculares, segtn su criterio y de forma independiente a la investigacion.

Para la recogida de datos, los alumnos debian escribir el enunciado de un problema que se resolviera
mediante la operacion 2 - 3= -1.

El analisis de las producciones de los alumnos se ha realizado en cuatro fases: analisis matematico,
analisis sintactico y analisis de coherencia. En el andlisis matematico se determina la correccion de
las producciones y se clasifican en funcion del tipo de situacion (situacion problema y situacion no
problema), del tipo de modelo (desplazamiento y neutralizacion) y del tipo de situacion aditiva
(variacion, comparaciéon y composicion de estados). En el andlisis sintactico se clasifican las
producciones en funcion de su formula proposicional y se localizan los nexos utilizados. En el anélisis
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de coherencia se clasifican las situaciones incoherentes en cuatro grupos: (1) situaciones imposibles
o sin sentido, (2) situaciones con preguntas mal formuladas, (3) situaciones con expresiones
redundantes y (4) situaciones con datos inconexos.

RESULTADOS
Analisis matematico

En la Tabla 1 se muestran los resultados obtenidos en funcion del tipo de situacion, del modelo
utilizado y del tipo de situacion aditiva. Entre paréntesis se muestra el nimero de producciones de
los alumnos que se ajustan a la operacion propuesta.

Tabla 1. Resultados de la invencion de situaciones desde la operacion 2 —3 = -1

Producciones
N° %
6°P 1°ESO Total 6°P 1°ESO Total
Situacion problema 80 (61) 82(60) 162 (121) 63 (48) 59(43) 61 (45
Situacién Situacion no problema 15 (5) 44 (34) 59 (39) 12 (4) 32(25) 22(1%)
No situacion 6 (0) 2 (0) 8 (0) 5(0) 1 (0) 3(0)
En blanco 26 (0) 11 (0) 37 (0) 20 (0) 8 (0) 14 (0)
Desplazamiento 57 (44) 70(58) 127(102) 45(35) 50(42) 48(39)
Modelos Neutralizacion 38(22) 55(36) 93 (58) 30(17)  40(26) 35(22)
concretos Sin modelo 6 (0) 3(0) 9(0) 5(0) 2 (0) 3(0)
En blanco 26 (0) 11 (0) 37 (0) 20 (0) 8 (0) 14 (0)
Variacion 64 (45) 83 (61) 147 (106) 50 (35) 60(44) 55 (40)
L Comparacion 9(8) 17 (12) 26 (20) 7 (6) 12 (9) 10 (8)
Séti‘tlfv‘zgnes C. de estados 19(13) 24(19) 43(32) 15(10) 17(14) 16(12)
No aditiva 9(0) 4(2) 13 (2) 7 (0) 3(1) 5(1)
En blanco 26 (0) 11 (0) 37 (0) 20 (0) 8 (0) 14 (0)
Total 127 (66) 139 (94) 266 (160) 100 (52) 100 (68) 100 (60)

El 60% de los alumnos ha descrito una situacion matematica ajustada a la operacion planteada.

El 61% de los alumnos ha descrito situaciones problema, mientras que el 22% ha descrito situaciones
no problema. Del 60% de las producciones que se ajustan a la operacion, el 45% son situaciones
problema y el 15% son situaciones no problema.

Los alumnos han utilizado mas los modelos de desplazamiento que los de neutralizacion: el 48%
frente al 35%. Los modelos de desplazamiento mas utilizados son los de temperatura y, en menor
cantidad, los de subir-bajar plantas de un edificio; los modelos de neutralizacion mas utilizados son
los de tener-deber y los de ganar-perder. Del 60% de las producciones que se ajustan a la operacion,
el 38% describen modelos de desplazamiento y el 22% modelos de neutralizacion

La mayoria de las situaciones aditivas son de variacion, el 55%, mientras que las comparacion y
composicion de estados son, respectivamente, el 10% y el 16%. También la mayoria de las situaciones
que se ajustan a la operacion describen situaciones de variacion, el 40%, frente al 8% y al 12% que
describen, respectivamente, situaciones de comparacion y composicion de estados.

Los alumnos de 1° de ESO han descrito més situaciones ajustadas a la operacion que los de 6° de
Primaria: el 68% frente al 52%. Por otra parte, los alumnos de 6° de Primaria han dejado mas
respuestas en blanco que los de 1° de ESO: el 20% frente al 8%. Los porcentajes de alumnos que
describen situaciones problema son similares en ambos cursos; sin embargo, los alumnos de 1°
describen mads situaciones no problema que los de 6°.
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Las relaciones entre situaciones con modelos de desplazamiento y neutralizacion y entre las distintas
situaciones aditivas son similares en ambos cursos, aunque los alumnos de 1° han descrito mas
situaciones.

En la Figura 2 se muestran ejemplos de producciones de alumnos. Las abreviaturas A y noA se
refieren, respectivamente, a situaciones que se ajustan a la operacion y situaciones que no se ajustan.
Los alumnos estan definidos por el curso y el nimero asignado; por ejemplo, A1.107 corresponde al
alumno 107 de 1° de ESO.

Figura 2. Ejemplos de producciones de los alumnos
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Analisis sintactico de las producciones de los alumnos

Para realizar el andlisis sintactico de las producciones se han elaborado y agrupado las formulas
proposicionales de cada uno de los enunciados descritos por los alumnos.

Las formulas proposicionales obtenidas constan de uno o varios datos representados por
proposiciones, Pi, y, con frecuencia, de una pregunta representada por Q. Las proposiciones estan
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unidas entre si mediante nexos de conjuncion (A) y con la pregunta mediante nexos de implicacion
(—) (Tabla 2).

Tabla 2. Analisis sintactico de las producciones de los alumnos

Foérmulas Alumnos Nexos Total
proposicionales N° % y pero ,. si Otros N° %
PIANP2AP3 > Q 11(3) 4(1) 14 4 4 22 9
PIAP2 > Q 149 (118)  56(44) 92 30 12 15 1 150 64
Pl > Q 2(0) 1(0)

P1 AP2 AP3 7(2) 3(1) 6 3 2 1 12 5
P1 AP2 49 (37) 18(14) 35 12 3 2 52 22
P1 7(0) 3(0)

Q 4(0) 2(0)

En blanco 37(0) 14 (0)

Total 266(160) 100 (60) I; 16427 ;? 291 165 ; 236 100
0

Las férmulas proposicionales mas utilizadas han sido P1 A P2 — Q, con un 56%, y P1 A P2, con un
18%, que corresponden respectivamente a una situacion problema y a una situacion no problema.
Estas formulas también son las que han descrito casi todas las situaciones ajustadas a la operacion,
un 44% y un 14%, respectivamente.

Los nexos mas utilizados han sido el nexo conjuntivo “y” y el adversativo “pero”, con un 62% y un
21%, respectivamente. Los nexos yuxtapuestos “,” 0 “.” y el condicional “si” han sido utilizados un
9% y un 6%, respectivamente. También han sido utilizados en una ocasion, cada uno de los nexos

29 ¢

“desde”, “cuando”, “contando que” y “después”

De las 166 preguntas realizadas por los alumnos, 150 han sido formuladas de forma directa, 15 de
forma condicional y 1 de forma indirecta; de las preguntas condicionales, 8 corresponden a la férmula
“Pl AsiP2 > Q”y7a“si Pl AP2— Q7 lapregunta indirecta se encuentra en la respuesta “Antes
debia 2€ pero como he tardado mucho y he pedido 3€. Ahora debo...” (A6.90)

La media de las palabras de cada una de las producciones de los alumnos, sin contabilizar las
respuestas en blanco, es 14,63 (15,16 en 6°y 14,21 en 1°); esta diferencia se debe a la mayor cantidad
de situaciones no problemas (sin pregunta) descritas por los alumnos de 1° de ESO.

Coherencia de las producciones de los alumnos

Se han localizado 51 producciones con alguna incoherencia o falta de sentido, aunque algunas de
ellas se ajustan a la operacion; esta cantidad supone un 19% de todas las producciones y un 22% si
no se contabilizan las respuestas en blanco.

En la Figura 3 se muestran ejemplos de cada uno de los cuatro grupos de situaciones incoherentes:

Figura 3. Ejemplos de situaciones incoherentes

Situaciones Ejemplos Alumno
Imposibles o sin sentido w L ane> Yy md ;,‘4( tarow 3 an9d c‘ﬁ‘\'b) oNesy ‘)ﬁrgl Al1.02
Con preguntas mal formuladas Aotes €<nien d caram QQM ) J\&rr« fQ.ﬂ%C: 4,3— QRue ey e84 A6.96
Con expresiones redundantes W N4 y. olebo D€ é&&'ﬂ‘b“ %? A6.11
Con datos inconexos k douxan Qe W(Q%Mdo 2 cochkn Y-ex FRON0N e Lnol et A1.77
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CONCLUSIONES

El objetivo de esta investigacion era estudiar las producciones de los alumnos al inventar situaciones
matematicas con niumeros enteros. Para ello se han analizado las producciones de 266 alumnos de
Educacion Primariay 1° de ESO al transferir la situacion aditiva 2 - 3= -1 desde la dimension abstracta
a la dimension contextual.

El 60% de los alumnos, sin haber recibido instruccién especifica, han sido capaces de describir
situaciones matemadticas, en forma de problema o no, ajustadas a la operacion; ademas, este
porcentaje aumenta del 52% en los alumnos de 6° de Primaria al 68% en los de 1° de ESO, de lo que
se podria inferir que es una capacidad que aumenta con la ensefianza y el conocimiento.

Los alumnos de 1° de ESO han descrito mas situaciones no problema, es decir, sin pregunta, que los
de 6° de Primaria; quizé lo han hecho por economizar recursos, al considerar que era suficiente solo
con exponer los datos. Por el contrario, los alumnos de 6° han dejado mas respuestas en blanco, al
estar menos familiarizados con este tipo de tarea.

Los alumnos tienden a utilizar mas los modelos de desplazamiento que los de neutralizacion, y mas
las situaciones de variacion que las de comparacidon y composicion; quiza, debido a que el modelo de
desplazamiento y la situacion de variacion son mas intuitivos y les resultan mas comprensibles.

Se ha observado poca variedad de contextos, quedando reducidos, casi exclusivamente a
temperaturas, plantas de un edificio, tener-deber y ganar-perder; podria ser efecto de una ensefianza
demasiado repetitiva y poco imaginativa.

Sintacticamente, describen situaciones formadas por dos datos y una pregunta, aunque algunos,
especialmente de 1° de ESO, han obviado la pregunta. Mayoritariamente han usado el nexo

conjuntivo “y”, aunque también han usado el nexo adversativo “pero”. El nimero de palabras
utilizado en cada situacion es muy reducido, quiza, también, por economizar recursos.

Aproximadamente, en una de cada cinco situaciones descritas se ha localizado alguna incoherencia;
se podria inferir una ensefianza alejada de la realidad o una falta de atencion por parte de los alumnos
al describir situaciones imposibles, irreales y, a veces, absurdas. Ademas, las expresiones redundantes
indican una falta de comprension de la dualidad del signo menos, unario y binario, que denota un
lenguaje artificial.

La invencidén de problemas es una capacidad latente en los alumnos que puede mejorarse con la
practica. Aunque en este trabajo nos hemos limitado a estudiar las producciones de los alumnos a
partir de una situacion muy concreta, la operacion 2 — 3 = -1, que involucra la utilizacion de nlimeros
con signo, consideramos que la invencidon de problemas necesita mas investigacion para desarrollar
todo su potencial didactico y comprobar que es una herramienta eficaz para aprender matematicas
(Cai etal., 2015), resolver problemas (Ayllon et al., 2016), construir conocimiento (Ayllon y Gémez,
2014), aumentar la motivacion y creatividad (Castro, 2011), comprender conceptos matematicos (Cai
etal., 2015) y, en nuestro caso, contribuir a la incorporacioén de los nimeros enteros.
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