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Con motivo de este primer Centenario de la Escuela Superior de Ingeniería de 
Cádiz, conviene recordar que las Escuelas de Ingenieros no militares de nuestro país 
se han creado todas en los últimos doscientos años, y en particular la Ingeniería In- 
dustrial data como tal desde hace unos 150 años. Por eso, un siglo es una veteranía 
indiscutible, y participar en las celebraciones de este cumpleaños tan especial, un 
honor que espero no desmerecer. 

En siglo y medio de Ingeniería Industrial se han producido tales avances y cam- 
bios, tanto en las materias propias de la carrera como en las Ciencias Básicas en que 
se apoyan y en la consideración social de las Carreras Técnicas que, desde luego, los 
Ingenieros actuales no son ni como el superhéroe omnisciente que describe Julio 
Veme (1828-1905) en "La isla misteriosa" ni como el tecnólogo casi inhumano de 
"Los quinientos millones de la Begum", por seguir con el mismo autor. Hoy se va- 
lora en el Ingeniero, además de las habilidades correspondientes, una capacidad ge- 
neral de ubicarse en el tejido social y cultural, y por ello es necesario conocer y es- 
tudiar las relaciones entre Ingeniería, Cultura, Ciencia y Sociedad, 

Si nos dejamos llevar hacia atrás en el tiempo, podríamos encontrar muy próxi- 
mos entre sí los lejanos orígenes de algunas disciplinas ingenieriles y de las Mate- 
máticas. Sólo hay que pensar en nombres como "Edad del Bronce", o "del Hierro", 
y observar la relación entre la Agricultura y la medición de los campos para estar 
seguros de ello. 

1. Conferencia para los actos del Centenario de la Escuela Superior de Ingeniería de Cádiz, el 24 de Septiembre 
de 2003. 

2. Campus de Tafira Baja, 35017 Las Palmas. E-mail: pachecc@dma.ulpgc.es. 
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Es tradicional que los estudios de Ingeniería incluyan Matemáticas, con la justi- 
ficación más o menos plausible de la necesidad de su aplicación en muchos proble- 
mas. Sin embargo, pocas veces se nos cuenta cómo la Ingeniería ha sido creadora de 
Matemáticas, ya sea en el desarrollo de teorías que podríamos llamar "a corto pla- 
zo", o bien como caldo cultural para evoluciones "a largo plazo". En mi interven- 
ción les comentaré algunos extremos sobre estas cuestiones, con la intención de que 
se sientan partícipes orgullosos del devenir de las Matemáticas. 

EL EMBLEMA DE LA INGENIER~A INDUSTRIAL 

No es fácil separar la Ingeniería de las Matemáticas debido a las influencias re- 
cíprocas desarrolladas a lo largo de la historia. Puede verse cómo en el emblema de 
la carrera se halla magníficamente representada esa relación: 

FIGURA 1 
EMBLEMAS DE LA INGENIERÍA INDUSTRIAL ESPANOLA 

Observen el elemento central del escudo: Es un regulador de bolas o centrifugo, 
3 
O 

síntesis casi perfecta entre Ingeniería y Matemáticas, y representante de una intere- 
santísima página de historia de la Ciencia, la Técnica y la Tecnología. 

Con seguridad, pocos avances técnicos han tenido tanta proyección en el devenir 
de la Humanidad como la máquina de vapor: De ella derivan enormes pasos adelan- 
te en las Comunicaciones, la Industria, la Ciencia -la Termodinámica es hija de este 
desarrollo- y las Matemáticas. Pero la mfíquina de vapor no es útil si no se consigue 
regular o controlar la fuerza generada. El regulador de bolas fue la pieza ingenien1 
destinada a conseguir esa hazaña, y por ello figura de modo destacado en su insig- 
nia. La historia atribuye a James Watt (1736-1819) y a Matthew Boulton (1728-1809) 
la paternidad de este invento, pero en realidad estos nombres son sólo el eslabón fi- 
nal de una larga cadena no exenta de casualidades. Recordémosia brevemente. 

Durante siglos los maestros canteros, los constructores de relojes y de molinos, 
al igual que algunos otros técnicos, viajaban de un lado a otro prestando sus servi- 
cios donde fueran requeridos: Era la forma típica de ejercicio libre de la profesión 
aún vigente hoy día para algunos ingenieros y arquitectos famosos como Santiago 
Calatrava o Norman Foster. Entre los constructores dc molinos se conocía que al 
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aumentar las revoluciones de la muela o rueda móvil del molino, ésta tendía a sepa- 
rarse de la fija3, dando como resultado una harina molida más groseramente. Para 
acercar ambas ruedas bastaba con depositar un peso sobre la muela m6vi1, frenando 
así su tendencia a elevarse. Los molineros escoceses habían experimentado desde 
principios del siglo XVIII con métodos para regular el peso necesario, entre ellos un 
dispositivo formado por un pantógrafo giratorio con dos pesos o bolas laterales: 

FIGURA 2 
REGULADOR DE BOLAS (AQUÍ, ACTUANDO SOBRE UNA VÁLVULA) 

El aparato se hacía girar en tomo al eje vertical mediante una polea que transmi- 
tía el movimiento circular desde el eje de la muela, elevándose las bolas por efecto 
de la fuerza centrífuga. Una palanca transformaba esta elevación en una presión 
-producida por un peso- sobre la rueda de molino, devolviéndola así a su altura de 
trabajo. 

Según se cuenta, un constructor de molinos llamado Andrew Meikle (1719-1811) 
inspiró a Watt y a su socio Boulton para aplicar la misma idea a la regulación de la 
velocidad de giro de la máquina de vapor, dando así lugar al mecanismo en 1798. 
En este caso, la rotación es tanto más uniforme cuanto más regular sea el flujo de 
vapor enviado al cilindro, a partir del cual el sistema formado por el pistón, la biela 
y la manivela genera el movimiento rotativo. Desde luego, podía hacerse la regula- 
ción manualmente abriendo o cerrando una válvula, pero la idea brillante, tanto 
ingenien1 como matemática, fue conseguir que la propia máquina de vapor se hicie- 
ru cmgo de! madn. ?m i1wtra.r C C ) ~  EI! peco de Matemitic~s esG exp~siciVn, vea- 
mos la ecuación para la evolución temporal del ángulo <p entre la vertical y uno cual- 
quiera de los brazos: 

9" + bq' + g sin cp - n2 w! sin cp cos a, = O 

En ella se distingue con claridad su origen a partir de la ecuaci6n no lineal del 
péndulo físico, 

3. Un problema parecido se observó en el diseño de las primeras unidades de almacenamiento de datos, discos 
y disquetes. 
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cp" + g sin = O 

con el añadido del término de rozamiento de la bisagra, bq', y de otro término no 
lineal -n2 w2 sin cp cos donde intervienen la velocidad de rotación w de la máqui- 
na y la relación de reducción n entre los giros del eje de la máquina y del regulador. 
La diferencia entre el caso del molino y el de la máquina de vapor es que en aquél 
la regulación tenía lugar sobre el movimiento en sí, y en ésta sobre el flujo de va- 
por, responsable último del movimiento. Si los molineros hubiesen utilizado el re- 
gulador para modificar el caudal de agua mediante una esclusa, los dos mecanismos 
serían en todo anáiogos. Los sistemas del segundo tipo se llaman retroalimentados, 
y responden al siguiente esquema conceptual: 

FIGURA 3 
CIRCUITO CON RETROALIMENTACI~N 

Sensor, regulador, actor... 

Entrada: flujo ' Salida: movimiento 

n 
n 

El estudio matemático de este esquema dio lugar -muchos años más tarde, hacia 
3 
O 

1940 y acuciado por la resolución de problemas bélicos relacionados con la segunda 
guerra mundial- a que el ruso Lev Pontriaguin (1908-1988) creara la "Teoría del 
Control", una de las ramas más fructíferas de las Matemáticas del siglo XX4. Por 
supuesto, en la actualidad estos controles no se implementan mecánicamente, sino en 
versiones electrónicas, pero aún asf el regulador de bolas sobrevive por doquier y se 
h d h  preseiite, riUiiqüe iia :a vcaios, en las m6; dispares aplicaciones. 

Cambiemos por un momento de línea expositiva para reflexionar acerca de la 
distinción, un tanto sutil, entre Tecnica y Tecnología. En opini6n de muchos auto- 
res, en el paso de una a otra radica la verdadera naturaleza de la Ingeniería. Comen- 

P 4 b 

4. El regulador de Wair fuc objeto de estudio para científicos tan distinguidos como el astrónomo Georgr Airy 
(1801-1892). el matemático, físico e ingeniero William Thompson (Lord Kelvin) (1824-1907), el físico Ldon 
Foucault (1819-1868). y muchos otros. 

Máquina 
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cemos prestando alguna atención a la etimología: Ambas palabras proceden del griego 
clásico "techné", cuyo significado es el de "arte o modo de hacer las cosas". Cuan- 
do usamos "Técnica" nos referimos al simple dominio operativo de los conocimien- 
tos para que algo funcione -llamamos al "técnico" cuando algún aparato casero se 
avería- pero al decir "Tecnología" empleamos la raíz "lógos", cuyo sentido es el de 
"razonamiento" o "reflexión". En otras palabras, la Tecnología incluye pensar acer- 
ca del por qué de los elementos técnicos y de su funcionamiento, y esta actividad 
pensante sobre los objetivos, medios y fundarnentación de las técnicas es lo caracte- 
rístico de la Ingeniería, que queda así conectada con las Ciencias puras y las Huma- 
nidades. 

El resultado de esta concepción de la Ingeniena es el Proyecto. Éste no es íinica- 
mente la guía de construcción y el catálogo de materiales y calidades pertinentes para 
la elaboración de un producto, sino también la expresión de una cierta forma de en- 
tender la producción desde un punto de vista global. Se podría comparar un Proyec- 
to con una Ley, que incluye en su exposición de motivos las perspectivas del legis- 
lador antes de descender a los aspectos técnicos contenidos en el articulado subsi- 
guiente. De esta manera, el Proyecto se configura como vehiculo de ideología y ge- 
nerador de problemas -a veces también de soluciones- para otras disciplinas. Es ins- 
tructivo recordar ahora que la historia de la tecnología del vapor se halla plagada de 
pleitos legales relativos a las patentes, que unas veces impidieron desarrollos más 
rápidos y otras fomentaron ideas novedosas conducentes a explorar otros campos 
científicos. 

El Proyecto aparece, pues, cuando el Ingenieros pasa de técnico a tecnólogo y 
procede a fijar el conocimiento necesario y a dar las condiciones para contribuir a 
su conservación, transmisión y distribución. En este sentido el Proyecto es una abs- 
tracción o modelo que permite variaciones -también podríamos decir que está aque- 
jado de ellas- en su ejecución, al igual que de una partitura musical se pueden obte- 
ner diferentes interpretaciones cada vez que se toca, o como dicen algunos escrito- 
res acerca de los libros, éstos se completan con las sensaciones que generan en cada 
lectura. 

La capacidad de abstracción y síntesis inherente a esta idea del Proyecto es un 
caso claro de Modelización, así que nos hallamos ya en la antesala de las Matemhti- 
cas y estamos desde luego autorizados a hablar con total seguridad de la. influencia 
de la Ingeniena en las Matemáticas. Hay partes de éstas, ya casi en desuso o prácti- 
camente cerradas, tales como los rntStodos de representación o Geometría Descripti- 
va, que surgieron como evolución directa de las necesidades de los proyectistas, aun- 
que luego fueran recogidas, arnpiiadas y subsumidas en cuerpos cioccrinaies más ex- 
tensos y abstractos, a saber, las Geometrías Proyectiva y Diferencial. Los aspectos 
más prácticos y próximos a las aplicaciones originarias sobreviven hoy día como 
programas de ordenador, en analogía directa con las tablas trigonométricas y de 
logaritmos ocultas en las calculadoras de nuestros estudiantes. 

5. Notemos que "Ingeniero" proviene de "ingenio", que en castellano era la forma habitual de designar 
cualquier máquina (obviamente. creada por el "ingenio" humano). Otros idiomas, como el inglbs, mantienen 
la palabra "enginc" con el sentido de miquina o más concretamente de motor, tanto mecánico como virtual: 
Por ejemplo, los buscadores de Intemet son "search engines". 
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Es bien sabido que las carreras de Ingeniería se originaron con una fuerte influen- 
cia de lo militar, y España no fue una excepción. Haciendo abstracción por un mo- 
mento de las aplicaciones bélicas, hay que reconocer la importancia histórica de los 
Ingenieros militares en el avance conjunto de la Ingeniería y de las Ciencias. Un ejem- 
plo clásico es la determinación del equivalente mecánico del calor, estudiado airede- 
dor de 1800 en el proceso de taladrado de cañones a partir de cilindros macizos de 
acero o bronce. En Cádiz se pueden observar interesantes casos de fortificaciones 
estrelladas del tipo preconizado por el francés Sébasrien Vauban (1633-1707). Tales 
polígonos no convexos dan una condición extrema1 que minimiza el número de vi- 
gilantes del perímetro sin que existan ángulos ciegos. En estos tiempos de corrección 
política, he visto el problema formulado con la frase: "Cómo vigilar una exposición 
en una galeria de arte...", en otras paiabras, al parecer siempre hay que defenderse 
de algún enemigo o amigo de lo ajeno. 

FIGURA 4 
MAQUETA DE UNA FORTIFICACION A LA VAUBAN 

O 

Lo interesante de las construcciones de Vauban y su escuela es que resultan de 
la aplicación de proyectos básicos, repetibles en multitud de casos y lugares con in- 
dependencia de técnicas locales e individuales: He aquí implícito el concepto de 
generalización, ingrediente básico de las Matemáticas. 

La Ingeniería moderna no se ocupa únicamente de la producción o del diseño de 
ias piantas que ia iievan a cabo. En reaiiciad, ésa es sólo una parte dei trabajo actual, 
que atiende también a la estructura esencialmente lógica de los procesos producti- 
vos, esto es, la organización de la empresa productora. Es cierto que cada producto 
necesita sus elementos particulares, pero no lo es menos que existen estructuras co- 
munes utilizables en muchos casos particulares adaptando una idea general, del mis- 
mo modo que un teorema matemático se aplica en casos concretos sustituyendo las 
variables abstractas por valores particulares. Se puede abstraer también el concepto 
de producto -por ejemplo una hipoteca es un producto bancario, o el viaje de vaca- 
ciones uno turístico- y en esencia nos quedará una estructura o esqueleto cuyo obje- 
tivo es la optimización de algunas variables interesantes. Aquí encontramos una rama 
de Ias Matemáticas generada por la Ingeniería militar con ocasión -tambien- de la 
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Segunda Guerra Mundial, la Investigación Operativa, heredera de la antigua Logísti- 
ca tan bien descrita por Jenofonte en el "Anábasis" o "Retirada de los diez mil". 

La Investigación Operativa estudia una familia de problemas de optimización de 
gran complejidad, tanto por el número de variables como por las relaciones entre ellas: 
El caso típico es la asignación de rutas y frecuencias de transporte entre una serie de 
proveedores y otra de clientes -en origen, el abastecimiento regular a las tropas en 
diferentes escenarios-, problema que sirve de molde o modelo para todo un conjun- 
to de cuestiones tales como el tráfico de Internet o la comprensión de fenómenos 
ecológicos y fisiológicos. 

Pero hay un grado más en estas Matemáticas: La Investigación Operativa es mbs 
que la aplicación de Matemáticas preexistentes a cuestiones bélicas, pues constituye 
un cuerpo matemático totalmente nuevo creado para esos propósitos y que después 
ha servido para muchos objetivos en el mundo de las aplicaciones. 

Vayamos a otros ámbitos. Un excelente libro6 del historiador y profesor de Oxford 
Felipe Fernández-Armesto nos habla de las técnicas clásicas de transporte, almace- 
namiento y distribución del agua como elemento capital de cualquier cultura o civi- 
lización. Este conjunto de conocimientos, conocido como Hidráulica, engloba el ccíl- 
culo de canales, esclusas, y reguladores, as1 como ia construcción de pozos y de obras 
de captación en ríos, arroyos y acuíferos. Se conservan excelentes piezas, como el 
acueducto de Segovia, exponentes del dominio de las técnicas de la Hidráulica. 

A mi modo de ver, lo más interesante es la obtención de flujos laminares. En 
efecto, en ausencia de mecanismos elevadores la distribución del agua se realiza por 
gravedad, y para controlar la cantidad enviada es necesario que en alguna parte del 
trayecto el flujo sea laminar y de velocidad constante. Conseguido esto, sabiendo e1 
calibre de la conducción es fácil hallar la cantidad de liquido. En el campo canario 
han sido muy populares las llamadas "cantoneras", dispositivos mezcla de distribui- 
dor y regulador formados por un estanque de pequeño tamaño cuyo rebosadero está 
provisto de compuertas de varios tamaños (ver Fig. 5) 

FIGURA 5 
CANTONERA (DIBUJO DEL AUTOR) 

6. Fernándcz-Armcsto, Felipe (2002) Civilizaciones. Editorial Taums, Madrid 
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Es claro, atendiendo a nomenclaturas aún en uso, que estas "máquinas" o inge- 
nios son la evolución de estructuras más antiguas, simples balsas de tierra en cuyo 
borde se excavaba un desagüe del calibre deseado. Por ejemplo, una "azada" de agua 
es la cantidad de líquido que sale durante 24 horas usando el flujo correspondiente a 
la brecha abierta con dicho instrumento en el borde de la balsa. Existían también 
medidas como "el real", que solía usarse como pago de impuestos, definido por el 
flujo a través de un tubo cuyo diámetro era dicha moneda. 

En todo caso, el dominio del agua lo forman técnicas que de manera natural ori- 
ginaron su correspondiente tecnología, y casi sin solución de continuidad ésta se trans- 
formó en una ciencia de pleno derecho, la Mecánica de Fluidos, que en los países 
anglosajones se ha considerado siempre más parte de las Matemáticas que de la Fí- 
sica. 

De nuevo desde mi punto de vista, lo más interesante de la Mecánica de Fluidos 
es justamente el problema teórico de los flujos no laminares, esto es, de la turbulen- 
cia, así como su relacidn con las capas límite. Hay turbulencia en un fluido cuando 
en su seno coexisten estructuras portadoras de energía de diferentes escalas: Es la 
responsable de los procesos de mezcla y difusión: y de multitud de problemas 
ingenieriles. La moderna teoría de la turbulencia se debe a Theodore Von Kármán 
(1881-1963) y Andrei Kolmogórov (1903-1987), quien da nombre a la ley exponencial 
para el espectro de potencias 

La Mecánica de Fluidos permite al Ingeniero el estudio de muchos fenómenos y 
su aprovechamiento tecnológico. Así, la gestión de acuíferos y la minería del petró- 
leo se basan en la Mecánica de Fluidos en medios porosos, para los que existe toda 
una teoría específica desarrollada en una gran variedad de aplicaciones. 

Con toda seguridad la mención de la Mecánica de Fluidos les habrá recordado 
enormes y complicados cálculos sólo factibles con ayuda de ordenadores. Desde lue- 
go, la Ingeniería actual utiliza masivamente el ordenador, lo cual nos lleva a pregun- 
tamos qué relaciones ligan la Ingenieda, !as Matem6títir.a~ y la Lcígira en ertz máqii- 
na omnipresente. No son tan difíciles de encontrar. 

Se acepta generalmente que el conocimiento e interpretación del mundo que nos 
rodea se obtiene mediante un método7 que se sustenta en la alternancia de dos pro- 
cesos, el inductivo y el deductivo. El primero de ellos intenta extraer de observacio- 
nes particulares reglas o leyes lo más generales posibles para condensar en ellas la 
mayor cantidad posible de conocimiento. Por su parte, el segundo consiste en la apli- 
cación de "mecanismos válidos de razonamiento" para obtener, a partir de unas hi- 
pótesis de principio, conclusiones de las que se espera contrastar su veracidad me- 

7. Método = "mci + hddas", liieralmznte "en el camino". en griego. 
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diante experiencias posteriores. La combinación inducción-deducción es el núcleo de 
lo que se conoce como método cient@co8. 

Es evidente que la parte deductiva plantea más dificultades conceptuales, pues toda 
ella descansa sobre la idea de "mecanismo válido de razonamiento", como si ésta fuera 
una noción fácil de entender y definir. Los primeros -y perdurables- intentos de cla- 
sificar los razonamientos válidos están en la Lógica de Aristóteles, o cálculo de 
silogismos. Muchos siglos después el Método de Descartes (1596-1650) y la Escue- 
la de Port Roya1 (alrededor de 1650) da rh  paso a la idea propuesta por Leibniz (1646- 
1716) de "lengua perfecta", el antecedente más claro de la Lógica Matemática crea- 
da a mediados del siglo XIX por George Boole (1815-1864) y otros autores. Unos 
años más tarde los problemas de la Lógica Matemiítica volverán a confluir con los 
derivados de la máquina de vapor a aavBs del Cálculo Integral cuando Georg Can- 
tor (1845-1918) cree la Teoría de Conjuntos hacia 1870. Al final volveremos sobre 
ello. 

Demos por sentado que existen unas pautas reconocidas de razonamiento plausi- 
ble y veamos un ejemplo para estudiar alguna conclusión interesante. Consideremos 
el silogismo clásico: 

Todo humano es mortal; 
Sócrates es humano; 

Luego: 
S6crates es mortal. 

Nadie duda de la validez del mismo (aunque tal vez ello se deba a que no se 
conocen todavía ejemplos de hombres inmortales). Es claro que podemos represen- 
tar ese silogismo en una gráficaq: 

humanos 
\ 

mortales \ 
O mediante algunas f6rmulas: 

S. Las ideas de ambos procesos se deben al filbsofo empirista Francis Bacon (1561-1626). 
9. El lógico y matcm6tico cordobés José María Rey Heredia (1818-1861) atribuye, en su "Lógica" al gran 

Leonhard Euler (1707-1783) la invención de estos diagramas. 



que también podemos encontrar escritas como: 

pero hasta ahora no hemos hecho nada, matemáticamente hablando. Lo matem6tico 
es que el razonamiento consiste en la elirninución de una variable, en este caso la H 
(humano), del mismo modo en que se elimina una incógnita entre ecuaciones 
algebraicas: 

La eliminación de una variable es un proceso de indudable utilidad, pues permite 
ahorrar información almacenada y sustituirla por una simple llamada al algoritmo de 
comprobación, esto es, al razonamiento válido. Llévese este pequeño ejemplo a gran 
escala, considerando diferentes tipos de razonamientos, y estaremos de lleno en el 
mundo de la Informática actual. 

Desde una perspectiva ingenieril, el problema es diseñar y consttuir circuitos que 
simulen el comportamiento de los algoritmos y permitan guardar información y ac- 
ceder a ella en caso necesario. Dado que más o menos todos sabemos cómo funcio- 
na un ordenador, no voy a incidir aquí en detalles, sino a presentar otro problema 
matemático surgido de la Ingenieria y que tuvo su interés en el desarrollo de las 
memorias de los ordenadores. Para ello será necesario que recordemos, o mejor di- 
cho precisemos, el concepto de memoria. 

Ya casi nadie hace nudos en el pañuelo o se cambia de lugar el anillo para recor- 
dar algo: Esos son dispositivos de memoria de u n  solo uso. También los relojes 
analógicos habituales son nemorias en ese sentido: Cada vez que las agujas se ha- 
llan en una determinada posición nos recuerdan qué debemos hacer, al igual que el 
programador de una lavadora, otro simple reloj, indica qué ciclo del lavado entra en 
acción. Por tanto parece una idea plausible hacer residir la memoria en una especie 
de oscilaciones estables, pues éstas son garantía de conservación o de recuerdo de 
alguna actividad. Las primeras memorias de computación eran dispositivos electró- 
nicos muy complicados, con cápsulas de mercurio líquido y otros artilugios de ma- 
nejo delicado. Pero todos ellos estaban basados en el concepto de oscilaciones 
automantenidas observadas en las primeras válvulas electrónicas a principios del si- 
glo XX y descritas como ondas no lineales por el holandés Balthazar Van der Po1 
(1889-1959) hacia 1920. La ecuación descrita por este físico e Ingeniero se obtiene, 
como la del regulador de Watt, modificando la forma lineal del oscilador amortigua- 
do 

haciendo que el coeficiente de fricción k sea sustituido por una expresión dependiente 
de la amplitud (notemos cómo reaparece el concepto de retroalimentación), y por tanto 
no lineal: 
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de forma que la ecuaci6n representa oscilaciones cuya amplitud tiende a aumentar si 
1x1 < 1, y a disminuir si 1x1 > l .  Este "conflicto" se resuelve con la aparición de un 
ciclo límite que puede modularse atendiendo al parámetro e. El ciclo resultante es 
estable, en el sentido de que el comportamiento a largo plazo del sistema es la osci- 
lación definida por él. 

FIGURA 6 
OSCILACIONES Y CICLO DE VAN DER POL 

El análisis de las oscilaciones no lineales es una de las ramas más fascinantes y 
espectaculares de las Matemáticas en los últimos 100 años. En él se dan cita, traídas 
por las necesidades tecnológicas, ideas físicas, conceptos geométricos y topológicos, 
métodos analíticos tales como los desarrollos asintóticos, y producen como resulta- 
dos un sinfín de posibilidades de aplicación y evolución tanto de la práctica ingenieril 
como de los estudios de las Matemáticas más puras. 

Para ir terminando, volvamos a nuestra vieja conocida, la máquina de vapor. Los 
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su naturaleza y su transmisión. La obra capital de Jean Baptiste Fourier (1768-1830), 
la "Théone Analytique de la Chaleur", ganadora del premio de la Academia France- 
sa en 1822, es el origen de numerosas investigaciones posteriores, tanto puras como 
aplicadas. La ecuación de la transmisión del calor en un cuerpo finito aislado, en su 
forma lineal más simple, viene expresada como sigue, donde u es la temperatura y k 
un coeficiente de transrnisividad adecuado: 
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La solución de esta ecuación puede hallarse por el método de separación de va- 
riables, y restnngiéndonos al caso de dimensión espacial l, teniendo en cuenta las 
condiciones suplementarias de contorno que indican el aislamiento, más una distri- 
bución inicial de calor G(x),  se obtiene formalmente como un desarrollo en serie de 
Fourier: 

donde los coeficientes Cn vienen dados por ciertas integrales de la distribución ini- 
cial de calor. Es conocido de los cursos elementales que esencialmente esas integra- 
les se reducen a las del tipo 

así que la determinación de la solución depende de la existencia de la integral don- 
de interviene la función G(x). Si ésta no tiene un comportamiento adecuado, la inte- 
gral puede no existir y entonces las Matemáticas no proveen una solución al proble- 
ma de la transmisión del calor. Más todavía, incluso existiendo los coeficientes, po- 
dría ocurrir que e1 desmollo formal anterior no fuera convergente, 10 cual daría so- 
luciones sin sentido físico razonable. 

Veamos en una tabla unas analogías claras entre el álgebra vectonal y los desa- 
rrollos de Fourier: 

TABLA 1 
ANALOGÍA ENTRE EL CÁLCULO VECTORIAL Y LAS SERIES DE POURIER 

no finito de elementos 

coordenada 1 
Producto v e y'= 

escalar =aa '+bb '+cc ' 

Módulo / V I  = z/J.y = 
I i 

=(a2 + b 2  +e2); 

Coeficientes a=v e i, 

Funciones T0.27-r) + 93 1 obsevación 1 

no infinito de elementos 1 



Lo que vemos en la tabla es conocido clásicamente como "principio de superpo- 
sición", o dicho en palabras más modernas, la linealidad inherente a los espacios 
vectoriales, en el primer caso el habitual de la geometría elemental, en el segundo 
un conjunto adecuado de funciones, que no son sino vectores de infinitas dimensio- 
nes. Se han marcado algunas observaciones en la tabla que ya se han apuntado an- 
tes. La (1) indica que hay obligación de considerar problemas de convergencia en la 
serie, la (2), que es necesario investigar si existirá o no la integral del cuadrado de 
la función, y la (3), que como se dijo más arriba, la integrabilidad de la función pue- 
de ser una cuestión imp~rtante'~. 

La observación (3) nos lleva de inmediato a una cuesti6n más abstracta todavia: 
Como todo en esta vida, lo que se entiende por "integrable" depende de la defini- 
ción que usemos. Todos sabemos que una integral se suele interpretar como un área, 
lo cual va bien si tomamos como funciones integrables aquéllas para las que sea fá- 
cil entender una aplicación inmediata del Teorema elemental del valor medio: 

FIGURA 7 
TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA LA INTEGRAL DE UNA FUNCIÓN CONTINUA 

(DIBUJO DEL AUTOR) 

Por ejemplo, si nuestra función es continua, la interpretación del área como 
cuadratura" es inmediata. Un matemático no resistiría la tentación de implicarse más 
en el problema y ver si hay iiIguna definición que permita pensar como posibles las 
integrales de funciones no tan cómodas como las funciones continuas, y así es como 
Bemhard Riemann (1826-1866) definió un nuevo concepto de integral (sí, ésa mis- 
ma que se explica en los primeros cursos de las carreras) en su trabajo de Habilita- 
ción -algo parecido a una memoria de oposiciones- sobre la representación de una 
función en serie de Fourier. Así las cosas, llevamos recorrido el siguiente camino: 

10. Notemos que como la exponencial compleja está acotada, en realidad basta con estudiar la integrabilidad 
de la función. Por tanto, al estudiar las soluciones de la ecuación del calor, o los desarrollos de Founer 
que las definen, habrd que buscar siempre en conjuntos de funciones tales que sean a la vez intcgrables las 
funciones y sus cuadrados. 

' 1 1. Este es el nombre dado antiguamente a los cálculos de áreas, en el sentido de hallar un cuadrado de área 
equivalente a la que se iba a calcular (p. ej., recordemos la "cuadratura del círculo"). 



Máquina de vapor + Teoría del Calor -+ Fourier + Integrales -+... 

A finales del siglo XIX y principios del XX se produjo una notable inversión del 
punto de vista sobre la integrabilidad de las funciones: Si lo que impide a una fun- 
ción ser integrable es ser poco continua, habrá que investigar qué es exactamente el 
conjunto de las discontinuidades de una función, medirlo de alguna manera, igual que 
se hacía con las aguas de riego, y ver cuándo es lo bastante grande para impedir la 
integración. Estas investigaciones llevaron a Cantor, ya citado antes, a descubrir o 
inventar la Teoría de Conjuntos, y a Henri Lebesgue (1875-1941) a formular la Teo- 
ría de la Medida entre 1904 y 1906. Pero la medición, como problema asociado a 
figuras geométricas, puede intentarse con figuras ran'simas, y así Abraham Besicovich 
(1891-1970), estudiando extrañas configuraciones, creó la Teoría Geométrica de la 
Medida, núcleo de esas Matemáticas hoy tan de moda como la Geometría Fractal, 
cuestión abstracta donde las haya, que se aplica -en una larga y complicada retroali- 
mentación- en la Ingeniería para cosas tan dispares como el diseño de tramas de 
imprenta o el análisis de la predecibilidad de situaciones climáticas o meteoroiógi- 
cas, por ejemplo para el posible control de inundaciones y la consiguiente regulación a 

R 
de flujos hidráulicos ... Por tanto la cadena anterior continúa así: - 

= m 
O 

- ... Integrales -+ Teoría de Conjuntos -+ Medidas + Geometría Fractal -+ ... - 
0 m 

Y vean como, al final, volvemos a encontramos con el problema clásico de la 
Ingeniería: Dominar y controlar razonablemente las fuerzas que la Naturaleza pone 
a disposición de quienes se aventuran a usarlas. En ese largo camino las Matemáti- 
cas siempre han acompañado a la Ingeniería. Recuerden que el gran Galileo Galilei 
(1564-1642) ya escribió hacia 1623 en su conocida obra "11 Saggiarore" que e1 libro 
de la Naturaleza está escrito en el lenguaje de las Moremáticas. El oficio de los 
hombres es escribir comentarios a ese fabuloso libro, y mientras se redactan, se va 
elaborando cada vez más esa escritura. Al igual que en la Real Academia de la Len- 
gua saben que el lenguaje es obra de todos, y por tanto hay académicos de muchas 
profesiones -no sólo filólogos o literatos, también hay ingenieros, médicos, curas, 
militares y hasta poetas- sabemos que las Matemáticas son también obra de quienes 
se las han encontrado alguna vez en su camino. Y eso se refiere tambikn a todos Uds. 

Muchas gracias. 

Mnrcmdricss y... 


