III Congreso Matemética Aplicada
XIIl CEED.Y.A. Madrid, 1993

LUIS ALVAREZ Y JULIO ESCLARIN

UN MODELO DE CUANTIFICACION DE IMAGENES

INTRODUCCION

El objetivo de esta ponencia es presentar nuevas técnicas basadas en
EDP para tratamiento de imégenes. Las EDP se han consolidado en los 1ltimos
afios como una herramienta til en el proceso de iméagenes y las ecuaciones de
difusién pura son basicas en técnicas de filtrado clasico.

El filtro de paso-bajo se hace generalmente por convolucién con
Gaussianas de varianza creciente. Koenderink [1984] constaté que la convolucién
de una sefial con una Gaussiana en cada escala es equivalente a la solucién de
la ecuacion del calor con la sefial como dato inicial.

Llamando a este dato u,, las sucesivas imagenes se obtienen resolviendo
la ecuacidn del calor :

2'_‘% =Au(x,y,t) en Rx[0,0] , u(x,y,0) =u(x,y) en¥®

La solucién de esta ecuacién para un dato inicial con norma cuadrdtica
acotada es u(x,y,t) = G,* u,, donde G, (x,y) = Co'exp(-(x* + y*)/4c) es la funcién
de Gauss. Aqui t representa un pardmetro de escala (en la resolucion de detalles).

En la teoria cldsica los bordes se definen como las curvas donde el
gradiente de la imagen suavizada tiene un méximo. _

Esta teoria proviene de Marr y Hildreth [1980] y ha sido mejorada por
Witkin [1983], Koenderink [1984], y Canny[1983].

(x,y) estd en un borde para la escala t si Au(x,y,t) cambia de signo y
[Vu(x,y.t)| es grande. Esta ultima condicion introduce algin umbral que se habra
de definir previamente. Desgraciadamente los bordes a escalas bajas dan un
calculo inexacto de las fronteras que, de acuerdo con nuestra apreciacién,
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apreciacion, podrian ser consideradas correctas, y por otro lado si
pasamos un filtro de paso-bajo muy fino, con varianza pequefia, todos
los bordes guardaran su correcta localizacion, pero los bordes
principales estardn incluidos en wuna multitud de bordes espureos
debidos a ruidos, texturas etc.

La linealidad del operador laplaciano produce a través de: las:
escalas una descolocacion o perdida de bordes de las- regiones
presentes en la imagen y por tanto es necesario buscar operadores no
lineales. Malik y Perona[l1971] han propuesto cambiarlo por el
operador div(g(Vu)Vu) y utilizan como modelo la ecuacion: uw, =
div(g(]Vu[)Vu) donde g(-) es positiva y mondtona decreciente. Su idea es
penalizar la difusién donde los gradientes de la sefial son grandes. Sin embargo
este modelo presenta algunos inconvenientes:

En primer lugar se comporta mal en presencia de ruido (el ruido se
conserva) y en segundo lugar la ecuacion estd mal planteada desde un punto de
vista tedrico si sg(s) no es creciente.

Posteriormente L. Alvarez, P.L. Lions y J.M. Morel[1992] derivaron: un-
método basado en la ecuacién de la curvatura media u,= | Vu || div(Ve/ || Va |)
mediante el modelo u,= g(|G*Vu| | Vu| div(Vw/ | Vu|)

Este operador representa una difusién direccional en la direcciémr de
minima variacion de la funcidn (direccion ortogonal al gradiente
Vu) y produce una regularizacién de las formas presentes en la
imagen respetando los contrastes entre diferentes formas

MODELO MATEMATICO

El método propuesto aqui estd basado en ecuaciones de- reaccién-
difusién. La idea que soporta estos modelos es difusion . para-
filtrado de ruidos y reaccién para mejora del-- contrastes
Concretamente proponemos la siguiente ecuacién:

Y, =g(|G-vu|)|Vu[|df{v[T‘Z7_:T] +f(u) en BER, wxy,0)=ulry) em R - (1)

donde g(s) = 1/s?, G es un niicleo de convolucidn (por ejemplo una funcién.
gaussiana) y f(u) es una funcién regular con un nimero finito de ceros (por
ejemplo f(u) = -u(1/2-u)(1-u)).

Una interpretacion de los términos de la ecuacion es la siguiente:
Vu } = Ay - Yu(Vu,Vu)

lquI Vulf?

representa un término de difusién degenerado, que difunde u em direccién
ortogonal al gradiente Vu y no difunde en ninguna otra direccién de-Vu: El
propdsito de este término de difusién degenerado es suavizar u a los-dos
distintos lados de un borde con un minimo suavizamiento del borde mismo:

b) El término g(|G*Vul) se usa para resaitar los bordes. Ciertamente,

a) el termino |Vl dx'v{
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‘ un entorno de un punto X, X se considera un punto del borde y la difusion es

‘ baja, puesto que g(s) es pequefia para valores grandes de s.

! c) El término f(u) es una funcion regular, con un namero finito de ceros

‘ de manera que estos actiian como atractores o expulsores segin el signo de la

| derivada en ellos.

| Para variar el numero de niveles de gris, hemos optado por utilizar la
siguiente funcién como término de reaccion :

) = %u(u -h) siue[0,k], flu) = -_hf;(u -hXu~-2h) si ue[h,2h]

donde h viene dado por 256/2(niveles de gris-1). Como se quiere que estas
funciones se repitan periédicamente, se calcula para cada u la imagen por f de
u mod 2h en [0,256).

f conecta con regularidad clase C' y se prolonga mediante funciones
decrecientes a la izquierda de 0 y a la derecha de 256 con la misma conexién
anterior. Sus valores maximo y minimo son 1 y -1 respectivamente en [0,256].

En esta misma linea de utilizar ecuaciones de reaccion-difusion para el
proceso de imagenes G.H.Cottet y L.Germain[1992] propusieron un modelo
basado en otro tipo de operadores no lineales.

ESTADOS ASIMPTOTICOS RADIALES

Para estudiar los posibles estados asimptéticos no triviales de la ecuacion
(1) supondremos el caso de funciones radiales (para el caso g = 1).

Si estos estados existen deben ser tales que verifiquen:

1vu_] dhh:_:'",] +f(u) =0 donde

2 2
) u uu u
1Vul div Vu ) = ——2—u_ 22 u+__ " _u +flu)
TVu] el ™ T, 319 130
% u® +u) u +u,

Supongamos que u es una funcién radial con centro en el origen, o sea
u = h(x? + y%). Llamando r = x> + y* nos queda:
u, =2xb’(r) , u, = 2yb’(x), u, =2h’(r) + 4x’h”’(x),

u, = 4xyh”(r) , u,, = 2h’(r) + 4y*h’’(r)

Con lo que nos queda u,, =2h’(r) y la ecuacién
quedara 2h’(r) - h(r)(0.5-h(r))(1-h(r)) = 0.

Resolviendo esta ecuacién diferencial nos
queda:

1, 1 >0

2YCe® + 1

h(r) =

(S]]
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% 2

Ejemplo de umbralizado con fues intermedias y resultado final con 50, 100
Yy 200 iteraciones respectivamente

DISCRETIZACION DEL OPERADOR DIFERENCIAL
Denotando por & la direccién ortogonal a el gradiente de u,

lv"“ﬁ{%}w“ supongamos shora que la direccibn & es

conocida: £ = (-sen 0, cos 0). Entonces podemos escribir :
Uy, = £(u) = sen’® u,, - 2 sen O cos O u,, + cos’0 u,, (2)

Vamos a escribir uy, como una combinacién lineal de valores de u sobre
una matriz fija de 3x3.
$(“ij)='4uuﬁyhz+ll(“iﬂj+u&u)+ z'x(“i.yo|"'“x.)-|)"'%(“iol.io|"’“i-|.;-l)*’;~c gty ) 3)
donde h es el valor del incremento que .se considera constante ¢ igual para
ambas variables.

La discretizaci 6n mediante este método depende de un parametro libre A,
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cuya eleccion se hara en funcion de criterios geométricos.

Aplicando la férmula de Taylor e igualando (2) con (3) obtenemos los
siguientes valores para los A;:

A, = h?(2 Ay sen’ 0) A, = h%(2 A4 cos? 0)

Ay = h?*(- A+ 0.5(1+sen O cos 8)) A, = h?’(- A+ 0.5(1-sen 8 cos 0))

Buscamos ahora un polinomio trigonométrico para e! valor de A, con la
propiedad de que la difusion sea pura, de manera que cuando difunda en alguna
de las direcciones principales, en las otras la difusién sea 0.

Haciendo:
Ao(6) = a +bcos 8 + ¢ sen O + d cos’® + e sen’® + f sen O cos O + g sen’0 cos’ O,
con los A; calculados anteriormente y recordando que (2) = (3), los valores
finales obtenidos son:
-4)g = -2 + 4 sen’0 cos?0, A, = cos’*B(cos’ B- sen’0),A, = sen’ O(sen’® -cos’ O)
A, = sen’0 cos’ O + 0.5sen O cos O, A, = sen’® cos’ - 0.5sen O cos 6

9
Lema: Sea Y & =1 Un algoritmo de la forma u™; = eu®;+

il
U i rasuty ot et g Yy et e ut, L, Foagut g, s
estable < o, = 0 Vi. :
Demostracion:

. .
<) Yo =1 ya20 Vi, supongamos que 3 ¢,C > 0 con : ¢ < u*;< C Vi.

i=l

9
Si ¢’ es el maximo de los u*; se tiene que: ;" = (3 a)c’=c’<C

tel

=) Veamos que si 3 i con a; < 0 (por comodidad supondremos que es a; ) ,

20U

o de camb
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el algoritmo no es estable, o sea que u"‘i.j puede no mantener cotas de u®;;.

9
Ya=1 = Yq-=1+a]
is} i=2
Siuy, =csi ;>0 yu';= Csiq; <0, tendremos que :u""; =

(Y o )u] =(1+]|a,f)c-|a,|C =c+o|c-O) <c -

ige-l

ALGORITMO
1
U j " Uiy +§ ((um g T Wig .;‘—l) *("M g T Ui ,m))
1 =
% u) -
1
R 3 (("m./d “Uu, ,1-1) '(um N ,m))
u(d = ah
nol_ n
2°) Cos0 = Y ; Sen@ = Y y 39 Zo T =L(u7) +f(u;)
2. 2 2, 2 At
u +u, u, +u, . :
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