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RESUMEN 

Se presenta una técnica para la detección de puntos dominantes basado en una 
representación multiescala invariante frente transformaciones afines de 
contornos. La realización del análisis multiescala está basado en el cálculo de la 
transformada del contorno mediante ún conjunto ortogonal de wavelets. 
Utilizando esta transformada se calcula un conjunto de descriptores invariantes 
basado en la expansión del contorno mediante las funciones ortogonales. A 
este nuevo conjunto de descriptores se le aplican las técnicas de detección de 
módulos máximos de la transformada proporcionando un conjunto de puntos 
dominantes del contorno. Se muestran los resultados de la aplicación de esta 
técnica a un conjunto de contornos los cuales indican su capacidad para 
determinar aquellos puntos de mayor importancia geométrica. 

1.-INTRODUCCIÓN 

Un problema básico en la visión por ordenador lo constituye la partición de la 
escena en partes coherentes [ I ]. Casi la totalidad de los paradigmas de visión por 
ordenador requieren alguna forma de segmentación como paso de simplificación 
inicial , de forma que se pueda limitar la complejidad de la información 
suministrada a procesos de más alto nivel basados en conocimiento. 

Para realizar la segmentación de un contorno es necesario resolver los siguientes 
problemas: 
La definición de una medida que separe los puntos que aportan poca información 
sohre la curva de aquellos puntos con mucha información que se denominan puntos 
dominantes. Estas medidas están basadas generalmente en el concepto de curvatura. 
1. Una forma de comparar esta medida de punto dominante con su entorno (su 
contexto). 
2. Una forma de analizar la evolución de los puntos dominantes a diferentes escala 
de resolución. 
3. Un nivel de significación por debajo del cual la detección de un punto dominante 
no se puede separar del "ruido" del contorno. 
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4. La obtención de un conjunto de puntos dominantes que sea invariante frente a 
transfonnaciones del objeto. 

La invarianz.a frente a transfonnaciones es un problema básico, pues la fonna de 
un contorno en una escena depende de la posición del sensor y es necesaria la 
utili7.ación de descripciones geométricas que no se vean afectadas por un cambio en 
la posición relativa de la cámara y el objeto. 

La distorsión resultante de observar un objeto mediante una cámara con una 
orientación arbitraria puede ser descrita mediante una transfonnación perspectiva 
[2]. Sin embargo, cuando las dimensiones del objeto son pequeftas comparadas a la 
distancia de la cámara al objeto, puede asumirse un modelo de perspectiva débil 
que puede ser aproximado mediante una transfonnación afln. 

Una herramienta adecuada para resolver los problemas descritos anterionnente 
es la del análisis multiescala del contornos [3], pues proporciona el medio de 
generar una solución integrada a la totalidad de los problemas seftalados. Estos 
métodos están basados en el estudio del contorno a diferentes niveles de resolución 
utilizando características invariantes con respecto a transfonnaciones que no 
cambien la fonna del contorno. De particular importancia dentro de estos 
DJétodos multiescala son los basados en wavelets [4], [5], pues son capaces de 
proporcionar un análisis basado en funciones ortogonales, lo que proporciona 
ventajas en cuanto a la ausencia de redundancia y a la interpretación de la magnitud 
de la nonna de los descriptores como medida de evaluación de puntos dominantes. 

Este tipo de análisis multiescala ha sido desarrollado para el caso del grupo de 
transfonnaciones euclídeas (traslaciones, rotaciones y cambios de escala) [4]. En 
este trabajo se mostrará una metodología para su extensión al caso afln; para ello en 
la sección 2 se introducen los conceptos de la geometría afln diferencial y una 
breve introducción a las expansiones mediante wavelets. En la sección 3 se 
presenta la descripción multiescala del contorno, en la sección 4 se presenta el 
cálculo de puntos dominantes y finalmente las conclusiones del trabajo se presentan 
en la sección 5. 

2.-PRINCIPIOS BÁSICOS 

A continuación se exponen los elementos básicos necesarios para introducir los 
nuevos descriptores invariantes que se proponen en este trabajo. 

2.1 Geometría A.fin 

Las transfonnaciones del plano afln, y = Ax + b con A una matriz 2x2 y b una 
matriz 2xl pueden ser expresadas en coordenadas homogéneas como [2]: 

(n=(:- a:J [FPNI] 

Esto hace que fonnen un subgrupo del grupo de transfonnaciones del plano 
proyectivo. Este subgrupo tiene 6 grados de libertad y posee todos los invariantes 
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del grupo del plano proyectivo: colinealidad y razón doble. Además posee los 
siguientes invariantes: paralelismo, cociente de distancias sobre una recta y 
cociente de áreas. Esto permite que el determinante de vectores sobre el plano sea 
semi invariante. Además posee los siguientes invariantes diferenciales [6] : 
longitud afín y curvatura afín. Su expresión es la siguiente: 
Dada una curva parametriz.ada como: , r(t) :;:: (x(t), y(t)) si se 

dr d 2ri. 
verifica: - , -

2 
¡ = Ir, r¡ * O 

dt dt 

donde utilizamos 1 , 1 como el símbolo del determinante, puede definirse un 
parámetros s de forma que: 

s = Jlt,rl 113 dt 
esta parametriz.ación es la parametriz.ación natural afín de la curva y permite 
expresar la curva de forma invariante mediante la longitud afín. 

La curvatura afln es el invariante diferencial más simple de una curva y se 
determina como: 

k(s) = [r", r"'I 
donde las primas denotan derivación con respecto a s. 

2.2 Expansión de contornos mediante wavelets 

Una representación a múltiples escalas proporciona un marco jerárquico para 
interpretar la información presente en una imagen. A diferentes resoluciones los 
detalles en una imagen generalmente caracteriz.an estructuras flsicas diferentes. En 
las resoluciones burdas, estos detalles se corresponden a las estructuras más 
importantes y pueden proporcionan un contexto para analiz.ar la seftal a niveles más 
detallados. Los wavelets son una herramienta muy útil en el análisis multiescala 
puesto que proporcionan un conjunto de herramientas para el análisis de la seftal a 
diferentes niveles de resolución. 

Una expansión basada en wavelets (7], (8] utiliz.a traslaciones y dilataciones de 
una función, el wavelet \JfEL2( R). En el caso de una transformación continua 
basada en wavelets (TCW), los parámetros de traslación y dilatación varían 
continuamente. Es decir" la transformada hace uso de las funciones: 

f/1 b(t) = b f/l(t-b), a,b e R; a* O 
a, vial a 

donde 'V es el wavelet de análisis, a representa una dilatación, b una traslación y el 
factor de normalización asegura que sus normas en L2(R) sean independientes de a. 

La transformada continua basada en wavelets de una función feL2( R) se 
define como: 
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Wf,\V(a, b) = < f, \Va,b > 
Donde < , > denota el producto escalar usual en L2( R). 
Un análisis multiresolución, [7], (AMR) de L2( R) se define como una sucesión 

de subespacios cerrados Vj de L2( R), j eZ, con las propiedades: 
l. Vj e Vj+l 
2. f(t)eVj ~ f(2t)eVj+l 
3. f(t)eVO ~ f(t+ l)eVO 

00 <X) 

4. clausura U V .= L2 (R) y íl V.= {O} 
. J . J 
j=-00 j=-00 

5. Existe una función de escala [FPN2]cpeVO, con integral no nula de forma que el 
conjunto {q> ( t - l ),leZ} es una base de Riesz de VO. 

Puesto que V Oc V 1, (j> ( t ) puede escribirse como una combinación lineal de 
(j>(2t-k) que son versiones escaladas y trasladadas de (j> ( t ). De forma más precisa: 

00 

~(t) = L Pk~(2t -k) 
k=-oo 

Es entonces inmediato que el conjunto { (j>j,l ( t - 1 ), leZ }, con: 

;j,I (t) = ~(2j t-1), j, 1 e Z es una base de Riesz de Vj . 

Se dice que los wavelets tienen soporte compacto si únicamente un número 
finito de los pk son no nulos en la relación anterior. 

Dado un conjunto de subespacios anidados Vj, la propiedad 1 del AMR implica 
que existen subespacios Wj, que son el complemento de Vj en .Vj+ 1, es decir: 

vj+I =Vj ffiWj' jeZ 

Puesto que los subespacios Vj están anidados entonces: 

J-j-I 2 
VJ=V

1
.ffi ffi WJ.+k' j<J y L(R)=ffiW -

k = O JeZ 
1 

Además los subespacios Wj cumplen: f(x) e Wj ~ f(2x) e Wj + 1 
Dada una función de escala ~ en VO, el principio básico del AMR es la 

existencia de otra función \V en WO llamada wavelet de forma que el conjunto{ \JI 
(t-1 ), leZ } es una base de Riesz de WO. El conjunto de funciones wavelets 

1/f j, ¡ (t) = f/1(2 j t -1), j, l e Z es entonces una base de Riesz de L2( R). 

La clase de wavelets ortogonales es particularmente interesante e introduce el 
concepto de análisis multiresolución ortogonal. Este es un análisis multiresolución 
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en el que los subespacios wavelet Wj se definen como el complemento ortogonal 
de Vj en Vj+ l. En consecuencia, los espacios Wj con jeZ son todos mutuamente 
ortogonales. De esta fonna s i Qj es el operador de proyección en Wj 

f(t) = ¿Q . f( t) 
j J 

es una expansión ortogonal. Una condición suficiente para un análisis 
multiresolución ortogonal es que V01-WO. Una función de escala ortogonal es una 
func ión ~ de fonna que el conjunto { ~(t-k),ke Z} es una base ortogonal de VO, y 
una función wavelet ortogonal es una función '-1' tal que el conjunto {\ll(t-k),ke Z}es 
una base ortogonal de WO. Entonces puede escribirse para una func ión fe L2(R): 

f( t) = ¿ q . ¡ f// . ¡ (t ) con q . ¡ =< f , f// • ¡ > 
. l J, J, . J, J, 

j , 

lo cual puede verse como una versión discreta de la TCW pues: qj ,l = Wf,'-1'( 2-j , 
2-j 1). 
En base a los coeficientes qj ,I procedentes de este tipo de expansiones se realiza el 
estudio de la señal a múltiples escalas. Para realizar la expansión de un contorno 

r (t) = (x(t), y(t)) se expanden las funciones x(t) e y(t). 

3.-DE CRIPCIÓ ·PROPUE TA 

Existe un interés creciente en el uso de wavelets para la descripción de contornos. 
En [5] se estudia el problema de la representación de contornos utilizando la TCW 
y se prueba su invarianza frente al grupo euclídeo de transfonnaciones. En [4] esta 
aproximación se extiende al caso afín mediante la utilización conjunta de la función 
de escala ~ (t) que genera VO y la función wavelet \ll(t) que genera WO y la 
construcción de descriptores basados en los determinantes obtenidos de la 
expansión del contorno utilizando ambas funciones. Sin embargo, puesto que la 
función de escala no es invariante a traslaciones, en este caso la traslación debe ser 
calculada por algún procedimiento externo, lo que hace que se proporcione 
únicamente una solución parcial al problema. En nuestra propuesta no se utiliza la 
función de escala, lo que garantiza un procedimiento completamente invariante. 

3.1 Descriptores Invariante 

La propuesta que se presenta está• basada en la descripción de los subespacios VO y 
WO por pares de funciones ortogonales. De esta forma VO estará generado por las 
funciones de escala { ~ l (t) ~2 (t)} , y WO A,Pr las funciones wavelets { '-1' 1 (t), '-1'2 
(t)}. Los descriptores estarán basados en las dos funciones wavelet que generan 
WO, obteniéndose de esta forma la invarianza frente a traslaciones . Puesto que los 
determinantes son invariantes frente a transformaciones equiafines ( IAJ=I ) los 
coeficientes obtenidos son invariantes frente a transformaciones equiafines. Para 
transformaciones afines generales, el proceso de generación de puntos dominantes 
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es invariante, pues está basado en la comparación de los módulos de los 
descriptores y en el caso de una transformación afln general todos se ven 
multiplicados por el determinante de la matriz de transformación IAI. 

Dado entonces el contorno: r(t) = (x(t), y(t)), éste se reparametriza mediante la 

longitud afio obteniéndose: r(s) = (x(s),y(s)). El contorno se expande utilizando 
las funciones que generan WO obteniéndose los coeficientes 

< x(s), 1/' 0 . . 1 (s) > < y(s), 1/' 0 .. ¡ (s) > 
N - ,], ,], j, l E z 

j,I - < x(s),1/'¡ . . 1 (s) > < y(s),1/-':¡ . . 1 (s) > 
,], ,J, 

Que constituyen un subconjunto de la TCW: 

j, le R 

Siendo ambas iguales sobre Z, es decir N . 1 = N . ¡ , j, I e Z 
], ], 

En la siguiente sección se mostrará una aplicación de este esquema utilizando los 
wavelets de Legendre (8], la razón principal de su utilización es que como se 
mostrará a continuación, dependen de la curvatura afln ( el invariante diferencial 
afin más simple) para los niveles detallados de escala. 

3.2 Los Wave/ets de Legendre 

Los wavelets de Legendre están basados en un par las funciones de escala {q,l (t), 
cj,2 (t)}, y en un par de funciones wavelets{\¡Jl (t), '1'2 (t)} que se definen en el 
intervalo (O, 1] de la siguiente forma: 
Funciones de escala 

Se definen un par de funciones de escala q,O, y <!> 1 como: 

~o (t) = 1 o ~ r ~ 1 

~1 (t) = ✓3 (2t - 1) O ~ t ~ 1 

estas funciones verifican la condición de ortogonalidad: 
< q,i( t - k ), q,j( t -1) > = fü,k oj,l, para ij = O, 1 y k,l eZ. 

Wavelets 
Se definen un par de funciones wavelet 'lfÜ, y 'I' 1 como: 

( ) {
-✓3 ( 4t - T) O ~ t ~ 11 2 ( ) { 6t -1 

1/f 1- 1/f t-o - + ✓3 ( 4t - 3) 1/ 2 ~ t ~ 1 l - 6t - 5 

SIARP'99, Ciudad de la Habana, 21-26 de marzo de 1999 

0~t~l/2 

1/2~t~1 

) 
1 ' 



DETECCIÓN INV ARI.ANTE FRENTE A TRANSFORMACIONES AFINES DE PUNTOS 115 
DOMINANTES MEDIANTE WA VELETS 

que verifican las condiciones de ortogonalidad: 
< l.l'i( t - k ), \lfj( t - 1 ) > = fü k cSj ,l, para ij = O, 1 y k,l EZ 

< ~i( t - k ), \lfj( t - 1) > = cSi ,k cSj,l, para ij = 0,1 y k,l EZ. 
3.3 Propiedades 
Además de la invarianza de los descriptores Nj,l frente a transformaciones 
equiafines la utilización de los wavelets de Legendre relaciona los descriptores con 
la curvatura afin de la siguiente forma: 
Teorema. Si r(s) posee derivada de cuarto orden en el entorno de un punto c, k(c) 

es su curvatura afm y N j .l j, 1 E Z los coeficientes de la TCW utilizando los 

wavelets de Legendre entonces: 

k(c) = p lim 
M➔ O 

N log2 flh,c-M 

1:!h6 

Por tanto para los niveles de detalle de la señal: 

N ~ k(c)M
6 

log2 óh.c-óh p 

482 10 
p=--

✓3 

4 .-DETECCIÓN DE PUNTOS DOMINANTES 

La detección de puntos dominantes se lleva a cabo mediante la identificación de los 

descriptores N a.b a, b E R, a > O , de módulo máximo y la construcción de las 

curvas de máximos. Esta técnica ya ha sido desarrollada para el caso euclídeQ [5] y 
en este trabajo se estudia su aplicabilidad al caso afm. 

Sea entonces M(b,a) = 1 N a.b 1 , es decir el módulo del coeficiente N a.b • Se dirá que 

M(bO,a) tiene módulo máximo si M(bO,a) > M(b,a) para todo b "# bO perteneciente 
a un entorno de bO. Se defmen entonces las curvas de módulo máximo como 
aquellas que están determiñadas por los descriptores de módulo máximo, es decir 
son curvas sobre el semiplano {{b,a): bER, a>O} a lo largo de las cuales todos los 
puntos son de módulo máximo. A la hora de construir estas curvas es conveniente 
emplear la TCW, ya que la evolución de los máximos puede hacerse de forma más 
precisa mediante una variación lenta del parámetro de escala. En general, es 
necesario realizar algún tipo de postprocesamiento de los máximos ya que éstos 
pueden verse influenciados por el ruido de la señal. 

Una vez construida esta representación los distintos puntos dominantes son 
determinados mediante un procedimiento de seguimiento [5] , [9] y su importancia 
suele determinarse mediante alguna propiedad de la curva de módulos máximos, 
como por ejemplo: longitud de la curva, media de los módulos sobre la curva, 
razón de cambio del módulo a lo largo de la curva u otras [9]. 
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La e tructura del e pacio de escala en el caso euclídeo suele aproximarse a la de 
un árbol, lo que es aprovechado por lo procedimiento de seguimiento para la 
localización de lo punto de módulo máximo a lo largo de todo el e pacio de 
e caJa . La estructura en el ca o afín es más compleja, pues e ve influenciada de 
forma determinante por lo puntos de inflexión de la cur a. Sin embargo, como 
veremos el procedimiento de detección de puntos dominantes e sencillo de 
implementar y aprovecha la estructura que aparece en el e pacio de escalas cuando 
e trazan obre la curvas de módulo máximo. 

B 

Figura 1: Contorno de prueba 

La e tructura del e pacio de e calas en el ca o euclídeo uele aproximarse a la de 
un árbol, lo que es aprovechado por lo procedimiento de seguimiento para la 
localización de los puntos de módulo máximo a lo largo de todo el e pacio de 
e calas. La estructura en el caso afín es más compleja, pues se ve influenciada de 
forma determinante por lo puntos de inflexión de la curva. Sin embargo, como 
veremos el procedimiento de detección de puntos dominantes es sencillo de 
implementar y aprovecha la estructura que aparece en el espacio de escalas cuando 
e trazan obre las curvas de módulo máxi mo. 

Para apreciar la forma del e pacio de escalas determinado por los descriptores 
invariantes propuesto , en la Figura 1 se mue tra un contorno de prueba para el 
que e han calculado el conjunto de de criptores ba ados en lo wavelets de 
Leg ndre y a los que posteriormente se les ha hallado su módulo. 
En la Figura 2 e representan lo módulos de mayor magnitud con tono más claro 
y lo ' de menor magnitud con tono más oscuro . E ta representación e hace 
util izando los parámetro que definen los wavelet : el parámetro de traslaciqn b y 
el parámetro de e cala a. Los niveles de re olución mas detallado están 
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repre entad en la parte inferior de la imagen mientra que los ni veles con menor 
reso lución e mue tran en la parte uperior. 

Para fac ilitar la interpretación del e pacio de escala e han señalado cuatro 
punto obre la curva A, B C y D y u corre pondiente posición en el espacio de 
esca las. Así mi mo, para una mejor ob ervación del espacio, se ha utilizado una 
repre entac ión logarítmica de la magnitudes de lo módulos de lo de criptores. 

En la Fi gura 3 e mue tra el corte representado en la F igura 2 mediante una línea 
discontinua. En este caso el valor de la escala está fijo y e representa e l módulo de 
los de criptores en función del parámetro de tra lación b. 

B e D 

b M(b a) 

Figura 2: Representación del espacio Figura 3:Corte del espacio 
de e calas según los parámetro de de escalas 
lo wavelets de Legendre a y b 

continuación , en la Figura 4 se muestra el conjunto de curvas de módulo 
máximo obreimpuesto sobre el espacio de escalas. En ella se aprecia que las 
curva de módulo máximo son de tres tipos: o recorren libremente el e pacio (como 
la curva E) acaban en una estructura en forma de V (como la curva C) , o acaban 
en una estructura con forma de V invertida (como la curva B). Estos puntos de final 
de curva en el e pacio de escala son los elegido como puntos dominantes de la 
curva. Su importancia relativa puede venir dada por cualquiera de los criterios 
expue tos anteriormente: longitud de la curva, media de los módulos sobre la 
curva, razón de cambio del módulo a lo largo de la curva u otras. En la figura 5 se 
aprec ia e l re ultado de la elección de los puntos dominantes anteriormente 
señalado sobre la curva. 

Fi1rnra 4: Curvas de módulo máximo 
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e 

E A 

G 

Figura 5: Puntos dominantes 

Seguidamente se muestran otros ejemplos del uso de esta técnica: 

G 

Figura 6: Espacio de escalas 
Figura 7: Puntos dominantes 

H 
e 

A 

Figura 8: Puntos dominantes 
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Como puede apreciarse el procedimiento descrito consigue detectar los puntos 
con una mayor importancia geométrica mediante el análisis de la estructura del 
e pacio de escalas generado con los descriptores basados en los wavelets de 
Legendre para el contorno. 

5.-CONCLUSIONES 

Se ha pre entado una técnica para la detección de puntos dominantes basada en una 
representación multiescala invariante de contornos bidimensionales frente a una 
transformación general afín. Esta técnica realiza el análisis multiescala mediante el 
cálculo de la transformada continua del contorno utilizando un conjunto ortogonal 
de wavelets. En este trabajo se muestran las ventajas de elegir dos wavelets 
independientes para generar un conjunto de descriptores invariantes frente a 
transformaciones afines. Basado en este nuevo conjunto de descriptores se presenta 
un procedimiento de obtención de puntos dominantes y se muestra su aplicación a 
un conjunto de imágenes de prueba. 
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