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RESUMEN

Se presenta una técnica para la deteccién de puntos dominantes basado en una
representacion multiescala invariante frente transformaciones afines de
contornos. La realizacion del andlisis multiescala estd basado en el célculo de la
transformada del contorno mediante un conjunto ortogonal de wavelets.
Utilizando esta transformada se calcula un conjunto de descriptores invariantes
basado en la expansién del contorno mediante las funciones ortogonales. A
este nuevo conjunto de descriptores se le aplican las técnicas de deteccién de
mddulos maximos de la transformada proporcionando un conjunto de puntos
dominantes del contorno. Se muestran los resultados de la aplicacién de esta
técnica a un conjunto de contornos los cuales indican su capacidad para
determinar aquellos puntos de mayor importancia geométrica.

1.-INTRODUCCION

Un problema bdsico en la vision por ordenador lo constituye la particién de la
escena en partes coherentes [1]. Casi la totalidad de los paradigmas de visién por
ordenador requieren alguna forma de segmentacién como paso de simplificacién
inicial, de forma que se pueda limitar la complejidad de la informacién
suministrada a procesos de mds alto nivel basados en conocimiento.

Para realizar la segmentacién de un contorno es necesario resolver los siguientes
problemas:
La definicion de una medida que separe los puntos que aportan poca informacién
sobre la curva de aquellos puntos con mucha informacién que se denominan puntos
dominantes. Estas medidas estdn basadas generalmente en el concepto de curvatura.
1. Una forma de comparar esta medida de punto dominante con su entorno (su
contexto).
2. Una forma de analizar la evolucién de los puntos dominantes a diferentes escala
de resolucion.
3. Un nivel de significacién por debajo del cual la deteccion de un punto dominante
no se puede separar del “ruido” del contorno.
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110 MORFOLOGIA MATEMATICA

4. La obtencién de un conjunto de puntos dominantes que sea invariante frente a
transformaciones del objeto.

La invarianza frente a transformaciones es un problema basico, pues la forma de
un contorno en una escena depende de la posicién del sensor y es necesaria la
utilizacién de descripciones geométricas que no se vean afectadas por un cambio en
la posicién relativa de la cAmara y el objeto.

La distorsién resultante de observar un objeto mediante una cdmara con una
orientacién arbitraria puede ser descrita mediante una transformacién perspectiva
[2]. Sin embargo, cuando las dimensiones del objeto son pequefias comparadas a la
distancia de la camara al objeto, puede asumirse un modelo de perspectiva débil
que puede ser aproximado mediante una transformacién afin.

Una herramienta adecuada para resolver los problemas descritos anteriormente
es la del andlisis multiescala del contornos [3], pues proporciona el medio de
generar una solucién integrada a la totalidad de los problemas sefialados. Estos
métodos estdn basados en el estudio del contorno a diferentes niveles de resolucién
utilizando caracteristicas invariantes con respecto a transformaciones que no
cambien la forma del contorno. De particular importancia dentro de estos
métodos multiescala son los basados en wavelets [4], [5], pues son capaces de
proporcionar un andlisis basado en funciones ortogonales, lo que proporciona
ventajas en cuanto a la ausencia de redundancia y a la interpretacién de la magnitud
de la norma de los descriptores como medida de evaluacién de puntos dominantes.

Este tipo de andlisis multiescala ha sido desarrollado para el caso del grupo de
transformaciones euclideas (traslaciones, rotaciones y cambios de escala) [4]. En
este trabajo se mostrard una metodologia para su extension al caso afin; para ello en
la seccién 2 se introducen los conceptos de la geometria afin diferencial y una
breve introducciéon a las expansiones mediante wavelets. En la seccién 3 se
presenta la descripcién multiescala del contorno, en la seccién 4 se presenta el
célculo de puntos dominantes y finalmente las conclusiones del trabajo se presentan
en la secci6n 5.

2.-PRINCIPIOS BASICOS

A continuacién se exponen los elementos bésicos necesarios para introducir los
nuevos descriptores invariantes que se proponen en este trabajo.

2.1 Geometria Afin

Las transformaciones del plano afin, y = Ax + b con A una matriz 2x2 y b una
matriz 2x1 pueden ser expresadas en coordenadas homogéneas como [2]:

e

Esto hace que formen un subgrupo del grupo de transformaciones del plano
proyectivo. Este subgrupo tiene 6 grados de libertad y posee todos los invariantes
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del grupo del plano proyectivo: colinealidad y razén doble. Ademas posee los
siguientes invariantes: paralelismo, cociente de distancias sobre una recta y
cociente de areas. Esto permite que el determinante de vectores sobre el plano sea
semi invariante. Ademés posee los siguientes invariantes diferenciales [6] :
longitud afin y curvatura afin. Su expresion es la siguiente:

Dada una curva parametrizada como: ,r(t)=(x(?),y()) si se
2]
verifica: ﬂd_zr =|t,f{#0
donde utilizamos | , | como el simbolo del determinante, puede definirse un
parametros s de forma que:
s=fltr 1/ 3 a

esta parametrizaciéon es la parametrizacién natural afin de la curva y permite
expresar la curva de forma invariante mediante la longitud afin.
La curvatura afin es el invariante diferencial méas simple de una curva y se
determina como:
k(s)=r",r"
donde las primas denotan derivacién con respecto a s.

2.2 Expansion de contornos mediante wavelets

Una representacion a multiples escalas proporciona un marco jerarquico para
interpretar la informacién presente en una imagen. A diferentes resoluciones los
detalles en una imagen generalmente caracterizan estructuras fisicas diferentes. En
las resoluciones burdas, estos detalles se corresponden a las estructuras maés
importantes y pueden proporcionan un contexto para analizar la sefial a niveles mas
detallados. Los wavelets son una herramienta muy util en el anélisis multiescala
puesto que proporcionan un conjunto de herramientas para el anélisis de la sefial a
diferentes niveles de resolucion.

Una expansién basada en wavelets [7], [8] utiliza traslaciones y dilataciones de
una funcién, el wavelet yeL2( R). En el caso de una transformacién continua
basada en wavelets (TCW), los pardmetros de traslacién y dilataciéon varian
continuamente. Es decir la transformada hace uso de las funciones:

1 t-b
v_ (= —w(—), a,beR; a#0
ab ‘/H a
donde y es el wavelet de andlisis, a representa una dilatacion, b una traslacién y el
factor de normalizacién asegura que sus normas en L2(R) sean independientes de a.
La transformada continua basada en wavelets de una funciéon feL2( R) se
define como:
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Wfy(a, b) = <f, ya,b>
Donde <, > denota el producto escalar usual en L2( R).
Un analisis multiresolucién, [7], (AMR) de L2( R) se define como una sucesion
de subespacios cerrados Vj de L2( R), jeZ, con las propiedades:
1. Vj c Vj+l1
2. f(t)e Vj < f(2t)e Vj+l
3. f(t)e V0 < f(t+1)e VO

oo} 2 0
4. clausura | Vj =L“R)y N Vj ={0}
j=—© Jj=—o
5. Existe una funcién de escala [FPN2]@e V0, con integral no nula de forma que el
conjunto {@ (t-1),leZ} es una base de Riesz de VO.
Puesto que VOc V1, ¢ (t) puede escribirse como una combinacion lineal de
$(2t-k) que son versiones escaladas y trasladadas de ¢ ( t ). De forma mas precisa:

#(t)= Y pyxp2t-k)

=—00
Es entonces inmediato que el conjunto { ¢j,l (t — 1 ), leZ }, con:
#() = #(2't=1), j,l€Z esuna base de Riesz de Vj.
Se dice que los wavelets tienen soporte compacto si Uinicamente un numero
finito de los pk son no nulos en la relacién anterior.

Dado un conjunto de subespacios anidados Vj, la propiedad 1 del AMR implica
que existen subespacios Wj, que son el complemento de Vjen Vj+1, es decir:

V. .=V.®@W., j
j+1 j@ It jezZ
Puesto que los subespacios Vj estan anidados entonces:
J-j-1 5
V,=V.& @& W.,,, j<Jy L(R)=@ W,
J ) k=0 j+k jez 4

Ademas los subespacios Wj cumplen: f(x)e Wj o f(2x) e Wj +1

Dada una funcién de escala ¢ en VO, el principio béasico del AMR es la
existencia de otra funciéon y en W0 llamada wavelet de forma que el conjunto{ v
(t-1 ), 1€Z } es una base de Riesz de W0. El conjunto de funciones wavelets

74 j l(t) = y/(2j t—1), Jj,l e Zesentonces una base de Riesz de L2( R).

La clase de wavelets ortogonales es particularmente interesante e introduce el
concepto de anélisis multiresolucién ortogonal. Este es un andlisis multiresolucion
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en el que los subespacios wavelet Wj se definen como el complemento ortogonal
de Vj en Vj+1. En consecuencia, los espacios Wj con jeZ son todos mutuamente
ortogonales. De esta forma si Qj es el operador de proyeccion en Wj
J0=30Q,/®)
J
es una expansiéon ortogonal. Una condicién suficiente para un analisis
multiresolucién ortogonal es que VOLWO0. Una funcién de escala ortogonal es una
funcion ¢ de forma que el conjunto {¢(t-k),keZ} es una base ortogonal de VO, y
una funcién wavelet ortogonal es una funcion y tal que el conjunto {y(t-k),keZ}es
una base ortogonal de W0. Entonces puede escribirse para una funcién feL2(R):
f@)= Zlqj,l"’j.l(’) con 4 ; 4 =<f,v//-,1 >
lo cual puede verse como una version discreta de la TCW pues: qj,l = Wfy( 2-j,
2-j ).
J

En base a los coeficientes qj,| procedentes de este tipo de expansiones se realiza el
estudio de la sefial a multiples escalas. Para realizar la expansion de un contorno

r(t) = (x(t), y(t)) se expanden las funciones x(t) e y(t).

3.-DESCRIPCION PROPUESTA

Existe un interés creciente en el uso de wavelets para la descripcion de contornos.
En [5] se estudia el problema de la representacion de contornos utilizando la TCW
y se prueba su invarianza frente al grupo euclideo de transformaciones. En [4] esta
aproximacion se extiende al caso afin mediante la utilizacién conjunta de la funcién
de escala ¢ (t) que genera VO y la funcién wavelet \(t) que genera WO vy la
construccion de descriptores basados en los determinantes obtenidos de la
expansion del contorno utilizando ambas funciones. Sin embargo, puesto que la
funcién de escala no es invariante a traslaciones, en este caso la traslacion debe ser
calculada por algiun procedimiento externo, lo que hace que se proporcione
unicamente una solucion parcial al problema. En nuestra propuesta no se utiliza la
funcion de escala, lo que garantiza un procedimiento completamente invariante.

3.1 Descriptores Invariantes

La propuesta que se presenta estd basada en la descripcion de los subespacios VO y
WO por pares de funciones ortogonales. De esta forma V0 estara generado por las
funciones de escala {$1 (t), $2 (t)}, y WO por las funciones wavelets {y1 (t), y2
(t)}. Los descriptores estaran basados en las dos funciones wavelet que generan
WO, obteniéndose de esta forma la invarianza frente a traslaciones. Puesto que los
determinantes son invariantes frente a transformaciones equiafines ( |A|=1 ) los
coeficientes obtenidos son invariantes frente a transformaciones equiafines. Para
transformaciones afines generales, el proceso de generacion de puntos dominantes
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es invariante, pues estd basado en la comparacion de los médulos de los
descriptores y en el caso de una transformacién afin general todos se ven
multiplicados por el determinante de la matriz de transformacion |A|.

Dado entonces el contorno: r(t) = (x(¢), y(t)), éste se reparametriza mediante la

longitud afin obteniéndose: r(s)=(x(s), ¥(s)) . El contorno se expande utilizando
las funciones que generan W0 obteniéndose los coeficientes

<x(Wg, ;1 ©)> <Y, 6)>

N . j,leZ
L1<WW”ﬂW’W®%”®>JG

Que constituyen un subconjunto de la TCW:
0= 2= ~J 0=J
_ %V, ( 2 4D Wy,'/’o 2 7,27 ‘
& W”, Q@ /2771 W, (2“1,2'/1)

Siendo ambas iguales sobre Z, es decir N . = NJ I jleZ

En la siguiente seccién se mostrard una aplicacién de este esquema utilizando los
wavelets de Legendre [8], la razén principal de su utilizacién es que como se
mostrarad a continuacién, dependen de la curvatura afin (el invariante diferencial
afin més simple) para los niveles detallados de escala.

3.2 Los Wavelets de Legendre

Los wavelets de Legendre estin basados en un par las funciones de escala {¢1 (t),
$2 ()}, y en un par de funciones wavelets{y1 (t), y2 (t)} que se definen en el
intervalo [0,1] de la siguiente forma:

Funciones de escala

Se definen un par de funciones de escala $0, y ¢1 como:

gy (=1 0<t<l1
4 ()=A3@-1) 0<t<I
estas funciones verifican la condicién de ortogonalidad:
<¢i(t—k), ¢j(t—1)>=28ik §j,l, parai,j=0,1 y k1 €Z.
Wavelets
Se definen un par de funciones wavelet w0, y y1 como:
-3@t-1 0<r<1/2 61-1 0<t<1/2
Yo 0= 1( )=
+43(4t-3) 1/2<1<1 61-5 1/2<r<l
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que verifican las condiciones de ortogonalidad:

<wyi(t—k), yj(t—1)>=258ik dj,], parai,j=0,1 ykl eZ

<¢pi(t—k), yj(t—1)>=20ik §j,l, paraij=0,1y k|l €Z.
3.3 Propiedades
Ademas de la invarianza de los descriptores Nj,I frente a transformaciones
equiafines la utilizacion de los wavelets de Legendre relaciona los descriptores con
la curvatura afin de la siguiente forma:
Teorema. Si 1(s) posee derivada de cuarto orden en el entorno de un punto c, k(c)

es su curvatura afin y N i1 J1€Z los coeficientes de la TCW utilizando los
wavelets de Legendre entonces:

N
_ logy Ahc~Ah 482 10
k(c)=p lim s p=
Ah—>0 AKS V3
Por tanto para los niveles de detalle de la sefial:
= _ k(9)An® _48%10
log, Ah,c-Ah ™ p P= Jg

4.-DETECCION DE PUNTOS DOMINANTES

La deteccién de puntos dominantes se lleva a cabo mediante la identificacién de los
descriptores ﬁ"b a,beR,a>0, de médulo maximo y la construccién de las

curvas de maximos. Esta técnica ya ha sido desarrollada para el caso euclideo [5] y
en este trabajo se estudia su aplicabilidad al caso afin.

Sea entonces M(b,a) = |ﬁ_‘b |, es decir el mddulo del coeficiente ﬁ._b . Se dira que

M(b0,a) tiene modulo maximo si M(b0,a) > M(b,a) para todo b # b0 perteneciente
a un entorno de b0. Se definen entonces las curvas de médulo maximo como
aquellas que estan determinadas por los descriptores de médulo maximo, es decir
son curvas sobre el semiplano {(b,a): beR, a>0} a lo largo de las cuales todos los
puntos son de médulo méaximo. A la hora de construir estas curvas es conveniente
emplear la TCW, ya que la evolucién de los maximos puede hacerse de forma mas
precisa mediante una variacion lenta del parametro de escala. En general, es
necesario realizar algin tipo de postprocesamiento de los méaximos ya que éstos
pueden verse influenciados por el ruido de la sefial.

Una vez construida esta representacién los distintos puntos dominantes son
determinados mediante un procedimiento de seguimiento [5], [9] y su importancia
suele determinarse mediante alguna propiedad de la curva de médulos méaximos,
como por ejemplo: longitud de la curva, media de los médulos sobre la curva,
razén de cambio del mddulo a lo largo de la curva u otras [9].
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La estructura del espacio de escalas en el caso euclideo suele aproximarse a la de
un drbol, lo que es aprovechado por los procedimientos de seguimiento para la
localizacién de los puntos de médulo maximo a lo largo de todo el espacio de
escalas. La estructura en el caso afin es mds compleja, pues se ve influenciada de
forma determinante por los puntos de inflexién de la curva. Sin embargo, como
veremos el procedimiento de detecciéon de puntos dominantes es sencillo de
implementar y aprovecha la estructura que aparece en el espacio de escalas cuando
se trazan sobre las curvas de médulo maximo.

Figura 1: Contorno de prueba

La estructura del espacio de escalas en el caso euclideo suele aproximarse a la de
un drbol, lo que es aprovechado por los procedimientos de seguimiento para la
localizacion de los puntos de médulo mdximo a lo largo de todo el espacio de
escalas. La estructura en el caso afin es mds compleja, pues se ve influenciada de
forma determinante por los puntos de inflexién de la curva. Sin embargo, como
veremos el procedimiento de deteccién de puntos dominantes es sencillo de
implementar y aprovecha la estructura que aparece en el espacio de escalas cuando
se trazan sobre las curvas de médulo maximo.

Para apreciar la forma del espacio de escalas determinado por los descriptores
invariantes propuestos, en la Figura 1 se muestra un contorno de prueba para el
que se han calculado el conjunto de descriptores basados en los wavelets de
Legendre y a los que posteriormente se les ha hallado su médulo.

En la Figura 2 se representan los médulos de mayor magnitud con tono méds claro
y los de menor magnitud con tono mds oscuro. Esta representacién se hace
utilizando los parametros que definen los wavelets: el pardametro de traslacién b y
el pardmetro de escala a. Los niveles de resolucién mas detallados estdn
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representados en la parte inferior de la imagen mientras que los niveles con menor
resolucién se muestran en la parte superior.

Para facilitar la interpretacién del espacio de escala se han sefalado cuatro
puntos sobre la curva A, B, C y D y su correspondiente posicion en el espacio de
escalas. Asi mismo, para una mejor observacién del espacio, se ha utilizado una
representacion logaritmica de las magnitudes de los médulos de los descriptores.

En la Figura 3 se muestra el corte representado en la Figura 2 mediante una linea
discontinua. En este caso el valor de la escala estad fijo y se representa el médulo de
los descriptores en funcién del pardmetro de traslacion b.

A B C ﬁ

“ - ~

lIIl‘I{Ill.ll‘.lllllil‘lll.l‘lll"'ill

b

" . " " "

b » Mb,a)

Figura 2: Representacion del espacio Figura 3:Corte del espacio

de escalas segin los pardmetros de de escalas

los wavelets de Legendre ay b

A continuacién, en la Figura 4 se muestra el conjunto de curvas de médulo
mdximo sobreimpuesto sobre el espacio de escalas. En ella se aprecia que las
curvas de médulo maximo son de tres tipos: o recorren libremente el espacio (como
la curva E), acaban en una estructura en forma de V (como la curva C) , o acaban
en una estructura con forma de V invertida (como la curva B). Estos puntos de final
de curva en el espacio de escalas son los elegidos como puntos dominantes de la
curva. Su importancia relativa puede venir dada por cualquiera de los criterios
expuestos anteriormente: longitud de la curva, media de los mdédulos sobre la
curva, razon de cambio del médulo a lo largo de la curva u otras. En la figura 5 se
aprecia el resultado de la eleccion de los puntos dominantes anteriormente
senalados sobre la curva.

Figura 4: Curvas de médulo maximo
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Figura 5: Puntos dominantes

Seguidamente se muestran otros ejemplos del uso de esta técnica:

G

Figura 7: Puntos dominantes

G F E
D
H
C
I
A
Fioura 7- Fenacin de eccalas Figura 8: Puntos dominantes
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Como puede apreciarse el procedimiento descrito consigue detectar los puntos
con una mayor importancia geométrica mediante el andlisis de la estructura del
espacio de escalas generado con los descriptores basados en los wavelets de
Legendre para el contorno.

5.-CONCLUSIONES

Se ha presentado una técnica para la deteccién de puntos dominantes basada en una
representacion multiescala invariante de contornos bidimensionales frente a una
transformacién general afin. Esta técnica realiza el andlisis multiescala mediante el
cdlculo de la transformada continua del contorno utilizando un conjunto ortogonal
de wavelets. En este trabajo se muestran las ventajas de elegir dos wavelets
independientes para generar un conjunto de descriptores invariantes frente a
transformaciones afines. Basado en este nuevo conjunto de descriptores se presenta
un procedimiento de obtencién de puntos dominantes y se muestra su aplicacién a
un conjunto de imdgenes de prueba.
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