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RE SUME N 

Al abordar l a r esoluci ón de problemas no lineales 
me di ante té cnicas de Lag r angiano aumentad o es usual 
ut iliza r algorit mo s del tipo "Uzawa" para el cálculo 
de la solu ci ón; uno de los inconvenien t es de t ales al 
gori tmo s es la adecuada elección de par ámetro s que - 
aseguren una convergencia rápida . En es t e tr abajo pr e 
sentamos diversas var i an t es de los algo ritmos an t es ~ 
citados que permiten un cálculo au t omát ico de los pa
rámetros y los aplicamos al cálculo de flujo no lineal 
en medio po roso. 

INTRODUCCION 

Los mé t odos de Lagrangiano au men t ado fu er on in tro 
ducidos por Hes ten es[l] y Powell [2] en 1969, para re~ 
solver problemas de optimiz ación. Más recientemente -
(1974), Glowinski y Ma rrocco [3] ut ilizan tales mé t o
dos en la resoluc ión numér ic a de pr oblemas de conto r 
no regido s por ecuaciones en derivadas parciales; fi
n a l 111 e n t e Fe r r a g u t y E l o r z a [ 4] e s t u d i a n s u a p l i c a c i ó n 
a pr oble mas de flujo no lineal en medio poroso. 

Muc hos pr oblemas de la física se pu eden form ula r 
de la man e r a siguien t e: 

Min F(B v)- L(v) ( l ) 
v r. V 
V,H espacios vec t oriales normados 
Bd.( V,H) 
F, L, funciones conve xas, propias, semicontínuas 
inferiormente sobre H y V respec tiv amen te . 

El principio de los métodos de Lagrangiano au men 
tado, véase Fort i n, Glowinski (5] consiste en desaco
plar las dificultades inheren t es al operado r lineal B 
del carácter no li neal del problema in trod uciendo una 
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nueva variable y una nueva ecuac1on. 
Así reformulamos (l) de la manera siguiente: 

Min {F( q) + L(v)} 
(V, q) e: W 
W = {( v,q ) e: VxH ; Bv = q } 

( 2) 

La restricción Bv ~ q se elimina mediante un multi 
plicador de Lagrange µ e: H' (dual de H); el problema a 
resolver es entonces el cálculo de un pun t o silla de 
la funcional 

E ( v, q, µ) = F ( q ) + L ( v) + < µ, B V - q > ( 3) 

ó bien de la Lagrangiana aumentada 

) r 2 Er(v,q, µ = E(v,q, µ)+ "2" ll Bv-qt l ( 4) 

siendo <.,. > y 11 . 11 el producto de dual id ad (o equi
valen te) entre H' y H y la norma en H respectivamen
te, o una norma equivalente. 

FLUJO NO LINEAL EN MEDIO POROSO. 

Para velocidades relativamente altas del flujo a 
través de un medio poroso se producen desviaciones 
significativas de la ley de Darcy, por lo que resul
ta necesario utilizar otras expresiones matemáticas 
para representar l a relac t óri no lineal, existente en 
muchos casos, entre el gradiente hidráulico y la velo 
cidad de flujo, véase por ejemplo Nazeer [6]. Las ex-: 
presiones de uso más generalizado son las de tipo bi
nómico y las de tipo exponencial; ésta última consis
te en sustituir la ley de Darcy v = -kv u, donde ves 
la velocidad del fluido, u la altura piezométrica y 
k la conductividad hidráulica por la siguiente : 

( 5) 

donde 1. 1 designa el módulo de un vector en Rd (d=l, 
2 ó 3) y kn es una constante que depende del exponen 
ten que a su vez depende del valor de lvu l . En régT
men lineal n=l y en régimen turbulento puro n=0.5.-
Las ecuaciones que go9iernan el flujo estacionario en 
un medio isótropo, ílc R serán: 

- ll (kn lll u ln-l) ll U f en íl 

u = uo sob r e ro ( 6) 

-k 1v u 1n-l au 
n an g sobre r l 

siendo r=r Ur el contorno de íl y f, u y g funciones 
conocidas 8ue 1representan respectivameHte el caudal 
volumétrico aportado en cada punto de íl, la altura -
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piezométrica conocida en r0 y el flujo conocido en -
rl . 

FORMULACION VARIACIONAL. 

Es bien conocido que la solución u de (6) es tam 
bién solución del siguiente problema de optimizacióñ: 

J(u) = Min J(v) 
V EK 

donde J(.) viene dada por (s=n+l): 

( 7) 

J(v) ={ f kn l u l s dx - f fv dx - ( gv d (8) 
n1 s n .r 1 

y siendo K= {v EW' (íl) ; v 1r
0 

= 0 } y w1
•s el espacio 

de Sobolev {VELs(íl) : vE Ls( íl ), l$i$d 
Xi 

Aquí desacoplamos el operador gradiente v(.) de 
la ley no lineal de flujo; así la Lagrangiana (3) to 
ma en este caso la forma: 

f ( V , q , ~ ) = ..!_ f k i q i S d X - f f V d X - f g V dy + 
s íl n íl r i 

+f kd ~(vu-q)dx (9) 
íl 

y elegimos como lagrangiana aumentada: 

( 1 o) 

sienao kn la conductividad de Darcy . 
En la práctica resolvemos la versión discretizada 

de (10) mediante el método de elementos finitos. 

ALGORITMOS DE RESOLUCION. 

Algoritmo de Uzawa. 

El algoritmo utilizado en Ferragut y Elorza [4] 
para la búsqueda de un punto silla de (10) es del ti 
po Uzawa combinado con una relajación por bloques eñ 
cada iteración, es decir: 

Se eligen pO y ! 0 arbitrarios 
+i +i i+l l º ) Conocido p y A calculamos u resolviendo: 

r _. i + h r +i _.; _. r r rJ klu ílV1 dx = J kd(rp -A )íl v dx +j fv dx +¡ gv 
n n n ·r 1 

dy 

( 11 ) 
V VEVh (subespacio de dimensión finita). 
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2º ) Calculamos -pi+l resolviendo el problema no lineal local en 
cada punto de integración: 

kn 1Pi+l ¡s-2Pi+l + rkéi +l = (rvui +l+ti)kd (12) 

3º ) Calculamos ti+l mediante el cálculo explícito en 
cada punto de integración (p > O): 

+i+l +i (+í/ i+l •i+l¡ 
:>.. = :>.. + p U -p 

Si ¡ vui +l _p i+l I > a l vui+l I hacemos 
y volvemos al paso 1 2 • 

Estimación de parámetros. 

( l 3) 

igual a i+l 

Los valores óptimos de r y P en el algoritmo an
terior dependen de cada tipo de problema y de los da 
tos del mismo. Experimentalmente se observa que el to 
mar p =r conduce a resultados satisfactorios, por otra 
parte si utilizamos el algoritmo anterior para la re
solución dei caso lineal obtenemos la convergencia en 
la variable u en una sola iteració n si elegimos p=r=l; 
en efecto, supongamos s=2, i 0 =tº=O, la . resolución de 
(12) y (l~) en la primera iteración proporciona los 
valores 

+l 
p 

+ l í/U 
--¿-- y 

+l 
:>.. 

en co2se1uencia, al calcular u2 median t e (11) obtene 
mos u =u solución de: 

( + l + ( ( 

J kdí/u í/V dx = J fv dx + ) gv dy 
n n r 1 

( 14) 

que es el problema lineal en su forma variacional clá 
s~ca. Observemos sin embargo que la convergencia de -
p + vu no se obtiene ~n u~a iteración sino que de 
(12) y (13) deducimos p1 = x1 y así: 

i + l p 
+ i+l +i vu +:>.. 

2 

+ i+l +i í/U +p ( l 5) 
2 

de donde teniendo en cuenta que vui =vu 0 =vu para to 
do resulta: 

i + ( 2 -1 ) í/ U 
21 

( l 6) 

existe pues un desacoplamiento entre la convergencia 
en u y la de p. Para trasladar estos resultados al -
caso no lineal habrá que tomar r=P de forma que 
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rkd=k n i 9u ¡n-l que e s la conduct ivi dad en el caso de 
la ley exponencial, estimaremos el valor de r con la 
solución obtenida en la aproximación an t erio r y la 
exp r esión (11) del algoritmo de Uzawa se sustituye-
por: 

)' k 1 ll U i 1 n - l vu i + l h d X = 1' ( k 1 vu i 1 n - l pi - k d ti ) d X + 
íl n íl n 

' ' + J fv dx + J gv d y ( l 7) 
íl r 1 

Ob t en emo s así un algo rit mo que recuerda al clásico de 
Newton con la ventaja que éste converva la simetría -
ini ci al del problema, con lo cual para la r esolución 
de (17) podemo s utilizar un métod o iterati vo tipo SOR 
o gr adiente conjugado precondicionado (GCP) con el -
fin de evitar la facto rizació n de la matriz del sis
tema en cada paso. 

APLI CAC IONES. 

Acuífe r o confinado. 

Se ha aplicado el nuevo algoritmo a la resolución 
del ejemplo ya expuesto en [4] de un acuífero que -
ocupa una región rectangular, con dos pozos y una co 
rriente de aporte de agua 9ue la divide. La convergen 
cia medig~ con l p-vu l < a iv u l se obtenía para un valor 
de a= 10 en 11 iteracio~es utilizando el algoritmo 
de Uzawa con p=r= l que se demostró que eran los valo
res óptimos en este ejemplo. Con la modificación in
t roducida (expresión (17)) la conve r gencia se obtiene 
en 8 iteraciones; además si se utiliza un método ite
rativo en la r esolución del sistema lineal un error -
del 10% es permisible con lo cual el número de itera 
ciones internas (SOR ó GCP) disminuye considerablemen 
te sin afectar por ello al número de iteraciones ex-
ternas (Uzawa modificado). Los datos del problema, -
mallado y la solución correspondiente han sido expues 
tas en [4] y por ello no los reproducimos aquí . -

Explotación minera a cielo abierto . 

En es t e ejemplo [7] presentamos un cálculo reali 
zado sobre una mina a cielo abier t o con un sistema~ 
de pozos paralelos al eje mayor de la corta destina
dos a impedir la inundación de la mina. En la Fig. 1 
se muestra la sección media con las condiciones de -
contorno; hemos dibujado con línea punteada la futu
ra posición de los pozos. El cálculo de las reaccio
nes nodales en el pozo permite conocer el caudal de 
extracción necesario para mantener la superficie freá 
tica por debajo de la superficie de la mina. El valoF 
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Figura 

de la permeabilidad de Darcy, kd, tomado, es de 2000m/ 
/ día y la relación k / k fi gura en la tabla l; El mo
delo realizado evitanpa~te de la zona seca estimada me 
diante un modelo más grosero que el aquí utilizado -
(Fig.2) correspondiente a una interpolación lineal en 
cada triángulo, con 1022 nodos y 1886 elementos. 

kn kn/kd n lh 1 

2000 1 1 o. -10- 2 

1200 0 . 6 0.89 10- 2 - 10-l 

580 0 . 29 0.69 1 o - l - 1 o o 

520 0.26 0.56 1 o o - 101-

580 0.29 0 .52 l o 1 --=---;o 2 -

Tabla 
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Fi gura 2 

:1 t ratamiento de la superficie lib r e se describe 
e1 : [4) y [7] y el cál culo de la solución realizado median
t e e l a ·1gori c1 110 de Uzawa implica un número de itera:3 
c i o ne s i gua 1 a 5 O par a un a to 1 eran c i a de error de 1 O ; 
con el algo r itmo modificado propuesto aqui el número 
de iteraciones nec e sa r io es de 10. La importante re
du cción en el número de iteraciones necesarias para 
a l canzar la converge nci a hace que el ahorro en tiem
po de cá l c ulo sea si gnificativo , aproximadamente a la 
mitad en este ejemplo, a pesar que el costo por ite 
ración sea mayor con el nuevo mé tod o. 

En la fi gura 3 se representa la posició n de la -
super fici e libre una vez alcanzado el equil ibrio y -
en la fi gu ra 4 se han representado las lineas de - -
igual altura piezométrica correspondientes a este -
mismo ejemplo. 

Figura 3 
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Figura 4 

Finalmente en la figura 5 se señalan las zonas 
con di f erente ca r Acter no lineal en fun ció n del valor 
de l gradiente, así tenemos: 

Intervalo Tipo de 

de lvu l marca 

o - 10- 2 

10- 2 - 10-l + 

1 o -1 o 
- 1 o # 

o lo l 1 o - * 

lo 1 - 10 2 $ 

Tabla 2 
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