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DIVERSOS ALGORITMOS APLICABLES A LA RESOLUCION DE
PROBLEMAS NO LINEALES MEDIANTE METODOS DE LAGRANGIANO
AUMENTADO.

L. Ferragut(*) y G. Winter(*¥*)

(*) E.T.S.Ingenieros de Minas de Madrid. Rios Rosas,2]
28003 Madrid.

(**)E.T.S. Ingenieros Industriales de Las Palmas.
Tarifa Alta. 35017 Las Palmas.

RESUMEN

Al abordar la resolucién de problemas no lineales
mediante técnicas de Lagrangiano aumentado es usual
utilizar algoritmos del tipo "Uzawa" para el calculo
de la solucidon; uno de los inconvenientes de tales al
goritmos es la adecuada eleccidon de parametros que -
aseguren una convergencia rapida. En este trabajo pre
sentamos diversas variantes de los algoritmos antes -
citados que permiten un calculo automatico de los pa-
rametros y los aplicamos al calculo de flujo no lineal
en medio poroso.

INTRODUCCION

Los métodos de Lagrangiano aumentado fueron intro
ducidos por Hestenes[1] y Powell[2] en 1969, para re-
solver problemas de optimizacidon. Mas recientemente -
(1974), Glowinski y Marrocco [3] utilizan tales méto-
dos en la resolucion numérica de problemas de contor-
no regidos por ecuaciones en derivadas parciales; fi-
nalmente Ferragut y Elorza [4] estudian su aplicacion
a problemas de flujo no lineal en medio poroso.

Muchos problemas de la fisica se pueden formular
de la manera siguiente:

Min F(BV)‘L(V) (-I)
veV

V,H espacios vectoriales normados

Bel(V,H)

F,L, funciones convexas, propias, semicontinuas
inferiormente sobre H y V respectivamente.

E1 principio de los métodos de Lagrangiano aumen-
tado, vease Fortin, Glowinski [5] consiste en desaco-
plar las dificultades inherentes al operador lineal B
del caracter no lineal del problema introduciendo una
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nueva variable y una nueva ecuaciodn.
Asi reformulamos (1) de la manera siguiente:

Min {F(q) + L(v)} (2)
(voq) e W
W = ((v,q) ¢ VxH ;3 Bv = q }

La restriccidon Bv-q se elimina mediante un multi
plicador de Lagrange pe H'(dual de H); el problema a
resolver es entonces el calculo de un punto silla de
la funcional

£(v,q,u) = F(q) + L(v) +<y,Bv-q> (3)
6 bien de la Lagrangiana aumentada

£,(v,0, 1) = E(v,q, )+ 5 [1Bv-qtl? (4)
siendo <.,.>y ||.|| el producto de dualidad (o equi-

valente) entre H' y H y la norma en H respectivamen-
te, o una norma equivalente.

FLUJO NO LINEAL EN MEDIC POROSO.

Para velocidades relativamente altas del flujo a
través de un medio poroso se producen desviaciones
significativas de la ley de Darcy, por lo que resul-
ta necesario utilizar otras expresiones matematicas
para representar la relacidon. no lineal, existente en
muchos casos, entre el gradiente hidraulico y la velo
cidad de flujo, véase por ejemplo Nazeer [6]. Las ex-
presiones de uso mas generalizado son las de tipo bi-
némico y las de tipo exponencial; ésta Gltima consis-
te en sustituir la ley de Darcy V = -k v u, donde v es
la velocidad del fluido, u la altura piezométrica y
k 1la conductividad hidrdulica por la siguiente:

V= -k _|Yul "' Yu (5)

donde |.| designa el mdédulo de un vector en Rd (d=1,

2 6 3) y k es una constante que depende_del exponen

te n que a su vez depende del valor de |vu|. En régi-
men lineal n=1 y en régimen turbulento puro n=0.5.--

Las ecuaciones que goaiernan el flujo estacionario en
un medio isdtropo, @cR™ seran:

- v(kn|vul"']) vu = f en @
u = ug sobre To (6)
> n-1 3 B
-knlvul Cra sobre T

siendo r=r Ur] el contorno de 2 y f, u, y g funciones
conocidas gue representan respectivamegte el caudal
volumétrico aportado en cada punto de @, la altura -
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piezométrica conocida en Tg ¥ el flujo conocido en -
r
1°

FORMULACION VARIACIONAL.

Es bien conocido que la solucidon u de (6) es tam
bién solucidn del siguiente problema de optimizacion:

J(u) = Min J(v)
v ek (7)

donde J(.) viene dada por (s=n+1):

Jv) =1 [ k| ulS dx - I fv dx - L gv d  (8)
Q =309

y siendo K= tvew'>S(a) s viTy = 01y Whes el espacio
de Sobolev {vel®(a) ; 4¥e L®(a), lsicd )
i

Aqui desacoplamos el operador gradiente V(.) de
la ley no lineal de flujo; asi la Lagrangiana (3) to
ma en este caso la forma: -

£(v,a,;)= % J kn|a|sdx - f fv dx - I gv dy +
Q Q r,

o kg TFu-d)ax (9)
Q
y elegimos como lagrangiana aumentada:
’ > > >+ - - 2

E.(v,8,0) = E(v,3,0) + 5 kgllFv-al© dx (10)
sienao k, la conductividad de Darcy.

En 1g practica resolvemos la versidn discretizada
de (10) mediante el método de elementos finitos.
ALGORITMOS DE RESOLUCION.

Algoritmo de Uzawa.

E1 algoritmo utilizado en Ferragut y Elorza [4]
para la bisqueda de un punto silla de (10) es del ti
po Uzawa combinado con una relajacién por bloques en
cada iteracion, es decir:

se eligen p° y 30 arbitrarios

12) Conocido p' y ' calculamos e

resolviendo:

) r + i+ r +i +i .+ r r
rJ kgvu' " Vv dx = J kd(rp =) )Vv dx +J fv dx +| gv dv
Q Q Q i 8 an
¥ veV, (subespacio de dimensidon finita).

h
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22) Ca]cu]amos'b1+] resolviendo el problema no lineal local en
cada punto de integracion:

+i+] s 2+i+1 +i+1] > i+1 2
kn|p P + rkdp1 = (rwu +X )kd (12)
32) Calculamos 11+] mediante el calculo explicito en
cada punto de integracion (e > 0):
FAMLIEES LS FLALF AR (13)
Si |3u1+]—51+]| > o] %t hacemos i igual a i+]
y volvemos al paso 1°.

Estimacion de parametros.

Los valores Optimos de r y o en el algoritmo an-
terior dependen de cada tipo de problema y de los da
tos del mismo. Experimentalmente se observa que el to
mar e =r conduce a resultados satisfactorios, por otra
parte si utilizamos el algoritmo anterior para la re-
solucion dei caso lineal obtenemos la convergencia en
la variable u en una sola iteracion si elegimos p=r=1;
en efecto, supongamos s= 2, pP°=%°=0, la resolucion de
(12) y (13) en la primera iteracidon proporciona los
valores

-1 u! 1 o

P =z S

en coEse?uencia, al calcular u2 mediante (11) obtene
mos u solucion de: )

J kg Yu'vv dx = f fv dx + j gv dy (14)
Q I,

que es el problema lineal en su forma variacional cla
s;ca Observemos sin embargo que la convergenc1a de -

+ Yu no se obtiene en una iteracidon sino que de
(12) y (13) deducimos pi= Al y asi:

il _ T T +p] (15)

de donde teniendo en cuenta que Vu' =30 =% para to
do i resulta:

. § o
p‘l _ (2 ;1)vu (16)

existe pues un desacoplamiento entre Ta convergencia
en uy la de p. Para trasladar estos resultados al -
caso no lineal habra que tomar r=p de forma que - -
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rk =kn|$u1n_] que es la conductividad en el caso de

la ley exponencial, estimaremos el valor de r con la
solucidn obtenida en la aproximacidn anterior y la
expresion (11) del algoritmo de Uzawa se sustituye--
por:
C nTe el ; Wi Nl Y
TR M T T B L i L A S S I P
Q Q

r r
+ J fv dx + J gv dy (17)

Q Ty
Obtenemos asi un algoritmo que recuerda al clasico de
Newton con la ventaja que éste converva la simetria -
inicial del problema, con 1o cual para la resolucidn
de (17) podemos utilizar un método iterativo tipo SOR
o gradiente conjugado precondicionado (GCP) con el -
fin de evitar la factorizacion de la matriz del sis-
tema en cada paso.

APLICACIONES.

Acuifero confinado.

Se ha aplicado el nuevo algoritmo a la resolucion
del ejemplo ya expuesto en [4] de un acuifero que -
ocupa una region rectangular, con dos pozos y una co
rriente de aporte de agua gue la divide. La convergen
cia medida con |p Yu| < o|Vu| se obtenia para un valor
de a= 10 en 11 iteraciones utilizando el algoritmo
de Uzawa con p=r=1 que se demostrd que eran los valo-
res optimos en este ejemplo. Con la modificacidn in-
troducida (expresidon (17)) la convergencia se obtiene
en 8 iteraciones; ademas si se utiliza un método ite-
rativo en la resolucion del sistema lineal un error -
del 10% es permisible con 1o cual el nimero de itera
ciones internas (SOR 6 GCP) disminuye considerablemen
te sin afectar por ello al nimero de iteraciones ex-—
ternas (Uzawa modificado). Los datos del problema, -
mallado y la solucidn correspondiente han sido expues
tas en [4] y por ello no los reproducimos aqui.

Explotacion minera a cielo abierto.

En este ejemplo [7] presentamos un calculo reali
zado sobre una mina a cielo abierto con un sistema -
de pozos paralelos al eje mayor de la corta destina-
dos a impedir la inundacidn de la mina. En la Fig.]
se muestra la seccion media con las condiciones de -
contorno; hemos dibujado con linea punteada la futu-
ra posicion de los pozos. E1 calculo de las reaccio-
nes nodales en el pozo permite conocer el caudal de
extraccion necesario para mantener la superficie frea
tica por debajo de la superficie de la mina. E1 valor
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delo realizado evita pa
diante un modelo mas grosero que el
(Fig.2) correspondiente a una interpolacién lineal en
cada triangulo, con 1022 nodos y 1886 elementos.

Figura

de la permeabilidad de Darcy,
/dia y la relacidn k _/k, figura en la tabla 1; El1 mo-
gte de la zona seca estimada me

k,, tomado,

aqui utilizado --

kn kn/kd n |vu|

2000 1 1 0. -1072

1200 0.6 0.89 [ 107¢ - 107"

580 0.29 0.69] 10! - 10°

520 0.26 0.56 | 10° - 10!

580 0.29 0.52] 10' - 102
Tabla 1
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Figura 2

7] tratamiento de la superficie libre se describe
en (4] y (7] y el cdlculo de lasolucion realizado median-
te el algoricwmo de Uzawa implica un numero de itera:3
ciones igual a50 para una tolerancia de error de 10 7
con el algoritmo modificado propuesto aqui el nlamero
de iteraciones necesario es de 10. La importante re-
duccién en el namero de iteraciones necesarias para
alcanzar la convergencia hace que el ahorro en tiem-
po de calculo sea significativo, aproximadamente a la
mitad en este ejemplo, a pesar que el costo por ite-
racioén sea mayor con el nuevo método.

En la figura 3 se representa la posicidn de la -
superficie libre una vez alcanzado el equilibrio y -
en la figura 4 se han representado las lineas de - -
igual altura piezométrica correspondientes a este -
mismo ejemplo.

Figura 3

A-7



Figura 4

Finalmente en la figura 5 se sefialan las zonas
con diferente caracter no lineal en funcidn del valor
del gradiente, asi tenemos:

Intervalo Tipo de
de |%u| marca
0448307%
1072 - 107! +
1077 - 10° v #
10" - 10! *
10! - 102 $
Tabla 2

A-8



....H“+** . .
1 FEE
S b+ + 4+ 4

ey

L |
r"t‘*‘#"'"# Eaa s U R |

ol e e i o e At e o A e it
I‘"’#"#O##Q’ Eaa s o S n S

Rttt = |
FHEEEFER PSS BN

LA A AR e
[00#*0#00’00. e et

o e o e e o e 3
Bk B b B L L L L L

5

Figura



REFERENCIAS

1) -

M. Hestenes. "Multiplier and gradient methods".
J. Optimization theory and Applications 4,303-329
179697 :

M.J.D. Powell. "A method for nonlinear constraints
in minimization problems". En: Optimization, ed.
R. Fletcher, Editorial Academic Press, London,
U.K. (1969).

R. Glowinski y A. Marrocco. "Sur 1'approximation
par éléments finis d'ordre un, et la résolution

par pénalisation-dualité d'une classe de problé-
mes de Dirichlet non linéaires" Rapport de Recher
che 115, I.R.I.A. (1975).

L. Ferragut y J. Elorza. "Un método de Lagrangia-
no aumentado para la resolucidon de problemas de
flujo no lineal en medio poroso" Revista interna-
cional de métodos numéricos para calculo y dise-
no en ingenieria 1, 3, 27-35 (T198%5].

M. Fortin y R. Glowinski. "Méthodes de Lagrangien
augmenté". Editorial Dunod, Paris, Francia (1982).

A. Nazeer y D.K. Sunada. "Nonlinear flow in po-
rous media". Journal of the Hidraulics Division
HY6, 1847-1857 (T1969].

J.Elorza y L. Ferragut. "A finite element appro-
ximation of nonlinear flow in porous media"

IT Congreso Internacional del agua en Ta mineria
Ed. R. Fernandez Rubio, Granada, Espana (T1985].




	1003_Página_1
	1003_Página_2
	1004_Página_1
	1004_Página_2
	1004_Página_3
	1004_Página_4
	1005_Página_1
	1005_Página_2
	1005_Página_3
	1005_Página_4
	1006_Página_1
	1006_Página_2

