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LUIS MAZORRA MANRIQUE DE LARA

UN CRITERIO DE ENERG{A PARA APROXIMAR LA sowcroN DE LA
ECUACION DEL CALOR. APLICACION AL FILTRADO DE IMAGENES.

~ INTRODUCCION

Una herramienta fundamental en el tratamiento de imdigenes es la
convolucién con micleos gaussianos. Koenderink [1984] constaté que dicha
convolucién es equivalente a la resolucién de la ecuacion del calor dada por:

W= Uy + U, en R’xR* ©0.1)
ulx,y,0) = uglx,y) en R?

donde uy(.,.) representa la imagen inicial, u(x,y,t) la imagen convolucionada con
una funci6n gaussiana cuya desviacién tipica o verifica t=0?/2. Por otro lado es
bien conocido que en este caso la convolucién en 2 dimensiones coincide con la
composicién de dos convoluciones unidimensionales siguiendo las direcciones de
los ejes, por tanto vamos a reducir el estudio al caso unidimensional.

1 APROXIMACION DE FILTROS GAUSSIANOS

Sea G,(x) el filtro gaussiano:

G (x) = &0 (L.1)
of2w .

Sabemos que la convolucién de una funcién f(x) con un filtro gaussiano,
es equivalente, a resolver la ecuacién del calor u-u,,=0, con el dato inicial
u(x,0)=£(x), si hacemos t=¢?/2, entonces u(x,t) =G, *f(x). Asi, una aproximacién
de 1a ecuacibn del calor es una aproximaci6n de filtros gaussianos. Vamos, ahora,
a discretizar la ecuacién usando el esquema incondicionalmente estable mis
simple. Sean h>0y k>0 los incrementos espacial y temporal respectivamente,
y uf=u(ih,nk). Usamos la discretizacién siguiente:
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nel n ne n+l n+l
; - u; it - ;
u — - uis u'h‘z U o (1.2)

Sea A=k/h*. Entonces tenemos:
(1420 ut*? A u??} -Au! = u? para todo i entero y nEN

Ademis podemos interpretar la sefial u™*! como la convolucién de la u®
con un filtro definido por la funcién de transferencia:

_ 1
) ™M) = TR IneosoD)

Como |m,(w)| <1y A>0y wER, el esquema es estable Sod [1985] para
todo k>0 y h>0. Ahora vamos a ver resultados interesantes acerca de (1.3).

(1.3

Lema. Sean h,k>0, A\=k/h* y sea m,(w) definido por (6), entonces
tenemos:

v/\
(1-ve™*)(1-ve ™

mesoo

m,(w) = (1+4\)712 E piml g ivim (1.5)

. 20" < [ nem-1 -
J_;mx(w)dw N'(l-vz)z",.-o[ - } [ ~ ]ﬂ(l -

1.4

mw) =

donde  » = LAV (1.6)
2\
Demostracién. (1.4) y (1.5) se consiguen con célculos sencillos en la definicién
de m,(w). La igualdad (1.6) se obtiene a partir de una integral compleja en el
circulo unidad, realizando el cambio z=e™".

Hay que significar, segun (1.4), que m,(w) es una combinacién de un
filtro causal y uno anticausal. Adem4s podemos descomponer el cilculo de u**!
en los siguientes pasos:

® utB = gt 4 ttls : para todo i entero
(ii) u“*z” = u"”"3 + vu',";{” para todo i entero
(iii) u"“ = (v/)\)u‘“‘z” para todo i entero

-y asi, tenemos que el célculo de u*! s6lo necesita 3 multiplicaciones y 2 sumas

para cada i entero. Ademds, en muchas aplicaciones podemos obviar el paso (iii),
ya que s6lo es un proceso de normalizacion.
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Segiin (1.5), podemos interpretar u**! como la convolucién de u® con el
filtro h,(i), definido por:
hy(i) = (1+4N)1%lil para todo i entero
puesto que »—+1 cuando A=+, el dominio efectivo de este filtro se vuelve
infinito, sin embargo, el mimero de operaciones para calcular u™*! permanece fijo
‘independiente de \.

En términos de frecuencia, podemos interpretar la solucion de la ecuacion
de calor, u(x,t), como la convolucién del dato inicial f(x) con un filtro gaussiano
que tiene la funcién de transferencia m(w)=e*™", cuando discretizamos la seiial
f(x) y el filtro gaussiano G,(x) con un incremento espacial h, el filtro m(w) se
convierte en una funcion 2x/h periédica definida por:

+o0

mw,h) = Y e ttvrm para todo t>0 1.7
(mirese Gasquet & Witomski [1990]). Por otra parte, u? es una aproximacion de
u(ih,nk) y puede interpretarse como la convolucién de la seiial inicial u; con el
filtro definido por la funcién de transferencia m(w). Ademis m}(w) es una.
aproximacién de m(w,h). Desde un punto de vista teérico, A debe hacerse
pequefio para que uj se acercara a la solucién continua u. Sin embargo, si
hacemos t "grande”, necesitariamos muchas iteraciones para aproximarnos a
u(i,t), y entonces el esfuerzo computacional aumentaria ripidamente. Asi, desde
un punto de vista préctico, necesitamos tomar A grande para reducir dicho
esfuerzo computacional. Pero, si h es bastante pequefio y t bastante grande, el
dominio de Ia funcién m(w)=e*™ estarfa incluido en el intervalo [-2x/h,2x/h], y
en él, m(w,h)=m(w). Hay que hacer constar, que m,(w) y my(w) son no-
negativas, 2«/h peri6dicas, decrecientes en el intervalo [0,x/h] y verifican: ques- -
m,(0)=my(0)=1. Como mjy(w) decrece mas ripido que m,(w), de este modo
aproxima mejor la funcién m(w). La relacién tedrica entre A,n y t, viene dada -
por:
h*An=t. (1.8)
Pero como, mostraremos en las experiencias numéricas, en este caso-
my(w) converge lentamente a m(w) cuando n tiende a infinito. Para acelerar la
convergencia, usamos un criterio diferente para escoger A y n. Usamos como
criterio que m(w) y m}(w) tengan la misma energia:

:mf"(w)dw - j _:rmz(w)dw = (@2 (1.9)

-/

FQ\,n) = j
Como quiera que, F(\,n) es continuamente decreciente respecto de A,
satisface:
F@O,n) = 2x/h y limF(A\,n) = 0, si A>+cox
Asi, si 2x/h> (%/2t)2, tenemos que para todo n€ N, existe un inico A>0-
tal que F(A,m)=(x/2t)'2. Y, podemos hacer esta relacién explicita, usando (1.7).
Por ejemplo, para fijar ideas, si tomamos n=1,tenemos la relacién siguiente:
QRx/h)(1+2N)(1+4N)32 = (x/2t)'2
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Como mostramos en los resultados numéricos (ver figura), el criterio (1.9)
es mis eficiente que el (1.8) para aproximar m(w).

Figura.- Aproximaci6n gaussiana. Representamos una aproximacién al filtro
m(w)=e>"", usando iteraciones de m,(w) (la linea continua corresponde a m(w)
y la discontinua corresponde a las iteraciones de m,(w)). En izquierda, mostramos
la aproximacién clésica, usando (1.8). Y en la derecha, usamos el criterio de
conservacion de la energia (1.9).

Nota 1. La estructura recursiva reduce, dristicamente, el esfuerzo computacional
requerido para la implementacion de los filtros. Las operaciones necesarias son,
un nimero fijo de multiplicaciones y sumas por punto, independientemente del
tamafio de ventana considerado. (mirese, por ejemplo, Shen y Castan [1986] y
Deriche [1990]).
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