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Abstract

Se hacen varias consideraciones acerca del origen calculistico de
los logaritmos, asi como sobre ciertas palabras, entre ellas “natural”,
empleadas en la jerga matemadtica. Con ellas se justifica el adjetivo
natural, aplicado frecuentemente a los logaritmos neperianos, con-
struyéndolos como solucién de la ecuacién funcional procedente de
la idea bésica del célculo logaritmico, esto es, la existencia de una
correspondencia entre dos progresiones, una geométrica y otra arit-
mética. Finalmente, se utiliza esta construccién para resolver el prob-
lema de valores iniciales para la ecuacién diferencial lineal homogénea
de primer orden z’ = x.

1 Introduccién

El célculo logarftmico se desarrollé de manera simultdnea, a finales del siglo
XVI, en varios lugares de Europa. En Escocia, John Napier (1550-1617),
contemporédneo de Cervantes y Shakespeare, ademés de construir la clase de
logaritmos que lleva su nombre —Neper es una forma latinizada del apellido
del escocés—, fue el primero en utilizar un punto para separar la parte entera
de la mantisa en la representacién de los niimeros no enteros. En Suiza, Jost
Biirgi (1552-1632) fue un relojero que descubri6 una variante del célculo con
logaritmos, al parecer anteriores a los naturales. El otro fundador de la teoria
fue el inglés Henry Briggs (1561-1631), creador de los logaritmos decimales o
vulgares, quien fue capaz de calcular los logaritmos de més de 30.000 nimeros
con 14 decimales, desde luego sin calculadoras de ningiin tipo.
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Esa coincidencia temporal refleja que existia la necesidad de disponer de
una herramienta de célculo para simplificar tediosas operaciones, sobre todo
astronémicas. Hoy dia nos preguntamos de qué manera se podian construir
aquellas primitivas tablas de logaritmos, pero la contestacién no es tan dificil.
Veremos que con poco més que las reglas elementales de la aritmética es ya
posible hacerlo.

Otra cuestion interesante es de qué modo algunas denominaciones se con-
servan a lo largo de la historia y las utilizamos sin darnos cuenta de su
significado, y mucho menos de su posible origen. Desde el punto de vista
did4ctico esto no carece de importancia, pues el uso de ciertas palabras de
forma indiscriminada e inmotivada hace un flaco favor a la claridad y pre-
cisién en la transmisién de los conocimientos mateméticos. Comenzaremos
con este tltimo extremo.

2 La jerga matemaética

Como en todas las ciencias y profesiones, también existe una jerga matematica.
No nos referimos al lenguaje técnico y preciso que es necesario —incluso
inevitable- para el intercambio de ideas y la transmisién de conocimien-
tos mateméticos, sino al uso y abuso de ciertas palabras que salpican las
explicaciones de los matemdticos y sorprenden a los profanos. Unicamente
nos ocuparemos de unas pocas expresiones comunes cuyo significado es poco
claro, a veces tanto para quien las oye como para quien las utiliza.

2.1 “Trivial”

Ofmos con frecuencia a los matematicos la expresion eso es trivial, y a veces
nos sorprende. En el uso corriente tal adjetivo significa que lo dicho es claro,
transparente y no necesita explicacién alguna. Sin embargo, “trivial” es
herencia del sistema universitario medieval, y se refiere a que la comprensién
de lo dicho puede obtenerse con habilidades pertenecientes al Trivium, una
primera etapa educativa compuesta de tres disciplinas: Gramaética, Retérica
y Dialéctica. Notemos, pues, que nos senala en su origen la posesién de
ciertas habilidades y capacidades para alcanzar el convencimiento en una
argumentacién: No es, por tanto, sinénimo de inmediato o evidente. El
verdadero sentido actual entre matematicos va més en la linea original: M4as
bien quiere decir que, entre colegas de la misma o parecida especialidad, o es



en efecto claro, o como méximo necesita un momento de reflexién —usando
los elementos del Trivium— que se concreta, poco después, en un triunfal
jevidentemente! También se usa “obvio” con igual intencién.

El abuso de esta muletilla conlleva el riesgo de pensar que todos los oyentes
son capaces de captar la obviedad, cosa que sélo se consigue con una cierta
experiencia. Por suerte, también encontramos a veces mentes bien preparadas
que “ven” con facilidad, lo que hace fluir suavemente el discurso matemaético.
“Elemental” y “evidente” suelen usarse como sinénimos de trivial y obvio,
aunque son menos elegantes y més utilizados en el lenguaje hablado que en
el escrito.

2.2 “Canénico”

He aqui una de las estrellas de la jerga matemdtica. Su sonido nos trae
recuerdos eclesidsticos y musicales, y por ahf podemos encontrar su verdadero
significado, que nos remite a las ideas de invariancia y perpetuidad.

En Matemaéticas, algo es canénico cuando no depende de la representacion
concreta elegida para manejar el concepto u objeto de que se trate. En partic-
ular —pensemos en Algebra Lineal- es muy 1itil para denominar propiedades
invariantes por cambios de coordenadas: Por ejemplo, la identificacién entre
un espacio vectorial de dimensién finita y su bidual es canénica. En férmu-
las, si v € E, el elemento correspondiente v** € E** es aquél que, para toda
forma lineal w € E*, satisface w(v) = v**(w). Trivial jo no?

Posiblemente, el uso/abuso més conocido de “canénico” en las Matemaéti-
cas Elementales sea éste: Supongamos k wvectores escritos con respecto a
la base candnica... Aqui nuestro vocablo, aunque tiene el significado antes
dicho, sélo sirve para complicar las cosas. Si {v,vs,...,v,} es una base
cualquiera de un espacio vectorial, escribiendo las coordenadas de esos vec-
tores respecto de si mismos, se tiene que, para todo i = 1,2,...,n, es v; =
(6i1, 642, ---y0in), O sea jcualquier base es canénica! Por tanto, lo mismo se
podria haber dicho: Elijamos una base cualquiera y sean k vectores escritos
respecto de ella...

2.3 “Natural”

Otra estrella, que por desgracia se confunde muchas veces con canénico. Por
extrana casualidad, en Matemdticas el significado de “natural” es el que



naturalmente se nos ocurre: Decir de algo que es natural nos indica que se
infiere de manera simple —natural- del devenir del razonamiento.

Volvamos al Algebra Lineal para poner un ejemplo, relacionado con el
que empleamos para canénico: El isomorfismo entre un espacio vectorial de
dimensién finita E y su dual E*es natural (se nos ocurre establecerlo fijando
una base de E y calculando después la base dual en E*) pero no es candnico
pues sélo lo podemos construir asf: A través de una base.

3 Una pregunta inquietante: ;Por qué e?

No resultard exagerado si decimos que la primera vez que un estudiante de
Matematicas se cruza con el apelativo “natural” es con relacién a los logarit-
mos naturales o neperianos. Si lo serfa, por el contrario, suponer que nuestro
estudiante considerase natural , a primera vista, la expresién e = 1}1—»120 (1+%)”

como base del sistema de logaritmos. A poca curiosidad que tenga, alguna
vez se habré preguntado por la naturalidad de tan enrevesada eleccién; tam-
bién es probable que nadie se lo haya explicado nunca. A nuestro entender, la
presentacién de los logaritmos —en cualquier base—- en la ensefianza elemental
es irracional. Parece intuitivo que si 10 = 10! y 100 = 10%, entonces 50 = 107
para algin p entre 1 y 2. Sin embargo, la inocente cuestién, no ya de hallar
p, sino de planterse cémo elevar 10 a digamos 1, 34567, deja muy malparada
la forma habitual de introducir los logaritmos. Si, ademads, elegimos una base
tan peculiar como el nimero e, la situacién se vuelve bastante complicada.
Por eso creemos que vale la pena intentar una justificacién.

3.1 ;Qué es un sistema de logaritmos?

La funcién real, de variable real positiva, z — f(z) = logz es, salvo una
constante, la unica solucién continua [3] de la ecuacién funcional f(zy) =
f(z) + f(y). De la regla de definicién podemos obtener fécilmente algunas
propiedades:

e Poniendo z =y =1 queda f(1) = f(1) + f(1), de donde f(1) = 0.

e Siy =21, tenemos f(zy) = f(1) = 0 = f(z) + f(£), de donde f(3) =
—f(=).



e Por induccién se comprueba que si n € N, entonces f(z") = nf(z).
Se puede probar que esta regla se extiende también para valores no
naturales del exponente.

TEOREMA: “La funcién log, solucidn de la ecuacion funcional anterior,
transforma progresiones geométricas en progresiones ariméticas”

En efecto: Dada una sucesién de nimeros en progresién geométrica de
razén positiva r (elegimos r > 0 para que los términos sean todos positivos
y tenga sentido aplicar el logaitmo)

= = 2

UYL U S Sae i B O I S
apliquemos la funcién logaritmo término a término, escribiendo logr = d.
Esta d es arbitraria (en esencia es la constante que aparece citada al definir
el logaritmo) y por comodidad la tomamos positiva. Obtendremos, usando
las propiedades que acabamos de mostrar, la progresién aritmética

ooy —nd, .., —2d, —d, 0,d, 2d, ..., nd, ...

con diferencia d = logr. Observamos que este teorema es un resultado
canonico: Es vélido aunque no sepamos ni siquiera cémo calcular los logarit-
mos.

Histéricamente, este teorema se usé como definicién de los logaritmos
1, 6, 7):

“Un sistema de logaritmos estd constituido por un par de progresiones,
una de ellas geométrica y la otra aritmética. Los elementos de la progre-
sion aritmética se llaman ‘logaritmos’ de los términos de la progresion ge-
ométrica”.

Vemos claramente cuél es el objeto de la construccién de estos sistemas
o Tablas: Operaciones como el producto y la divisién de términos de la
progresién geométrica se transforman en la suma y la diferencia de sus corre-
spondientes logaritmos, hecho del que pueden resultar notables ventajas en
las aplicaciones a célculos complicados.

3.2 Construimos una tabla “natural” de logaritmos

Vamos a comenzar a construir explicitamente la solucién de la ecuacién fun-
cional. El célculo con logaritmos sélo resultaré préctico si, en nuestra pareja
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de progresiones, la geométrica estd formada por mimeros préximos entre si.
Por otra parte, el logaritmo d de la razén r se puede elegir arbitrariamente
—este grado de libertad, que ya hemos comentado, estd relacionado con el
concepto de base que veremos algo més adelante—, pero también conviene
que no sea demasiado grande. Asi pues, para conseguir que la progresién
geométrica crezca lentamente, elegiremos r = 1+¢, con |c¢| << 1. No hay in-
conveniente en que ¢ < 0 —de hecho los célculos originales de Napier eran asi-,
pero para que los logaritmos crezcan en el mismosentido que los nimeros es
més cémodo que ¢ > 0. Si, ademds, queremos que los célculos no involucren
nimeros muy grandes, deberemos elegir la diferencia d = logr = log(1 + ¢)
de modo que sea también pequena. Como el valor de d es arbitrario, se
nos ocurre naturalmente hacer d = ¢, y asf sélo manejamos un pardmetro.
Nuestra tabla de logaritmos seré:

NUMERO | LOGARITMO

(1+c¢)™! —c
1

1+¢ ¢

(1+c)? 2c

De esta manera tenemos construida la funcién logaritmo para un conjunto
numerable y discreto de valores reales positivos. Aunque las necesidades
computacionales no nos lo exigen, un matemdtico que se precie no quedara
tranquilo hasta haber extendido esta definicién a la semirrecta real positiva.

Notemos también que en la construccién de la tabla de logaritmos sélo in-
tervienen dos operaciones aritméticas bien conocidas: El producto y la suma.
Ello desvela, de manera un tanto decepcionante, uno de los “misterios” de
las Mateméticas Elementales: ;Cémo se hicieron las tablas de logaritmos?

3.3 Mejoramos la tabla de logaritmos

Como ya hemos dicho, la tabla puede no ser lo bastante densa para nuestros
propésitos calculisticos. También ese problema tiene remedio si recurrimos
a la interpolacién de términos en las respectivas progresiones.

Sean g y gr > g dos términos consecutivos de la progresién geométrica.
Interpolar n términos entre ambos es hallar n nimeros g1, go, ..., g, tales que
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g<g1 <g2<..<gp<gr,yde modo que los n + 2 nimeros se hallen
en progresién geométrica. Usando la definicién de progresiéon geométrica,
bastara tomar como razén de la nueva progresién ' = "t/r.

Anélogamente, sean a y a+d > a dos términos consecutivos de la progre-
sién aritmética. Interpolar n términos entre ambos serd hallar n elementos
ay,0as,...,a, tales que a < a; < as < ... < a, < a+d, y de modo que los n+2
nimeros se hallen en progresién aritmética. De la definicién de progresién
aritmética se sigue que hemos de tomar como diferencia para la nueva pro-
gresién d' = 'ﬁi' Sia=1loggya+d=Iloggr, el proceso de interpolacién
ha generado una tabla con menores intervalos entre sus constituyentes, y se
deduce que se puede hacer tan densa como deseemos recurriendo a interpolar
tantas veces como haga falta. Notemos que si los elementos de la progresién
geomeétrica estdn ya bastante préximos entre si, la interpolacién de un nico
elemento puede bastar para calcular con bastante precisién. Interpolar un
sélo elemento es equivalente al célculo de una simple rafz cuadrada, y hallar
la rafz cuadrada de un nimero muy préximo 4 1, tal como 1 + d, se reduce
a modificar la ltima cifra, asf que las operaiones para finar la tabla siguen
siendo elementales.

Es interesante observar que, desde el punto de vista de posibles célculos,
s6lo necesitaremos interpolar en aquellos tramos de valores donde vayamos
a trabajar. Asf pues, para interpolar n mimeros entre cada par de elementos
de la progresién geométrica y hallar sus logaritmos, tomaremos como razén
y diferencia de las nuevas progresiones los mimeros r, = "V/1+c=1+c¢,
yd, = 57+ Es claro que ahora no serd cierto que ¢, = d,.

Todavia no hemos conseguido extender la definicién de logaritmo a la
totalidad de la semirrecta positiva, pero podemos aventurar una contestacién
a la pregunta que da titulo a este trabajo, y que nos conducir4 a la deseada
extension.

4 ;Por qué son naturales los logaritmos nepe-
rianos?

Recordemos las dos ideas que hemos visto més arriba: Hacer iguales las
cantidades que definen las progresiones, ¢ y d, y considerar la interpolacién.
Ademés, para reencontrar la presentacién habitual, deberemos incorporar
el concepto de base del sistema de logaritmos. Con estos tres elementos



podremos construir una respuesta a la pregunta inquietante.

“La base B del sistema de logaritmos definido por una pareja de progre-
siones es aquel nimero cuyo logaritmo es 1”.

Veamos, pues, que la base depende de la razén r y de la diferencia d, y
comprobaremos que la eleccién ¢ = d nos hard aparecer una base “natural”.
En un trabajo anterior de uno de los autores [4] se presentaba este mismo
razonamiento con menor detalle y algunos que otros errores de tipografia y de
célculo. Supongamos que partimos de nuestro par original de progresiones,
con ¢ = d, y que en la progresién aritmética encontramos el nimero 1, para
lo cual basta que elijamos para ¢ un nimero racional cuya representacién
irreducible tenga numerador 1. En ese caso, existe un elemento (1+c¢)" en la
progresion geométrica tal que su logaritmoesnc=1,6 c= %, y obtenemos
para la base la siguiente expresién, que sin duda nos resulta bastante familiar:

]'n
n—0+5)

Tomando 7 lo bastante grande obtenemos algunos casos simples: n = 100
nos da la base B1p0 = (1 + -llm)mo = 2,7048..., y con n = 1000 tendremos
B1ooo = (1+ 1000)1000 = 2,7169..., que coincide con el nimero e, que definire-
mos un poco més abajo, en las tres primeras cifras. Recordemos que la
introduccién de la notacién e se debe a Leonhard Euler (1707-1783). El
nimero e es irracional y trascendente y sus primeras cifras son, como es bien
sabido, 2, 71828...

Si el niimero 1 no aparece en nuestra progresion aritmética, lo que ocurre
si la eleccién para c es un mimero racional no reducible a otro con numerador
1, o bien un irracional, existird algin n tal que:

ne <1< (n+1)c, dedonde (1+¢)* <B < (1+c)"*!

De la primera cadena de desigualdades obtenemos =2 >c> = +1 , que nos
proporciona en la segunda la relacién
1
<B < (14 =)"H
(1+ =) <B<1+3)
La expresién anterior se puede escribir también como
1 1 1+1 1
1+%(+n+1) 1+1 b )(+ +1)



Ahora, tomemos limites para n — oo —lo cual equivale a interpolar cada vez
més términos— . La observacién interesante aquf es que en la k-sima etapa
de interpolacién habremos construido sendos valores ¢, y di que, aunque
evidentemente no son iguales, satisfacen ¢ — 0 (estoes, 14+¢; — 1) y di. — 0.
Si consideramos el limite klirglo ﬁf, denominado cldsicamente “médulo” del

sistema de logaritmos, y hacemos la eleccién natural, imponer que

llegamos a la base “mds natural posible”:
. 1
Boo = hm(l+;)”=e

La costumbre es utilizar el nombre de la base para denominar el sistema
de logaritmos: Los m4s usados son los decimales o vulgares de base 10, los
binarios de base 2,...y los de base e, que son precisamente los més naturales.

Combinando este proceso con la aproximacién de un irracional por pares
de sucesiones mondétonas convergentes logramos extender la definicién de log-
aritmo a todo mimero real positivo, lo cual completa nuestra tarea. Pueden
verse los detalles técnicos, por ejemplo en [3, 5].

5 Mas “naturalidad” de los logaritmos nepe-
rianos

En la actualidad, las aplicaciones de las Mateméticas nos animan a presen-
tar frecuentemente el nimero e y los logaritmos neperianos a partir de la
resolucién de la ecuacién diferencial lineal 2’ = x (no se pierde generalidad
por estudiar 2’ = z en lugar de 2’ = kz, basta un cambio de escala). Esta
ecuacién se conoce a veces como “crecimiento malthusiano” en recuerdo del
economista inglés Thomas Malthus (1766-1834), quien hizo predicciones poco
halagiiefias para el futuro de la humanidad y los recursos naturales basén-
dose en ese modelo de crecimiento. Podemos también ver naturalidad en esta
aproximacién: Supongamos el problema de Cauchy

=z

x(O) = Xy



para nuestra ecuacién lineal, y resolvdmoslo numéricamente utilizando el
método més simple posible, el de Euler: Escribiendo la aproximacién de
la derivada en diferencias finitas progresivas tendremos

z(t + h) — z(t)

. ~ z(t)

y el cambio de notacién z(t) = ,, z(t + h) = Tn41 nos da el algoritmo
Ty = (1+ h)z,

Obtenemos asf, a partir de la condicién inicial, una progresién geométrica de
primer término zo y razén r = 1 + h, y a partir de ella construiremos un par
de progresiones que ya nos resulta familiar:

2 n
Lo, sy B e

0,h; 2R, oo 1y,

Sabemos que globalmente el método de Euler es de primer orden (ver
por ejemplo [2] , Cap.16), luego haciendo h — 0, que equivale al proceso de
interpolacién usado antes, obtendremos de nuevo los logaritmos neperianos
de otra manera también natural.

6 Conclusion

La evolucién de las Matematicas ha dejado atrds muchos célculos, algoritmos,
razonamientos, teoremas y resultados, de los que nos quedan unicamente
algunos recuerdos en forma de nombres extravagantes o complicados, que
nos dicen poco o nada de su origen. Algo de curiosidad no suele estorbar y
puede dar lugar a interesantes discusiones y divertidas exploraciones en la
trastienda de las Matemadticas.

Pueden verse deliciosas explicaciones en textos antiguos, por ejemplo los
Eléments de Bourdon [1], Cap.8-II, muy usados y traducidos en Espaiia a lo
largo del Siglo XIX, o el Traité de Serret [6], Cap. 5. También se encuentran
exposiciones similares en viejos textos de Bachillerato -muy anteriores a las
continuas reformas que padecemos— y una buena recensién histérica en el
libro de Toeplitz [7]. En este ultimo libro podemos ver la construccién de
una tabla de logaritmos al estilo de las de Biirgi.
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