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Resumen.Se presentan precondicionadores en paralelo para la séfugeneral de sistemas
de ecuaciones lineales obtenidas mediante proyeccionegaréles relacionadas con el pro-
ducto escalar de Frobenius, [1] minimizando la norma Froberids/ — I||, buscandaV/ en

un subespacio cualquiera de matrices cuadradas con coedfsi@aales. La norma Frobenius
minima||AN — I|| y la matrizN del minimo anterior se calculan explicitamente. La principal
aplicacion se desarrolla para el subespacio de las matriaesun patron de sparsidad dado.
Se muestran experimentos numéricos que ilustran tanto ebefetprecondicionador inversa
aproximada sobre la convergencia de los Métodos de Krylov comfeeto de la reordenacion
[2] para sistemas sparse no simétricos.
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1. INTRODUCCION

La aplicacion de métodos de discretizacidon para la resimiudé problemas de contorno en
derivadas parciales da como resultado la solucion de sastdmecuaciones lineales,

Az =b; Ae M,(R); z,b e R" (1)

donde A es una matriz de orden elevadsparse no simétrica y no singular. Los métodos
basados en subespacios de Krylov han demostrado ser eficat@esesolucion de estos sis-
temas. Es sabido que la convergencia de estos métodos mejoe precondicionamiento,
existiendo diferentes formas de precondicionamiento @siocdiferentes formas de elegir la
matriz precondicionador®/. Las inversas aproximadas se han convertido en una buena alt
nativa a los precondicionadores implicitos debido a surabsza paralelizable (ver referencias
[4,5, 6, 7, 8]). En el presente trabajo se encuentra una gleramion de la inversa aproximada
sparsgSPAI) y hemos utilizado el precondicionador ILU(0) para casitar nuestros resultados
con SPAI.

También es sabido que el precondicionamiento mejora caotdenacion por lo que hemos
aplicado diferentes técnicas de reordenacion para corapsobefecto sobre nuestro precondi-
cionador inversa aproximada.

2. INVERSA APROXIMADA

Precondicionar un sistema es encontrar una mafrtal que la matriz precondicionada\/
sea lo mas cercana a la identidad, esta cercania se mideousamnaas matriciales por lo que
nuestra busqueda consistira en resolver el siguientegimabtie minimizacion,

|AM — 1| = [|[AN —I|| (2)

min
Mes
La Teoria de Aproximacion en espacios normados garantizaidéercia y unicidad del
problema de minimizacién en subespacios de dimensién éniado la norma es estrictamente
convexa, de todas las normas estrictamente convexas hepuggdo la norma Frobenius
n n
|Al[ = tr(AA") = > a7, VA € M, (R) (3)
i=1 j=1
por ser prehilbertiana, esto es, satisface la identidagalalelogramo y proviene de un pro-
ducto escalar,

n n

(A,B)p = tr(AB") =) ) "a;bi;, VA, B € M,(R) (4)
=1 j=1
y ademas es paralelizable pudiendo calculafrse por colufan@s7].
[|[AM — I||% = Zn:H (AM —I)e;ll3; €5 = (0, ...,0, i 0,...,00" (5)
=1
Planteamos ahora nuestr(; problema de minimizacion usarduarFrobenius en el espacio
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prehilbertiano de las matrices cuadradas reales.
min||[AM —I|[p = [[AN = I||r (6)

Sabemos por la Teoria de Aproximacion en convexos cerradokgolucion del problema
(6) existe y es Gnica y que, en el subespa@ite dimension finita el Teorema de la Proyeccién
ortogonal nos caracteriza la solucién de dicho problema idémzacion, asi, en el espacio
prehilbertianaM,,(R) con el producto escalar de Frobenius, minizar equivale yegtar,

(AN —I,AM),=0; VMeS
y la minima distancia viene dada por la expresion,
|IAN = I|[% = ||I|[% — (I, AN), = n — tr(AN)

Para obtener las expresiones explicitas de la proyecdidéganal es necesario usar una base
de S, el siguiente teorema nos da las expresiones explicitag geoleccion ortogonall N
sobre el subespacidS generado por una base ortogonal.

Teorema 1

SeaA € M,(R) una matriz no singular, se& un subespacio vectorial d&1,(R) de
dimensiomp, y {My, ..., M, } una base deS tal que {AM,, ..., AM,} es una base ortogonal
deAS. Entonces, la solucion al problema (6) es

o P tT(AMZ) '
=2 e @
e &AM
IAN =Tl =n=3 S e (®)

Para una demostracion completa ver [3]

Este teorema puede generalizarse para cualquier baseb@spsweiaS aplicando el algo-
ritmo de Gram-Schmidt a una base no ortogonalidetal y como se muestra en el siguiente
teorema.

Teorema 2

SeaA € M,(R) una matriz no singular, se& un subespacio vectorial d&1,(R) de

dimensiorp y { M, ..., M, } una base d&. Entonces, la solucion al problema (6) es

det (T, ~
N= Zdet Gi_1) det (G)MZ ©)

s N~ et (TP
JAN = 11 =n ;det (Ger) det (G) (10
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dondedet (Go) = 1, G; es la matriz de Gram del sisterjal M, ..., AM;} con respecto al
producto escalar de Frobeniug; es la matriz que resulta de reemplazar la tltima filale
por tr (AM;),...,tr (AM;), y M; es la matriz obtenida evaluando el determinante simbdlico
que resulta de remplazar la ultima fila det (G;) por M, ..., M;, conl < i < p.

El teorema anterior estd demostrado detalladamente en [3]

Atendiendo al coste computacional, el teorema 2 presenteoblepna del calculo de los
determinantedet (G;), det (T;) y M;. El mayor orden de estos puede reducirse considerable-
mente con una adecuada descomposicion del subespacimo suma directa de subespacios,
idea que se recoge en el siguiente teorema cuya demostdatigitada puede encontrarse en
[3]

Teorema 3
SeaAd € M, (R) una matriz no singular, se& un subespacio vectorial d¥, (R) de dimen-

sionp, S = & @ ... & S, con dimS; = p; ¥y {M{, ...,M]{j} una base de; ;Vj = 1,...,q.
Supongamos que los subespaci#s; (1 < j < ¢) son mutuamente ortogonales. Entonces, la
solucion al problema (6) es

b det ) ~
N = M} (11)
Zlkzldet ) det (G1) "
b [det ( T’)}
IAN —I|[7 =n - (12)
" ;;dt (G4_,) det (G7)

dondey; = 1,...,q : G, T{ y Mj son los mismos del teorema 2 para la bfa€/ }’  des;.
La aplicaciéon del teorema 3, en lugar del teorema 2, redutéeimo orden de los determi-
q
nantes a calcular de= ) p, amax (p1, ..., p,) -
7j=1
Los resultados anteriores pueden aplicarse a los preconddores que se utilizan fre-
cuentemente para resolver sistemas de ecuaciones linSald® estudiado por muchos au-
tores una inversa aproximada con un patrésmiasidadfijo (ver [7]). Aunque nuestro camino
esta definido por un patron dsparsidadfijo, esto también nos permite capturar el mejor
patrén de sparsidad para un niumero dado de entradas no Sakw& un subconjunto de

{1,2,...,n} x{1,2,....,n}y
S ={M € M,(R)/m;; =0;V(i,j) ¢ K}
En lo que sigue, denotaremos pbel conjunto de indices de columrigara el cual existe
al menos un indice de filatal que(i, j) € K,y

K:jgj{(z{,j),(z’;,j),..., (z'g;j,j)},1 <H < <..<id <n

y seal; ; una matriz de orden x n, cuya Unica entrada no nulaes; = 1.
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Con esta notacion, se resume a continuacién la soluciéroblgma (6) para un patrén de
sparsidadK .
Teorema 4

SeaA € M, (R) una matriz no singular y seé el subespacio de las matrices con patrén de
sparsidadK . Entonces, la solucion al problema (6) es

il det ( D’) —~
N = My, (13)
JZE; kzldet (Gi_,)det (Gf)
2 det )]2
AN — T2 =n — 14

donde¥; € J,det (G}) = 1yGj es lamatriz de Gram de las columnésié, .., i} de la matriz
A con respecto al producto escalar euclidﬂi es la matriz que resulta de reemplazar la tltima

fila deGi POT @ 535050, 0 i y My ; es la matriz que se obtiene evaluando el determinante
simbdlico que resulta de reemplazar la ultima filadte (G7) por My j; Myg js -, My ;, con

La demostracién detallada del teorema anterior puede earks

Quedando listas las ecuaciones (13) y (14) para su impleniéntan paralelo.

3. INVERSA APROXIMADA SPARSE

Un trabajo reciente de Grote y otros [7] nos da un algoritmoesftel para obtener una
inversa aproximada tan cercana a una matriz no singutasmo se requiera. Hemos seguido
dicha técnica pero variando el método de seleccion de laadast enV y el algoritmo usado
para resolver el problema (6). La construcciondse realiza en paralelo, independizando el
calculo de cada columna por lo que, el problema de minimizes¢ separa emproblemas de
minimos cuadrados independientes,

min ||[Amg — ey ;K =1,2,...,n
my

dondee;, son los vectores de la base canonicaRieAunque nuestro algoritmo nos permite
comenzar desde cualquier entrada de la colukmsa acepta comunmente el uso de la diagonal
como primera aproximacion. Ademas, la expresion del precmmddor diagonal 6ptimo es
bien conocida. La siguiente entrada a considerar se sefecdentro del conjunto de entradas
candidatas, el cual se define siguiendo el criterio propysst Grote y otros [7]

Sear, = Am;, — e;, el residuo correspondiente a la coluninésima.

Sean

T;: el conjunto de entradas llenas«®e= {i € {1,2,...,n}/ry # 0}

Ly: el conjunto de entradas llenasug = {l € {1,2,...,n}/my # 0} ; card(Ly) =

Ji: las posiciones candidatas a llenamep= {j € £{ /a;; # 0;Vi € I;;}

Para cada posicion candidgtae calcula,
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[det le]2

- Pr
|| Amy, — €k||2 =1- Edet(Gf_Jdet(G;c)

=1

donde vk, det(GF) = 1, G¥ coni¥ ik, ... i¥ es la matriz de Gram de las columnasAieon
respecto al producto escalar euclid®y, es la matriz que resulta de reemplazar la dltima fila
de la matrizG¥ pora, ik Qg ik 5 -5 O g, CONL < < py. Se selecciona el indigg que minimiza

el valor de||Amy, — ex||,, y my Se busca en el conjunto,

Sk = {my € R*/my, = 0;Vi & Ly U {Ji}}

Pk k
_ det(Dy) ~
My = l_zzldet(alk_l)dec(c:f)ml

donder; es el vector con entradas no nui§s(1 < h < [). Cada una de ellas se obtiene
evaluando el determinante correspondiente que resuligedeplazar la Ultima fila déet(GY)
pore, conl <1 < py.

Evidentemente, los célculos ¢elm;, — ex||3 y my pueden actualizarse afiadiendo la con-
tribucion de la dltima entrada< J, a la suma previa deap, — 1. En la practicaglet (G{“) se
calcula usando la descomposicién de Cholesky puest&fjes una matriz simétrica y definida
positiva. Esto solo involucra la factorizacion de la ultifitey columna si aprovechamos la des-
composicion de&7¥ ;. Por otra partedet (Df) / det (G¥) es el valor de la Gltima incégnita del

t

sistemaG¥ d; = (a,”-;f, U iks oo Qg ilk) necesitandose solamente una sustitucion por descenso .
Finalmente, para obtengr; debe resolverse el sister@éul = ¢, conmi;}il = v, (1 < h <I).

4. EFECTO DE LA REORDENACION

Hemos considerado diferentes técnicas de reordenaciémpastear su efecto sobre la solu-
cion iterativa de sistemas de ecuaciones lineales usasduwrdgcondicionadores SPAI. La or-
denacion original corresponde a las matrices provenieleds aplicacion del Método de Ele-
mentos Finitos con mallas no estructuradas y refinamierdptativo de mallas. El algoritmo
de Grado minimo se utlizé para reducir el efecto de llenadadadtorizacion de matrices
con patron desparsidadsimétrico segun muestra [13]. El algoritmo de Cuthill-MeKaverso
(RCM) [14] es una modificacién del algoritmo de Cuthill-MaKEL 7] que toma simplemente
el reordenamiento inverso del obtenido en ultimo lugaro&sigoritmos se caracterizan por
reducir el ancho de banday el perfil de la matriz. El algorittadlinimo Vecino (MN) [15] es
una variante del algoritmo de Grado Minimo que elimina losascgkleccionados en la estruc-
tura del grafo asociado a la matrlz tal que no se inserte ni se defina ninguna nueva arista en el
grafo. Este selecciona el nodo que tiene el minimo nimerodesadyacentes o vecinos. Este
algoritmo es muy util en la factorizacién incompleta con é&mo patrén desparsidadde la
matriz A, por ejemplo el precondicionador ILU(0) que se utiliza engggerimentos numericos
de este trabajo. Todos estos algoritmos estan resumiddsgrEjn todos ellos comenzamos
con un nodo pseudoperiférico utilizando el algoritmo de Ge$18].
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Nuestro principal objetivo es investigar si la reordenacg&tuce la cantidad de entradas en
el precondicionador SPAI y si el uso de los precondicional8iAl mejora la convergencia
del método iterativo.

SeaP la matriz de permutacion asociada a un algoritmo de reooitamaComo( PT AP)~! =
PT A1 P, es decir, lainversa de la matriz reordenada es la reordetedld matriz inversa, cuan-
do reordenamos una matriz, su inversa aproximada debe teifmleeordenada de la inversa.

Si la tolerancia de la inversa aproximada esta dada,pn el subespaci8 ¢ M, (R),

min ||[MA —1If|p = [NA -] <e (15)
entonces,
min ||M'P"AP —1||,= min ||PM'P"TA-1I||,=mn|MA-1I|<e (16)
M'ePTSP M'ePTSP MeS

SeasS’ un subespacio d&f, (R) correspondiente al mismo nimero de entradas no nula$S que
donde la inversa aproximada 6ptima es obtienida para digimero de entradas no nulas. Cabe
destacar, también, que el niUmero de entradas no nuldsesrel mismo que el d87SP. En
este caso obtenemos,

T . ’
IN'PEAP — I = min

M'PT"AP—1I|,< min |M'P"AP-1I|,<e (17)
M'ePTSP

Evidentemente, el nUmero de entradas no nulas necesarigss samd menor o igual que el

nimero de entradas no nulas BASP y en S. Concluimos que la reordenacion reduce la

cantidad de entradas no nulas en la inversa aproximada patalerancia dada, o, al menos,

no lo aumenta.

Debido a los resultados dados en (17), los precondicionadpeeinversa aproximada reor-
denados adquieren mejores propiedades desde el puntaa@eeisu utilizacion para mejorar
la convergencia de los métodos iterativos. La cercanialoaeno de condicion d&/’ PT AP a
1 se caracteriza por,
1+ ||M'PTAP —1||,

K>(M'PTAP) < 18
2( )S 1z |M'PTAP — 1|, (18)
La desviacion de la normalidad §&/' P* AP) esta acotada por,
I 2 2
EZ(W‘ — o)’ <~ ||M'PTAP|, (1 - 0u) (19)
k=1

siendo{\;},_, , {ox},_, los autovalores y valores singulares HEAPM' (en secuencia de
modulos decreciente). Finalmente, la agrupacion de las/alares y valores singulares estara
dada por,

n

S (1 —op)? < || M'PTAP — I} (20)
k=1
ST M)? < | M PTAP — I} (21)
k=1
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Vea mas detalles en [1]

5. EXPERIMENTOS NUMERICOS

A continuacién mostramos los experimentos numéricoszaadis con problemas obtenidos
de la coleccion Harwell Boeing [10] y otros resueltos por el &rdp Andlisis Numérico Apli-
cado [3]. Mostraremos la efectividad de los precondicionessparsecon tres de los métodos
iterativos mas usados hoy en dia basados en los subespadiogldv para sistemas lineales
no simétricos: Bi-CGSTAB [11] y una variante del GMRES [12], vacondicionamiento [9].
Todos los calculos nimericos se realizaron en FORTRAN coreqobtision. Se tomo siempre
como aproximacion iniciat, = 0, 7o = ry = b, y como criterio de paradlﬁf%”|2 <107%. A
continuacion mostramos una breve descripcion de los prase ’

convdifhor matriz obtenida de un problema conveccion-difusion erdilognsiones resuel-
to mediante elementos finitos con una malla adaptativa tfirde tamafe = 441 y entradas
no nulasnz = 2927.

orsreg matriz de simulacion de una reserva de petroleo para urla cwshpleta21 x 21 x 5
de tamafor = 2205y nz = 14133.

shermanl-4simulador del almacenamiento de petréleo en medio cordparde lajas, con
mallal0 x 10 x 10, de tamafios: = 1000 y nz = 3750, n = 1080 y nz = 23094, n = 5005 y
nz = 20033, n = 1104y nz = 3786, n = 3312y nz = 20793.

pores problema de modelizacion de depdsitos con matriz no sicagle tamafios = 1224
ynz=9613,n =532y nz = 3474.

orsirr: matrices no simétricas de tamafie= 1030y nz = 6858 y n = 886 y nz = 5970.

El cuadro 1 muestra como se mejora la convergencia del BICGETXaBdo se usa el pre-
condicionadosparseparaconvdifhor EI nUmero de iteraciones disminuye claramenteson
Sin embargo, para obtener una inversa aproximadé, digs entradas por colmunas deben au-
mentarse 200.

maxnz(mox) | ex | Iter. | nz(N) | 255 | INA—1I||,
50 0,5 | 86 949 | 0,32 9,38
50 04 | 68 | 1905 | 0,65 8,00
50 0,3 34 3646 1,24 5,99
50 0,2 22 7736 | 2,64 4,06
50 0,05 | 11 20106 | 6,86 2,01
200 0,05 7 43390 | 14,82 0,99

Cuadro 1. Resultados de convergencia paravdifhorcon BICGSTAB precondicionado por la izquierda

En la figura 1 se muestra que las inversas aproximadaspigsepueden mejorar el com-
portamiento de algunos precondicionadores clasicos cothtd@) y ser competitivas cuando
se realizan los calculos en paralelo.
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"Tol=0.05_nz=200"-----
"Tol=0.05" - ]
"Tol=0.2" -
"Tol=0.3" -~
"Tol=0.4" - ---
"Tol=0.5" - --

log(|Irl/llbll)

a0k ¢

1 1 1 1 1 1
20 40 100 120

60 80
Number of iterations

Figura 1. Comportamiento de los precondicionadores coGBIiTAB paraconvdifhotn = 441.

En la figura 2 se muestran los gréaficos de la estrucipaasede A (parte superior izquierda)
y M, respectivamente, para este problema. Podemos obsee/irsgoatrones de sparsidad de
Ay A~! son totalmente diferentes y no podemos, por tanto, defisistiaictura dél/ igual a
la de A, ni en general a la de una matriz fija.

En el cuadro 2 se presentan la relacion de entradas nomt(a5 /nz(A), los tiempos de
CPU para el calculo dé&/ y para resolver los sitemas con BICGSTAB y GMRES, debemos
aclarar que los tiempos de CPU no son representativos ahlipanese los calculos en paralelo.

Matriz n nz(A) mix €k nz(Mo) Mo .
nz nz(A) t Bicgstab Gmres(m)
(mog) t/iter t/iter/m

Orsregl 2205 14133 50 04 0.647 2.42 0.14/114 0.40/5/51
Orsirrl 1030 6858 50 04 0.711 0.64 0.04/69 0.16/3/50
Orsirr2 886 5970 50 0.36 0.661 0.61 0.04/72 0.12/14/20
Pores2 1224 9613 150 0.2 2.225 56.50 0.17/38 0.15/1/50
Pores3 532 3474 50 0.2 4.250 10.09 0.04/23 0.12/31/50
Shermanl 1000 3750 100 0.4 0.722  0.19 0.02/45 0.16/1/64
Sherman2 1080 23094 200 0.4 0.409 41052 0.03/8 0.04/1/20
Sherman3 5005 20033 200 0.2 1.883 50.87 0.39/94  2.25/2/100
Sherman4 1104 3786 100 0.2 1.970 1.44 0.03/30 0.15/5/30
Sherman5 3312 20793 200 0.2 0.880 39.33 0.16/40 0.45/3/50

Cuadro 2. Coste computacional del precondicionador iavapsoximada y resultados de convergencia

Por otra parte se muestran los experimentos numéricos gadia el efecto de la reorde-
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Figura 2. Patrén dsparsidadde A e inversas aproximadas pamnvdifhor n = 441.

nacion sobre los Métodos de Krylov con precondicionadopesitiversa aproximadsparse

En la figura 3 se muestra el patron gigarsidadde la matrizA original y las matrices
SPAI(0.3) correspondientes a los algoritmos de reordendgrado Minimo, Cuthill-McKee
inverso y Minimo Vecino respectivamente. Las entradas fesrae representan con un punto.

El cuadro 3 resume el comportamiento de los precondiciaeadtU(0) y SPAI (0.2) para
cuaref con diferentes reordenaciones. Se observa que el niumeterdeiones con SPAI es
menor que con ILU(0) y que la reduccion del nimero de entrad&PAl para una tolerancia
dada para la aproximada inversa, es también evidente agjl2qdal 30 % aproximadamente
para Grado Minimo y Cuthill-Mckee Inverso).

Por ultimo mostramos en la figura 4 el comportammiento de BiXBSprecondiciona-
do con SPAI para diferentes reordenaciones y se observa donionero de iteraciones de

10
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Figura 3. Patrén dsparsidadde la matriz SPAI(0.3) con diferentes reordenaciones @aaieef n = 7520.

BiCGSTAB se reduce drasticamente un 75-85 % reordenando calo Gtiaimo y un 60-70 %
utlizando Cuthill-McKee inverso por lo que podemos conaluie la estructuraparsede SPAI

Precondicionador, OO | MDG | RCM MN

Iter Iter Iter Iter
Sin Precondicionar 1740| 395 | > 7520| 1739
ILU(0) 378 69 20 102

SPAI,(0,2) | 214 | 51 72 | 209
nz(M)/nz(4) | 2.92] 2.04 | 1.98 | 2.92

Cuadro 3. Resultados de convergencia pai@efcon diferentes renumeraciones y BICGSTAB precondicionado
por la izquierda
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parece partir de una estructura similar a la tipicaldebtenida de la reordenacion, y tiende a
una matriz llena a medida que aumentamos la precision.

2 T T T T

SPAI(0.2) —
SPAI(0.2)-mdg-----
i SPAI(0.2)-rcm------

OF . ik SPAI(0.2)-mn-

Log(error)

-10

12 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250
Iterations

Figura 4. Comparacion del comportamiento de BICGSTAB-SPAIreondenacién pareuaref n = 7520.

Los algoritmos de Grado Minimo y de Cuthill-Mckee Inverso pogferibles al Minimo Ve-
cino o a la ordenacion Original. Sin embargo, hemos notadsiqueaumenta, las diferencias
entre Grado Minimo y Cuthill-Mckee Inverso son mas apreesshlfavor del primero.

6. CONCLUSIONES

El caracter prehilbertiano de la norma matricial de Frob&piermite obtener el mejor pre-
condicionadotN para el sistema (2) en cada subesp&cite M, (R) mediante la proyeccién
ortogonal de la identidad sobre el subespat& Consecuentemente, se obtiene la ecuacion
(3), que representa la distancia minid{d, AS). Estas consideraciones hacen posible el desa-
rrollo de expresiones explicitas tanto pAfa@omo para|AN — I||r usando una base ortogonal
de AS. Posteriormente, el método de ortogonalizacion de Grambitlyeneraliza estas for-
mulas para cualquier base de Ademas, el coste computacional de las Ultimas expresiones
se reduce considerablemente usando la descomposicié§ demo suma directa de espacios
mutuamente ortogonaless; .

La aplicacion de los resultados anteriores al caso de la®pdécionadoresparsenos lle-
va evidentemente a expresiones cuyos calculos son inkarente paralelos, puesto que las
columnas:; de N pueden obtenerse independientemente unas de otras. Asineigpatron de

12
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sparsidaddel precondicionadolN se captura automaticamente (no es un patrospaesidad
fijo) puesto que cada nueva entragiaes equivalente a extender el subespacio precondicionador
S aS@span {M; ;}.

El algoritmo propuesto en la seccion 3 permite calcular wetgmndicionadosparseN de
una matrizsparseno simétricad. Como las columnas (o filas) d€ se obtienen independi-
entemente unas de otras, los calculos pueden realizarseaelp. El patrén deparsidadde
estos precondicionadores se construye dindmicameniermiotdel diagonal aumentando el
namero de entradas no nulas. Evidentemente, este premoratior puede ser competitivo, Si
se trabaja en paralelo, con los tradicionales precondidiores implicitos. Esto dependera en
gran medida del problemay de la arquitectura del ordenaldoobstante, se ha demostrado de
formatedrica y préactica la eficacia de este precondicionaléa mejora la convergencia de los
métodos iterativos en nuestros experimentos NUMEricos.

En la seccidén 4 hemos probado experimentalmente que lasdéate reordenacion tienen
efectos beneficiosos en la ejecucion de inversas aproxssadaseutilizadas como precondi-
cionadores en los métodos iterativos basados en subesgad{@ylov. La reduccion del nUmero
de entradas no nulas debido a la reordenacién permite olweresas aproximadaparsecon
una exactitud similar a las obtenidas sin reordenaciérg pen menores requerimientos de
almacenamiento y coste computacional. Ademas, la reorienpimduce precondicionadores
con mejores cualidades puesto que generalmente se redugaelo de pasos para alcanzar la
convergencia de los métodos iterativos. Los experimentognicos, pues, parecen indicar que
un orden adecuado puede mejorar la eficiencia de las invegpsasimadas aqui propuestas.
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