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calculan impedancias dinéa-

micas "dé’  cimentaciones cilindricas embe-
bidas en e terreno hacienclo uso del
Método [e ) los Elementos de Contorno.
Se emplel.n elementos axisimetricos con
la solucidén fundamental de la carga
puntual que es integrada a lo largo
de la circunferencia y de los elementos
rectilineos del dominio bidimensional.
Las situaciones en las que la carga
no mantiene la sillletria de revolucidn
son tratadas mediante un desarr 1llo
de Fourier en direcci6bn circunferencial.
Se calculan rigideces de cimentacio-

nes enterrada* en un selllliespacio visco-—
eli,stico 1llniforlllle o estratificado, ana-
lizi,ndose la influencia de 1la rigidez
de la base rocosa sobre la impedancia,
en el ultilll0 de los casos. Los resulta-
dos se comparan con los de otros autores.

1. IHTRODUCCION

die:t
Mé6todo

En los
empleado el
de Contorno

11ltimos  anos, s ha
de los Elementos
para el célculo de illlpe-
di,ncias dinamicas de dimentaciones
en diversos contextos. Ia primera

aplicacién fu6é presentada por DOMINGUEZ
(1,78) para cimentaciones rectan-—

gularee sobre suelo homogeneo. ALARCON
et al. (P 80) estudiaron el problema
en dos dimensiones. Ambas publica-
ciones abordan el problema suponiendo
que la exci.tacibn es ormonica vy pre-
sentan valores de las impedancias

en funcién de la frecuencia. KARABALIS

y BESKOS (1984) estudiaron la respuesta
en €l dominio del tiempo de =zapatas
rectangulares sobre la superficie ce
un semiespacio eléastico, cuando aon
sometidas a diversas solicitaciones.
Un estudio semejante fué realizado
por SP'tRALOS (1984) para .n modelo
bidimensional.
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stiffnesses of ernbed-
d;d--cylindrical foundations have been
computed using the Boundary Element
Met.hod. Axisymmetric elements are used
in combination with the point load fun-
damental solution which is integrated
along the circunferential coordinate
and the line elements of the 2-D domain.
When the load is not axisymmetric, a
Fourier expansion along the circunferen-—
tial direction 1is wused.

Stil!fnesses of «cylindrical
tions embedded in an uniform or layered
half-spé&ce are computed. The effect
of the rigidity of the Dbedrock is
analysed. Results are cornpared with
other authors.

Abstract: Dynamic

founda-

El
Contorno
este tipo

Método e los
resulta muy adecuado para
de problemas va  que: por
una parte, permite estudiar el problema
con solo discretizar su superficie,
con lo cual su dimensidén es reducida
en un ordenj y por otra, los medios
o acotados, como el suelo, o
necesitan de ningun contorno de cierre
va que se satisfacen las condiciones
de radii,cién y regularidad. Otros
métodos numéricos, analiticos y semi-
analiticos han sido empleados para
este tipo de problemas y con alguno
de ellos s realizaradn comparaciones
en esta comunicacién.

Elementos de

Resulta
problemlls

de
ser

estudio

puede
haciendo uso
e Con-

unica-

claro dque el
axisimétricos
abordado ventajosamente
del Método d los Elementos
torno. En ellos serd necesario



mente discretizar una lir}ea que Im(l';trca
el contorno de la secc 16n rr.el-idiana.

su implementacién para problemas

est&ticos fué llevada & cabo por

| CERMANIOIS (1975) y CRUSE (1977/),
Estos autores emplean una soluc 10n
fundamental correspondiente @ l% e ide
anular que satA expresada €I términos
de func iones de Legendre ollntegrallgs
elipticas que hacen su integrac 10n
a 1lo largo del contorno bastanlte

tediosa. En el caso dinAmico estac.iona-
rio, la solucién fundamental resulta
aun mAs dificil de maneja; ya que
se expresa en funcidn de 1nteg];ales
sobre una linaa infinita,defunc 10NeS
de Hankel. Este hecho ha conducido
a que las aplicaciones dinAmicas para
problemas axiaimétricos sean realiza-
das empleando la soluc i6n fundamental
tridimensional due ea integrada sok?r/e
los elementos de linea en la SeICclOD
meridiana y Sobre toda la circun-
ferencia (GOMEZ-LERA et al., 19851
CANO,1985), En los trabajos Previos,
Unicamente se emplebé este método en
z patas circulareb5 sobre la ;upelrflicie
del suelo, lo cual permite simplifica-
ciones, En el presente articulo, se
emplea por primera Vez el Método de
los Elementos de Contorno eén problemg}s
dinédmi cos con simetria de revoluc 16n
en los cuales los contornos no Son
exclusivamente superficies planas
normales al eje =z Ello obliga a
desarrollar un elemento de tipo lineal
en geometria sobre la seccidn

meridiana, que tiene cualquier inclina-

cidén. Cuando son aplicados en el
cAlculo de impedancias dindmicas,
estos elementos permiten abordar el
estudio de cimentaciones embebidas
en el terreno, siempre que mantengan
la simetria de revolucién, Ia ;olu—
cién fundamental empleada, serad de
nuevo la del problema tridimensional.

2. FORMULACION DEL PROBLEMA,

La ecuacién baésica del Método
de los Elementos de Contorno, puede
escribirse en su forma mAs conocida
para un problema dindmico tridimen-
sional en la forma,

S<p> .:l.<fr ! (p,qJ -:l@ 9T

SfI’ u (p,a) ! (g) ar )

donde las variables tienen el sig-
nificado habitual. Si los desplaza-
mientos y tracciones en el contorno

son expresados €n coordenadas cilin-

dricas, pueden escribirse las siguien-
tes ecuac iones:

1 (9).

donde

es

posicidn ]
el punto de colocacidén P*

denadas

sc(p)

‘fEc t© (9 ar

B C
siendo ¢

es

expresiones
forma:

1=

L (M

indican las variables €n
coordenadas cilindricas

Igualmente

Ia ecuac ién general dqueda €n coor-

ol 19 midissiicia’s s

5 +f (Q
o) r=

colocacidn

y T° resultan de la

donde ¢ significa co0se y s. sene .

Cuando las condic iones de contorno
mantienen la simetria de revolucibn,
todas las variables de contorno seran
independientes de e . Tomando wuna
secc ibén meridiana % dis c retizando
el contorno a un lado del eje, en
segmentos rectilineos sobre los que
se supone due y t son constantes,
la ecuacidén (5) puede escribirse como:

C ) 0 27 G c
g Luyx It par 4 o ae} .=
a1y, 4 9
q
0 = @ (o}
o P ar R Jl de}l t
{ail gy a -q (7)

donde rg es el elemento de contorno -
rectilineo g+ P es la primera coorde-
nada cilindrica y ug ""t° son los va-
lores de uc v! ° so re ef elemento g,

que se suponen constantes sobre él
Y asociados a su punto medio,

L; ed;;tegrales de la ecuacién
Q) realizarse numéricamente
tanto sobre cad?® elemento rectilineo
en el plano p, 2z como sobre la coor-
denada €, en la que solo habra de
integrarse entre oy 7 por la simetria c
la expresién (6) respecto del 4&ngulo
71 . As! resulta una expresién:

a1 € pa g (6)

que permite, wuna vez sustituidas 1as
condiciones de contorno, resolver
un  sistema de ecuaciones que dara
los valores desconocidos & gy
sobre el contorno' ’
. Las matrices oy Y gpg que rela-
c Ionan dos nodos % y Q tienen el
siguiente aspecto,

0 +
' d ' *y € (a)
.0 oty =z

donde los ceros indican elementos
que son nulos debido a la antimetria
de los correspondientes términos en
la ecuacidén (6). Puede observarse,
a la luz de la forma de las matrices

y G , que el problema de torsidn
2'p 1 rR lial-axial estan desacoplados
pudiendo ambos estudiarse sobre el
dominio bidimensional; uno con una
sola coordenada por nodo y el otro
con dos.

Sk CONDICIONES CE CONTORNO NO AXI-
SIMETRICAS.

Cuando la geometria del problema
es axisimétrica pero las condiciones
de contorno no lo son | por ejemplo
una traslac ién horizontal de una
cimentacidén cilindrica), el problema
puede también analizarse mediante
un modelo plano, Para ello es des-
compuesto en problemas plan s desaco-
plados haciendo uso de una representa-
cidébn de los valores prescritos de
las. tracciones o desplazamientos,
mediante serie de Fourier a lo largo
de la coordenada tangencial, en la
forma propuesta por WILSON en 1965.
Cada término de la serie da lugar
a desplazamientos y tensiones en el
mismo modo de los prescritos, En la
practica, si la variacidén de las mag-
nitudes a lo largo de la direccidn
circunferencial no es muy rapida,
unos pocos modos son suficientes para
obtener un buen grado de precisién.
El desarrollo en serie es de la forma:

u e; S cos ne + o ne )
™ nip U u  sen
28} np
m
s a
ue- I. (- Unesen D& + ype ces ne |}
heO
m (:LO )
s a
uZ.h-IC:) (unz c0S ne + u_ sen ne )

donde  ese indica los términos simé-
trices Y ea* los antisimétricos,

Para cada modo de la serie de
Fourier puede escribirse un sistema
de ecur..iones, ya discretizado sobre
el contorno, del mismo tipo que €8
con la diferencia de que #Hpg Y €pg son

obtenidos ahora mediante la integracidn
d T° Y Q' a lo largo de la coordenada
e ponderados por una funcidén de tipo
seno o coseno; esto es:



IZHUC sen n6 do ;IZﬂgc cos nH 4o (1)
o i o

ademas de la posterior integracién
a lo Largo de los elementos del contor-—
no del dominio plano.

Debe notarse en este punto, que
los t rminos del desarrollo de Fourier
que multiplican & Sen n6 , nho pueden
obtenerse Colocando €l punto P en
0'«0 ya que en este punto prercl.samente
sen ne d y la ecuacidn ba31lca del
tipo de la ecuacidn (8) se COlTlVler"Ce
en un conjunto de términos 1ldentica-
mente nulos. Este hecho se soslaya
con un simple cambio de ubicacién
del punto Pp Ppara aquellas amplitudes
que correspondan 2 los términos del

tipo sen ne 3 por ejemplo € (P) =
°6p— /2n , y en tal caso las citadas
amplitudes aparecen sin factor .fie
ponderacidén alguno en la ecuacidn
general.

4. IMPEDANCIA DINAHICA DE CIMENTA-
CIONES EMBEBIDAS EN UN SUELO
HOHOGENEO.

En aplicacién de todo lo anterior,
considereoe una cimentacidén sin masa
la masa puede incluirse en el
cdlculo dindmico wuna vez determinada

la impedancia) de forma cilindrica,

embebia en un semiespacio viscoel&stico

homogeneo (Fig. 1) de densidad j<3]
13

\\ p,1J,\/,8

Fig 1.— Cimentacién cilindrica en-
terrada ©en un semiespacio homogeneo.

modulo de elasticidad transversal
B  médulo de Poisson\/ Y faCtO{f de
amortiguamiento viscoso B s Siendo

el médulo complejo
1° 1z . B (l+2Bi) .

=2

El estudio Se realiza con una dis-
cretizacién del tipo indicado € la

Figura 2.

b TN
L)

Fig. 2. Discretizacién del contorno.

Para el calculo de 1las rigideces
vertical vy de torsidn, solo hay que
prescribir un valor unitario del des-
plazamiento en la interfase zapata-
suelo y tensiones nulas en la super-
ficie, La impedancia se determina
por integracidén de las tracciones
sobre los elementos de la interfase.
En el caso de rigideces de desplaza-
miento horizontal o de balanceo, las
condiciones de contorno no son axisi-
metricas aunque si contienen un uUnico
término del desarrollo de Fourier,

Ug = U1p cos €
ue =-u1€ sene (12)

u, = uy, cose

Las 1ntegrales sobre los elementos
de contorno son realizadas, €en todos
los casos, numéricamente, empleando
un numero de puntos de Gauss a 1o
largo del elemento de contorno Y de
la direccién circunferencial dque varia
segin la distancia entre el elemento
y €l punto de colocacién, Eh el caso
en que ha de integrarse Sobre el ele-
mento dque contiene el punto de coloca-

cién de la carga, la integra; se
realiza en dos fases: una Pprimera,
analitica, a lo largo del trozo de

linea de la seccidn meridiana que
es el elemento de contorno Yy una sSe-

gunda, numérica, sobre las dos circun-
ferencias de los extremos del elemento.
La integracién analitica solo se
realiza sobre la parte de solucidn
fundamental dindmica que es igual
a la estatica, siendo el resto de

la solucidn dinédmica integrado
numericamente también en este caso.

la precisién de la integracién
numérica a lo largo de 1la direccidn
circunferencial entre 0=0 v 6 el
puede mejorarse empleando una funcidén
de ponderacién COmo la Qque proponen
GOMEZ-LERA et. al. (1985), donde la
densidad de puntos de integracién

en la zona de la circunferencia mas
proxima al punto de colocaciédén es
incrementada por medio de la trans-
formacién,

€. I0+§1* 3 =58 98 g (12)

En la Figura 3 se muestran los
valores de la parte real y la parte
imaginaria de wuna impedanci-a vertical
que es representada en la forma
habitual como:

K - K + 4 e (13)

El wvalor 1imaginario se presenta
normalizado respecto de la frecuen-
cia adimensional agew R/Cs- Las curvas
corresponden a un modulo de Poisson
ve 0.25, amortiguamiento de las ondas
P de un 1,5\ y uno de las ondas s

de un 1\. Los resultados se comparan
con  unos obtenidos por APSEL (1979
Y AL (1977) por métodos diferentes.
Como puede apreciarse, el acuerdo

entre los resultados del Método de
los Elementos de Contorno y los de
otros métodos, es muy bueno.
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Fig.3. Impedancia vertical de cimenta-

ciones cilindricas embebidas en
un semiespacio viscoelast.ico( G:u)

En la figura 4 puede verse una com-
paracidén semejante realizada para la
impedancia horizontal pudiendo compro-
barse igualmente el' buen acuerdo de
los resultados con los de otros autores
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Fig. 4.- Impedancia horizontal de cimen-
tac iones cilindricas embebidas en un
semi espacio viscoelastico (G= Modulo

de elasticidad transversal)

5 SUELO ESTRA'rI FICADO

Con frecuencia el modelo de suelo

como medio hémogeneo se encuentra aleja-
d de la realidad y un modelo de medio
estratificado se ajusta mas a la misma,

Por ello,es conveniente disponer de
métodos que permitan el empleo de estos
modelos. A continuacidn se preS$Sentan

algunos ejemplos de como el Método de
los Elementos de Contorno puede emplear-

en el céalculo de impedancias dina-

micas de cimentaciones sobre suelos
estratificados. En este caso el estudio
mediante Elementos de Contorno requiere
la discretizacién de la interfase entre
estratos, ademds de la de 1la interfase
suelo-cimiento y de la superficie libre.

El modelo de suelo analizado es

el que se presenta en la Figura 5.



Fig. 5.- Modelo de suelo estratificado.
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Grado de
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Modulos de Poisson
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Profundidad del estrato
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Se presentan a continuacidn resulta-

dos para tres wvalores

diferentes de
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Fig. 6.- Impedancia vertical de cimenta-

cién cilindrica en suelo

estratificado.
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la rigidez relativa (RC = 2, 4 100) para
con ello estimar la importancia de este
parametro. El analisis del efecto citado
resulta de gran interes dado que los
modelos de Elementos Finitos, muy utili-
zados, no permiten considerar la defor-
mabilidad de la base. I la Figura 6
se representan los valores de las partes
reales e 1imaginarias de la impedancia
vertical de la cimentacidén cilindrica
embebida cuya geometria se ha definido
anreriormente. Los valores estan norma-
lizados con respecto de su correspon-
diente estdtico y la parte imaginaria
tambien respecto de la frecuencia adi-
mensional. El modelo de Elementos de Co
torno empleado tiene un total de 8 ele-
mentos. Los resultados coinciden en

n d'd en el caso de RC =100 con
G gt canllc o s COn Elementos > Finitos
por KAUSEL y USHIJIMA (15979 para el
caso de base rigida.

Un analisis hacerse

parecido puede

para todas las componentes de la impe-
dancia. En la Figura 7 se presentan
los valores obtenidos para las partes

real e imaginaria de la impedancia tor-

sional. Puede apreciarse como en este
caso la influencia de la rigidez de
a
7 E/R =1
= 2
+
L]
¥z
9
:“ n” ] RC 5 2
u RCs= 4
H RC = 100
i f M.E.F. (Kausel ..)
1 . : ;
' eccee T1.ee 1. s 0000 eecee 3.B2 s.d
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L FR =1
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£ 3
* e
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L
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+' v b
(Y] H:SZ 4
u
i I RC 5= 100
i M.E.F. (Kausel ..
i LIB i.ee 2.BB 3a 4.ea s.se fi,8B
Ro « W : R V/a CS
Fig. 7.- Impedancia torsional de ciment

cidén cilindrica en suelo estratificado.

la Dbase es despreciable, y como los
resultados e Elemen tos de Contorno
y de Elementos Finitos son casi coinci-
dentes.

6. CONCLUSIONES

S mm presentado por primera vez
el estudio de problemas elastodinamicos

con simetria d revolucidén y seccidn
cualquiera haciendo wuso del m todo de
los Elerllentos d Contorno. El estudio

= ha 1llevado a cabo en el dominio de
la frecuencia. Previamente habia sido
desarrollado e Mé6todo para problemas
del mismo tipo paro no para una geome-

tria cualquiara sino unicamente para
casos en que todos los <contornos son
normales al eje azimutal.

El desarrollo realizado ha permitido

estudiar las impedancias dinamicas de
cimentaciones cilindricas embebidas
en el suelo, el cual, lle ha supuesto

viscoelastico homogeneo o estratificado.
Los resultados obtenidos se han compara-
do satisfactoriamente con los de otros

autores que emplean m6todos diferentes.
S ha incluido, en el caso de suelo
estratificado, un analisis del efecto

& la rigidel relativa de la base roco-

s|a. Este efecto, es notable en la impe-
dancia vertical, pero no asi en la de
torsién.
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