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  .:!.!:!.!!!!.!l' Se calculan impedancias diná-
micas de cimentaciones cilíndricas embe-
bidas en el terreno hacienclo uso del 
Método de los Elementos de Contorno. 
Se emple1.n elementos axisimetricos con 
la solución fundamental de la carga 
puntual que es integrada a lo largo 
de la circunferencia y de los elementos 
rectilíneos del dominio bidimensional. 
Las situaciones en las que la carga 
no mantiene la si111etria de revolución 
son tratadas mediante un desarr llo 
de Fourier en direcci6n circunferencial. 

Se calculan rigideces de cimentacio-
nes enterrada• en un se1111iespacio visco-
eli,stico 11nifor1111e o estratificado, ana-
lizi,ndose la influencia de la rigidez 
de la base rocosa sobre la impedancia, 
en el ulti1110 de los casos. Los resulta-
dos se comparan con los de otros autores. 

1. IHTRODUCCION

En los die:t 1lltimos anos, se ha
empleado el M6todo de los Elementos 
de Contorno para el cálculo de i111pe-
di,ncias dinámicas de dimentaciones 
en diversos contextos. La primera 
aplicación fu6 presentada por DOMINGUEZ 
( 1,78) para cimentaciones rectan-
gular•• sobre suelo homogeneo. ALARCON 
et al. ( 19 80) estudiaron e l  problema 
en dos dimensiones. Ambas publica-
ciones abordan el problema suponiendo 
que la exci.taci6n es ormonica y pre-
sentan valores de las impedancias 
en función de la frecuencia. KARABALIS 
y BESKOS (1984) estudiaron la respuesta 
en el dominio del tiempo de zapatas 
rectangulares sobre la superficie de 
un semiespacio elástico, cuando aon 
sometidas a diversas solicitaciones. 
Un estudio semejante fu6 realizado 
por SP'tRAl<OS ( 1984) para · .. n modelo 
bidimensional. 
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Abstract: Dynamic stiffnesses of ernbed-
d;d--cylindrical foundations have been 
computed using the Boundary Element 
Met.hod. Axisymmetric elements are used 
in combination with the point load fun-
damental solution which is integrated 
a long the circunferential coordinate 
and the line elements of the 2-D domain. 
When the load is not axisymmetric,a 
Fourier expansion along the circunferen-
tial direction is used. 

Sti!fnesses of cylindrical founda-
tions embedded in an uniform or layered 
half-sp&ce are computed. The effect 
of the rigidity of the bedrock is 
analysed. Results are cornpared with 
other authors. 

El Método de los Elementos de 
Contorno resulta muy adecuado para 
este tipo de problemas ya que: por 
una parte, permite estudiar el problema 
con solo discretizar su superficie, 
con lo cual su dimensión es reducida 
en un orden¡ y por otra, los medios 
no acotados, como el suelo, no 
necesitan de ningun contorno de cierre 
ya que se satisfacen las condiciones 
de radii,ci6n y regularidad. Otros 
métodos numéricos, analiticos y semi-
analiticos han sido empleados para 
este tipo de problemas y con alguno 
de ellos se realizarán comparaciones 
en esta comunicación. 

Resulta claro que el estudio de 
problem11s axisimétricos puede ser 
abordado ventajosamente haciendo uso 
del Método de los Elementos de Con-
torno. En ellos será necesario unica-



mente discretizar una linea que mar c a

el c ontorno de la sec c ión rr.el·idiana. 

su implementación para problemas 

est&ticos fué llevada a cabo por

!CERMANIOIS (1975) y CRUSE ( 1 9 7 7 ) ,

Estos autores emplean una solu c ión

fundamental correspondiente a la 
carga

anular que satA expresada en términos

de fun c iones de Legendre o integrales

elípti c as que ha c en su integra c ión

a lo largo del c ontorno bastante 

tediosa. En el caso dinAmico estac.iona-

rio, la solución fundamental resulta 

aún mAs dificil de manejar ya que

se expresa en función de integrales

sobre una linaa infinita,defun c iones

de Hankel. Este he c ho ha c onduc ido

a que las aplicaciones dinAmicas para

problemas axiaimétri c os sean realiza-

das empleando la solu c ión fundamental

tridimensional que ea integrada sobre

los elementos de linea en la sec c ión

meridiana y sobre toda la c ircun-

feren c ia (GOMEZ-LERA et al., 19851 

CAN0,1985), En los trabajos previos,

unicamente se empleó este método en

z patas cir c ulare5 sobre la superficie 

del suelo, lo cual permite simplifica-

ciones, En el presente articulo, se 

emplea por primera vez el Método de

los Elementos de Contorno en problemas 

dinámi c os c on simetría de revolu c ión

en los c uales los contornos no son 

exclusivamente superfi c ies planas 

normales al eje z. Ello obliga a 

desarrollar un elemento de tipo lineal

en geometria sobre la sección 
meridiana, que tiene cualquier inclina-

ción. Cuando son apli c ados en el 

cAlculo de impedancias dinámicas, 

estos elementos permiten abordar el 

estudio de cimenta c iones embebidas 

en el terreno, siempre que mantengan 

la simetria de revolución, La solu-

ción fundamental empleada, será de

nuevo la del problema tridimensional. 

2. FORMULACION DEL PROBLEMA,

de 
La 
los 

ecua c ión 
Elementos 

bási c a del Método 
de Contorno, puede 
forma mAs conocida es c ribirse en su 

para un problema 
sional en la forma, 

dinámico tridimen-

S<P> .:!.<P>+fr !(p,qJ .:!.(qJ d r :

sf U (p,q) ! ( q )  ar ( l )

donde las variables tienen el sig-

nifi c ado habitual. Si los desplaza-
mientos y tra c c iones en el contorno 
son expresados en c oordenadas c ilín-

dri c as, pueden escribirse las siguien-
tes ecua c iones: 
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.:!. ( q). n .:!. c ( q) 

:) C'' -sene d, s senB c ose ( 2) 

o o 
c 

! ( 9.). íl ! ( q l

donde .:!.
c y t

c indican las variables en

c oordenadas c ilíndricas y e e ( q )

es el Angulo en este sistema de la

posición de punto q. Igualmente para 

el punto de colocación p: 

e·· 
-sene º\ 

íl 1 
c 

; íl '• se:e· c ose o 
1 .:!.( p) . ( p) 

o o! 

siendo e· e· ( p). 

La ecua c ión general queda en coor-

denadas c ilíndricas: 

c c 
s ( p) .:!. (p)

.¡ 
r 

( íl' 
T u f.!_) 

cc c 
( p) .:!. ( p) 

f u
c c . t ( q) 

siendo c
c 

( p) 

! 
c 
( q) ar ( 4 ) 

+ ¡ Tc u 
r

c 
( q) ar

ar ( s)  

T 
íl' e ( p) íl' 

Como el punto de c oloc ación p

es fijo, puede --tomarse e '•0 y las

expresiones de  c y T
e resultan de la 

forma: 

e + s 

s 

-u
2 l 

s 
e u 

donde c significa c ose y s. sene 

Cuando las c ondic iones de contorno 
mantienen la simetria de revolu c ión, 
todas las variables de c ontorno serán 
independientes de e Tomando una 
sec c ión meridiana y dis c retizando 
el c ontorno a un lado del eje, en 
segmentos re c tilíneos sobre los que 
se supone que Q y t son constantes, 
la 

e c 

ecua c ión ( 5) puede 

o 
c 

.:!. (p)+ { I: ¡ par q• l r 
q 

q 

o 2 7T 

{q;l fq 
p ar q ¡ 

escribirse c omo: 

2 7T 
¡ !

c c 
ae} .:!. q 

.ll
c de} 

c
t 
-q ( 7 ) 

donde rq es el elemento de c ontorno 
re c tilineo q 1 . • P es a primera c oorde-
nada c ilindric a y uC tc 

lores de uc c 
-g ' -o son los va-

- Y !  so re e! elemento q, 
que se suponen c onstantes sobre él
Y asociados a su punto medio, 

(7)
L; ed;;tegrales de la ec uac ión

realizarse numéricamente 
tanto sobre d ca ª elemento rectilineo 
en el plano p, z c omo sobre la 
denada e;  en la

coor-

i 
que solo habrá de 

ntegrarse entre O y 71 por la . 
l 

simetria de 
a expresión ( 6 )  respe c to del ángulo 

71 As! resulta una expresión: 

cc c o cu (p l + I: H u 
q•l -pq -q 

. G tc

q•l pq -q ( 6 )  

que permite, 
c ondiciones 
un sistema 

vez sustituidas las 
c ontorno, resolver 

ecuaciones que dará 
los valores desconocidos 
sobre el contorno' 

de .:!. Y !

una 
de 
de 

Las matrices H . -Pq 
c ionan dos nodos P 
siguiente aspecto, 

Y gpq que rela-
y Q tienen el 

('. 
o
* 

o '.)
+ p

+ e
+ z

( q) 
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donde los c eros indican elementos 
que son nulos debido a la antimetria 
de los c orrespondientes términos en 
la ecua c ión ( 6 ) .  Puede observarse, 
a la luz de la forma de las matri c es 

!:!p  
y 

y l 
G , que el 
rR lia1-axia1 

problema de torsión 
estan desa c oplados 

pudiendo ambos estudiarse sobre el 
dominio bidimensional; uno c on una 
sola c oordenada por nodo y el otro 
con dos. 

3.  CONDICIONES 
SIMETRICAS. 

DE CONTORNO NO AXI-

Cuando la geometría del problema 
es axisimétri c a pero las condiciones 
de c ontorno no lo son por ejemplo 
una trasla c ión horizontal de una 
cimenta c ión c ilíndrica ), el problema 
puede también analizarse mediante 
un modelo plano, Para ello es des-
compuesto en problemas plan s desa c o-
plados haciendo uso de una representa-
c ión de los valores prescritos de 
las. tracciones o desplazamientos, 
mediante serie de Fourier a 1 l 
de la 

o argo 
coordenada tangen c ial, en la 

forma propuesta por WILSON en 1965.
Cada término de la serie da lugar 
a desplazamientos y tensiones en el 
mismo modo de los prescritos, En la 
pra c tic a, si la varia c ión de las mag-
nitudes a lo largo de la dire c c ión 
c irc unferenc ial no es muy rápida, 
unos po c os modos son suficientes 
obtener un buen 

para 
grado de precisión. 

El desarrollo en serie es de la forma: 

"" 
I: 

(U S COS ne +
np 

( - s ne +

u sen 
np 

a 
ces

ne 

ne ue• 
h•O 

Unesen Une 

"" 
u . I: z h•O

donde 
tri c es 

s a 
( u c os ne + neu sen nz nz 

•s• indi c a los términos
Y •a• los antisimétri c os,

( lo ) 

simé-

Para c ada modo de la serie de 
Fourier puede escribirse un sistema 
de ec ur..:iones, ya discretizado sobre 
el c ontorno, del mismo tipo que e 8) 
c on la diferen c ia de que H G -pq Y -pq son 
obtenidos ahora mediante la integración 
de Tc c _ Y Q, a lo largo de la c oordenad a 
e ponderados por una función de tipo 
seno o c oseno; esto es: 



( 11 ) 

ademas de la posterior integración 
a lo Largo de los elementos del contor-
no del dominio plano. 

Debe notarse en este punto, que

los t rminos del desarrollo de Fourier

que multiplican a sen n6 , no pueden

obtenerse colocando el punto p en

0'•0 ya que en este punto precisamente

sen ne do y la ecuación básica del

tipo de la ecuación (8) se convierte 

en un conjunto de términos identica-

mente nulos. Este hecho se soslaya

con un simple cambio de ubicación

del punto p para aquellas amplitudes

que correspondan a los términos del

tipo sen n e  por ejemplo e· (p) 
• 6 -  / 2 n y en tal caso la s c i ta da s 

amplitudes aparecen sin factor de 

ponderación alguno en la ecuación

general. 

4. DE CIMENTA-IMPEDANCIA DINAHICA 
CIONES EMBEBIDAS EN UN SUELO 
HOHOGENEO. 

En aplicación de todo lo anterior, 
considereoe una cimentación sin masa 

la masa puede incluirse en el 
cálculo dinámico una vez determinada 
la impedancia) de forma cilíndrica, 
embebia en un semiespacio viscoelástico 
homogeneo ( Fig. l) de densidad p 

, L 
( ! --¡ - : 
\ 

' r ) 
\ P,lJ,\/,8 

-------  
Fig. l.-
terrada 

Cimentación cilíndrica en-
en un semiespacio homogeneo. 

modulo de elasticidad 
µ, módulo de Po is son\/ 
amortiguamiento viscoso 

transversal 
y factor de 
B Siendo 

el módulo complejo lJC d µ(1+2Bi).

El estudio 
cretización 
Figura 2. 

se realiza con una 
del tipo indicado 

dis-
en la 
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Fig. 2. Discretización del contorno. 

Para el cálculo de las rigideces 
vertical y de torsión, solo hay que 
prescribir un valor unitario del des-
plazamiento en la interfase zapata-
suelo y tensiones nulas en la super-
ficie, La impedancia se determina 
por integración de las tracciones 
sobre los elementos de la interfase. 
En el caso de rigideces de desplaza-
miento horizontal o de balanceo, las 
condiciones de contorno no son axisi-
metricas aunque si contienen un único 
término del desarrollo de Fourier, 

cos e 
u e = -u 1 e sene ( 12 ) 

cose 

Las integrales sobre los elementos 

de contorno son realizadas, en todos

los casos, numéricamente, empleando 

un número de puntos de Gauss a lo

largo del elemento de contorno y de

la dirección circunferencial que varia

según la distancia entre el elemento 

y el punto de colocación, En el caso

en que ha de integrarse sobre el ele-

mento que contiene el punto de coloca-

ción de la carga, la integral se 

realiza en dos fases: una primera, 

analitica, a lo largo del trozo de

linea de la sección meridiana que

es el elemento de contorno y una se-

gunda, numérica, sobre las dos circun-

ferencias de los extremos del elemento.

La integración analitica solo se 

realiza sobre la parte de solución 

fundamental dinámica que es igual

a la estática, siendo el resto de

la solución dinámica integrado 
numericamente también en este caso.

La precisión de la integración 
numérica a lo largo de la dirección 

circunferencial entre 0 =O y 6 •rr ,

puede mejorarse empleando una función 

de ponderación corno la que proponen 

GOMEZ-LERA et. al. (1985), donde la 
de integracióndensidad de puntos 

en la zona 
proxima al 
incrementada 
formación, 

e . 1T 
4 

de la 
punto 
por 

circunferencia más 
de colocación es 

medio de la trans-

( 12)

En la Figura 3 se muestran los
valores de la parte real y la parte 
imaginaria de una impedanci·a vertical 
que es representada en la forma
habitual como: 

- I< v v  
+ i c

v v  ( 13) 

El valor imaginario se presenta 
normalizado respecto de la frecuen-
cia adimensional a •w R/ c L o s· as curvas 
corresponden a un modulo de Poisson 
v• 0.25, amortiguamiento de las ondas 
P de un 1,5\ y uno de las ondas s 
de un l\. Los resultados se comparan 

( 19 7 9)
diferentes. 

con unos obtenidos por APSEL 
Y OAl (1977) por métodos 
Como puede apreciarse, el acuerdo 
entre los resultados del Método de 
los Elementos de Contorno los de
otros métodos, es muy bueno. 

y 

CI: 1* " ' 
..

• • ., 

1 
tÍ 

.. .. 
a: :* 
CI: 

" !! 

' 1 
> tÍ 
> .. • .... .. 

•••• 

.... 
Fig.3. 

1.11 

1.11 

M.E.C.
APSEL
DAí

E/ R ª 2 / ____ ,_,.,,,.,. 

l , H  l,11 

---. . - - . -

E/R ,. 0.25 

4.19 '·ª" 
Ao - W * R / Cs 

z.aa 

M. E. C.
APSEL
DAV.

E / R e  2 

E/ R • l 

E 

E/R cQ.25 

1.ee 1. ee

Ao - W * R / Cs 

,. ee 

li, IB 

,.ae 

Impedancia vertical de cimenta-
ciones cilíndricas embebidas en 
un semiespacio viscoelast.ico( G:µ) 
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En la figura 4 puede verse una com-
paración semejante realizada para la 
impedancia horizontal pudiendo 
barse igualmente el' 
los resultados con los 

compro-
buen acuerdo de 
de otros autores . 

.... 
·.ci: 1 * !!" ' : 
..r. 

., 

: 
.... ri 
o a: 1 * i 

CI: 
• 11 .." ' 11 
..r. .. 
..r. u .. • .. 

: .. 

M. E. C •
APSEL
OAY

E/ R • 2 ---------==-=-=--,,.,_¿" -·--·--·-E/R = 1 -------- - - - - -
E/R = 0.25 

.... 1,19 z. ea , .ea ".ee ' ... I ,  IB 

Ro - w * R / Cs 

M.E.C.
I\.PS EL

¡  DAV.
E/ R = 2 -

---] ' - .  E/R 1 · = = -
1   E/R = O. 5 :- E/R O. 2 5 

1•••• l, le z. ee 3, IB 1. ee s. ee s .ea 

Ro • H * R / Cs 

Fig. 4.- Impedancia horizontal de 
tac iones cilindricas embebidas 
semi espacio viscoelastico (G= 
de elasticidad transversal) 

cimen-
en un 
Modulo 

5, SUELO ESTRA'rI FICADO 

modelo de suelo 
encuentra aleja-
modelo de medio 

Con frecuencia el 
como medio hómogeneo se 
do de la realidad y un 
estratificado se ajusta mas a la misma, 

conveniente disponer de Por ello,es 
métodos que permitan el empleo de estos 
modelos. A continuación se pre$entan 
algunos ejemplos de como el Método de 
los Elementos de Contorno puede emplear-
s  en el cálculo de impedancias diná-
micas de cimentaciones sobre suelos 
estratificados. En este caso el estudio 
mediante Elementos de Contorno requiere 
la discretización de la interfase entre 
estratos, además de la de la interfase 
suelo-cimiento y de la superficie libre. 

El modelo de 
el que se presenta 

suelo analizado 
en la Figura 5. 

es 



1 

./ // / .· .· 
Csl 

\J 
/ / /

Fig. 5 . - Modelo de suelo estratificado. 

El estrato superior se asienta sobre 
un médio deformable mas rigido. Las 
velocidades de propagació n de las ondas 
s son el medio superior y el in ferior, 
e y e respectivame n te. Los parAme-
ti5s que5 hefin en el problema son: 

Grado de en terramiento : 

dos 

.. 
' 
:,,: 

o a: 
* 
., " :.: ' 
>> u 

Profu n didad del estrato 
Rigidez relativa 
Modulos de Poisson 

Se presentan a conti n uación resulta-
para 

1 

•.. • 
• ., 

í 

:: 
1 .  e e  

: 

tres valores difere n tes de 

E/ R • l 
H/ R • 2 

RC 5 • 100 

I 

I 
I 

I I 
- _- , I I 

M. E. F. ( Ka use l. 

\-. '· I · í
\)._ / /. ) \ ' /  :·... . .; , ./  

1 . H  z.ea , ... 1 . • •  

Ao • W * R / Cs 

E/R l 
H/ R '2. 

!S.19 , ... 

: 

• .. 

/. 
---/· ----

\  .•
:: ' . .. 
í 

·'! 
í .... t . H  

RCs• 2 

RC 6 • 4 1 RC 5 • lo o 
M.E.F, (Kausel. . >1 

Z.11 J . H  ... 5.88 , ... 
Ao • W * R / Cs 

Fig. 6.- Impeda n cia vertical de cime n ta-
ción cilíndrica en suelo estratificado. 
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la rigidez relativa ( RC = 2, 4 100) para 
con ello estimar la impsortancia de este 
parametro. El analisi s del efecto citado 
resulta de gran intere s dado que lo s

modelos de Elementos Finitos, muy utili-
zados, no permiten con s iderar la defor-
mabilidad de la base. En la Figura 6 
se representan los valore s de las partes 
reales e imaginarias de la impedancia 
vertical de la cimentación cilíndrica 
embebida cuya geometria se ha definido 
an r.eriormente. Los valores estan norma-
lizados con respecto de su correspon-
d ien te  estático y la parte imaginaria 
tambien respecto de la frecuencia adi-
mensional. El modelo de Elementos de Co  
tor n o empleado tiene un total de 81 ele-
mentos. Los resultados coinciden en 

d'd en el caso de RC =100 con 
i::

n 

::t: n : os co n Elementos 5 Fi n itos
por KAUSEL y USHIJIMA (1979) para el 
caso de base rigida. 

Un analisis parecido puede hacer s e 
para todas las componente s de la impe-
dancia. En la Figura 7 s e presentan 
los valores obtenidos para las partes 
real e imaginaria de la impedancia tor-
sio n al. Puede apreciarse como en este 
caso la in fluencia de la rigidez de 

z 

.... 

z' .. 
., .. .. :.: '! 
u ' 

í 

:l 
í ..... 
:l 

o :; a: 
* 
+' " .; :.: ' 
+'   .. '
u 

: 
í 

í I.IB 

1 . • •  

i.ee 

E/ R = l 
2 

RC 5
= 2 

RCs = 4 
RC 5

= 100 
M.E.F. (Kausel .. )

1 . • •  , .... ..... 
Ao • W * R / Cs 

E/ R = 1 
H / íl 2 

RCs = 2 
RC 5 = 4 
RC 5 = 100 
M.E.F.(Kau s el

Z.BB 3. ea 4 .ea s .se 

Ro • W * R / Cs

s. el!I 

' 

fi,8B 

Fig. 7.- Impedancia torsional de ciment  
ción cilíndrica en suelo estratificado. 

la base es despreciable, y como los 
resultados de Eleme n tos de Contorno 
y de Elementos Fi n itos so n casi coi n ci-
dentes. 

6. CONCLUSIONES

Se ha prese n tado por primera vez
el estudio de problemas elastodi n amicos 
con simetría de revolución y sección 
cualquiera haciendo uso del m todo de 
los Eler11entos de Contorno. El estudio 
se ha llevado a cabo en el domi n io de 
la frecuencia. Previamente habia sido 
desarrollado el M6todo para problemas 
del mismo tipo paro no para un a geome-
tría cualquiara si n o unicame n te para 
casos en que todos los co n tornos son 
n ormales al eje azimutal. 

El desarrollo realizado ha permitido 
estudiar las impedancias di n amicas de 
cimentaciones cilindricas embebidas 
en el suelo, el cual, 11e ha supuesto 
viscoelastico homogeneo o estratificado. 
Los resultados obtenidos se han compara-
do satisfactoriamente con los de otros 
autores que emplean m6todos diferentes. 
Se ha incluido, en el caso de suelo 
estratificado, un analisis del efecto 
de la rigide1 relativa de la base roco-
sa. Este efecto, es notable en la impe-
dancia vertical, pero no asi en la de 
torsión. 
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