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Resumen—Este trabajo plantea un estudio compa-

rativo de tres Algoritmos Evolutivos Multiobjetivo

que introducen un punto de referencia como preferen-

cias del decisor. Se utiliza el problema de la mochi-

la multiobjetivo en variables binarias MOKP01 como

problema de prueba. Los resultados estad́ısticos de es-

ta comparación mediante métricas, permiten extraer

conclusiones sobre la convergencia y eficiencia de los

diferentes algoritmos en la resolución del problema.
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I. Introducción

La introducción de preferencias de un decisor en
Algoritmos Evolutivos Multiobjetivo (AEMOs) ha
ganado últimamente notable relieve en la comunidad
cient́ıfica AEMO. Estos algoritmos, admiten que un
decisor puede tener alguna idea de qué soluciones
le son preferidas y establecer preferencias parciales
[3]. Estas preferencias son utilizadas para conducir
el proceso de búsqueda hacia la región de interés y
al final el decisor elige conforme a sus preferencias.
Algunos de estos algoritmos utilizados en la resolu-
ción de problemas tanto académicos como del mun-
do real son por ejemplo [2], [6], [8] y [20]. Diferentes
maneras de modelar preferencias en AEMOS han si-
do desarrolladas, véase [3] y [15], entre ellas muchas
incluyen un punto de referencia [17] como modo na-
tural de proporcionar información preferente, entre
otras destacamos [1], [5], [9], [13] y [16].

En este trabajo se comparan tres AEMOs que
introducen un punto de referencia como preferen-
cias del decisor. El primero de ellos, reemplaza en
NSGAII [4] la relación de dominancia de Pareto [14]
por la relación de la g-dominance (término en inglés)
propuesta en [13] y nos referiremos a él en este traba-
jo por g-NSGAII. El segundo de los algoritmos, tam-
bién reemplaza la relación de dominancia de Pareto
en NGAII por la relación de la r-dominance (término
en inglés) (reference solution-based dominance) pre-
sentada en [1] y es denotado en lo que sigue como
r-NSGAII (nomenclatura utilizada por los autores en
[1]). Por último, el tercer algoritmo [9] también hibri-
diza NSGAII y modifica la fase de selección de for-

1(SIANI), Universidad de Las Palmas de Gran Canaria.
maximo@dis.ulpgc.es, dgreiner@iusiani.ulpgc.es,
bgalvan@step.es, gabw@step.es

ma que un vector distancias (cuanto menor mejor) al
punto de referencia es usado para seleccionar un par
de padres soluciones, este algoritmo lo referiremos en
este trabajo por I-NSGAII. Todas las comparaciones
se realizaron sobre el problema de la mochila mul-
tiobjetivo en variables binarias MOKP01 (siglas en
inglés), este problema es bien conocido en la comu-
nidad multiobjetivo y un buen número de AEMOs
han sido utilizados para su resolución [9], [10], [12] y
[19].

Este trabajo está organizado como sigue. Las
secciones II, III y IV presentan y explican los tres
algoritmos g-NSGAII, r-NSGII e I-NSGAII objeto
de comparación en este trabajo. En la sección V se
describen y analizan los resultados experimentales y
comparaciones de los tres algoritmos testados sobre
el MOKP01. Finalmente, en la sección VI se dan las
conclusiones obtenidas.

II. g-NSGAII

El algoritmo g-NSGAII [13], implementa el con-
cepto de g-dominance en NSGAII (cualquier otra
metaheuŕıstica multiobjetivo puede ser utilizada).
La g-dominance recoge la información preferente de
un decisor expresada como un punto de referencia g
y acorde a este punto, se prefieren aquellas soluciones
que lo dominan o aquellas otras que son dominadas
por el punto. Por ejemplo, para los puntos de refe-
rencia señalados por un decisor (uno es factible y el
otro no-factible) de la figura 1, la g-dominance pre-
fiere las soluciones de las regiones sombreadas (solu-
ciones que dominan o son dominadas por los puntos
g) al resto de soluciones (soluciones incomparables
respecto a los puntos g). Dos ideas muy sencillas
para implementar la g-dominance se proponen en
[13]: la primera, cambiar la función de cómputo de
la dominancia y la segunda, (es la opción utilizada
en este trabajo) penalizar restando una cantidad M
muy grande (si las funciones objetivo son a maxi-
mizar) los valores de las funciones objetivo de aque-
llas soluciones que no pertenecen a las regiones de
preferencia descritas más arriba.

III. r-NSGAII

El algoritmo r-NSGAII (Non-r-Dominated Sor-
ting) [1] modifica NSGAII en los siguientes términos:



Fig. 1. Concepto de g-dominance.

primero, cambia la clasificación por dominancia de
Pareto por la relación r-dominance y segundo, para
mantener la diversidad de la población propone un
ajuste durante la evolución del algoritmo del um-
bral δ que utiliza la r-dominance. La idea básica de
la r-dominance es preferir aquellas soluciones más
cercanas al punto de referencia preservando la do-
minancia de Pareto. Más espećıficamente, dada una
población P de soluciones y un punto de referencia
g, una solución x r-domina una solución y, si se ve-
rifican las siguientes condiciones:
1. x Pareto-domina y

2. x,y son Pareto-equivalentes y D(x, y, g) < −δ

donde:

δ ∈ [0, 1]

D(x,y,g)=d(x,g)−d(y,g)
dmáx−dmı́n

dmáx = Máxz∈P d(z, g)
dmı́n = Mínz∈P d(z, g)

d(x,g)=
√

∑n

i=1 wi(
fi(x)−fi(g)
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i
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fmáx
i máx valor del objetivo i-ésimo
fmı́n
i mı́n valor del objetivo i-ésimo
wi peso asociado con el i-ésimo objetivo
wi∈]0, 1[,

∑n

i=1 wi = 1

IV. I-NSGAII

Con la idea de mejorar la convergencia de solu-
ciones hacia la zona preferida del frente de Pareto
manteniendo la diversidad de soluciones, Ishibuchi
et al. [9] proponen modificar la fase de selección
de padres del NSGAII de forma que las preferen-
cias del decisor son incorporadas en una función es-
calable que se utilizará para seleccionar un par de
padres soluciones. La manera de incluir las prefe-
rencias depende del criterio del decisor, por ejem-
plo, si la información de las preferencias del decisor
vienen dadas por la importancia relativa entre los
objetivos entonces se puede utilizar la suma ponde-
rada como función aptitud. También, si el decisor
requiere cumplir un nivel mı́nimo para cada objeti-
vo, se utilizará una función que penalice la selección
de padres cuando el individuo no cumpla con el mı́ni-
mo requerido del objetivo. Igualmente, si un punto
de referencia representa la información preferente del
decisor, entonces la función distancia a ese punto de

referencia (cuanto más pequeña mejor) se usa para
la selección de los padres soluciones. Esta última op-
ción es la implementada en este trabajo. La idea es
muy sencilla de llevar a cabo pues sólo requiere cal-
cular en la fase de selección del NSGAII, un vector
de distancias de cada solución de la población de
padres con respecto al punto de referencia y susti-
tuir el criterio de dominancia de Pareto por el de
menor distancia al punto de referencia.

V. Resultados experimentales

A. Problema de la Mochila Multiobjetivo MOKP01

El problema de la mochila multiobjetivo puede
considerarse como un problema de programación en-
tera con variables binarias y coeficientes positivos.
El problema es de complejidad NP-dif́ıcil y puede
ser usado para modelar cualquier aplicación real que
se ajuste al modelo descrito en (1).
El MOKP01 puede ser definido formalmente como

sigue:















max. fi(x) =
m
∑

j=1

cijxj i = 1, ..., n

s.a.
m
∑

j=1

wijxj ≤ bi xjε{0, 1}
(1)

donde:

m = número de objetos
xj = variable de decisión
n = número de sacos
cij = beneficio del objeto j según saco i
wij = peso del objeto j según saco i
bi = capacidad del saco i

En este trabajo se han adoptado dos sacos y 500
objetos1.

B. Configuración de parámetros

Los valores de los parámetros de los algoritmos
utilizados en todos los experimentos fueron los si-
guientes:

Codificación: cadena binaria
Tamaño de la población: N=200 individuos
Probabilidad de cruce (uniforme): 0.8
Probabilidad de mutación (bit a bit): 0.002 (1/500)
Condición de parada: 2000 generaciones

Para el algoritmo r-NSGAII se usaron en el cálculo
de las distancias Euclidianas ponderadas los valores
de los pesos w1=0.5 y w2=0.5 (se utilizaron valores
equilibrados para no desvirtuar los resultados pues
a priori en un problema real la situación del frente
de Pareto es desconocida) asociados respectivamente

1Los datos y frente óptimo pueden descargarse de:
http://www.tik.ee.ethz.ch/ sop/download/supplementary/
testProblemSuite/



Fig. 2. Punto de referencia en extremo (15780,20490).

a los objetivos 1 y 2. También para ver los efectos
del valor del parámetro δ en la amplitud final de
la región de interés se utilizaron dos ejemplos de r-
NSGAII anotados como r0,1-NSGAII (valor δ=0.1)
y r0,3-NSGAII (valor δ=0.3).
Para corregir el elevado número de soluciones

no-factibles que pueden aparecer en el problema
MOKP01, se aplica el método de reparación basa-
do en la máxima relación beneficio/peso por objeto
utilizado en [19].

C. Métricas

Para la comparación de los frentes obtenidos por
los algoritmos durante el proceso de optimización
se utilizó la S-metric (Hipervolúmen H) sugerida
en [18]. El punto de referencia considerado para el
cálculo de H fue el (0.0, 0.0) el cual garantiza que
es dominado por todas las soluciones generadas du-
rante la evolución de los algoritmos. Además, se con-
sideró el concepto de superficie de logro (attainment
surface) introducido en [7] y se utilizó en este tra-
bajo la aproximación sugerida en Knowles [11]. Para
todos los experimentos se muestra la media obtenida
tras 30 tiradas independientes de los algoritmos.

D. Resultados comparativos

Primero, se realizó un estudio previo eligiendo tres
puntos de referencia (15780,20490), (19003,19126) y
(20094,16315) pertenecientes respectivamente al ex-
tremo superior, codo (zona central) y extremo infe-
rior de frente de Pareto del problema. En las figuras
2, 3 y 4 se muestran las 50% attainment surface
obtenidas por g-NSGAII, I-NSGAII, r0,1-NSGAII,
r0,3-NSGAII y también el frente real de Pareto del
problema. Las figuras 2 y 4 destacan que g-NSGAII
obtiene el mejor posicionamiento del sub-frente de
soluciones alcanzado con los puntos de referencia
situados en los extremos del frente. En la figura 3 no
se observan diferencias de las 50% attainment sur-
face con el punto de referencia colocado en el codo
del frente.

Fig. 3. Punto de referencia en codo (19003,19126).

Fig. 4. Punto de referencia en extremo (20094,16315).

Fig. 5. Punto de referencia en extremo (15780,20490).



Fig. 6. Punto de referencia en codo (19003,19126).

Fig. 7. Punto de referencia en extremo (20094,16315).

Fig. 8. Puntos de referencia comparados con H.

Otra perspectiva visual que muestra la mejor
colocación del frente de soluciones obtenido con g-
NSGAII, se advierte en las gráficas 5, 6 y 7 de pobla-
ciones no-dominadas acumuladas.

También, nótese en las figuras 2, 4, 5 y 7 que un
incremento en r-NSGAII del valor δ de 0.1 a 0.3 em-
puja al conjunto de soluciones no-dominadas hacia
área central del frente de Pareto. Esto se explica
porque al incrementar el valor δ, r-NSGAII tiende
a comportarse como NSGAII y este último, como se
señala en [9], en el problema MOKP01 concentra las
soluciones halladas en la zona central del frente real
del problema.

Luego, se escogieron cuatro puntos de referen-
cia (17000,20500), (19003,19500), (19900,16900) y
el (20300,16300) repartidos a lo largo del frente de
Pareto como se indica en la figura 8 y se utilizaron
la 50% attainment surface y la métrica del hiper-
volúmen (H) para comparar los sub-frentes de solu-
ciones alcanzados por los algoritmos durante el pro-
ceso de optimización. Es importante remarcar que
para el cálculo de los valores H se utilizaron las
soluciones no-dominadas que dominan o son dom-
inadas por el punto de referencia (regiones som-
breadas según la figura 1).

Las figuras 9, 11 y 12 (izquierdas) muestran las
50% attainment surface y se extrae que la mejor
colocación del sub-frente de soluciones resultante con
respecto a los puntos de referencia desplazados hacia
los extremos la obtiene g-NSGAII; con el punto refe-
rencia centrado en el frente, figura 10 izquierda, to-
dos los algoritmos consiguen un buen posicionamien-
to en el entorno del punto de referencia. En cuanto a
los hipervolúmenes se observa en las figuras 9, 11, 12
(derechas) y tablas I, III y IV (hipervolúmen medio,
mejor y desviación en la evaluación 400000) que g-
NSGAII obtiene muchos mejores valores H medio
que el resto de algoritmos con los puntos de refe-
rencia desplazados hacia los extremos del frente real
óptimo. Con el punto de referencia (19003,19500)
centrado en el frente real, también g-NSGAII ob-
tiene un mejor valor H medio aunque la ventaja no
es tan notable como en el caso anterior, véanse la



Fig. 9. Punto de referencia (17000,20500).

Fig. 10. Punto de referencia en codo (19003,19500).

figura 10, la tabla II y en especial la figura 13 que es
un zoom de la figura 10 izquierda.

Por último, obsérvese en la figura 11 derecha (pun-
to de referencia 19900,16900) que en las evaluaciones
finales, los algoritmos I-NSGAII y r0,1-NSGAII ob-
tienen algún valor de H medio, pero en cuanto el pun-
to de referencia se aproxima más hacia el extremo del
frente real (punto de referencia 20300,16300, véase
la figura 12 derecha), todos los valores H medio
para los algoritmos I-NSGAII, r0,1-NSGAII y r0,3-
NSGAII son cero igual que con el punto de referencia
17000,20500 en figura 9 derecha.

Fig. 11. Punto de referencia (19900,16900).

Fig. 12. Punto de referencia (20300,16300).

Fig. 13. Zoom de figura 10 izquierda.

TABLA I

Punto de referencia (17000,20500).

Hmedio Hmejor Hσ

g-NSGAII 3.412 3.431 0.012

I-NSGAII 0.000 0.000 0.000

r0,1-NSGAII 0.000 0.000 0.000

r0,3-NSGAII 0.000 0.000 0.000

TABLA II

Punto de referencia en codo (19003,19500).

Hmedio Hmejor Hσ

g-NSGAII 3.705 3.705 0.000

I-NSGAII 3.635 3.648 0.007

r0,1-NSGAII 3.640 3.648 0.003

r0,3-NSGAII 3.670 3.682 0.005

TABLA III

Punto de referencia (19900,16900).

Hmedio Hmejor Hσ

g-NSGAII 3.370 3.419 0.019

I-NSGAII 0.576 3.489 1.289

r0,1-NSGAII 0.457 3.459 1.167

r0,3-NSGAII 0.000 0.000 0.000



TABLA IV

Punto de referencia (20300,16300).

Hmedio Hmejor Hσ

g-NSGAII 3.243 3.258 0.008

I-NSGAII 0.000 0.000 0.000

r0,1-NSGAII 0.000 0.000 0.000

r0,3-NSGAII 0.000 0.000 0.000

VI. Conclusiones

En este trabajo se comparan tres AEMOs, g-
NSGAII (cambia la Pareto-dominancia por la g-
dominancia en NSGAII), r-NSGAII (modifica la
Pareto-dominancia por la r-dominancia en NSGAII)
e I-NSGAII (vaŕıa la fase de selección en NSGAII).
En todos los experimentos se utilizó el problema
de la mochila multiobjetivo en variables binarias
MOKP01.
Los resultados muestran que cuando un decisor

sitúa el punto de referencia hacia el codo (zona cen-
tral) del frente de Pareto del problema, para todos
los algoritmos ensayados, en la fase final de la evolu-
ción las medidas de las 50% attainment surface y
los valores de los hipervolúmenes H medio son muy
similares, aunque el valor H medio fue ligeramente
mejor con g-NSGAII que el obtenido con el resto de
algoritmos. Por otro lado, cuando el decisor desplaza
el punto de referencia hacia los extremos del frente
óptimo del problema, se aprecia claramente que el
algoritmo g-NSGAII obtiene los mejores valores del
hipervolúmen H medio; este hecho se acentúa más
cuanto más próximos estén situados los puntos de re-
ferencia de los valores extremos del frente de Pareto.
También, con los puntos de referencia desplazados
hacia los extremos del frente la 50% attainment sur-
face, destaca que g-NSGAII posiciona mucho mejor
que los otros algoritmos el sub-frente alcanzado de
soluciones no-dominadas.
Por último, anotar que los resultados obtenidos

sólo son aplicables al MOKP01 y animan utilizar,
en futuro trabajo, otros problemas test af́ın de re-
forzar o puntualizar las conclusiones obtenidas en
este trabajo.
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