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Resumen

Presentamos un m�etodo no lineal para la estimaci�on de la geometr��a ��D
de una escena a partir de � im�agenes esterosc�opicas� El problema principal
consiste en calcular la posici�on relativa de las � c�amaras a partir de un n�umero
de puntos que se corresponden en ambas c�amaras� La posici�on relativa de las �
c�amaras viene dada por un vector de � par�ametros	 
X � �s� l�m� n� tx� ty� tz
�
Para calcular estos par�ametros hay que minimizar una energ��a no�lineal del tipo
E�X � kAq�Xj� donde A es una matriz �x� y q�X es un vector funci�on de X�
En este trabajo presentamos un algoritmo para la busqueda de m��nimos locales
de E�X basado en una modi�caci�on del m�etodo de gradiente de paso �optimo�
Presentamos algunas experiencias comparativas con otros m�etodos cl�asicos�

Introducci�on

En los �ultimos a�nos se han investigado diferentes t�ecnicas que permiten determinar
la estructura � � D a partir de dos im�agenes proyectivas� Para sentar las bases del
problema� presentamos en la �gura � un modelo proyectivo utilizado normalmente en
trabajos sobre im�agenes en perspectiva 	Ver 
���
��y 
���� Consideramos un conjunto
de puntos � � D que se proyectan en cada c�amara� Para cada c�amara se utiliza un
sistema de coordenadas distinto� Denotamos por 	x� y� z� las coordenadas � � D de
un punto y por 	u� v� las coordenadas de la imagen del punto proyectado en una
c�amara� y denotamos por 	x�� y�� z�� las coordenadas ��D de un punto y por 	u� v� las
coordenadas de la imagen del punto en la otra c�amara� Consideramos que se conocen
los par�ametros intr�nsecos de las dos c�amaras� Esto signi�ca� en particular� que el
sistema de coordenadas de la imagen puede estar normalizado de tal manera que el
origen de cada c�amara est�a localizado en el punto de la imagen correspondiente a la
interseccci�on del punto focal con el plano de la imagen� el punto focal est�a en direcci�on
del eje z 	eje z� en la otra c�amara�� y los vectores unitarios �u� �v 	�u�� �v� resp�� est�an
alineados y con la misma magnitud que los vectores unitarios �x� �y 	�x�� �y� resp��� En el
sistema de referencia � � D� podemos asumir tambi�en� que se conocen las distancias
entre los focos y los planos de las im�agenes� 	denotamos por D y D� estas distancias��
Con esta normalizaci�on� obtenemos que el sistema de coordenadas de la imagen de un
punto ��D 	x� y� z� proyectado en la imagen� viene dado por 	u� v� � 	Dx�z�Dy�z�
	 	u�� v�� � 	D�x��z�� D�y��z�� respect� ��



Figura �� Modelo Proyectivo�

Consideramos un conjunto de puntos � � D que denotamos por 	xi� yi� zi� en un
sistema de referencia � � D y por 	x�i� y

�
i� z

�
i� en el otro sistema de referencia � � D�

La transformaci�on entre los dos sistemas de referencia � � D est�a de�nido por una
traslaci�on y una rotaci�on r�gida� y se puede expresar como
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donde los rik son elementos de una matriz de rotaci�on R� y el vector t � 	tx� ty� tz�
representa la traslaci�on del primer foco al segundo� Asumimos que para cualquier
punto � � D� zi� z

�
i � �� Asignamos 	�i� �i� � 	ui�D� vi�D� y 	��i� �

�
i� � 	u�i�D

�� v�i�D
���

Utilizando la ecuaci�on anterior� obtenemos � ecuaciones que envuelven las coordenadas
escaladas de la imagen 	�i� �i� y 	��i� �

�
i�� Resolviendo estas ecuaciones se obtiene una

sola ecuaci�on que se puede expresar como
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donde Q se puede expresar como
�
� r��ty � r��tz r��tz � r��tx r��tx � r��ty

r��ty � r��tz r��tz � r��tx r��tx � r��ty
r��ty � r��tz r��tz � r��tx r��tx � r��ty

�
A 	��

Por lo tanto� para cada par de puntos en correspondencia 	�i� �i� y 	�
�
i� �

�
i� obtenemos

una ecuaci�on dada por 	��� Con N puntos localizados en ambas im�agenes� el sistema



de ecuaciones resultante se puede escribir como
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donde A es una matriz Nx�� La ecuaci�on anterior es homog�enea y� por lo tanto� su
soluci�on s�olo se puede calcular en funci�on de una constante multiplicativa indetermi�
nada� Cuando N � � y los puntos ��D no est�an en alguna con�guraci�on geom�etrica
especial� la soluci�on de la ecuaci�on 	�� se puede encontrar minimizando la siguiente
energ�a

E	q� � kAqk� � qTATAq 	��

con la condici�on kqk � �� donde q � 	q��� q��� �������� q��� es un vector �x� con los
elementos de la matriz Q� Ya se sabe que la soluci�on del problema de minimizaci�on
anterior viene dado por el autovector asociado al autovalor m�as peque�no de la matriz
B � ATA�

Una vez que se ha obtenido Q� se utiliza alguna t�ecnica est�andar para calcular�
a partir de Q� la matriz de rotaci�on R y el vector de traslaci�on t 	en funci�on de un
par�ametro de escala�� Por ejemplo� se puede obtener t como el autovector asociado al
autovalor m�as peque�no de la matriz QTQ� y la matriz de rotaci�on R se puede calcular
utilizando la siguiente expresi�on
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q� � t� q� � q�
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r� �
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	��

r� �
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donde ri � 	ri�� ri�� ri�� y qi � 	qi�� qi�� qi��� El principal problema con esta aproximaci�on
es que cuando existe ruido en las coordenadas de la imagen� la expresi�on anterior
no genera� normalmente� una matriz de rotaci�on� Esto signi�ca que R no es una
matriz ortonormal� En tal caso� se pueden realizar algunas operaciones adicionales para
transformar R en una matriz de rotaci�on real� Estas operaciones son de tipo algebraico
y no tienen en cuenta la precisi�on en la ecuaci�on que pone en correspondencia los puntos
	��� En 
�� los autores proponen un m�etodo que utiliza algunas t�ecnicas de geometr�a
algebraica que proveen una caracterizaci�on de las matrices fundamentales� forzando la
restricci�on de rigidez�

En este art�culo� presentamos una nueva aproximaci�on al problema de la recu�
peraci�on de la matriz de rotaci�on R y del vector de traslaci�on t� Utilizaremos cuater�
niones para representar una matriz de rotaci�on R� se conoce 	ver� por ejemplo� 
���
que� al utilizar cuaterniones� la matriz de rotaci�on R se puede escribir como



�
� s� � l� �m� � n� �	lm� sn� �	nl � sm�

�	lm � sn� s� � l� �m� � n� �	mn� sl�
�	nl � sm� �	mn� sl� s� � l� �m� � n�

�
A

donde s� � l� � n� � m� � ��� el vector 	l� m� n� representa el eje de rotaci�on y
s � cos 	����� � representa el �angulo de rotaci�on� Usando la ecuaci�on anterior y
	��� deducimos que el vector q se puede expresar como
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donde X � 	s� l�m� n� tx� ty� tz�� Utilizando esta formulaci�on� reescribimos el problema
de optimizaci�on de energ�a 	�� en funci�on de X

E	X� � kAq	X�k� �T q	X�TBq	X� 	��

donde B � ATA� con las restricciones s�� l��n��m� � � y t�x� t�y � t�z � C�� 	donde
C representa la distancia entre los focos de ambas c�amaras� en el caso en que no se
conozca C� �jamos C � � y obtenemos sus coordenadas ��D en funci�on de un factor
de escala�� N�otese que con esta formulaci�on las variable son s� l�m� n� tx� ty� tz� as� que
tenemos � variables en vez de � 	en el caso de tomar q�� y � condiciones en vez de ��
M�as a�un� con esta formulaci�on la matriz de rotaci�on obtenida es perfecta utilizando la
ecuaci�on que pone en correspondencia los puntos 	��

Los cuaterniones ya han sido utilizados en 
�� con el �n de calcular la matriz de
rotaci�on R� pero en este caso� los cuaterniones se utilizan para obtener una matriz de
rotaci�on real a partir de la matriz Q� sin tener relaci�on con la energ�a 	���

En el caso en que los par�ametros intr�nsecos de las c�amaras sean desconocidos� la
situaci�on es m�as compleja� sin embargo� podemos llegar a una formulaci�on similar a la
presentada en 	��� pero en este caso� la matriz Q depende tambi�en de los par�ametros
intr�nsecos� En este caso la matrizQ se denomina matriz fundamental� que proporciona
la geometr�a epipolar de las c�amaras�

B�usqueda de un m��nimo local de la energ��a no�lineal E�X��

Consideremos el problema de optimizaci�on no�lineal 	��

E	X� �T q	X�TBq	X�

con las condiciones s� � l� �m� � n� � � y t�x � t�y � t�z � C��



Primero� calculamos las derivadas de la funci�on q	X� que se pueden calcular f�acilmente
gracias a que los componentes de q	X� son polinomios� Denotamos por rE	X� el vec�
tor gradiente del funcional E	X�� Al ser B sim�etrica� rE	X� se puede escribir como

rE	X� � �T q	X� �B � Jq	X� 	��

donde Jq	X� es el Jacobiano �x� de la funci�on q	X��
Para encontrar un m�nimo local de la energ�a E	X� aplicamos un m�etodo de descen�

so por gradiente� Esto signi�ca que utilizando una primera estimaci�on X� del m�nimo
	en muchas ocasiones se puede suministrar una estimaci�on a priori� sobre la posici�on de
las dos c�amaras a partir de alg�un tipo de c�alculo aproximado�� aproximamos el m�nimo
local m�as cercano de E	X� como el estado asint�otico del esquema iterativo�

Xn�� � Xn � 	nd
n 	��

donde Xn representa la aproximaci�on del m�nimo local de E	X� en el paso n� dn es la
direcci�on de descenso en el paso n y 	n es un par�ametro� Por lo tanto� para calcular
Xn�� a partir de Xn� necesitamos determinar en cada paso el valor de dn y 	n�

En un problema de minimizaci�on sin restricciones� la elecci�on natural de dn es
rE	Xn�� Para poder incluir la informaci�on de las restricciones en la direcci�on de de�
scenso dn� se proyecta el vector rE	Xn� en la intersecci�on del espacio tangente a las
super�cies s� � l� �m� � n� � � y t�x � t�y � t�z � C�� De esta manera se minimiza la
distorsi�on con respecto a las restricciones de la nueva estimaci�on Xn��� En el siguiente
lema� se demuestra c�omo se puede calcular esta proyecci�on�

Lema � La proyecci�on del vector rE	Xn� en la intersecci�on del espacio tangente a

las super�cies s� � l� �m� � n� � � y t�x � t�y � t�z � C� viene dado por

dn � 	Id� p� p� q � q�rE	Xn� 	���

donde p y q son vectores unitarios

p �T 	sn� ln� mn� nn� �� �� ��

q �
T 	�� �� �� �� tnx� t

n
y � t

n
z �

C

y p� p� q � q representan la matriz �x� pTp y qT q�

Demostraci�on� Por un lado� la direcci�on normal en el punto Xn de la super�cie

s�� l��m��n� � � es el vector p� y la direcci�on normal en el punto Xn de la super�cie

t�x� t�y� t�z � C� viene dada por el vector q� Observemos que si el vector Y� es ortogonal
a p y q� es decir� Y es la intersecci�on de los espacios tangentes� entonces

	Id� p� p� q � q�Y � Y

por otro lado� p y q son ortogonales y kpk � kqk � �

	Id� p� p� q � q� p � p� p � �

	Id� p� p� q � q� q � q � q � �



y� por lo tanto� 	Id� p� p� q � q� representa la matriz de proyecci�on en la intersec�

ci�on de los espacios tangentes a s� � l� �m� � n� � � y t�x � t�y � t�z � C��
Una vez que se calcula la direcci�on de descenso dn� se elige 	n minimizando la

funci�on

�		� � E	Xn � 	dn� 	���

la condici�on de extremo de la funci�on �		� � E	Xn � 	dn� es

��		� � hrE	Xn � 	dn�� dni � � 	���

Para calcular el valor �optimo de 	 se utiliza una aproximaci�on de primer orden de
rE	X�� esto es

rE	Xn � 	dn� �� rE	Xn��HE	Xn�	dn

donde HE	X� es la matriz Hessiana del funcional E	X�� Por lo tanto� si sustituimos
la funci�on anterior en la ecuaci�on 	���� obtenemos�

	n �
hrE	Xn�� dni

hdn� HE	Xn�dni
	���

La matriz Hesiana HE	Xn� se puede calcular f�acilmente utilizando la expresi�on

HE	X� � �TJq	X� �B � Jq	X� � �T q	X� �B �Hq	X� 	���

donde q	X� �B �Hq	X� es la matriz �x� dada por

	q	X� �B �Hq	X��ij � q	X� �B �

�q	X�


Xi
Xj

Nota� Al ser dn la proyecci�on de rE	Xn� en el espacio ortogonal de p y q entonces
existen �� � tal que

rE	Xn� � �p� �q � dn

entonces hrE	Xn�� dni � hdn� dni� de tal forma que el numerador en el c�alculo de 	n
es igual a cero s�� y solo s�� dn � � y� por lo tanto en este caso� � y � representan los

multiplicadores de Lagrange de un m��nimo local del funcional E	X� con las restricciones

s��l��n��m� � � y t�x�t
�
y�t

�
z � C� obtenidos por la t�ecnica de los multiplicadores de

Lagrange� En otras palabras� si dn � �� la soluci�on asociada Xn satisface la condici�on

del m��nimo local suministrado por la t�ecnica de Lagrange�

Resumiendo� el algoritmo completo para encontrar el m�nimo local del funcional
E	X� se puede expresar en los siguientes pasos�

�� Se elige un valor inicial para X� 	por ejemplo� la rotaci�on y traslaci�on obtenidas
por el m�etodo lineal�

�� Hasta la convergencia de Xn



	a� Se calcula rE	Xn� utilizando ec� 	��

	b� Se calcula dn utilizando ec� 	���

	c� Se calcula HE	Xn� utilizando ec� 	���

	d� Se calcula 	n utilizando ec� 	���

	e� Se calcula Xn�� � Xn � 	nd
n�

	f� Se normaliza Xn�� para cumplir con las restricciones�

Experiencias num�ericas

La simulaci�on que realizamos consisti�o en lo siguiente� Elegimos � puntos 	��D� de
un cubo inscrito en la esfera de centro 	�� �� �� y radio �� Situamos el foco de la primera
c�amara en el origen y su plano proyectivo� tangente a la esfera de centro 	�� �� �� y radio
�� en el punto 	�� �� ��� El foco de la segunda c�amara se sit�ua en el punto 	�� �� �� sobre
la misma esfera y su plano proyectivo� tangente a la misma� en el punto 	��� �� ���
Proyectamos los � puntos 	� � D� en ambas c�amaras� En este caso los valores de
los par�ametros� que determinan la posici�on de la segunda c�amara con respecto al de la
primera� vienen dados por 	s� l�m� n� tx� ty� tz� � 	 �p

�
� ���� �p

�
� ���� ���� ���� ����� que ser�a

el vector X que minimiza la energ�a E	X�� Para realizar las experiencias num�ericas
tomamos como aproximaci�on inicial X� una perturbaci�on de 	X� a�nadiendole un ruido
uniformemente distribuido�

Para esta aproximaci�on inicial 	X��� aplicamos los siguientes m�etodos de opti�
mizaci�on no�lineal�

�� El m�etodo propuesto�

�� El m�etodo de gradiente paso �optimo 	normalizando� en cada iteraci�on� los vectores
	s� l�m� n� y 	tx� ty� tz���

�� El m�etodo de gradiente paso alterno� en el que en cada iteraci�on se toma de forma
alternada las direcciones di � 	�� � � � � ���z�

i

� � � � � ���

Realizamos ������ pruebas distintas para la con�guraci�on anterior teniendo en cuen�
ta dos casos distintos� En el primero a�nadimos un ruido uniformemente distribuido
entre 
����� ���� sobre el vector X� y en el segundo un ruido entre 
������ ������ En las
siguientes tablas mostramos los resultados obtenidos para estos dos casos� Calculamos
la media del n�umero de iteraciones necesarias para converger y su desviaci�on est�andar
para cada m�etodo�

M�etodo Media Desviaci�on
M�etodo propuesto ���� �����

Gradiente paso �optimo ���� �����
Gradiente paso alterno ������ �����

Ruido ��	 sobre X



M�etodo Media Desviaci�on
M�etodo propuesto ����� �����

Gradiente paso �optimo ����� �����
Gradiente paso alterno ������ �����

Ruido ��
� sobre X

De los resultados obtenidos se deduce que el m�etodo propuesto converge� de forma
general� m�as r�apidamente hacia el resultado �nal que los otros dos m�etodos�
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