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Abstract

In this paper, we present some real problems which appear in computer vision which
yields to nonlinear system of algebraic equations. We study the problem of camera
calibration. Roughly speaking, camera calibration consists in looking at the camera
position in the 3 — D world using as information the projection of a 3 — D scene in a
2 — D plane (the photogram). The problem is quite different when we use a single view
or several views (stereo vision) of the 3— D scene. We will show in this paper how these
problems yields to nonlinear algebraic system of equations.

Introduccion

En esta comunicacién, vamos a estudiar el problema de la calibracién de imagenes, haciendo
especial énfasis en los aspectos geométricos y algebraicos. El objetivo de este trabajo es
presentar algunos problemas que aparecen en la teoria, y que dan lugar al estudio de sistemas
de ecuaciones algebraicos no-lineales. Consideramos EACA-99, un congreso de algebra
computacional y aplicaciones, un marco idéneo para presentar estos problemas, y estimular
una discusién sobre ellos.

La mayor parte de los resultados que se van a presentar, se encuentran en el excelente
libro de Olivier Faugeras [3]. Presentaremos el problema de la calibracién cuando se utiliza
una séla cdmara y cuando se utilizan dos cdmaras, como veremos, la forma de abordar el
problema es bastante distinta, y en ambos casos, en ciertas situaciones, llegamos a sistemas
de ecuaciones algebraicos.

El modelo que vamos adoptar para estudiar la calibracién de cAmaras es el denominado
”pinhole model” que asume un modelo proyectivo simple para el funcionamiento de la
cdmara. Es decir, la cdmara viene representada por un plano R en 3 — D y un foco



Figure 1: Proyecciéon de un punto 3-D.

C = (Cy, Cy,C,). La proyeccién de un punto M = (z,y, 2) de la escena 3 — D en la cimara
viene dada por la interceccién de la recta M C con el plano R, (véase figura 1).

1 Calibracion de Camaras utilizando una sola vista.

Calibrar una cdmara significa encontrar los pardmetros que determinan la proyeccién de
la escena 3 — D en el plano que determina la cimara. Hay dos tipos fundamentales de
parametros. Los pardmetros intrinsecos y los pardmetros extrinsecos. Una imagen captada
por una cdmara digital viene dada por una matriz de valores I(, j) (niveles de gris). I(i,j)
representa la intensidad de luz recibida por el pixel (i, 7) de la cAmara. Los pixels representan
las pequenas celdas (o captores) en los que estd dividido el negativo de la cdmara. Los
pardametros intrinsecos de la cdmara son la distancia focal f, el tamano del pixel (pg,py) y
la posicién en la cAmara (c;,cy) de la interceccién de la recta perpendicular al plano de la
cdmara que pasa por el foco con la propia camara. Si por ejemplo, el negativo de la cdmara
estd centrado respecto a la posicién del foco, entonces

Numero de pizels horizontales
Cy =
2

Numero de pizels verticales
C =
v 2

a nivel proyectivo los pardmetros f y (pg, py) estan relacionados entre si, es decir, si tomamos
una constante k, la proyeccién generada por una cdmara de pardmetros f y (ps,py) es
la misma que la generada por los pardmetros kf y (kpg,kpy). Por tanto, en lugar de los
pardmetros f y (pz, py) se utilizan los pardmetros a, = p,/f y ay = p,/f. Concluyendo, una
cdmara, tiene 4 pardmetros intrinsecos: oy, oy, ¢z, ¢;. Como su nombre indica, los pardmetros



intrinsecos no dependen de la posiciéon 3 — D que ocupa la cAmara en el universo 3 — D. En
muchas situaciones estos parametros se pueden conocer ”a priori” teniendo en cuenta las
caracteristicas técnicas de la cAmara.

Los pardmetros extrinsecos de la camara hacen referencia a la posicién 3 — D de la
cdmara con respecto a la escena que estamos contemplando. Para ello se fija un sistema de
referencia 3— D en la escena, y los pardmetros extrinsecos de la cdmara vienen dados por un
vector de traslacién ¢ = (t;,%y,t,) y una matriz de rotacién R = (r;;) con respecto a dicho
sistema de referencia. Dado que una rotacién depende de 3 pardmetros (el vector unitario
sobre el que se rota y el dngulo de rotacion), el nimero total de pardametros extrinsecos es
6.

Para establecer la manera en que los parametros de la cAmara determinan la proyeccién
de un punto M (3 — D) que se proyecta en un punto m (2 — D) resulta més conveniente
por diversos motivos trabajar con coordernadas proyectivas. El resultado fundamental se
establece en el siguiente teorema:

Teorema 1.1. (Faugeras [3]) Sea un punto M = (M1, My, M3, My) € P2, entonces la
proyeccion m = (my,mg,m3) € P2 de M en la cdmara que tiene por pardmetros intrinsecos
Oy Qy, Cz, Cy Y POT pardmetros extrinsecos t y R, viene dada por la siguiente expresion:

M,y
mi QzTy + Cat3 Oty + Cpty M,
mo | = | oyra+cyr3  ayty +cyts M (1)
mg r3 t, M,

donde r; presenta el vector columna i — ésimo de la matriz de rotacion R. A la matriz
423 que determina la proyeccién se le denomina P, es decir tenemos m = PM. Nétese que
como aplicacion lineal proyectiva, la matriz P estd definida médulo la multiplicaciéon por
una constante. o

Para calibrar la cdmara supondremos que existe un conjunto de puntos M; de los cuales
conocemos sus proyecciones en la cdmara m;, el problema fundamental de la calibracién
consiste en encontrar una matriz P de 423 elementos que verifique

m;=PM; Yi=1,.,N (2)

donde N es el nimero de puntos. En la prictica, para obtener el conjunto de puntos
(M;,m;) se utiliza, lo que se denomina, un calibrador. Un calibrador es un objeto como
el representado en la imagen de la figura 2, del cual conocemos con exactitud las coorde-
nadas 3 — D de algunos puntos. Por ejemplo, en este caso, conocemos (porque lo hemos
medido fisicamente), las coordenadas de los puntos que corresponden a las esquinas de los
rectangulos negros. Por tanto los puntos ]\A/fZ se elegirdn entre las esquinas de los rectangulos,
y los puntos m; serdn las coordenadas de dicho punto en la imagen.

Noétese que la matriz P posee 12 elementos, y que para cada par (M;,m;) la ecuacién
(2) determina, una vez eliminado el pardmetro proyectivo, dos ecuaciones que involucran a



Figure 2: Imagen de un calibrador.

los elementos de P. que vienen dadas por

3 3
> piMi +pua—my (Z p3iM; +p34> =0 (3)

i=1 i=1
3 3

> p2M; + pra — mo <ZP3¢M2' +p34> =0

i—1 i—1

Cuando N (el nimero de pares (Z\Z, m;) conocidos) es mayor o igual que 6, y dichos puntos
estdn en posicién general (es decir no son ciertas configuraciones geométricas especiales de
puntos) entonces es posible recuperar la matriz P a partir de las relaciones (2). La técnica
para calcular P es muy sencilla. Sidenotamos p = (p11,p12,...., p34) €l vector de 12 elementos
dados por las filas de matriz ]3, entonces las relaciones (3) pueden escribirse como Ap = 0,
donde A es una matriz de 2Nz12. Como p estd definido médulo una constante proyectiva,
podemos suponer sin perdida de generalidad que ||p|| = 1. El vector p puede interpretarse
como el vector donde alcanza el minimo la energia E(p) dada por:

E(p) = || Ap||> = pT AT Ap

con la restriccién ||p|| = 1. Un sencillo calculo nos lleva a que el minimo de E(p) corresponde
al autovector del autovalor mas pequeno de la matriz AT A. Por otro lado, también por
técnicas standard una vez conocida la matriz P es posible calcular a partir de ella las
configuraciones posibles de parametros intrinsecos y extrinsecos. Cuando N es inferior a 6,
por ejemplo N = 5, estdn técnicas standard no son operativas, y no dan ningtn resultado
debido a que tendriamos 10 ecuaciones lineales y 12 incdgnitas (los elementos de 15) En



este caso, lo que sucede es que el espacio de autovectores de la matriz A7 A asociado al
autovalor mas pequeno tiene dimensién mayor que 1, y por tanto no podemos determinar p
de forma tnica. Sin embargo, formalmente N = 5 deberia ser suficiente para obtener algin
tipo de resultado porque la matriz P depende de 4 parametros intrinsecos y 6 parametros
extrinsecos, es decir un total de 10 parametros, por tanto, 10 ecuaciones serian en principio
suficientes para encontrar posibles valores de los pardmetros intrinsecos y extrinsecos

Veamos como cuando N = 5, podemos llegar a un sistema algebraico de 11 ecuaciones
y 11 incégnitas para determinar los pardmetros intrinsecos y extrinsecos. Para ello, vamos
a expresar la matriz de rotation R algebraicamente. Es bien conocido que una matriz de
rotacién puede expresarse como

s2+12 —m? —n? 2(lm — sn) 2(nl + sm)
R= 2(Im + sn) s2—12+m?—n? 2(mn — sl) (4)
2(nl — sm) 2(mn + sl) s2— 12 —m? +n?

con la condicién adicional de que s2+12 4 TNnQ + n? = 1. Si sustituimos esta ecuacién en
la expresién de P dada en (1) obtenemos P expresada algebraicamente en términos de
$,0,myn, by, ty, b, €,y €y, 0 ¥ . (11 incégnitas). Al sustituir los valores de P en las ecua-
ciones (3) obtenemos 2 ecuaciones algebraicas. Si N = 5 tenemos 10 ecuaciones algebraicas.
La tindecima ecuacién viene dada por s2 + I2 +m? + n? = 1. Lo que determina un sistema
algebraico de ecuaciones de 11 ecuaciones y 11 incégnitas. N

Otra manera de formular el sistema de ecuaciones es el siguiente: Para que una matriz P
determine una proyeccién correctamente (es decir P pueda expresarse como en (1) a partir
de los pardmetros intrinsecos y extrinsecos) tiene que cumplir 2 condiciones (véase [3])

p%l ‘HD%Q +p§3 =1

P11 b31 p21 P31
pi2 | A| P32 : P2 | A| P32 =0
p13 D33 P23 P33

donde A indica el producto vectorial y - el producto escalar. Por tanto, en el caso N = 5,
si anadimos estas 2 ecuaciones a las 10 ecuaciones lineales que determinan (3) obtenemos
un sistema algebraico de 12 ecuaciones y 12 incégnitas.

2 Calibracion de Camaras utilizando dos vistas.

En el caso de tener 2 vistas sobre una escena, como se muestra en la figura 3, no es necesario
utilizar un calibrador para obtener informacién 3 — D sobre la escena, el par de imégenes
stéreo es suficiente para recuperar la geometria 3 — D. Supondremos en este caso que
conocemos los pardmetros intrinsecos de la cdmara, de hecho dichos pardmetros pueden
normalizarse de tal forma que ¢; = ¢, =0y a; = oy = 1.

Vamos a centrar nuestro sistema de referencia 3 — D en una de las imagenes. En este
caso, entendemos por calibrar las cAmaras, encontrar la rotaciéon R y traslacién ¢ que existe



Figure 3: Ejemplo de un par de imégenes stéreo.

ity
u
[y
¥

Figure 4: Proyeccién de un punto 3-D en dos planos.

entre las posiciones de las dos cdmaras. La informacién de la que partimos es un conjunto
de N pares de puntos m; = (u;,v;), m, = (u},v}) que representan la proyeccién del mismo
punto (z;,y;, z;) en las dos imédgenes.

Nétese que para cualquier par de puntos m; y m) las rectas Cm; y C'm! estdn en el
mismo plano, esto establece una condicién, denominada condicién de epipolaridad, que
relaciona m;, m}, ¢ y R. Un célculo directo nos lleva a que esta condicién puede expresarse
como:

T~ o
m;Qm; = 0. (5)
donde T} = (ul,v},1), T'm,; = (ui,v;, 1), y Q viene dada por la matriz

(risty —ri2ty)  (rit, —riztz) (riote —rity)
Q= | (rosty —ragty) (roit, —rosty) (rogty —ra1ty) (6)
(r3sty —r32ty) (r3it; —rasty) (rssts —r3ity)



El método standard de calibracién en este caso consiste en tomar N pares de puntos
(mi,m}) (con N > 8), montar un sistema lineal de ecuaciones para encontrar los elementos
de una matriz ) que verifique (5) para todos los pares de puntos (m;, m}). Para ello se utiliza
el denominado algoritmo de 8 puntos introducido en [6]. Este algoritmo se basa, como en
el problema anterior de una séla cdmara, en el cdlculo del minimo de una energia que se
resuelve calculando el autovector asociado al autovalor mas pequeno de una cierta matriz.
Una vez calculado @, se calculan las posibles rotaciones R, y traslaciones ¢ que cumplen
la relacién (6). Notese que la relacién (5) es homogénea en t, y por tanto @ sélo puede
determinarse médulo un factor de escala. Normalmente se normaliza ||t|| = 1. Por tanto
para recuperar de manera exacta la posiciéon 3 — D de los los puntos cuyas proyecciones
son (m;,m}) es necesario alguna informacién adicional (por ejemplo conocer la distancia
exacta entre dos puntos concretos 3 — D de la escena ), si no poseemos alguna informacién
adicional de este tipo, entonces la informacién 3 — D que recuperamos es mdédulo un factor
de escala. Es decir la forma de los objetos es reconocible, pero no su tamaifio exacto.

Noétese que para cualquier matriz Q de 3x3, no existe una rotaciéon R y traslacion ¢ tal
que @ pueda expresarse como (6). El resultado fundamental en este sentido es el siguiente:

Teorema 2.1. (Faugeras [3]) Dada una matriz Q, existe una rotacion R y una traslacién
t tal que Q pueda expresarse como (6) si solo si

Q=0
% (traza (TQQ))2 —traza (TQQ)2 =0

Notese que con respecto a los elementos de (J, la primera ecuacién es un polinomio de
grado 3, la segunda ecuacién es un polinomio de grado 4. El nimero de parametros libres
necesarios para determinar la rotacién y traslacién es 5 : 3 para la rotacién, y 2 para la
traslaciéon (teniendo en cuenta la condicién [|¢]] = 1). Por tanto resulta razonable pensar
que con 5 pares de puntos (m;, m}) seria suficiente para determinar posibles valores para la
rotacién R y traslacion ¢. Si N = 5 (nimero de pares (m;, m})) podemos plantear un sistema
algebraico de 8 ecuaciones y 9 incégnitas dado por las ecuaciones lineales (5) para los 5 pares
de puntos (m;, m}) las dos ecuaciones dadas por el teorema anterior, y la ecuacién adicional
Zi,j qgj = 1. A pesar de que hay menos ecuaciones que incégnitas, el niimero de soluciones
esperado del sistema es finito. En una consulta personal realizada al Profesor Faugeras sobre
esta cuestion, éste nos indico que el sistema tiene un nimero finito de soluciones debido a
que la segunda ecuacion del teorema anterior determina implicitamente 2 condiciones sobre
Q. Por ejemplo, una ecuacién del tipo (22 +y% 4+ 2?)? + (zy — 1)? = 0 es una tinica ecuacién
que determina 2 condiciones sobre las variables z, vy, z.

Este problema también fue abordado en [4] donde se presenta un algoritmo de 5 puntos
para calcular las posibles configuraciones de rotaciones y traslaciones. El algoritmo se basa
en primer lugar en calcular los denominados epipolos (puntos de interceccién entre la recta
CC'" y los planos de las cdmaras), y a partir de ahi recuperar las rotaciones y traslaciones
posibles. En dicho articulo se demuestra que el nimero de configuraciones posibles es 10.



Otra formulacién alternativa del problema es utilizar la descripcién de una rotacién,
utilizando cuaterniones, dada por la expresién (4), sustituyendo dicha expresién en las
ecuaciones (6) y (5) obtenemos la ecuacién:

L, ! ty (2nl + 2sm) —t, (2lm — 2sn)
uv; z(s +02—m —n)—t (2nl + 2sm
u, tx(2lm—23n)—ty(s +l2—m —n)
v, ty (2mn — 2sl) —t, (s* — 1> + m? — n?)
viv; . t, (2lm + 2sn) — tg (2mn — 2sl) =0
] ty (s? =12+ m? — n?) — t, (2lm + 2sn)
U ty (s> =12 —m? +n?) —t, (2mn + 2sl)
v; t, (2nl — 2sm) — t, (32 —2—-m?+ n2)
1 tz (2mn + 2sl) — t, (2nl — 2sm)

Si N =5, la expresion anterior determina 5 ecuaciones cuyas incognitas son 7 : s, [, m,
n, ty, ty y t,, estas 5 ecuaciones se completan con las dos ecuaciones

s+ +m?+n?=1
ot +12=1

construyendo asi un sistema algebraico de 7 ecuaciones y 7 incognitas. Este problema ha
sido resuelto utilizando técnicas algebraicas por Emeris (véase [1] y [2]) simplificando el
sistema de la siguiente forma: Se realiza un cambio de variable utilizando cuaterniones. Los
cuaterniones son elementos del espacio IR*, que se expresan como $ = (sg,s) donde sq es un
ntimero real, y s €IR3, y donde se ha definido una ley de composicién interna de la siguiente
forma;:

(80, S) X (d[], d) = (Sodo — SdT, 80d+d05 +sA d)

donde s A d define el producto vectorial usual en IR3. El espacio IR® se sumerge en en
conjunto de los cuaterniones, como los elementos (sg,s) tales que sg = 0. De manera similar
a los niimeros complejos, se define el conjugado de un cuaternién como (sg,s) = (sg, —s),
cumpliendose la propiedad (sg,s) x (so,s) = (s2 + |s||*, 0). Volviendo a nuestro problema,
vamos a denotar por ¢ = (s,l,m,n) el cuaternién que determina la matriz de rotacién R, y
por t = (0, ., ty,t;) el cuaternién que determina el vector de traslacién t. Vamos a sustituir
ahora ¢, por el cuaternion d definido como d = { x g. De tal manera que ahora las nuevas
incognitas son d y ¢. Realizando ahora algunas manipulaciones algebraicas, y suponiendo
que go = dy = 1 se obtiene que la relacién de epipolaridad Tm!Qm; = 0, en las nuevas
incognitas se escribe como

(ml'a) (mTd) +mTm; + (g A Q)" ml + (M Aq) (dA W) +m! (dAm)) =0

para ¢ = 1,..,5. La gran ventaja de estas ecuaciones es que son bilineales respecto a m; y
m;. Ademds a estas 5 ecuaciones tenemos que anadir una ecuacién més que determina que



cuando recuperemos el cuaternién ¢, éste verifique que ¢y = 0, ello determina la condicién
adicional

1—dt" =0

a partir de este sistema de ecuaciones, Emeris desarrolla un método puramente algebraico
que determina de manera exacta el conjunto de soluciones posibles utilizando técnicas en el
contexto de la teoria de variedades toricas y la eliminacién dispersa.

En el caso de tener 3 o mas imagenes de una escena, también aparecen de forma natural
condiciones de tipo algebraico determinadas por la geometria epipolar de las diferentes
cdmaras. Un estudio sobre estas condiciones ha sido desarrollado por Faugeras y Mourrain
en [5].

Existen otros problemas interesantes en Robdtica, como la manipulacién de un brazo
articulado de robot con 6 grados de libertad (véase [7]), que conducen de forma natural
a la resolucién de sistemas de ecuaciones algebraicos. En este caso, el problema consiste
en dada una posicién determinada en el espacio, encontrar las posibles configuraciones de
los elementos del brazo articulado del robot, para que el robot alcance dicha posicién en
el espacio. Es un problema que surge de forma natural en las cadenas de montaje de las
industrias que utilizan robots articulados.
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