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Los presentes apuntes han sido elaborados con el fin de cubrir
el programa de la asignatura "Campos y Ondas Electromagnéticas” de
2?2 Curso de Ingenieros Técnicos de Telecomunicacién. De esta forma,
se intenta facilitar al alumno el estudio de esta asignaturaj; dado
que no existe un libro de texto que se ajuste fielmente al programa

actualmente impartido,

Momentdneamente, y debido a su complejidad, los temas irdn apa-

reciendo en fasciculos.

En el Tema 1 se estudiardn las Ecuaciones Generales de Maxwell

Y se definirédn los conceptos fundamentales.

Los Temas 2, 3 y 4 tratardn la Electrostdtica, Magnetostdtica

Yy Campos Electromagnéticos Cuasiestacionarios, respectivamente.
El Tema 5 se dedicard al estudio general de la Electrodindmica.

Los Temas 6 y 7 comprenderdn el estudio de Ondas Electromagné-

ticas, tanto libres como guiadas.

Agradezco la colaboracién prestada por D. Eduardo Rovaris Rome-
ro en la preparacién de estos apuntes, y la rapidez y esmero del

Departamento de Publicaciones,

Las Palmas de G.C., Noviembre 1,984

Rafael A, Montenegro Armas

A
R, Houferrq®
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trabajo o energia

potencia

fuerza

campo eléctrico

campo magnético

induccién eléctrica

induccién magnética

polarizacidn eléctrica
polarizacidén magnética

vector de Poynting

vector potencial

potencial eléctrico escalar
voltaje

flujo magnético

carga eléctrica puntual

carga eléctrica global

densidad de carga lineal

densidad de carga superficial
densidad de carga volumétrica
intensidad de corriente eléctrica
densidad (volumétrica) de corriente eléctrica
densidad superficial de corriente eléctrica
conductividad eléctrica
resistencia eléctrica

capacidad

coeficiente de autoinduccién
impedancia

impedancia caracteristica

coeficiente de induccidén mmtua entre los circuitos
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coeficiente de autoinduccién interna

coeficiente de autoinduccidn externa

constante dieléctrica (o permitividad) absoluta
constante dieléctrica (o permitividad) relativa
constante dieléctrica (o permitividad) del vacio
permeabilidad absoluta

permeabilidad relativa

permeabilidad del vacio

susceptibilidad eléctrica

susceptibilidad magnética
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Se exponen a continuacién las unidades de las magnitudes mds

usuales en Electromagnetismo. Trataremos exclusivamente el siste-

ma M.K.S5,Q.; este sistema toma como referencia bdsica para las

magnitudes mecdnicas el sistema M.K.S., como magnitud electromag-

nética fundamental elige la carga eléctrica y el culombio como

unidad para medirla (Comisién Electrotécnica Internacional, afio

1.935).
MAGNITUD

Longitud

® 9 ¢ 000 00 00

Masa

Tiempo

Frecuencia

e o 00 0500

Angulo

® e & 0 0 0 00 99 90

Pulsacién ..

Velocidad lineal

Aceleracidén lineal

Fuerza

® 9 & 0 6 ¢ ¢ s 0000

PreSién ® e ¢ 0 0090 0000

Trabajo o Energia .

Potencia

Carga eléctrica ...

® 8 0 0 0 0 000000 s 00 s
® 66 000 0060 00000
® O @ ¢ 0 0 0 0 S OO 0B 00 e 00
® ¢ 068 006 0060 0 0 0008054 0
» ® 0 0 0 0 0 00 0 0 00 s e
® @ 0 ¢ 00 0 0 08 0000000
® 9 00 060 0 006060 00080900000
® 6 06 80 06 0 0 00 00 005900000
® @ 8 000 000000000000
® © 0 ® 00 0600000600000
® ® 6 8686 85 0600 0 0060 0900 o0
0.0.....00000000000

Intensidad de corriente eléctrica ...

Densidad (volumétrica) de corriente .

Densidad superficial de corriente ...

Campo eléctrico ...
Potencial eléctrico
Impedancia

Admitancia

* 8 00 0000

CapaCidad 0 0000000

Coeficiente de autoinduccién

ctescscsecssseseca
o voltaje ceceesee
ceeecscscscsccsssssea
essesessccsscananae
cesesescessstoncae

*® e 0 00 000

Conductividad
Constante dielédctrica
Permeabilidad

Induccidén elédctrica

® 8 08 0 6000000000

® 6 0 0 9060000 0804009040000

® &6 8 6 0 06 0 065 0 8 4 000 900

UNIDAD

metro (m)
kilogramo (kg)
segundo (s)

1/s = hertz (Hz)

radidn (rad)

rad/s

m/s

m/s2

kg'm/s2 = newton (N)

N/m2

N.m = julio (J)

J/s = vatio (W)

culombio (C)

amperio (A) = C/s

A/m2

A/m

N/C = V/m

W/A = N.m/C = voltio (V)

V/A = ohmio (N)

1/0L = siemens (S)

C/V = faradio (F)

V.s/A = henrio (H)

S/m

F/m

H/m .
2
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® 6 2 8 0 6 00 0 0 0006008 000000

Profundidad de penetracidn .....ceececes

Vectorde PO'y’nting @ 0 0 0 0 00 40 00000 e 0 e

Densidad de carga lineal ...¢.cecceoces

Densidad de carga superficial ...ceecea

Densidad de carga volumétrica ..cceceees

® @ 000 000000000

V.s = weber (Wb)
Wb/m2 = Tesla (T)
A/m

rad/m

rad/m = 1/m
rad/m

m

m
W/m
C/m
Cc/m
C/m3
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FACTOR por el que se

PREFIJO SIMBOLO
multiplica la unidad
1018 exa "E
lO12 tera T
109 giga G
106 mega M
103 kilo k
2
10 hecto h
10 deca da
10~ deci d
10-2 centi c
10~ mili m
-6
10 micro I\
102 nano n
10-12 pico P
1015 femto f
10_18 atto a
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CONSTANTES
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Constante dieléctrica del vacio:

Permeabilidad del vacio:

Velocidad de la luz en el vacio:

Carga del electrén:

Masa del electrdn en reposo:

Conductividad del cobre a 20°C:

0-7

FISICAS

T S ot S o S I ey A T A Sy S Ay Sy S D Sy el Sy T S Aoy WA T Ty — S Sy Sty
32—

2,9979 108 m/s
1,602 - 10712 ¢
9,1091 - 10~31 kg

5,7 107 s/m
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S ISTEMAS

D E COORDENADAS
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2,- CILINDRICAS.

z 5 .
hd
£,
z
¥ Q /
X
3.- ESFERICAS
z
P
P& ¢
8
e I
‘9

Coordenadas: P (x,y,z)

Vectores unitarios: 2,9,2

Coordenadas: P (r,y,z)
Vectores unitarios: P, 8,2

Transformacidn a cartesianas:

X

r COoS v
Y = T senvwy

2 = Z

Coordenadas: P (r,0,v)
Vectores unitarios: f,é,@

Transformacidén a cartesianas:

x

Y
Z = r cos@

L}

r senB cosvy

r senf sensyp
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1.- COORDENADAS CARTESTIANAS.

Sea un campo escalar definido por:
U = U(x,y,z)
Sea un campo vectorial:
A=Ax2+Ay?+Azz

donde A_, Ay’ A son funciones escalares de (x,v,z). Entonces:

grad U = U 2+ —EE— v+ 3u 2
ox oy dz
- oA A
div A = X + Y + Z
d x d v 3z
- 0A A dA A
rot A = z_ .- Y Ve x_ z y_ X ya
(53 e I R el we
2 U v 32y
V' U = +

- 2 2 2
v = %
A VAxﬁ-rV Ay?-o-v Azz
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2,- COORDENADAS CILINDRICAS.

Sea un campo escalar definido por:

U = U(r,y,2)

Sea un campo vectorial:

donde Ar’ A

b

A = Ar # o+ A? ¢ + AZ 2

» A, son funciones escalares de (r,¢,2z). Entonces:

grad U = U P4+ 1 ou $ + 14 2
or r oy oz
- 3(r A) JA A
div A = L L + 1 hi + Z
r d r r Jd d z
- 1 A BAY aAr A
rot A = ( R ) 2o+ ( - Z) ¢ +
r JdY d z J z dr
1 3(r AY) JA X
+ - ) 2
dr d vy
Ry L 3 ( U ) 1 3%y . %y
r dr dr r?  3¢? 322
- dA A
V2 A = (V2 A - 2 v - r ) P4
o r®  dy r?
A A
. (V2 A? + 2 r - 4 ) $ +
2 dv 2
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3.~ COORDENADAS ESFERICAS.

Sea un campo escalar definido por:
U = U(r,6,¥v)

Sea un campo vectorial:

A=Arr+Aee+A\P\P

A, son funciones escalares de (r,6,9). Entonces:

donde Ar’ Ae, v

14 A 1 ouU

grad U = T+ 2 —éE- 0 + P
or T 00 r sen® oy
dA
- 1
div A = —— ---a-—-(r2 A) + 1 3 (sene AJ) + hi
r? dr r r sen® r sen® v
dA
rot A = = ( 0 (sene AV) - © ) © o+
r sen® oy
1 1 BAr d(r AY) .
+ ( - ) 6+
r sen® oy or
L L 3(r Ae) ) bAr >
r dr b)) e
72 U = t ps) (r2 oU ) + - 1 h:) (sene dU
r or or r< sené 36 Jde
. 1 3%y
r? senl@  dy?
oA A
2 =~ 2 2 N4 e bt
VT A = (VT A = —=(A 4 cotgd A cosecH + r +
(V5 A, " (a, g0 Ag + 5 s )
(v2 2 M 2o ) s
+ (VA - cosec @ A, - 2 + 2 cotg® cosecO
dA Ag
+ (V2A - (005e029 A_ - 2 cosec® L - 2 cotgé cosec® é-))q
¥ r A4 a? Bw
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TEOREMAS FUNDAMENTATLTLTS

l.~- TEOREMA DE GAUSS~OSTROGRADSKY:

—

" El1 flujo de un campo vectorial, A, a través de una
superficie cerrada, S, es igual a lg integral de volumen
de la divergencia de A extendida al volumen, V, encerrado

por la supexrficie S ",

2.,- TEOREMA DE STOKES:

—_

" La circulacién de un campo vectorial, A, a lo largo

de una linea cerrada, c, es igual al flujo del rotacional
g ’

de A a través de cualquier superficie, S, que tenga como

contorno la linea c ",

A . dl / rot A . dS
S
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1.0.- INTRODUCCION.

El estudio de los fendmenos electromagnéticos se puede

enfocar principalmente desde dos puntos de vista:

a) Siguiendo el desarrollo histdérico de la Electricidad
y Magnetismo, encontrdndonos con nombres como Coulomb, Gauss, La-

place, Faraday,..., que nos introducen en las Leyes fundamentales,

hasta llegar a las Ecuaciones de Maxwell.

b) Partiendo de las Ecuaciones de Maxwell tomadas como
postulados indiscutibles en la actualidad y que definen con toda
generalidad cualquier fenémeno electromagnético, Un planteamiento
desarrollado de esta forma gana en rigor cientifico, aunque quizds

sea menos intuitivo que el planteamiento histérico.

Nosotros vamos a tomar el segundo camino; es decir, par-
s rd
tiremos de las ecuaciones mas generales para en posteriores temas

hacer las particularizaciones necesarias en cada caso.

1.1.- CARGA Y CORRIENTE ELECTRICA.

El origen de todos los fendémenos electromagnéticos es la
existencia de la carga eléctrica y el movimiento de ésta. Se ha
definido muchas veces la carga eléctrica como un exceso o defecto
electrones en los dtomos de un cuerpo, pero en si, la esencia de
esta magnitud base no se conoce, aunque se pueden ver los efectos

f{sicos que produce. Se pueden citar los siguientes:

- Una carga eléctrica crea un campo a su alrededor, que
l1lamaremos eléctriCO, capaz de ejercer una fuerza sobre otras car-
gas que estén dentro de é1, incluso cuando las cargas estan en re-
poso.

~ Las cargas eléctricas cuando se encuentran en movimien-
to son capaces de crear fuerzas sobre otras cargas en movimiento.
Este tipo de fuerzas, de origen distinto al anterior, son las lla-

madas fuerzas magnéticas.

Debe quedar claramente sentado desde un principio que la
teoria que pretendemos desarrollar no corresponde a un estudio mi-

croscépico de la materia, sino a una visién macroscépica de ésta.
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Por ello, y aunque la separacidn entre ambos estudios no pueda
quedar definida con precisidén por tratarse de un concepto rela-
tivo, vamos a considerar siempre cargas o agrupaciones de carga
que ocupen un espacio apreciablemente mayor que el correspondien-
te a las particulas elementales, cuya existencia estd demostrada,
pero cuyo estudio entra dentro del campo un tanto probabilistico
de la teoria cudntica; y no en la consideracidén del fendmeno en
gran escala tal y como vamos a tratar. Desde luego, la validez de
nuestras conclusiones se hard menos exacta cuanto mds nos acerque-

mos al estudio microscépico.

Podremos decir que un cuerpo tiene una carga global posi-
tiva o negativa, si posee un defecto o exceso de electrones, res-
pectivamente. Esta teoria nos lleva a la conclusién de que el ni-

mero de cargas existentes en la naturaleza es una constante,

Veamos a continuacidn el concepto de densidad de carga
volumétrica, que representaremos por ~Pv . Sea un cuerpo gue ocu-
pa un volumen, V, en el espacio y en que hay una distribucidén de
carga en su interior. Si consideramos un elemento de volumen, dV,
correspondiente a un punto genérico, en el que existe una cantidad
de carga, dq, definimos la densidad de carga volumétrica en dicho

punto como el cociente:

d
Py = = (1-1)

En general, esta magnitud, que representa carga por unidad de vo-
lumen, serda funcidén del punto considerado y del tiempo. La carga
eléctrica global,Q, que poseeria el volumen V en su interior, ven-
dra dada por la integral de volumen de p- extendida a dicho volu-
men V: (,gm

v

v "bwj

Q= | P, av %wm »’;’- (1-2)

Andlogamente se pueden definir la densidad de carga super-

ficial, Ps , y la densidad de carga lineal, P; , cuando la carga

estd distribuida en una superficie, S, o en una linea, L.

- 4 . - _d -
(1'3) Ps = ”E%‘ H Pl = —E%— (1 h)

g

. los aultores. Digitali
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Siendo dq la cantidad de carga existente en el elemento de super-

ficie dS 6 en el elemento de longitud dl, segun el caso.

También podemos decir que la carga global, Q, existente

en la superficie S vendrd dada por la integral de superficie de fg

extendida a dicha superficie:

Q = -Ps ds
1-
] (1-5)
Y asi mismo, la carga neta que poseers 1a linea L vendrd dada por
la integral de linea de P; extendida a 1o largo de ella: '
Q = LPl d1 (1-6)

En cuanto a la magnitud base deil electromagnetismo,

la
carga eléctrica,

nos queda por decir que su unidad de medida en
el sistema M.K.S.Q. (el mds usual) es el culombio (c).

En todos los conductores existe una carga libre, capaz

de moverse siempre que exista una diferencia de potencial ( este

concepto serd estudiado en el siguiente tema ) entre dos puntos

del mismo. Este movimiento de cargas es lo que llamamos corriente

rd
Este fendmeno nos lleva a considerar una nueva maghnie

necesariamente vectorial, que defing de alguna manera el mo-
vimiento de cargas.,

eléctrica.

tud,

Esta magnitud es 1a llamada densidad volumé-

trica de corriente, J , (6 simplemente, densidad de corriente).

la direccidn de J serd 1a del movimiento de las
cargas que pasen por dicho punto. Y, por convenio, se ha tomado
como sentido de J el del movimiento d

son positivas,

Para cada punto,

e las cargas, cuando éstas
Y el contrario si éstas son negativas,
vendra dado por la cantidad neta de carga,

unidad de tiempo, dt

Su médulo
dq , que atraviesa por
» Un elemento de superficie, dS

s Normal a
la direccion del movimiento de las cargas en dicho

punto, En la

figura adjunta se representa una linea de co-

J .
L rriente, L., (trayectoria seguida por una su-
4s césion de cargas) y se puede observar como el

vector J es tangente a ella en cada punto,

Podemos sacar como conclusidén que el valor de la densi-

dad de corriente J dependersi en general del punto e instante con-
siderado.,
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Por otro lado, si tenemos una superficie S, a través de
la cual existe una fluencia de cargas, definimos una nueva magni-
tud llamada intensidad de corriente eléctrica, I , a través de di-
cha superficie, como la carga neta global, dQ , que atraviesa la

superficie S en la unidad de tiempo.

I = -23— (1-7)

dt

Teniendo en cuenta la definicidn de densidad de corrien-

te J , se puede decir que la intensidad de corriente, I , a través

de una superficie S , no es mds que el flujo del vector J a través

de dicha superficie:

I = J - ds (1-8)

La unidad de intensidad de corriente eléctrica mds uti-
lizada (sistema M.K.S.Q.) es el amperio (A). Tal que, decimos que
la intensidad que atraviesa una superficie S es de un amperio,
cuando la carga neta que pasa de un lado a otro es de un culombio

cada segundo.

Es evidente que el valor de la intensidad I depende de

la superficie elegida S y del instante considerado.

—_

La unidad de densidad de corriente J en el sistema estu-

diado es (A/m?); esto se deduce ficilmente de la expresidén (1-8).

Cuando en lugar de encontrarnos con un movimiento de
cargas en el interior de un medio material, éste se produce uni-
camente en su superficie, S , se suele definir su movimiento pun-
tual mediante la llamada densidad superficial de corriente, 3’;

esta magnitud vectorial es un caso particular
de la definicién de J. E1 médulo de'gvnos re-
presenta la cantidad neta de carga, dq , que

atraviesa por unidad de tiempo, dt , un ele-

mento de longitud, dl1 , situado sobre la super-

ficie, S , ¥y perpendicular a la direccidén del movimiento de cargas

en el punto considerado. El sentido y direccidén son andlogos al de
J.
La densidad superficial de corriente E'tiene por unidad

de medida el amperio por metro (A/m).
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Anteriormente ya se ha indicado que la carga eléctrica
es una constante en la naturaleza. Esto no es mds que una conclu-
sién del Principio de Conservacidn de la carga. No existe eviden-
cia, ni comprobacidén experimental, que nos haga admitir que la
carga pueda crearse o destruirse en cantidades macroscépicas. Es-

te principio nos lleva a consecuencias de mayor interés,

En efecto, sea una superficie cerrada S en cuyo interior
existe una densidad volumétrica de carga, P,, , dependiente del pun-
to e instante considerado. Si existe movimiento de cargas, de acuer-
do con el Principio de Conservacidn, debe verificarse que el flujo
neto de carga que sale de S tiene que coincidir con la disminucidn

de carga en el volumen V encerrado por S, es decir:

- — d
I= J + dS = = —— Py av = - 3 Pv 4v
s dt \' v ot

Segiin el teorema de Gauss-Ostrogradski, también llamado

de la divergencia, tenemos que:

J . ds = div J .4V = = 3 Pv v
S v v ot
O bien:
(aiv i+ 2 yav=o0
v ot

Teniendo en cuenta que el integrando es una funcién con-
tinua y que el resultado de la ecuacién anterior debe verificarse

para cualquier volumen, por pequeifio que sea, debe cumplirse que:

=0 (1-9)

Que es la llamada ecuacién de continuidad. Esta ecuacién
diferencial tiene gran importacia, pues nos relaciona la densidad

—

de corriente J con la densidad de carga volumétrica.f’v .

Obsérvese que si la densidad de carga volumétrica no de-
pende del tiempo, la ecuacidén de continuidad se reduce a que la
div J = 0 , esto es lo mismo que decir que el flujo de J a través

de cualquier superficie cerrada seria nulo.
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1.2.- DEFINICION DE LOS CAMPOS FUNDAMENTALES E y B.

Veamos a continuacidn las definiciones mds elementales

de los campos fundamentales utilizados en electromagnetismo,

a) Campo_eléctrico (E):

Sea una carga puntual q situada en el origen de coorde-
nadas. Esta carga es capaz de crear una fuerza sobre cualquier otra
que se encuentre a su alrededor. Decimos que en cada punto P del
espacio existe un campo vectorial, que llamaremos campo eléctrico,
E . Esta magnitud se define como la fuerza que ejerceria la carga q
sobre una carga unitaria (+1 C) situada en el punto P, Su valor

viene dado por:

E=—1_ .92 (1-10)

Donde: € = constante dieléctrica (o permitividad) absoluta
del medio que rodea a la carga q.
Tal que: €= €, - &, (1-11)
Siendo: £y = constante dieléctrica (o permitividad) relativa.
€, = constante dieléctrica (o permitividad) del vacio.

El valor de la constante dieléctrica del vacio se obtie-
ne experimentalmente., Para el sistema M.K.S5.Q. resulta:

2
€, = 8,8542 . 1072 S (1-12)

N m2
Para cada medio material se considera un valor de la constante die-

léctrica relativa, que no posee dimensiones.

Si en el punto P se situase una carga q', la fuerza ejer-

cida por la carga q sobre q' vendria dada por:

-I': = q'. -i = . by (1-13)
% 43 r?

De esta expresién, llamada Ley de Coulomb, se deduce facilmente que
la unidad del campo eléctrico es el cociente entre la unidad de

fuerza y la de carga; es decir, N/C , para el sistema M.K.S.Q.
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Si tenemos una distribucidén de n cargas puntuales , q; ,
(i=1,2,...,n ) situadas arbitrariamente en el espacio, el campo
eléctrico E que crea dicha distribucidn en un punto P se puede ob-
tener como la suma vectorial de los campos E& s Que cada carga crea

en dicho punto, (principio de superposicién).

— n -
E=) Ey (1-14)

i=1

b) Campo magnético (B) :

Ya se ha indicado que las cargas eléctricas en movimien-
to crean un campo a su alrededor, que llamamos campo maghético ﬁ,
Y que tendrd un valor para cada punto del espacio. Si una carga
puntual g se introduce en dicho campo llevando una velocidad ;:

-
el campo magnético ejercerd una fuerza F , tal que:

F=q(vx58) (1-15)

Obsérvese que esta fuerza lleva la direccién perpendicular al pla-

no formado por ;'y B , v es proporcional a los valores de las tres

magnitudes que intervienen en el fendmeno.

En el caso particular en que el movimiento de las cargas
se realice a lo largo de un conductor filiforme, que se encuentra
en el interior de un campo magnéticolﬁ, puedo considerar un elemen-
to del conductor Ei que llevard la direcciédn del conductor y el
sentido de la intensidad I que circula por é1, tal que la fuerza,
EF, que ejerce el campo.ﬁ; existente sobre el elemento del conduc-

ol
tor dl1, viene dada por:

b1

dl a_f\ (_i_lt" = dgq ( a1 X E ) (1-16)
E ' dt

— —
Siendo dq la carga que existe en el dl, y dl/dt la velo-
cidad con que se mueve. Esta expresidén se puede poner de la siguien-

te forma:
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Teniendo en cuenta la definiciédn de intensidad de corrien-

te eléctrica (ver expresién 1-7) obtenemos que:
dF = I (dl x B ) (1-17)

La fuerza global que actda sobre el conductor L seria la
integral de lfnea extendida a toda su longitud.
F=|]dF=| T (dlxB) (1-18)
L L
De la expresién 1-17 se deduce f4cilmente la unidad de
medida del campo magnético B en el sistema M.K.S.Q. 3 se le da el
nombre de tesla (T).

N
Am

T =

Si introducimos el concepto de flujo § del campo magné-
tico B a través de una superficie S:

p=| B.as (1-19)
S

Su unidad se deduce fdcilmente de esta expresidni se le
da el nombre de weber (Wb):

N 2 N-m J
A-m A A

Wb =

Fdcilmente se ve la relacidn:

A veces, se da el valor del campo magnético en el sistema C.G.S.
gausiano, La unidad de medida es el gauss. Tal que la equivalencia
que posee con el tesla es:

1T = 1oh gauss

Hasta ahora hemos visto la existencia de fuerzas exclu-
sivamente eléctricas (a) & magnéticas (b). Ambos efectos se pueden
superponer, tal que si tenemos una carga puntual q que se mueve
con una velocidad Vv en el interior de una regién en la que existe

un campo eléctrico E y un campo magnéticoiﬁ, estos ejercerdn una
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fuerza electromagnética‘§ que vendrd dada por la expresidn:
- -y —r —
F=q (E +vxB) (1-20)

Esta es la llamada Fuerza de Lorentz. Obsérvese que es=-
ta expresidn no es mfs que la superposicién de los efectos eléc-
tricos (ver expresidn 1-13) y magnéticos (ver expresién 1-~15).
Esta expresidn tiene gran importancia dado que es vdlida incluso,
en el caso en que los campos electromagnéticos E Y E, que actdan
sobre la carga q, sean funcidén del tiempo y del punto en que Sse

encuentre la carga q, en cada instante,

1.3.- DEFINICION DE LOS CAMPOS AUXILIARES D v H.
MEDIOS MATERIALES.

En la pregunta anterior se han definidoe los campos fun-
damentales E y B, asociados cada uno a los fendmenos eldctricos y
magnéticos respectivamente. Ahora bien, para estudiar los fendme-
nos electromagnéticos resulta cémodo definir dos campos auxiliares
D y i, E1 campo auxiliar D estd relacionado con el campo eldctri-
co E y mds concretamente, con la carga libre existente en los cuer-
pos. El campo auxiliar il estd relacionado con el campo magnético
B. Veremos en el estudio de las ecuaciones de Maxwell su relacién
con la densidad de corriente libre y de desplazamiento, (conceptos
que yva estudiaremos). Vamos a estudiar a continuacidn, las relacio-
nes funcionales existentes entre los campos fundamentales y los

auxiliares:

D

fl(ﬁ)
(1-21)
H

£ (B)

Impondremos a estos campos auxiliares que estas relaciones depen-
dan tnicamente de las propiedades del medio material en las proxi-
midades del punto estudiado.

De jemos,primeramente, bien clara la cuestién de la nomen-
clatura. En algunos libros antiguos, se encontrard que llaman al
campo auxiliar H intensidad del campo magnético, debido a que se
le consideraba como campo fundamental., Luego definfan B d4ndole
el nombre de induccién magnética. Incluso algunos autores modernos,
que tratan el campo ﬁ'como campo fundamental, se creen obligados

a seguir llamédndolo induccién magnética, debido a que el nombre de
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—
campo magnético se reservd historicamente para H. En estos apuntes,

proponemos la siguiente nomenclatura, pues nos parece mds acertada:

- Campos fundamentales:
E: campo eléctrico
B

: campo magnético

-~ Campos auxiliares:
-l
D: induccién eléctrica
—

H: induccién magnética

También se suele llamar al campo'ﬁ desplazamiento eléc-
trico.

Antes de establecer el tipo de relacidn funcional f1 Y
f2 entre los campos (vease expresién 1-21) en los distintos medios,

vamos a clasificar éstos segiin sus caracteristicas y propiedades
fundamentales:

a) En cuanto al comportamiento segin las direcciones estudiadas

en el entorno de un punto dado, el medio puede ser:

- Isétropo: cuando las propiedades del mismo varfan de igual

forma en todas las direcciones en las proximi-
dades del punto considerado.

- Anisétropo: cuando no es isétropo.

Muchos cristales dtiles, asf como los gases ionizados y las fe=-

rritas con campos magnéticos aplicados son medios anisétropos.

En cuanto a la dependencia de sus propiedades del punto consi-
derado, el medio puede ser:

- Homogéneo: cuando todos sus puntos poseen iguales propie=-
dades fisicas.

- Inhomogéneo: § no homogéneo, cuando no es homogéneo.

Un medio no homogéneo, importante en la prdctica, es la atmés-
fera. Su inhomogeneidad es debida a los cambios de temperatura

v humedad, 8§ a la ionizacidén en los niveles més altos.

c) En cuanto al comportamiento del medio con relacién a las ampli-

tudes de las magnitudes estudiadas, el medio puede ser:

- Lineal: cuando sus caracterfsticas no dependen de las
amplitudes de las magnitudes estudiadas y por

lo tanto, las relaciones existentes entre los
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campos fundamentales y auxiliares son constantes

para el punto considerado.

- No lineal: en caso contrario.

Veamos ya las relaciones funcionales entre los campos
fundamentales y auxiliares segin los distintos tipos de medios:
1) Vacfo o espacio libre.

Consideramos el vacf{o o espacio libre como un medio isdé-
tropo, homogéneo y lineal. Convenimos que los campos auxiliares y

fundamentales estdn relacionados mediante una constante:

B.= Eo-g
1-22
N 1 ( )
H= — B
Ho

Donde £_ es la constante dieléctrica o permitividad del vacfo (véa-
se expresidn 1-12), Y Mg es la llamada permeabilidad del vacio.
Ambas constantes estdn relacionadas con la velocidad de la luz en

el vacio, cg:

1
CO = (1—23)
\/ Po &o
Puesto que ¢, es un valor medido experimentalmente:
Co = 2,9979 . 108 m/s (1-24)

Si obtuviera tambiédn experimentalmente el valor de Eo ’
utilizando la ley de Coulomb (expresién 1-13) , podrfa determinar
el valor de p, a partir de la expresién (1-23). Se adopta como va-

lor para Mo e el sistema M.K.S.Q. el siguiente:

- -7 XN
Ho = b . 10 ? (1=-25)

Sus unidades se deducen f4cilmente de la expresién (1-23) una vez

conocida las de £, y cg .

2) En un medio isétropo establecemos que los vectores auxiliares

sean paralelos a los fundamentales, es decir:
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€E

o
I

(1~26)
— l—o
H= — B
P
Donde £ es la, ya definida, constante dieléctrica (o permitividad)
absoluta del medio considerado (véase expresién 1-11) y p es la

permeabilidad absoluta del medio considerado.

£ = €E€n E,
(1-27)
F = Pr Po

Siendo €, la constante dieléctrica (o permitividad) rela-
tiva del medio, ¥y Kr la permeabilidad relativa del medio. Estos dos
valores son adimensionales.

En el caso que el medio sea ademds homogéneo, £, ¥ M
serdn independientes de las coordenadas del punto estudiado. Y si
ademds, el medio es lineal, Er V¥ Kr serdn independientes de los
valores de E y B. Luego, podemos decir que para medios isétropos,
homogéneos y lineales, & y K serdn valores constantes conocidos para
el medio tratado.

A lo largo de estos apuntes, mientras no se indique lo con-
trario, consideraremos medios isétropos, homogéneos y lineales.

Si el medio es inhomogéneo (no homogéneo), €, Vv P Pue-=
den depender de las coordenadas del punto considerado. Y si ademds
no es lineal, estos valores dependerdn también de las amplitudes de
E y B.

3) Si un medio es anisétropo, los campos auxiliares no serdn parale-
los, en general, a los campos fundamentales. La relacién existente
entre ellos serd de caracter tensorial. Por ejemplo, si en un punto
concreto, las componentes del vector E son: E1, Eo, E3; las compo=-
nentes del vector ﬁ(son: Dy, D2, D3)se obtendrdn mediante la rela-

cién tensorial:

D, €11 €12 €13 Ey
Dy | = | &y €50 €21 E, (1-28)
D €31 &2 &5 Eq
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Por lo tanto E y D serdn paralelos Unicamente segidn las
direcciones principales del tensor (€ ).
Puede demostrarse que este tensor es simétrico: €55 = Eji
Anflogamente ocurrirfa con la relacidn existente entre H y E.

En el caso que el medio sea homogdéneo, los términos del
tensor (€ ) serdn independientes de las coordenadas del punto estu-

diado. Si fuese inhomogéneo, ocurrirfa lo contrario.

Si el medio fuese ademds lineal, los términos del tensor

(€) no dependerfan del valor de E., Lo contrario ocurrirfa si fuese

no lineal.

Veamos las unidades en el sistema M.K.S.,Q. de los vectores
— —
auxiliares D y H. Si tenemos en cuenta las expresiones 1-26, Y CO=~

nocidas ya las unidades de E&, Ho E'y ﬁ; se deducen fdcilmente:
2

5l -[]Fl - = - - 5

N.-m C

Luego las unidades de medida del campo induccidn eldctrica D es el

cociente entre la unidad de carga (C) v la de superficie (m%). Por

otro lado:
- 1 - l LT
K N/A A-m m

Es decir, la unidad del campo induccién magnética'ﬁ es el cociente

entre la unidad de intensidad de corriente eldctrica (A) y la uni-
dad de longitud (m).

1.4,~ DEFINICION DE LOS CAMPOS DE POLARIZACION 3’y'ii

Aungue las relaciones establecidas entre los campos funda-
mentales (E y B) v los auxiliares (D y 1) son suficientes para dar-
nos la descripcién de los fendmenos, que se producen en un medio ma-
terial, es \Ytil introducir otros dos vectores auxiliares: 5‘(polari-
zacién eléctrica) y M (polarizacidén magnética), con el fin de que
nos definan el efecto que se produce al tratar los fendmenos electro-
magnéticos en un medio material con relacidn al que se producird en

el vacfo. Vamos simplemente a definir estos nuevos campos auxiliares:

§.=-B - EO'E
(1-29)
M= —2 B -1
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—
Obsérvese que cuando el medio estudiado es el vacfo, P y M resultan
nulos. Veamos como existe una relacidn entre estos campos auxiliares
v los fundamentalesj teniendo en cuenta las expresiones (1-26) para

medios isétropos, resulta:

F=(e-€)FE
(1-30)
M= (——-2)F
Fo R
Si tenemos en cuenta (1-27), podemos poner que:
P = &, (Er.—l)—E?
(1-31)
Fo Ll 1.-1,37%

Fo Kr

En la prdfctica también se utilizan dos constantes adicionales: Xg

(susceptibilidad eléctrica) y X, (susceptibilidad magnética).

Xe=Er-l

(1-32)

xm Pr -1

Las expresiones (l=31) puestas en funcién de Xe y X, quedarfan:

3=EX-E?
o e
X (1-33)
M = B
Ho 1+X

Teniendo en cuenta todas las ecuaciones anteriores, se pue~-

— -l

de obtener la relacidn entre los campos 5'y Mcon D y'ﬁ respectiva=-

mente; resulta:

— X —
P=Ee D
r
(1-34)
_M’=X _I-I.
m

s —

lLas dimensiones de P y'ﬁ'coinciden con las de D yfﬁ, respectivamen=-
te, dado que la susceptibilidad eléctrica y magnética son valores
adimensionales (véase expresién 1-32). Téngase en cuenta que en el

caso de tratar con medios anisdtropos, Xo ¥y Xy serdn tensores.
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Se ha podido establecer una relacién experimental entre
la densidad de corriente eléctrica J y el campo eldctrico E, (Ley

de Ohm):

3 = U.E (1‘35)

Donde o0 es la llamada conductividad del medio.

Por lo tanto, si conozco el campo eléctrico E existente
en un punto determinado de un cuerpo, en un cierto instante, ¥y su
conductividad, se puede obtener la densidad de corriente eléctrica

J en dicho punto ¥y para ese instante.

Ahora bien, esta ley tiene sus limitaciones. El1 cuerpo en
cuestidn debe encontrarse en reposo y su mayor validez se consigue
para buenos conductores (con valores considerables de conductividad).

Para los semiconductores, ya empieza a haber problemas.

Segiin el valor de la conductividad, los medios se pueden
clasificar en buenos conductores, malos conductores y aislantes; es
obvio que tal clasificacién es relativa, pues exige tomar un cuerpo

de referenciae.

Es muy itil tener en cuenta los casos tedricos extremos:
a)"Conductor perfecto", para este caso tomaremos un valor de la con-
ductividad muy alto, tedricamente infinito.
b)"Aislante o dieldctrico perfecto"™, consideraremos que en estos me-
dios no existe conduccidédn eléctrica y por lo tanto, diremos que po=-

seen conductividad nula.

De la expresién (1-35), Ley de Ohm, se deducen las dimen-
siones de la conductividad: cociente entre las unidades de la den-
sidad de corriente eléctrica y del campo eléctrico. Para el siste-

ma M.K.S.Q.:

-

(] N/C N.m/C

[UJ - [3] _ A/m? A/m

Segiin veremos en el préximo tema, se definir{ el concepto

de potencial eléctrico, cuya unidad es el voltio: V = N.m/C.

Y recordando que se define la unidad de impedancia (resistencia) co-

mo V/A = ohmio (N1), resulta:

itn realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2009

to, los gutores. Digitali

©Del



o] - A - 2

v N-m

La magnitud inversa de la impedancia es llamada admitancia. Su uni-
dad de medida en este sistema es el siemens (S), con lo que S = 1/n.

Seguin esto:
S

Caso particular:

Consideremos un conductor cilindrico de longitud 1 y con
seccidén constante S, de conductividad o= cte. Si a través de cual-
quier seccidén transversal S circula una misma intensidad I, puedo
suponer una distribucidén uniforme de densidad de corriente 3; que
llevard la direccidn longitudinal del conductor y el sentido de 1la
intensidad (siempre que estemos trabajando con corriente continua o

baja frecuencia). Segiin esto, podremos poner:

A = v B

@0' I ) J =2 =coE (1-35")
> S

[ 1 ]

I -1

Al ser J constante para todos los puntos del conductor, también lo
serda el campo eléctrico E, v se podrid obtener fidcilmente su valor
en funcidén de la diferencia de potencial V aplicada entre los extre-
mos del conductor A y B (concepto que veremos en el préximo tema) ;

siendo E = V/1. Luego:

I v
— = O an—
S 1

Por lo tanto:
V=—1—.—l—-,I=R.I
g S

Siendo R la resistencia eléctrica que presenta el conductor:

R = ..J.._ . --l— (1—36)
o S

De esta forma hemos llegado a la Ley de Ohm conocida en el estudio

de circuitos eléctricos:

T = —X— (1-37)
R
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1.6.- ECUACIONES DE MAXWELL.

Consideremos una regidn del espacio en la que existen fe-
némenos electromagnéticos. Sea un punto ordinario de esta regién,
es decir, un punto tal que en sus proximidades el medio posee pro-
piedades fisicas continuas sin experimentar variaciones bruscas.
Entonces, en dicha regidén pueden quedar definidos los campos electro-

, . — -l P . " —l o 4
magnéticos fundamentales EF y B, asi como los auxiliares D y H (cuyas

relaciones ya se han estudiado), mediante las ecuaciones de Maxwell

en forma diferencial:

1) div D = P

28e) rot E = - 98

32) div B = 0

La) rot H = -3 + —9-1-)-—
ot

En estas ecuaciones, todos los campos escalares (Pv) o vec-
toriales (E} ﬁ,‘ﬁ,'ﬁ, 3) pueden ser funciones de las coordenadas del
punto considerado y del tiempo. Todos estos campos se suponen finitos
en todo punto del espacio, y funciones continuas con derivadas conti-
nuas respecto de la posicidén y del tiempo.

Estas cuatro ecuaciones se pueden poner en forma integral

basdandonos en los teoremas de Gauss-Ostrogradsky (o de la divergen-

cia) y de Stokes:

12)
2:'.) E . &-I = - ._.a_B._ . 33

c S ot

N (1-39)

3¢) B.dS=0

S
La) ¥H~d1= (J 4+ — . dS

c S ot
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Las ecuaciones de Maxwell son fruto de la experiencia, ¥y
por lo tanto no tiene sentido hablar de sus demostraciones matemf-

ticas. Veamos con mds detalle el sentido de cada una de estas ecua-

ciones:

l) La primera ecuacidn de Maxwell tiene su origen experimental en
la Ley de Coulomb., Establece que los manantiales v sumideros del
campo eléctrico (3 =z5§) se encuentran dnicamente en los puntos don-

de hay concentracidn de carga eléctrica neta, respectivamente posie

tiva o negativa.

Decimos que en un punto existe un manantial de un cierto
campo, si de €1 nacen lf{neas de dicho campo. Y hablaremos de un su-

midero si en 41 desaparecen las lineas de campo:

Manantial (div E ) 0) Sumidero (div E < 0)

La primera ecuacién de Maxwell en forma integral es cono-
cida como el teorema de Gauss; e indica que el flujo del campo in-
duccidbn eléctrica a travds de una superficie cerrada S es igual a

la carga eléctrica Q contenida en el volumen V interior a S.

g D.ds =Q (1-40)
S

2) La segunda ecuacién de Maxwell es consecuencia de las experien-
cias de Faraday sobre induccidn de corrientes. Expresa que la va=
riacién del campo magnético con el tiempo es la inica causa de crea-
ciédn de remolinos del campo eléctrico. Decimos que en un punto exis-
te un remolino de campo eldctrico, si entorno a dicho punto los vec-
tores del campo, presentan como promedio una componente neta que
tienda a rodear al punto en un sentido. Fn este caso, el rotacional

del campo serd{ distinto de cero.

La segunda ecuacién de Maxwell, en forma integral, nos di-
ce que la circulacién del campo eldctrico E a lo largo de cualquier
lfnea cerrada, c, que se encuentre en reposo, respecto del sistema
de coordenadas utilizado, es igual a menos el flujo de 1la variacién
del campo magnético respecto del tiempo a travéds de cualquier super-
ficie S de borde la linea,c.
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3) La tercera ecuacién nos indica que no existen ni manantiales ni
sumideros del campo magnético E, Por tanto las lineas de campo se
cierran sobre si mismas. Un campo de esta forma es llamado solenoi-
dal. No podemos crear una analogfa del campo magnético con el eléc-
trico y hablar de '"cargas magnéticas", aunque esta es una cuestién

que estd{ en estudio en la actualidad.

En cuanto a su forma integral, puedo decir que nos indica
que el flujo de campo magnético a través de cualquier superficie ce-

rrada S es nulo.

4) La cuarta ecuacidn de Maxwell es consecuencia de la ley de Biot y
Savart, que ya estudiaremos mds adelante. Nos indica las causas de
los remolinosagel campo magnético (g = [ ﬁ). Estas son la densidad
de corriente J y la corriente de desplazamiento (asf es como se lla-
ma a la variacién del campo induccidén eldctrica D con relacién al
tiempo). Veremos como la corriente de desplazamiento juega un papel

fundamental en el estudio de propagacidn de ondas.

La cuarta ecuacidén de Maxwell, en forma integral, es tam-

bién conocida con el nombre de Teorema de Ampere generalizado, y nos
ol

indica que la circulacidn de la induccidn magnética H a lo largo de

una linea cerrada, c, es igual al flujo de la densidad de corriente
J v de la corriente de desplazamiento a través de cualquier superfi-
cie que S que tenga como contorno la linea c. Estos flujos indican

la intensidad de todo tipo que atraviesa la superficie S.

En el caso particular de que el medio estudiado sea isdtro-
po, homogéneo y lineal, los campos fundamentales E'y E estdn relacio-
nados con los auxiliares B'y'§} respectivamente, por medio de las
expresiones (1-26) donde la constante dieléctrica y la permeabilidad
absolutas serfan valores constantes. Las ecuaciones de !axwell se

-

podrian poner tinicamente en funcién de los campos fundamentales E ¥y

B fdcilmente:

18) div E = 2L
£

22) rot B = - 2

ot

- (1-41)
3e) div B = 0
La) rot-PT:).L( + AEE)
dt
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0 en su forma integral:

12) gi:’%:m v av
S v &

22) £E.rﬁ= H-_ai.cﬁ

c S Bt

(1-42)

32) S[g'B’.c'{s'=o

S
y = e 3-}5
2 . = —_ . dS
La) LB dai P”S(J Eat)

En el caso de que el medio considerado sea conductor, se
podr{ emplear la Ley de Ohm, con el fin de poner J en funcién de E,
con lo que las cuatro ecuaciones de Maxwell quedarfan en funcién de
los campos fundamentales ﬁ'y ﬁ'y la densidad volumdtrica de carga
como fuente fundamental de los campos electromagnéticos., Obsérvese
la interrelacidn existente entre E-y B, es decir, una variacidn de
campo magnético o eléctrico con relacién al tiempo producen campo
eléctrico o magnético respectivamente. Podrfamos decir que existe

un efecto de realimentacién entre ambos.

Si el medio estudiado es el vacfo, son vdlidas las expre-
siones (1-41) Y (1-42), En este caso, la constante dieléctrica y

permeabilidad absoluta serfian las correspondientes al vacfo.

1.7.- TEOREMA DE POYNTING. ENERGIA,

En esta pregunta, trataremos de encontrar las expresiones
matemdticas de la potencia y energfa almacenada por los campos elec-

tromagnéticos, asf como la verificacién del principio de conserva-
cién de la energfa.

Empecemos por la parte matemdtica del problema para luego
dar su explicacidén fisica.

Mediante el cdlculo vectorial, sabemos que siempre se ve=
rifica que:

div (E xH) =H . rot E = E . rot H (1-43)
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Teniendo en cuenta la segunda y cuarta ecuaciédn de Maxwell
para medios isdtropos, homogéneos y lineales (expresiones 1l-41) y

la relacidn existente entre B y.ﬁ (expresiones 1-26), tendremos que

la ecuaciédn 1-43 se puede poner de la siguiente forma:

div('“,:x?):_lé_.(-%f_ -E.(3+e-§%—
F

Puesto que consideramos el medio isdtropo, homogéneo y lineal (caso

mds normal), la expresidn anterior puede ponerse:

div(ﬁxﬁ)=-—§——-(—l—a‘éz+ 2; 2y-F.7 (1-44)
t 2

Esta ecuacidn es la expresidn puntual e instantdnea del principio
de conservacidn de la energfa. En ella podemos definir los siguien=-

tes conceptos:

a) Densidad de flujo de energfa electromagndtica por mnidad de tiem-
po (vector de Poynting), T :

R=FxT-= (ExB) (1-45)

2z
P

Este vector nos indica, para cada punto del espacio, la
densidad de energia por la velocidad con que se traslada. Por lo
tanto, este vector llevard la direccién y sentido del flujo de ener-
gfa. Su unidad en el sistema M.K.S.Q. es vatios por metros cuadra=-
dos (W/m?).

b) Densidad espacial de energfa electromagnética, u:

u = —;—-E-ﬁz + 2];11 _132 (1-46)
Nos indica la energfa electromagnética almacenada por unidad de vo-
lumen en un entorno del punto considerado. El1 primer sumando corres-
ponde a la energfa debida a la existencia del campo eléctrico E} Yy

el segundo a la del campo magnético §; Su unidad de medida en el sis-

tema M.K.S5.Q. es julios por metros cidbicos (J/m3).

La energfa electromagnética, U, almacenada en un volumen
V viene dada por la integral de volumen de la densidad espacial de

energfa electromagnédtica extendida a dicho volumen:
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1=22

U = m u dv (1-47)
%

c) Densidad espacial de potencia disipada en forma de calor u otros
tipos de energfa, pg:

sl

py = E.J (1-48)

Nos indica la potencia disipada por unidad de volumen en un entorno
del punto considerado. Su unidad en el sistema M.X.S5.Q. es wvatios
por metro ctbico, (W/mS).

La potencia total disipada, Py, en un volumen V viene da-

da por la integral de volumen de P4 extendida a dicho volumen:

P, = mv py dV (1-49)

NOTA: Si continuamos estudiando el caso particular de un conductor
cilindrico de longitud 1, seccién transversal S y conductividad o,
por el que circula una intensidad I debido a que estd aplicada una
diferencia de potencial V entre sus extremos, podemos pensar obtener
la potencia disipada en el mismo. (Vfase "caso particular" expuesto
en la pregunta 1.5). Teniendo en cuenta la expresién (1-35') y las

consideraciones allf{ expuestas, puedo poner que:

-t
k; T I

——b
Pa = B S o S 0'52
Vemos como Pq es un valor independiente de las coordenadas del pun-
to considerado en el conductor; (siempre que estemos trabajando con
corriente contfnua o baja frecuencia). Por lo tanto al efectuar la
integral extendida al volumen de conductor correspondiente al trozo

estudiado (volumen = S.1), el cdlculo se simplifica, tal que:

2 2
Pd=—]-:——Sl=—]—:-—-l
6'82 o S

Recordando la expresién (1-36) que nos daba el valor de la resisten-

cia R del conductor, tendremos que: I«ﬁﬁﬁﬁg
e
§
Py = I R TR L (3 _50)

\Q%fi-mﬂ’ig
Que es la ley de Joule conocida en el estudio de circuitos eléctri-

cos .
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Volviendo al estudio del teorema de Poynting que teniamos
planteado en su forma diferencial (expresién 1-4k4), podemos intro-
ducir en ella los conceptos definidos:

dt d
Si ponemos esta ecuacidn diferencial en forma integral,

utilizando el teorema de Gauss-Ostrogradsky:

—_— —_— a 3
#S@-d5=—ﬂfv—§fb—udv-[/[vpddv (1-52)

Considerando las expresiones (1-47) y (1-49) y siempre que el volu-

men V estudiado sea invariante con el tiempo, puedo poner:

= - 18]
Q ., dS = « —— - P 1-53
#56 At da ( )

Esta ecuacién, de gran importancia, es conocida como el teorema de
Poynting, y no es mfs que el principio de conservacién de la ener-
gfa electromagnética aplicado a una regién del espacio que ocupa
un volumen V inmévil encerrado por una superficie S, desde un pun-
to de vista instantdneo. Démonos cuenta que la dimensién de los dos

miembros de la ecuacién es la de potencia.

En cuanto al significado de dicha ecuacién (expresién 1-53),
podemos decir que nos expresa que: "la energfa electromagnética que
sale de la regién estudiada en la unidad de tiempo (flujo del vec-
tor de Poynting a través de la superficie cerrada S) es igual a la
disminucidén de la energfa electromagnética almacenada en dicha re-
gién, en la unidad de tiempo,menos la potencia disipada en el in-

terior del volumen V",

Fn el estudio de propagacidn de ondas electromagnéticas
volveremos sobre este teorema, y veremos con mds detalle las pro-

piedades del vector de Poynting.

1.8.~ UNIDADES Y DIMENSIONES EN ELECTROMAGNETISMO.

A medida que hemos ido definiendo magnitudes electromagné-~
ticas, se han expresado sus unidades en el sistema M.K.S.Q. Este
sistema toma como referencia bdsica para las magnitudes mecédnicas
el sistema M.K.S., como magnitud electromagnética fundamental eli-
ge la carga eléctrica y el culombio (C) como unidad para medirla
(Comisidn Electrotécnica Internacional, afio 1.935).
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En el apéndice titulado "Unidades. (M.K.S.Q.)" se encuen-
tra un resumen de las unidades de las magnitudes mds usuales en Elec-

tromagnet{smo.

Existen algunas magnitudes que se suelen encontrar dadas
en el sistema C,G.S. (u.e.s.) v en el sistema C.G.S. (u.e.m.) o gau-
siano, ambos no racionalizados. A continuacién se exponen las uni-
dades mds utilizadas y su equivalencia con las correspondientes en
el sistema M.K.S5.Q.

a) Sistema C.G.S. (u.e.s.):

- Carga eléctrica: su unidad es el franklin (ues), tal que:

1 culombio = 3.109 franklin
b) Sistema C.G.S. (u.e.m.) o gausiano:

- Carga eléctrica: se mide en u.e.m. (unidades electromagnéticas)
de carga, se verifica que:

1l culombio = 10'1 u.e.m,

- Campo magnético: se mide en gauss, tal que:

1l tesla = 10& gauss

Flujo magnético: a su unidad se le da el nombre de maxwell, tal
que s
1 maxwell = gauss. cm? s luego:

1l weber = 108 maxwell

Induccidn magnética: su unidad se llama oersted, tal que:

1 — = 4. 10-3 oersted

En estos apuntes se trabajard exclusivamente en el siste-
ma M.K-S-Q.

1.9.~- CONDICIONES DE CONTORNO DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO.

Hasta ahora hemos estudiado los fendmenos electromagnéti-
cos en un medio concreto, definido por su constante dieléctrica,
permeabilidad y conductividad. Vamos a ver lo que sucede con los
campos E, B, § y'ﬁ cuando existe una discontinuidad brusca entre
un medio 1 (definido por El, K1 01) v un medio 2 (definide por 2P

Ho s Ué)’ que presentan una superficie de separacién S.
Pretendemoa formular matemdticamente estas discontinuida-

des de los campos, o dicho de otra forma, encontrar que condicio-

nes deben cumplir en estos contornos para que podamos afirmar que
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se cumplen las ecuaciones de Maxwell.

S
Medio 2
Ezi )-*29 0—2
Medio 1
E1r P10 @1

Obtendremos cuatro condiciones fundamentales:

a) Condicién de contorno de la componente normal del campo magnéti-

co.

Si consideramos un cilindro elemental de altura desprecia-
ble y 4dreas de las bases dS, paralelas a la superficie de separacidn

de los medios.

Debe verificarse que:

Segin la 32 ecuacidén de Maxwell en forma integral (véase expresién
1-39), el flujo del vector B a través de la superficie que encierra
el volumen cilfndrico debe ser nuloj esto es:

B1 . dS1 + B2 . d82 + Flujo lateral = 0O

‘Bl',dsll COS(R-QI) + IleldSZI cos( @ 2) + Flujo lateral = O
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Teniendo en cuenta que:

-gil cos(ﬂ-el) = - Tgi) cos®, = - B,

BZ’ cos 92 = an
dSl' = ldS2 = dS

Siendo Bln Y an las componentes normales del campo magnético en
los medios 1 y 2, respectivamente, segin figura. (Mucho cuidado con

el convenio de signos implfcito en la figura). Tendremos:
- Bln ds « B2n dS + Flujo lateral = O

Para obtener este resultado se ha supuesto que las bases
del cilindro elemental son suficientemente pequefias como para ade-
mitir que ghes constante en ellas. El1 flujo lateral depende de la
altura del cilindro elemental, dh. En el 1fmite, al hacer dh —=0,
el flujo lateral se hace nulo, ya que las bases del cilfndro estdn
apoyadas a ambos lados de la superficie de separacidn y no existe
superficie lateral prdcticamente. Por tanto, se llega a la conclu-
sidn de que las componentes normales del campo magnético en el me-

dio 1 ¥ 2 coincidenyj segin convenio de la figura:

i = Pan (1-5%)

La ecracidn escalar anterior, se puede poner de forma vecC-
torial para conseguir mayor exactitud; teniendo en cuenta la figu-
rat
—p

Bin = Pan (1-541)

En el caso en que los medios 1 y 2 sean isdétropos, homogé-

neos y lineales, se verificard que:

—

Pl Hln = PZ H2n (1-55)

b) Condicién de contorno de la componente normal del campo eléctri=
co.

Construimos un cilfndro elemental de forma andloga al caso
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anterior, tal que deberd verificarse en este caso la primera ecua=
cidn de Maxwell, (véase expresidén 1-39): el flujo del vector D a
travéds de la superficie que encierra el volumen cilfndrico debe

ser igual a la carga encerrada en éste.

Si suponemos en el interior del cilfndro una densidad volumétrica

de carga P, la carga encerrada en &1 serd: P,.dS.dh. Por tanto:

D; . d5; + D, . dS, + Flujo lateral =P dS . dh

Operando de forma anfloga al caso anterior:

-D;, dS 4 D, dS 4+ Flujo lateral = Pv ds dn.
Si hacemos dh—-0, el flujo lateral es despreciable y obtendrfa, des-

puéds de dividir teda la ecuacidn por dS.

- D, +D. = 1lim P an
In 2n dh—0 v

El segundo miembro de esta ecuacidn nos indica la carga por unidad
de superficie, Pg, existente en la superficie de separacién de am-
bos medios. Por lo tanto, se obtiene definitivamente la condicién
que debe verificar las componentes normales del campo induccién
eléctrica D.

= Fy (1-56)

Siendo.PSla densidad superficial de carga existente en la superfi-
cie de separacién de los medios. Vuelvo a insistir en la importan=
cia del convenio de signos implfcito en la figura adjunta, para que
la ecuacidén escalar anterior se pueda particularizar con validez

en cada caso concreaeto.
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En el caso particular de que los medios 1 y 2 sean isétro-
pos, homogéneos y lineales, se verifica que:

€, Byy = €1 By, = F4 (1-57)

c) Condicién de contorno de la componente tangencial del campo eléc-
trico.

Consideremos una linea cerrada elemental, c, de forma rec-
tangular, que tenga sus lados mayores de longitud,dl, paralelos a
la superficie de separacidn de ambos medios, y cuya altura sea el

espesor, dh, de la capa de transicidédn. El1 4rea de este rectdngulo:

dS = d1 . dh (1-58)

Segin la segunda ecuacidn de Maxwell en forma integral (véa=~

se expresidn 1-39), la circulacidn del campo eldctrico E a lo lar-
0 de la 1fnea cerrada, c, debe ser igual al flujo de (=dB/dt) a
través de la superficie que define el rectdngulo, dS.

Si tomamos como sentido positivo de circulacidn el contrario de las
agujas del reloj, tendremos que la componente tangencial de E& apor-
tard una circulacidén positiva segin la figura v la de ﬁé una nega-
tiva. Las componentes normales no aportan ningiin valor de circula-
cidén a lo largo de los lados paralelos a la superficie de separa-

cién de los medios, por ser normales a dichos tramos de linea. Por
tanto puedo poner que:

. . 3B —=

Elt dl - E2t dl ¢+ circulacidén lateral = LL - -S;— . ds

Si dh — 0, la circulacién lateral se hace cero, al igual que el flu=-
Jjo de (-3ﬁ/at) a travds de la superficie S definida por el rectdn-

gulo, puesto que el integrando es un valor finito y el recinto de
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integracidn tenderfa a anularse, dado el valor de dS; (véase expre-
sién 1-58). Por tanto, la ecuaciédn anterior nos lleva a la conclu=
sidén de que las componentes tangenciales del campo eléctrico en los

medios 1 y 2 coinciden; segiin el convenio implfcito en la figura:

E E

1t = T2t (1-59)

Esto es lo mismo que decir que la componente tangencial del campo

LY

eléctrico E es continua a travds de la superficie de separacidn de
dos medios materiales. Esta condicién se puede poner de forma mds

rigurosa, en forma vectorial; teniendo en cuenta la figura:

—rg — —r - '
Ei1g = Epy (1-59')

En los medios materiales que estudiaremos nosotros (isé-

tropos, homogéneos y lineales), podemos poner que:

—> o

D D

t

= = 2t (1-60)
€, £,

d) Condicién de contorno de la componente tangencial del campo mag-

nético.

Construimos una lfnea cerrada elemental, ¢, de forma and-
loga al caso anterior. Teniendo en cuenta la 42 ecuacidn de Maxwell
en forma integral (véase expresidn 1-39): la circulacidn del campo
induccién magnética I a lo largo de la lfnea cerrada, c, deberf ser

3D

a travds de la superficie que define

igual al flujo de T+
el rectdngulo, dS.

ot

Si tomamos como sentido positivo de circulacidén el contrario al de
las agujas del reloj, tendremos que la componente tangencial de_ﬁ1
aportard{ una circulacidén positiva (segin figura) y la de ﬁé una ne-
gativa. Las componentes normales no aportarfan circulacidén en los

tramos perpendiculares a éstas. Por lo tanto, podrfa poner que:
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H.. dl - H.. dl + circulacidn lateral = T . das + D 53
1t 2t S s at

Cuando dh—0, la circulacidn lateral evidentemente se anula. La se=-
gunda integral del segundo miembro también se anula, puesto que el
integrando es un valor finito y el recinto de integracidén se anulaj
en cambio, la primera integral, (flujo de E.a travéds de la superfi-
cie dS) nos indica la corriente libre que circula por la superficie
de separacidn a través dedS. Esta s{ puede tomar un valor distinto
de cero, sobre todo en el caso en que uno de los medios sea un buen
conductor. Recuérdese que E-podria tomar valores tedricamente infia
nitos, para un campo eléctrico finito, si se trata de un "conduc-
tor perfecto'" en el que la conductividad puede ser prdcticamente
infinita, (véase Ley de Ohm, expresidn 1-35). Sesin estas consi-

deraciones, la expresidén anterior tomarfa la forma:

Hjp d1 = Hy, dl = lim J . (d1dnn_ )
dh—=0

Siendo"rYo un vector unitario perpendicular a la superficie dS = dl.dh

definida por la lfnea rectangular elemental considerada (ver figura);

itn reafizada por ULPEC. Biblioteca Universitaria, 2009

es decir, es perpendicular al plano del papel y saliente de 81, de-
bido al sentido positivo de circulacidn escogido, (regla del saca-

corcho). Si simplificamos en la ecuacidn anterior, dividiendo por

to, los autores. Digitali;

- N -
dl ambos miembros, el segundo miembro lo puedo poner como (J dlijetigy

- —
donde J dh nos indica la densidad superficial de corriente, j, exis-

©Del

tente en la superficie de separacidén (concepto del que va hemos ha-

blado en la pregunta 1-1):

3 = 1lim J dh (1-61)
dh -0
Por tanto, puedo poner que:
— —
Hiy, = Hyy =3 . 1o (1-62)

El segundo miembro nos indica la intensidad por unidad de longitud
que circula, por la superficie de separacidén en la direccidén trans-

versal al campo magnético tangencial.

Démonos cuenta que si en la superficie de separacién de
los medios no existe movimiento de cargas, se verificard que la com=-
ponente tangencial del campo induccién magnética,.ﬁ; es continua.
Esto serd lo mds normal, a no ser que uno de los medios considera-

dos, sea un "conductor perfecto'.
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Cabrfa preguntarnos si la direcciédn de j viene impuesta

de alguna manera, por las direcciones gque lleven los vectores Hl
y H2, dada la relacidén existente entre ambos en las ecuaciones de

Maxwell. Fijémonos gque en el estudio anteriormente citado, se han
supuesto los vectores en el medio 1 y 2 coplanarios con la normal
saliente a la superficie; cuestién que, en principio, parece razo-
nable. De ahf que T,, tal como se ha dibujado, se ha considerado
normal a dicho plano. Hagamos a continuacidn, un estudio algo méd's
general y veamos como la direccidén de F-viene impuesta, cosa que
no se deduce explfcitamente de la ecuacién (1-62): Consideremos

g

que en el medio 1 existe una induccidn magndtica Hl v en el medio

2, H2 v sea una lfnea elemental rectangular arbitraria, tal que el

vector'ﬁb define la normal al plano en que se encuentra.

Tomemos como sentido de integracién, el indicado en la figura con
el fin de que segin la regla del sacacorchos, nos defina el senti-
do positivo de Hb. Sea 11 el vector unitario, segin la normal sa-
liente a la superficie en el punto considerado. Si aplicamos la
cuarta ecuacidén de Maxwell, despreciando ya la circulacién lateral
vy el flujo de la corriente de desplazamiento, por las razones ya
indicadas, obtendrfamos que:

H, .dl, +H, .dl, = 1im J . (dl dh n_ )
1 1 < 2 gh—o0 °

Observando la figura anterior, puedo poner que:

dll = = d1 n_ X n
dl, = di ( n xn )

Por lo tanto puedo poner que:

- H; . (i’ox'ﬁ)d1+H2. (noxn)dl=d1];i;;mo (J an) . n_d1l
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Dividiendo toda la ecuacidén por dl, teniendo en cuenta la expresidn

(1-61) ¥y recordando la propiedad distributiva del producto escalar:

—
g

e o
J . 11

(o]

Recordando la propiedad vectorial: (cualesquiera que sean A, B y C)

_A.(gxg)=-};.(—5x:) (1-63)

Utilizando las propiedades distributiva vy conmutativa del producto

escalar:

no.[nx(H2-Hl)-j]=O

Esta expresidn debe verificarse para cualquicr linea rectangular
—

escogida y , por tanto, debe ser independiente de la direccidn n

de la normal a la superficie del rectdngulo; lueso, puedo poner

que :
nx (H,-T, )=3 (1-64)

Expresidn que nos relaciona gendricarmente el campo induccidn mag-

-
nética H en ambos medios, con la densidad superficial de corriente
—

J.

Se observa que j tiene que estar oblisatorinmente sobre
la superficie de separacidn de anmbos medios, v ser perpendicular

—— -
- H. .

al vector diferencia H2 1

—_ -

—e
Si consideramos que Hl’ H2 vy n son coplanarios, el vector
diferencia H2 - H1 estard contenido en el plano definido por los

g
tres vectores anteriores. Por tanto, el vector j serd necesaria-

mente perpendicular a.ﬁl ylﬁé. En este caso, la ecuacidn (1-62) se

puede poner de forma modular:

1 - = j -6
Hip = Moy = 3§ (1-65)
— — , .
puesto que j v n_ serian paralelos, ya que en su deduccidn se habia
— —t -
supuesto'ﬁg perpendicular al plano definido por Hl’ H2 vy n. En es-

ta ecuacidn escalar se considera ademds el convenio de signos im=-
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puesto en la figura correspondiente.

Teniendo en cuenta las relaciones entre los campos auxXi-
liares y fundamentales (expresién 1-26), se podria extender fdcil-

mente las ecuaciones (1=64) y (1-65) para el campo magndtico D:

B, T, .
Tox (=2 - Ly =3 (1-66)
P2 F1
B, . b
1t _ 2t = j (1—67)

F1 H2
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