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INTRODUCCION A LA GENERACION DE MALLAS EN 3-D

1. INTRODUCCION. }
Sea X={x,eE,/lskSn} un conjunto de » puntos de un espacio afin
Euclideo tridimensional E, . Definimos el poliedro de Voronoi ¥, asociado al

punto x, como: ¥, ={er,/d(x,x,)Sd(x,xJ), i#j,lSan}. En general, cada

vértice de un poliedro de Voronoi es compartido por otros cuatro de estos
poliedros (sblo en los casos degenerados hay mas de cuatro); Cavendish [1985].
Uniendo los puntos asociados a cada uno de los cuatro poliedros contiguos a uno
de estos vértices v, se forma un tetraedro £ . E! conjunto de tetraedros
T={t,/1sk<m} constituye una triangulacién tridimensional de Delaunay
asociada al conjunto de puntos X:. Una propiedad de gran importancia en la
triangulacion de Delaunay es que la esfera b(#) circunscrita al tetraedro £, no
contiene en su interior ningn punto de X. El algoritmo de Watson utiliza esta
propiedad para construir una triangulacién de Delaunay del conjunto X.

Si consideramos T ={t,/1<k<m} el conjunto de tetraedros de la
triangulacion asociada a los i primeros puntos, y 7, un tetraedro inicial que contiene
a todos los puntos de X, el algoritmo de Watson puede resumirse:

0. Comienzo, i = 0.

. Si i<n introducimos el punto x,,, en la triangulacion; si no, fin.

1

2. Hallamos el conjunto 71, ={z, /b(z,) > x,,} .

3. Eliminamos los tetraedros de 71,.

4. Construimos el nuevo conjunto de tetraedros 72, , formado mediante las
caras exteriores de los tetraedros de 71, y el punto x,,,

5. T, =(I,-T1,)UT2,, hacemos i = i+1 y retornamos al punto 1.
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2. PROBLEMAS ASOCIADOS A ERRORES DE REDONDEO.

El algoritmo de Watson presenta dificultades de implementacion debido al
error que comete el ordenador en el tratamiento de nimeros reales. Los problemas
mas frecuentes que aparecen son:

a) Cruces de tetraedros: haremos las discusiones considerando una triangulacion
en 2-D, si bien la situacion para 3-D es enteramente anéloga.

X

© @
Figura 1. Diferentes triangulaciones posibles al insertar x, .
Los puntos x, ,x, ,x; ,x, y x, estan situados sobre la misma circunferencia; al

insertar el punto x, en la triangulacion, Figura 1 (a), y por errores de redondeo en
el calculo de dicha circunferencia, se pueden presentar los siguientes casos:

1. Los triangulos {x,,x,,x,} y {x.,x,,x,} pertenecen a T, ; Figura 1 (b).

2. El tridngulo {x,,x,,x,} no pertenece a 71, y el {x,,x,,x,} si; Figura 1 (c).
3. El tringulo {x,,x,,x,} si pertenece a 71, y el {x,,x,,x, } no; Figura 1 (d).
Todas las situaciones anteriores son admisibles a excepcioén de la Gltima en

donde aparece un cruce entre tridngulos, George [1992).
b) Formacidn de tetraedros planos: en la Fig. 2 suponemos que los puntos x,, x,,

X,y x, son coplanarios, el tetraedro #, ={x,,x,,x,,x,} no pertenecen a T1, , pero el
tetraedro f, = {x,,x,,x‘,x,} si pertenece.

Figura 2. Ejemplo de tetraedro plano al insertar x; .

Se formaria el tetraedro plano t,={x,,x‘,x,,x,}, no admisible en la
triangulacion. Es mas, si el punto x, estd ligeramente desplazado hacia el
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semiespacio izquierdo, se formaran cruces entre los tetraedros ¢, y 7, ; en este
ultimo caso diremos que el conjunto T, no es en forma de estrella respecto a x, .

3. CONSTRUCCION DEL CONJUNTO T1, .

La construccion exacta del conjunto 71, no es posible debido a los errores de
redondeo antes sefialados. Es muy importante determinar este conjunto de forma
que se eviten situaciones inadmisibles. Asi mismo, la eficacia en la localizacion de
los tetraedros de 71, haré que el programa funcione rapidamente.

a) Busqueda réapida del tetraedro que "contiene” al punto x,,, (Nicleo).

Figura 3. Bisqueda del nicleo, ?, . ‘
La bisqueda del niicleo comienza en el Gltimo tetraedro, £, , instalado en la
triangulacion 7 . Si llamamos 7, (k=1,2,3,4) a los vectores unitarios normales
salientes a las caras de un tetraedro ¢, p, (k=1,2,3,4) a los centros geométricos

de las caras del tetraedro 1, y siendo cos(6,) =7, p,x,,,/ !;,xml! (k=123,4), el
algoritmo de busqueda queda de la siguiente forma:
1. t=t,

2 Sif-px, <0 (k=12,3,4)t =1 fin
si no, encontramos la cara c de ¢ /cos(6,) = Me‘:[cos(e,)].

3. Seat el tetraedro que comparte ¢ con . Hacemos 7 =1, y volvemos a 2.

~ Sielpunto x,,, estd muy préximo a una cara o a una arista del tetraedro que
lo contiene, consideramos como nucleo los dos tetraedros contiguos a la cara o el
conjunto de tetraedros que comparten la arista, respectivamente; George [1992].
b) Localizacion del resto de tetraedros de T1, a partir del nticleo.

Figura 4. Construccion de 71, a partir del micleo.
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Una vez localizado el nicleo ¢, , construimos T, aplicando el algoritmo:

1. Sea 7, el nicleo, consideramos T'1 = {t_}.

2. Hallamos T1 = {t‘ /1<k< n_} , conjunto de tetraedros adyacentes a 71,
3. Para k=1,2,...,n,. Si b(t,) Dx,,, entonces T1, = T1,u{s,}.

4. Sidr, €T /b(t,)>x,, , retornamos al punto 2; si no, fin.

Para evitar la construccion de tetraedros planos o conjuntos T1, que no sean

en forma de estrella respecto de x,, debemos incluir en el algoritmo anterior
ciertos controles. Estos seran explicados mediante el siguiente ejemplo.

® . ®

Figura 5. Control sobre tetraedros planos.

Supongamos que el tetraedro ¢, ={x,,x,,x,,x,} no pertenece a T, pero el

t, ={x,,x,,x,,x,} si pertenece. Si la cantidad ii-;;‘/l!;x‘ !!<e , el tetraedro que
se construyera con el punto x, seria muy plano, no seria admisible en la
triangulacion, Figura 5 (a); en este caso hacemos nulo el radio de la esfera
circunscrita al tetraedro f, para evitar que éste pertenezca a 71, comenzando de

nuevo la determinacién de 7. Se forman los nuevos tetraedros ¢, = {xl,xz,x,,x‘}

yt= {x,,x,, x,,x‘}; Figura 5 (b). Una vez concluida ésta, de forma que todos los
tetraedros sean aceptables, restablecemos los valores originales de los radios.
Mediante e! procedimiento expuesto en este apartado se consigue construir, en
cualquier caso, un conjunto 71, admisible para algiin valor del parametro €.

4. DEFINICION DEL OBJETO. GENERACION DE PUNTOS.

El objeto a mallar se define mediante un conjunto minimo de puntos que
permitan descomponerlo en superficies planas poligonales y regiones volumétricas
poliédricas, ambas convexas. Se definen todas las lineas por los puntos extremos
que las forman, las superficies poligonales se determinan por sus lineas y las
regiones volumétricas por sus superficies. En funcién de unas densidades
previamente especificadas, se generan autométicamente puntos sobre las lineas,
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superficies y regiones volumétricas. Los puntos interiores muy proxxmos al
contorno no son insertados a fin de que se respete la geometria del objeto.

- e ) o 2o o

\

Origen del sistema ®

®

BB Punto imterior 8 La superficie, insertado.
A Puro interior 8 Is mperficie muy préxieno al contomo, no insertado.
O3 Punto exserior s Is superficie, 5o insertado.

Figura 6. Generacion de puntos en una superficie (a). Control en la generacion (b).

En la generacion de los puntos hay que considerar un control para decidir si
los puntos generados se incluyen en el conjunto X. Si llamamos 7 al vector unitario

normal a la superficie 7 =JEXE/ @;;;Xx,x, 3, el punto p, esta dentro de la
poligonal si y sélo si: ¥ i=12,.../ resulta d =[(ixzx,.)-%p,/[exJl>0

donde x,, =x ; la cantidad IdJ representa la distancia a cada lado de la poligonal,

"
Figura 6 (b). Una idea similar se utiliza para determinar si un punto esta dentro de
una de las regiones poliédricas en las que se descompone el objeto. Los tetraedros
de la triangulacion cuyos centros geométricos estén fuera del objeto, son
eliminados al final de! proceso.

5. APLICACIONES.

En la Figura 7 se muestra la triangulacion tridimensional de un dominio no
convexo en el que se han fijado diferentes densidades de discretizacion sobre
algunas de sus lineas, superficies y regiones. Para la definicion del objeto se han
considerado como datos 20 puntos, 36 lineas, 19 superficies y 3 regiones.

Figura 7. Aplicacion del generador a un objeto no convexo.
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En la figura de la izquierda se muestra la triangulacion de la superficie del
objeto, en la centra! puede verse la malla formada por 1878 nodos y 8126
tetraedros, y a la derecha se observa la malla global donde el objeto se encuentra
en el interior de una esfera sobre la que se han definido autométicamente una serie
de puntos. Dicha esfera se define con el fin de que los tetraedros transitorios, que
se producen en el proceso de insercion de puntos, sean menos degenerados que los
que se producirian si solo se considerara el cubo inicial. La malla global esta
formado por 1948 nodos y 11123 tetraedros. El tiempo de CPU para la creacién
de la malla fue del orden de 5 segundos en una estacién de trabajo HP-730.
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