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HISTORIA Y EDUCACION MATEMATICA

Victor Manne! Herndndeg Sudrez

PRESENTACION

Desde el establecimiento de los sistemas nacionales de educacion, en cada genera-
cién se han levantado voces a favor de una aproximacién histdrica en la Ensefianza
de las Matematicas y, en particular, del uso de la Historia de las Matematicas en su
Ensefianza.

La Historia de las Matemdticas facilita al profesorado una visién mds completa de
la materia y una formacién cientifica més extensa. El uso de problemas histéricos en
el aula brinda al estudiante una perspectiva mas general de las Matemadcas y mejora
la ensefianza-aprendizaje de determinados conceptos matematicos. Las contribuciones
que la Historia de las Matemaiticas puede hacer a la ensefianza de éstas son miiltiples
y dependen de muchos factores. Por un lado, es imprescindible que los profesores
se formen e investiguen en Historia de la Matemidca; por otro, se precisan recursos
apropiados para no caer en la anéedota ficil exenta de contenido matematico. No
obstante, las diferentes posibilidades de utilizaciéon de la Historla de la Matematica,
como recurso implicito v explicito, nos revelan que es un instremento Gul para perfec-
cionar la ensefianza de las Matemdticas y la formacion integral del alomnado. Es muy
importante seleccionar textos histdricos televantes en la Historia de las Matemdticas
que ayuden al estudiante a asimilar los conceptos mas facilmente. El uso de cuestiones
histéricas en clase es una de las técnicas a las que se puede recutrir para mejorar la
transmisién y adquisicién de los contenidos matemidticos y también actia como
revulsivo en aquellos casos en los que el estudiante no esté adecuadamente motivado.
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En este curso investigaremos, fundamentalmente, las repercusiones didicticas que
posee la Historia de las Matemadticas en la ensefianza y aprendizaje de las mismas.
Asimismo, se analizan las principales aportaciones del hombre a las Matematicas a
través de los tiempos, a la vez que se propone la realizacién de actividades didacticas
contando con los recursos de cada época histérica. Con su estudio se pretende que
los alumnos conozcan que la Matemdtica es una creacion viva, fruto de la actividad
humana, y que el conocimiento de su historia permite comprenderla conceptual-
mente y dar a su ensefianza la necesaria dimensién cultural.

OBJETIVOS GENERALES

Comprender la evolucién de algunos conceptos matematicos.

Alcanzar una visién de la Matemdtica como actividad humana.

Integrar los aspectos cientificos, culturales y sociales de las Matematicas.
Conocer la evolucion historica de la Educacién Matematica.

Conocer la evolucién de la ensefianza de algunos conceptos matemdticos.

S AN

Proporcionar una panoramica de las ramas mds importantes de la Matematica
en la Educacion Primaria y Secundaria, desde un punto de vista histérico.

7. Conocer cjemplos, problemas y curiosidades de la Historia de la Matematica
seleccionados por su interés didictico o su significacién histérica.

8. Realizar un analisis pedagdgico de dichos problemas concretos, asi como de las
aplicaciones didacticas de la Historia de la Matemitica en general,

9. Potenciar los recursos informaticos como herramienta didactica para la Ense-
fianza-Aprendizaje de la Historia de las Matematicas.

10. Incorporar las nuevas tecnologias a la investigaciéon en Educacién Matemitica.

11. Definir problemas relevantes para la ensefianza y aprendizaje de las Mate-
maticas, que puedan ser abordados por los doctorandos en sus trabajos de
investigacion.

12. Conocer algunas de las principales lineas de investgacién en Educacién Ma-
tematica.

CONTENIDOS

* La Historia de las Matematicas en la ensefianza.
* El desarrollo histérico de las Matematicas.
« El analisis de biograffas de grandes matematicos.

* La Historia de la Educacién Matematica.
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1. CONTEXTOS HISTORICOS DE LA CIENCIA EN EL AULA

¢Para qué conocer la historia de una disciplina en el aula? Frecuentemente se
concibe que el docente pueda usar algunos elementos de la historia de la disciplina
que imparte, es decir, afadir anécdotas y comentarios para hacer mis amena una
clase, o proporcionar una “introduccion” histérica del tema o materia que se va a
tratar, pero q{fe a la vez es completamente independiente del desarrollo mismo del
curso. En otras palabras, utilizar los conocimientos histéricos para rellenar y amenizar
las clases, pero de una manera ajena a la metodologfa y conceptos propios del curso.

Existen planteamientos que afirman que el conocimiento del desarrollo histori-
co de una disciplina proporciona al docente una pista de cémo, probablemente, se
desarrolla el conocimiento de tal disciplina en la mente de un alumno.

Pero, més que nada, el conocimiento de la historia de una disciplina y su relacién
directa con los conocimientos que se imparten proporciona al docente, y de hecho
también al alumno, la posibilidad de comprender la naturaleza de tales conocimientos,
su razén de ser, los motivos por los que se desarrollaron en un momento dado de
su historia, la explicacion de por qué evolucionaron de esa manera y el impacto que
tuvieron en el entorno socio-histérico y cultural que rodeaba a los seres humanos
que lo hicieron.

En Matematicas, el saber c6mo se ha desarrollado esta drea del conocimiento
humano permite lograr una perspectiva de su filosofia y las razones esenciales de su
evolucién. Las preocupaciones principales, las concepciones de los objetos matema-
ticos, y la concepcion misma de las Matemdticas han variado notablemente a lo largo
de la historia.

A René Descartes (1596-1650), se le reconoce un gran mérito, ya que se le atribuye
la invencién de la Geometria Analitica. Sin embargo, en su ensayo La Geometria (obra
publicada originariamente en el afio 1637, que marcé el
trenacimiento de la Matematica en el siglo XVIII, y constituyd
el primer tratado impreso que contiene los fundamentos de
la Geometria Analitica; esta valiosa obra influyé en mentes
tan valiosas como la de Isaac Newton, quien la leyé en 1663)
no presenta sistemas de coordenadas cartesianas, que es lo que
creemos necesario para desatrollar esta geometria. Debemos
comprender el ambiente de racionalismo que imperaba en el
siglo XVII, y que este ensayo no es mas que una aplicacion,
un ejemplo, del método que describe en su obra Discurso de/
Métods. Es realmente brillante la posibilidad de estudiar con
otro método, no el geométrico, objetos que pertenecen al dmbito geométrico. En otras
palabras, Descartes posibilité la descripcion y estudio de objetos geométricos, por ¢jem-
plo, no en términos de pertenencia y no pertenencia, sino en términos de relaciones
numéricas o algebraicas. Asi, en lugar de analizar los objetos geométricos, se investigan
las propiedades algebraicas de las expresiones asociadas a dichos objetos. Es el méto-
do, el cambio en la visién, lo que le concedié el mérito al ilustre matematico francés.
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Otro ejemplo sobre este desarrollo es el Calculo mismo, cuyo origen esti en el
estudio del movimiento, hecho que no se habia dado con anterioridad a ese nivel,
aunque con antecedentes en el mismo desarrollo de Descartes y Vieta. Newton y
Leibniz emprendieron el desarrollo del Calculo, pero ambos con serios “huecos” en
cuestiones de rigor: no habia definiciones precisas y eran mas bien los métodos lo
que estaba mejor definido. Mis, eso no detuvo el desarrollo del Cilculo, ni su apli-
cacion exitosa en el estudio del movimiento, ni su expansion en lo que conocemos
como el Anilisis. Han existido intentos de axiomatizar esta rama de las Matematicas,
mas no se ha logrado.

Los conceptos de la Aritmética y el Algebra se aplicaron durante muchos siglos,
pero los esfuerzos por regularlos y axiomatizarlos, sélo tienen siglo y medio. El
Cilculo se ha desarrollado asimismo sin esta axiomatizacién y derivando férmulas y
procedimientos que permiten su estudio y aplicacién mas sencilla, soslayando asi
recurrir a las definiciones de cada objeto cada vez que se utilizan.

Los cursos de Geometria en la Educacién Secundaria, aunque se denomine
“euclidiana” y comiencen con las definiciones, los axiomas y los postulados de
Euclides, contindan en un orden y con una metodologia diferente a la del gran mate-

matico griego. El enfoque que perdura actualmente en nuestras aulas tiene sus ori-

genes en una crists de los fundamentos y las continuas tentativas de suministrarle
una sedimentacion sdlida a la Matemitica, en este caso la Geometria, que existieron
en el siglo XIX.

Si retrocedemos de nuevo a la pregunta inicial, no solamente el conocimiento de
la historia de la disciplina sirve para amenizar la clase, también nos permite ofrecer
una panorimica de su desarrollo como producto social, cultural, sumergido en un
entorno variable. Asimismo, al docente le proporciona un disefio de su filosofia, sus
métodos, sus objetos, y le permite aplicar esta informacion, con una capacidad de
discriminacion cimentada, en el momento de impardr sus clases, conceptos y métodos
de una forma coherente con el nivel en el que se desenvuelve.

Para finalizar, resaltamos la frase pronunciada por el astrénomo y fisico italtano
Galileo Galilei (1564-1642), refiriéndose al Universo escribia: “Este grandisimo libro
que continuamente tenemos abierto ante los ojos no se puede entender si antes no
se aprende a entender la lengua y a conocer los caracteres en los cuales esté escrito.
Estd escrito en lengua matematica y los caracteres son triangulos, circulos y otras
figuras geométricas”.

2. LA HISTORIA DE LAS MATEMATICAS EN LA ENSENANZA

Desde que se establecieron los sistemas nacionales de educacion, en cada gene-
racién se han alzado voces a favor de una aproximacion histdrica en la Ensefianza
de las Matematicas y, en particular, del uso de la Historia de las Matematicas en su
Ensefianza.
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Como sefialé Fauvel en 1991, un fuerte argumento para ello, sobre todo en los
albores del siglo XX, fue el punto de vista genético, debido a Herbert Spencer, segin
el cual la génesis del conocimiento en cada nifio debe seguir el mismo camino que
la génesis del conocimiento en la raza.

El principio genético postula que el desarrollo de la inteligencia humana reproduce
desde la infangia los pasos que ha seguido la evolucién histérica de los conceptos
matemiticos. Podemos ensayar en algunos temas, la aplicacién del método genético.
Este método, extraido de la Biologfa, pretende reconstruir el clima psicolégico que
envuelve a cada momento creador que haya supuesto un avance significativo en la
Historia de las Matematicas. La aplicacion de este método en la Ensefianza ha sido
reivindicada por ilustres matematicos y profesores de Mate-
miticas, e intenta demostrar que, para la perfecta comprensién
de un concepto determinado, el estudiante debe repedr, a gran-
des rasgos, el proceso histdrico que se ha desarrollado hasta su
formulacién actual. Félix Klein (1849-1925), en su obra en dos
volimenes, Matemdtica elemental desde un punto de vista superior, des-
tinada a la formacion de los estudiantes de Magisterio, desarrolla
un razonamiento genético. Asi, al final del primer volumen sefia-
la: “Para precisar bien mi opinién en este punto (el punto de
vista pedagdgico-matemdtico que aconseja no dar demasiado pronto al alumno
cosas demasiado abstractas y dificiles), he de recordar la ley fundamental biogenética,
segun la cual el individuo en su desarrollo recorre en ripida sucesion todos los esta-
dos del desarrollo de la especie a que pertenece. Este principio, creo yo, debiera ser
seguido también, al menos en sus lineas generales, en la ensefianza de la Matematica
lo mismo que en cualquier otra ensefianza; se deberia conducir a la juventud, teniendo
en cuenta su natral capacidad y disposicion, lentamente hasta llegar a las materias
elevadas y, finalmente, a las formulaciones abstractas, siguiendo el mismo camino
por el que la humanidad ha ascendido desde su estado primitivo a las altas cambres
del conocimiento cientifico. Un inconveniente fundamental para la propagacion de
tal método de ensefianza, adecuado al alumno y verdaderamente cientifico es, segura-
mente, la falta de conocimientos histdricos que se nota con sobrada frecuencia”.

La aplicacién de este método consiste en realizar una reconstruccién histérica
que ponga de manifiesto el conocimiento de las preguntas y necesidades que acarre-
aron en un periodo de la Historia la introduccién de nuevos conceptos, asi como los
problemas especificos propios del nacimiento de los mismos. Estas dificultades se
manifiestan asimismo de forma rotunda en el aprendizaje estos conceptos y en la
resolucién de los mismos problemas, como ya sefialaba Kline en 1908. Por ejemplo:
si los nimeros negativos no afloraron hasta el milenio de Historia Matematica, y si
tuvieron que pasar otros mil afios hasta que fueron aceptados por los matemiticos,
es indudable que los estudiantes tendrin dificultades con esta clase de nimeros. En
el campo del Algebra, es muy significativo el ejemplo siguiente. Si contemplamos la
Historia del Algebra, vislumbraremos las dificultades que tienen frecuentemente los
escolares de Educacién Primaria y Secundaria con las letras que representan las
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incognitas. Estos problemas son andlogos a los que han padecido los matematicos
durante mas de 20 siglos, en la transicion desde el Algebra Retérica de los griegos
de la época clisica al Algebra Simbélica de Vieta. Entre ambas, se desarrollaron las
etapas intermedias del Algebra Sincopada de Diofanto, los avances de los irabes y
el famoso “Arte de la cosa” de los algebristas italianos del Renacimiento.

Célebres matematicos espafioles como Julio Rey Pastor y Pedro Puig Adam,
entre otros, estimularon esta aproximacion histérica, incluyendo en sus libros de
texto comentarios sobre Historia de las Matematicas adaptados a los alumnos.

J. Rey Pastor (1888-1962)

Julio Rey Pastor destaca por su labor en la Didactica de las Matematicas. En 1910
fundé con algunos profesores la Sociedad Matemitica Espafiola, e introdujo y divulgd
en Espafia la Matematica moderna. En sus numerosas obras didacticas hay puntos
de vista y demostraciones originales. Realizé trabajos de investigacién historica
sobre las Matematicas espanolas del siglo XVI, entre otros. Crea la Revista Matematica
Hispano-Americana en 1919, y escribe muchos textos para la Ensefianza Secundaria,
contribuyendo a la renovacion de la ensefianza.

En nuestra practica didactica en el aula, debemos procurar ajustarnos al maximo
posible al Decdlogo de la Diddctica de la Matemdtica Media formulado por D. Pedro Puig
Adam en 1955, y que exponemos a continuacién: “Se me piden normas didicticas.
Preferiria despertar una conciencia didéctica; sugerir formas de sentir antes que
modos de hacer. Sin embargo, por si valieran, ahi van las sugerencias que estimo
mas fundamentales:

* No adoptar una didictica rigida, sino amoldarla en cada caso al alumno, obser-

vandole constantemente.

* No olvidar el origen de las Matematicas ni los procesos histéricos de su evo-

lucién.

* Presentar las Matematicas como una unidad en relacién con la vida natural y

social.

* Graduar cuidadosamente los planos de abstraccién.

* Ensefiar guiando la actividad creadora y descubridora del alumno.
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= Estimular dicha actividad despertando interés directo y funcional hacia el objeto
del conocimiento.

= Promover en todo lo posible la autocorreccién.
= Conseguir cierta maestria en las soluciones antes de automatizarlas.
= Cuidar que la expresién del alumno sea traduccion fiel de su pensamiento.

L]
* Procurar a todo alumno éxitos que eviten su desaliento”.

Estas ideas formuladas hace 50 afios conservan todo su vigor y creemos que
deben ser el objetivo en su prictica docente de cualquier profesor de Matemiticas.

P. Puig Adam (1900-1960)

La imagen ha sido reproducida de la portada de la revista Nidmeros, V. 41, abril de
2000, editada por la Sociedad Canaria “Isaac Newton” de Profesores de Matematicas.

En Canarias, resaltamos la extraordinaria labor pedagdgica e investigadora des-
arrollada en los ulimos cincuenta afios por José Martel Moreno (San Lorenzo,
1925), Catedritico de Didictica de la Matematica en la Universidad de Las Palmas
de Gran Canaria, y Nacere Hayek Calil, (Tenerife, 1922), Catedratico de Andlisis
Matemitico en la Universidad de La Laguna, ambos Profesores Eméritos.

José Martel Moreno y Nicere Hayek Calil
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La Historia debe ser una poderosa herramienta para lograr objetivos tales comor
*® Mostrar la forma peculiar de brotar las ideas en Matematicas.

¢ Enmarcar temporal y espacialmente las grandes ideas, los problemas, junto con
sus precedentes, la motivacién.

* Sefialar los problemas abiertos de cada petiodo, su evolucion y la situacién actual
de los mismos.

* Anotar las conexiones histéricas de la Matemitca con otras ciencias, en cuya
interaccion han brotado tradicionalmente muchas ideas importantes.

Se ha fomentado de nuevo el interés por los aspectos histéricos en la Educacién
Matemitica, a partir de la década de los setenta del siglo pasado. Schubring en 1983,
sefialaba algunas muestras de este florecimiento:

¢ Fundacién del Grupo Inter-IREM de Historia de las Matematicas, cuyo obje-
tivo es la utilizacién de la Historia de las Matemadticas en su ensefianza.

* Aparicién del Grupo Internacional de Estudio sobre las relaciones entre la
Historia y la Pedagogfa de las Matemiticas (HPM).

* Numerosos trabajos que estudian las relaciones entre Historia de las Matematicas
y Ensefianza desde puntos de vista diferentes, realizados por autores como
Janke, Otte y Schubring (los tres en Bielefeld, Alemania), Pyenson (Montreal),
Dhombres (Nantes), Eccarius (Eisenach, Alemania) y Filloy (México), entre
otros.

* Publicacién de trabajos acerca de la Ensefianza de las Matematicas desde el
punto de vista de los ensefiantes, como los realizados por Howson en
Southampton, y de la historia del desarrollo de la Didactica de las Matemiticas,
como los de Glaeser (Estrasburgo) y Schmidt (Colonia).

Debemos resaltar las iniciativas siguientes, referidas a la utilizacién de la Historia
de las Matematicas en el aula:

— La publicacién en 1969 por el NCTM de la obra Historscal Topics for the
Mathematical Classroom, en la que se detalla una serie de materiales hist6ri-
cos para la Educacién Matematica.

— La obra colectiva de los IREM franceses: Matbematigues an fol des ages, en la
que se ofrece una seleccién de textos qué muestran c6mo han evoluciona-
do histéricamente las Matematicas.

— Los Congresos del HPM, entre los que destacan las dos Conferencias
Internacionales sobre Historia y Epistemnologia en la Educacién Matematica,
celebrados en Montpellier (Francia, 1993) y en Braga (Portugal, 1996).

En junio de 1991, la revista For the Learning of Mathematics, http:/ /flm.educ.ual-
berta.ca, public6 un niimero monogrifico muy interesante. Culminaba asi el interés
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de esta publicacién periédica por impulsar en sus paginas el debate en torno al uso
de la Histotia de la Matematica en su aprendizaje.

En Espafia también ha aumentado de manera notable la inquietud por los aspectos
histéricos en Educacién Matemitica desde diversas perspectivas, como lo refrendan
la gran cantidad de ponencias y comunicaciones presentadas en congresos nacionales
e internacionalgs, tesis doctorales leidas, articulos y monografias, asi como por los
numerosos cursos de doctorado y la organizacién de seminatios especializados.

Algunas de las razones que se manejan para la integracion de la Historia de las
Matemiticas en su Ensefianza son las siguientes:

Para el profesor constituye un antidoto contra el formalismo y el aislamiento del
conocimiento matemdtico y un conjunto de medios que le permiten apropiarse
mejor de dicho conocimiento, a la vez que le ayudan a ordenar la presentacién de lqs
temas en el curriculo, La exploracién de la Historia le ayndara también a descubrir
los obsticulos y dificultades que se han presentado, los errores cometidos por los
propios matematicos, asi como el papel de las Matematicas como actividad humana.

Para los alumnos, las Matematicas ya no representaran el papel de edificio aca-
bado, restituyéndose su estatus de actividad cultural, de actividad humana, a la vez
que es una fuerte motivacién para su aprendizaje.

J. Fauvel en 1991, proponia, las siguientes directrices por parte de los docentes
en el aula:

1. Nombrar anécdotas matematicas del pasado.

2. Presentar introducciones histéricas de los conceptos que son nuevos para los

alumnos.

3. Fomentar en los alumnos la comprensién de los problemas historicos cuya

solucién ha dado lugar a los distintos conceptos que aprenden en clase.

4. Impartir lecciones de Historia de las Matematicas.

5. Pensar ejercicios utilizando textos matematicos del pasado.

6. Promover la creacién de posteres, exposiciones U Otros proyectos sobre un

tema histérico.

7. Emplear ejemplos del pasado para ilustrar técnicas o métodos.

8. Realizar proyectos en torno a una actividad matematica local del pasado.

9. Explorar errores del pasado para ayudar a comprender y resolver dificultades
de aprendizaje.
10. Imaginar aproximaciones pedagdgicas al tépico de acuerdo con su desarrollo
histdrico.
11. Idear el orden y estructura de los temas dentro del programa de acuerdo con
su desarrollo histdtico.
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En Ontoria, A. (1992), pp. 139-148, podemos ver una experiencia de trabajo sobre
“Historia de la Matematica como recurso didactico en el aula”, mediante el empleo
de mapas conceptuales.

Es necesario por parte del profesorado realizar estudios sobre Historia de las
Matematicas. Hay muchas maneras de elaborar estos estudios:

¢ Obtener simplemente una cronologfa de nombres, citas, fechas y aspectos mis
trascendentes. Esta via no requiere mucho esfuerzo de estudio, pero debemos
ser conscientes que nos suministra una panorimica parcial de la Historia de las
Matematicas.

* Profundizar en la evolucién del pensamiento y en el trabajo matematico. Es un
camino muy interesante. Sin embargo, demanda una sélida formacion matema-
tica y humanistica. Entre los temas de investigacion sefialamos los siguientes:

1. Las diferentes culturas cientifico-Matemiticas.

2. Evolucién de los principales conceptos matematicos.

3. Origen y Desarrollo de las diferentes Ramas de las Matematicas: Aritmética,
Geometria, Algebra, Estadistica, Anilisis Matematico y Cilculo de Proba-
bilidades.

4. Los hitos mis trascendentales del pensamiento matematico.

5. Los problemas mas interesantes.

6. Los diversos procedimientos de resolucion.

7. Las Escuelas y Tendencias en Matematicas.

En el cuadro 1 podemos ver un ejemplo sobre el concepto de funcién en la

Historia.

* Existe también la posibilidad de analizar la Historia de la Matematica toman-
do como referencia a sus creadores. Una meticulosa seleccién de personajes es
fundamental para poder ilustrar los momentos matematicos mis relevantes. Es
un camino fructifero y motivador, ya que enlaza con la parte humana de los
protagonistas de esa extraordinaria obra colectiva del espiritu humano que es
la Matematica. No obstante, podemos excluir de nuestra seleccién a muchos
actores trascendentales en la Historia de las Matematicas, lo que constituye una
dificultad.

o Utilizacién didictica de videos. Existen videos con la biografia de matematicos,
otros que muestran algunas experiencias histéricas, o descubrimientos que han
ejercido una gran influencia en la vida de los seres humanos. El profesor debe
elaborar fichas para que los alumnos las completen antes y después de la pro-
yeccién. A modo de ejemplo podemos citar Donald en e/ Pais de las Matemdticas,
volumen 5 del Canal Disney, véase Del Rio, J. (1988). También podemos resaltar
las series: Universo Matemdtico y Mas por Menos, de Antonio Pérez Sanz.
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Cuadro 1

¥’ Los babilonios: concepto de funcién relacionado con la astronomia.

Edad ¥ Los griegos intento de buscar dependencia entre variables en la

Antigua acustica.

Obstaculo: el papel de las propotciones.

v' Nicolds de Oresme (1323-1382): estudia los fendmenos a través de
aproximaciones geometricas.

Obstaculo: la falta de un correcto aparato matematico

v’ René Descartes (1596-1650): nace la geometria analitica. Expresa una
ecuacién en X e y para indicar la dependencia entre dos variables.

v Isaac Newton (1642-1727): descubre el desarrollo de las funciones en
series infinitas de potencias.

Y Gouifried W. Letbniz (1646-1716): es el primero en utilizar el término de
funcién.

V' Jean Bernoull; (1667-1759): da la primera definicion explicita de funcién
como una expresion analitica.

v Leonbard Euler (1707-1783): define el concepto de funcién y de otros

relacionados con él. Idea la notacidn f(x) utilizada hasta nuestros dias.

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813). limita el concepto de funcién a

funciones analiticas definidas por series de potencias.

v’ Jean-Baptiste-Joseph Fourier (1768-1830): generaliza el tipo de funciones
representadas por series de potencias, las funciones trigonométricas.

Y Gustav Dirichlet (1805-1859): da una definicién general, “Si una
variable y estad relacionada con otra variable x, de tal manera que
siempre que se atribuya un valor numérico a x hay una regla segin la

Edad
Media

Edad
Moderna v

cual queda determinado un anico valor de y, entonces se dice que y es
una funcién de la variable independiente x”.

* Otro ¢je interesante es observar atentamente la evolucién y desenlace de algunos
“problemas matematicos”. Algunas de las cuestiones que pueden averignarse
son las siguientes: a) sCuando se esbozé el problema? b) ¢Quién o quiénes lo
disefiaron? c) ¢Quiénes lo solucionaron? d) ;Con qué dificultades se toparon
en la resolucion del problema? €) ;Fueron publicadas las soluciones?

* Podriamos profundizar en ciertas ramas de las Matemiticas:
o Aritmética.
o Algebra.
o Aniljsis.
o Geometria.
o Estadistica.
o Probabilidad.

* Finalmente, nuestro interés se puede centrar en un personaje o en una deter-
minada cultura. Asi, por ejemplo, podriamos tratar: Las figuras de Euler, Kolmo-
gorov; las culturas matematicas griega o egipcia.
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Para concluir, sefialamos que cualquiera que sea la opcién adoptada, dispondremos
de una serie de personajes, hechos, problemas, culturas, que gradualmente nos ayu-
darin a comprender mejor la Historia de las Matematicas.

3. ETAPAS EDUCATIVAS

En este apartado y en el siguiente, nos hemos inspirado fundamentalmente en J.
Peralta (1995), Principios diddcticos e histiricos para la enserianga de la Matemitica.

Podemos asociar los contenidos matematicos de las diferentes etapas educatvas
a un periodo concreto de la Historia de las Matematicas.

Si adoptamos un enfoque muy generalista, podemos diferenciar en la Historia de
las Matemdticas cuatro etapas fundamentales, cualitativamente distintas, aunque no
es posible delimitar fronteras exactas entre ellas ya que sus rasgos fundamentales
comparecen gradualmente.

* La primera etapa es la del Nadgmiento de la Matematica como ciencia terica e
independiente, y abarca desde el principio de la humanidad hasta el siglo Va.C.,
aproximadamente. En ella afloran, intimamente conexionadas la Aritmética y
la Geometria. En esa época, las Matemiticas eran un conjunto de reglas aisladas
enlazadas a la vida real y deducidas de la experiencia; no constituian todavia un
sistemna légicamente unificado, ya que no se efectuaban demostraciones, aunque
se fue evolucionando paulatinamente hacia ello,

* La segunda etapa puede ser considerada como la de la Matemitica Elemental, erigi-
da sobre un sistema Igico, ya que cada proposicién tiene su demostracién corres-
pondiente. Esta época perduré unos 2000 afios, y terminé hacia el siglo XVII.

* La tercera etapa, caracterizada por el origen y desarrollo del Andlisis Matematico,
se extiende, aproximadamente, a lo largo de la segunda mitad del siglo XVII y
todo el siglo XVIIIL

* La cuarta etapa es la de la Matematica Contemporinea (siglos XIX y XX), que
surge tras el desarrollo impresionante de la Matematica en el siglo anterior, y
en la que los matematicos empiezan a encontrar defectos en los fundamentos
de un edificio en constante crecimiento, y tratan de analizar con espiritu critico
conceptos que hasta entonces eran considerados como intuitivos. Esta fase
podria resumirse en tres puntos: anilisis profundo y critico de todas las nociones,
afin sistematizador y fecundidad.

La primera etapa la podriamos sintetizar sefialando que comprende los resultados
elementales de la Aritmética y de la Geometria y que, a nivel general, constituye el
objeto de la Educacién Primaria y parte de la Secundaria Obligatoria. Los descubsi-
mientos mas importantes del segundo periodo y parte del tercero: La Geometria
Analitica y los inicios del Calculo Infinitesimal y del Calculo de Probabilidades, abarcan
los contenidos de la parte final de la Educacién Secundaria Obligatoria y del Bachi-
llerato. Los resultados bisicos del tercer periodo, como el desarrollo del Anilisis
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Matemitico, Ecuaciones Diferenciales y Algebra Superior, y algunos temas del cuarto
petiodo, como las Estructuras algebraicas, forman parte de los conocimientos mathné-
ticos de un ingeniero y del primer ciclo de una licenciatura en Ciencias Matematicas
o Fisicas. Por tltimo, las ideas y resultados del cuarto periodo corresponden, funda-
mentalmente, a las licenciaturas en Matemaiticas y, en parte, a Fisicas.

2

4. PRINCIPIOS DIDACTICOS

El andlisis de la Historia de las Matematicas puede indicarnos algunas directrices
para el desempefio de nuestra labor docente. Vamos a analizarlas inmediatamente.

* Por ejemplo, si nos fijamos, el Calculo Infinitesimal naci6 en el dltimo tercio
del siglo XV1I de la mano de Newton y Leibniz, y durante todo el siglo XVIII
evolucioné de modo espectacular. Los hermanos Bernouilli, D’Alembert y
Lagrange, entre otros, fueron construyendo la teoria mediante un proceso de
resolucién de problemas en buena medida suministrados por la Fisica, para los
que crearon métodos especificos.

Asimismo, podemos hacer reflexiones anilogas sobre otras partes de las
Matematicas en las cuales se ha evolucionado de lo particular a lo general, de
1o concreto a lo abstracto. En la Ensefianza de las Matematicas, sin embargo,
no suele ocurrir asi y solemos proceder al revés, como se observa en el ejem-
plo siguiente.

Habitualmente, se presentan a los estudiantes las férmulas y sus demostracio-
nes antes que ejemplos numéricos de las mismas. Por ello, es muy frecuente
que algunos soliciten explicar “con numeros” en vez de “con letras”, o nos
demanden algunos ejemplos antes de definir un concepto o formular una pro-
posicién.

Asi, en Métricas de Heron de Alejandria (siglo I d. C.), se actia de la siguiente
forma: “Hay un método general para encontrar, sin medir perpendiculares
(esto es, alturas), el area de un tridngulo cualquiera dados sus tres lados”. Luego,
se realiza un ejemplo numérico: el triangulo de lados 7, 8 y 9 y se prueba que
el drea es 720 . Después, se realiza la demostracién geométrica de que el drea

S=Jp(p-aXp-b)p-c)

del tridngulo es:

donde 4, 4, ¢ son las medidas de sus lados y p el semiperimetro. Por ultimo, se
concluye con otro ejemplo diferente: el tridngulo de lados 13, 14 y 15, cuya
irea es 84.

Como conclusién, después de la lectura de muchos textos histdricos matema-
ticos, podemos decir que la racionalizacién en Matemiticas debe hacerse tra-
tando de buscar, a partir de casos particulares la posterior generalizacion.
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, istotis viatematica nos debe ayudar para que ésta se presente de una
forma m4s humana:

— Al dejar constancia de que lo que se estd aprendiendo es fruto de una acti-
vidad humana que tiene sus origenes, bien en inquietudes relacionadas con
Ia subsistencia 0 modo de organizacién de la sociedad, bien en el intento
de responder a cuestiones surgidas en el seno de las Ciencias en general.

— Al resaltar las dificultades, anécdotas y ciertos semblantes personales de
algunos matemidtcos.

— Al comprobar la cooperacién existente entre los matematicos para llegar a
buenos resultados. Observamos que los descubrimientos no han sido siem-
pre producto de mentes deslumbrantes de personas aisladas. Por el contrartio,
frecuentemente han sido logrados como consecuencia de la colaboracién
de muchos, y como fruto de avances progresivos durante muchos siglos.

* La Historia nos suministra una perspectiva critica, sin ella los conceptos mate-
maticos se alteran, se desconceptualizan y se apartan de la problematca de
donde emergieron. Nos encontramos entonces en presencia del fenémeno
denominado la “transposicion didactica”.

Chevallard (1982) escribe sobre este proceso de “deshistorizacién”, de “des-
personalizacién” del saber: “El saber toma entonces el aspecto de una realidad
antihistérica, intemporal, que se impone por si misma; que no teniendo creador,
aparece libre con relacién a todo el proceso de génesis, no pudiéndose hacer
constar el origen, la utilidad, la pertinencia”.

El esquema siguiente, reproducido de M. C. Chamorro (2003, p. 85), muestra
el Conjunto de transformaciones que sufre un saber para ser ensefiado (Ives
Chevallard).

Saber sabio

Transposicion didictica

Despersonalizado Petsonalizado
Destemporalizado Temporalizado
Descontextualizado Contextualizado

El saber que forma parte del sistema diddctico no es idéntico al saber cientifico,
y su legitimidad depende de la relacién que éste establezca desde el punto inter-
medio en el que se encuentra respecto de los académicos y del saber comiin de
los padres.

Esta distancia, entre el saber que se debe ensefiar y el saber cientifico, es negada
porque de dicha negacién depende, en parte, la legitimacién. La transformacién
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de los conocimientos en su proceso de adaptacion supone la delimitacién de
conocimientos parciales, la descontextualizacion y finalmente una despersona-
lizacién.

A propésito de la despersonalizacion del saber, sefiala Chevallard que todo
saber, esta conectado originalmente con su productor puesto que se encarna
en él. Compartir ese saber, atin en el interior de la comunidad académica, supone
cierto grado de despersonalizacion, que constituye un requisito para la publici-
dad del saber. Por ejemplo, menciona que lo que hoy conocemos como “Mecanica
clisica”, fue en principio un saber personal (casi esotérico, agrega) de Isaac
Newton. Fueron las presiones de su entorno las que produjeron el nacimiento
de los “Principia”. Pero sin duda, este proceso que se inicia dentro de la misma
comunidad académica, completa su ciclo en el momento de la ensefianza.

La Histotia de las Matemadticas debe recordarnos el papel practico de las mis-
mas. La mayoria de los conceptos matemiticos fueron creados para resolver
problemas de la vida cotidiana. Gran parte de estos problemas han caido en
el olvido, ensefiindose frecuentemente unas Matematicas carentes de sentido.

* El conocimiento de cémo se fueron forjando paulatinamente los conceptos y
las notaciones matematicas nos ayuda muchas veces a comprender mejor
ciertos errores de nuestros alumnos, asi como a disefiar situaciones didicticas
mas apropiadas para un aprendizaje progresivo y fructifero de determinados
conceptos matematicos.

Asimismo, la Historia de las Matemiticas puede suministrarnos algunos recursos
para que los alumnos no cometan errores. Asi, en los Ekmentos de Euclides apa-
recen muchas igualdades algebraicas a partir de construcciones geométricas, que
nos pueden ayudar a comprender mejor los problemas planteados.

La tabla 1, reproducida de Wussing H. (1998): Leciones de Historia de las Matemiticas,
nos muestra un esquema de la obra.

En la tabla 2 se muestran los cinco poliedros regulares (los lados, angulos y poli-
gonos que conforman cada una de sus caras son idénticos). Interpretados por
Platén como forma fundamental de los elementos del mundo. Al final del libro
XII de los Elementos, Euclides incluy6 la prueba de que son los unicos posibles.

» Arquimedes de Siracusa (285-212 a. C.), matematico, fisico e inventor griego,

empleaba un nuevo método, el método heuristico, que también fue utilizado
a lo largo de la historia por otros matematicos famo-
sos, como Descartes, Leibniz y Bolzano. La Historia
de las Matematicas nos muestra como algunos mate-
maticos importantes aplicaron este método para rea-
lizar sus descubrimientos. Seria conveniente que
también se empleara para el aprendizaje de los alum-
nos. En Geometria los escritos mas importantes de
Arquimedes fueron:
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= Du la Eifara y o/ Cilindro. Introduce el concepto de concavidad, que Euclides
no habia utilizado, asi como ciertos postulados relativos a la linea recta.

— De los Conotdes y Esferoides. Define las figuras engendradas por la rotacion
de distintas secciones planas de un cono.

— De las Espirales. Analiza estas curvas importantes y estudia sus elementos
mAis representativos.

En Aritmédca son, fundamentalmente, dos las obras mas interesantes:

— E/ Arenario. Expone un método para escribir nimeros muy largos dando
a cada cifra un orden diferente segun su posicion.

— De la medida del Circulo. Es una de sus obras fundamentales. Demuestra que la
razén entre la circunferencia y el didmetro estd comprendida entre 3 + 10/71

Tabla 1

Libro Contenido

Procedencia

Del punto hasta el teorema de

Pitagoras
& Periodo jonico,

Algebra geométrica o
principalmente

Teotia del Circulo L.
pitagorica

Libros de Poligonos regulares inscritos y

planimetria circunscritos

Extension de la teoria de las .
Eudoxo de Cnido
magnitudes a los irracionales

Proporciones aplicadas a la

planimetria

VII

Teotda de la divisibilidad, numeros

. primos
Libros de teoria de

VIII nimeros

Numeros cuadrados y cubicos, Pitagoricos

seties geométricas

Teorda de lo par y lo impar

. Clases de irracionales cuadraticos
[rracionales . Teeteto
Anexi6n de areas

Estereometria elemental Periodo Jénico
Libros Método de exhaucién: piramide, .
X1 . Eudoxo de Cnido
estereométricos cono, esfera
XIII Poliedros regulares Teeteto
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y 3 + 1/7; dicha relacién es conocida en la actualidad por . Asimismo,
muestra la equivalencia entre el drea del circulo y un tridngulo rectingulo
cuyos catetos son el radio y el perimetro de la circunferencia.

Tabla 2
Tos 5 y e . o
s | AN | S|IED
Platénicos | | 7| N 7 \_
Nombre | Tetraedro | Cubo Octaedro | Dodecaedro | Icosaedro
Vértices 4 8 6 20 12
Aristas 6 12 12 30 30
Caras 4 6 8 12 20
Acistas 3 4 3 5 3
por Cara
Interpreta Fuego Tietra Aire El Mundo Agua
cién

Sin embargo, seria practicamente imposible, recorrer con exactitud la evolucién
histérica de los conceptos. La ayuda que puede encontrar el profesor en la Histo-
ria de la Matemitica, no debe convertirse en la realizacion de un planteamiento
historicista gobernado por razones de fidelidad histdrica. Lo que debemos
hacer es extraer de la Historia la problemitica que permita redescubrir a los
estudiantes, por medio de su actividad investigadora, los conocimientos que
suelen darse con frecuencia totalmente elaborados. La tarea del profesor debe
consistir en una reelaboracion del material histdrico para preparar guias de traba-
jo asequibles al nivel del grupo, lo que conllevari a simplificaciones y alteraciones
del proceso histérico.

Las Matematicas deben ensefiarse relacioniandolas con la evolucién cultural
general y con las demas ciencias, haciendo ver que forman parte de la cultura.
El conocimiento de la Historia de las Matemiticas, puede contribuir a proporcio-
nar al alumno la conciencia de que la Matemitica es uno de los factores rele-
vantes de la evolucién cultural, y a impulsar el desarrollo de su cultura general.

Esa cultura general, enciclopédica, a la que debe de tender la Ensefianza Secun-
daria, fue incluida en la Edad Medta dentro de las denominadas “Artes Liberales”.
Estas eran siete y se caracterizaban por demandar principalmente el ejercicio
del entendimiento.

En esa época se hablaba de las “Artes Liberales”, conocimientos a los que debia
acceder de manera gradual todo ser humano basicamente instruido. Estas se
dividian en dos grupos: el Trivium (la triple via) y el Cuadrivium (1a cuddruple via).
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Al Trivium correspondian: La Gramatica, la Dialéctica y la Retérica, y al Cuadriviunr.
La Aritmética (estudio de los “nimeros en reposo”), la Geometria, la Musica
y la Astronomia (“magnitudes en movimiento”).

Con las tres primeras se aprendia a pensar y razonar debidamente por medio
del conocimiento y significado de la lengua (Gramitica), la coherencia logica
de la misma (Dialéctica), y finalmente, por su aplicacion al discurso y la pala-
bra (Retdrica), verdaderos soportes y vehiculos todos ellos del pensamiento.
Sélo a través del Trivium, de las palabras, voces y nombres de las cosas, podia
accederse a las Ciencias del Cuadrivium, que eran superiores a aquéllas por
cuanto que expresaban, y expresan, un conocimiento mis esencial y profundo.
Las cuatro Ciencias del Cuadrivium se referian directamente al estudio de los rit-
mos y de los ciclos, de la proporcion y la medida, que, como sabemos, conforman
la estructura prototipica de todas las cosas.

Se trataba entonces de impartir una formacion integral y generalista, algo cada
vez mis en desuso. La Historia de la Matematica debe ser uno de los elementos
que contribuyan al resurgimiento de ese ideal.

Las dos ramas iniciales de la Matemdtica: Aritmética y Geometria, brotaron
para solucionar problemas de la vida cotidiana. La primera por la necesidad del
empleo de los niimeros para contar y formalizar actividades comerciales, y la
segunda para realizar toda clase de mediciones. A lo largo de los siglos, las
Matemiticas se fueron desarrollando por dos razones fundamentales: Para
resolver necesidades sociales o de la vida diaria y como ayuda en otras ciencias.
El cuadro 2, reproducido de J. Peralta (1995), pp. 106-107, muestra cémo cier-
tas necesidades sociales, originaron el desarrollo de herramientas matematicas
adecuadas.

Insertamos aqui un poema escrito por Rafael Alberti en 1946, dedicado a la
razén 4urea, que enlaza Poesia y Matematicas.

A LA DIVINA PROPORCION
A 1, maravillosa disziplina,
medsa, extrema ragon de la bermosura,
que claramente acata la clausura
viva en la malla de tu ley divina.
A B, cdreel foliz de la retina,
durea seccion, celeste cuadratura,
misteriosa fontana de mesura que el Universo armonico origina.

A B, mar de los suertos, angulares,
flor de las ainco formas regulares,
dodecaedro agul, arco sonoro.
Luces por alas un compds ardiente
Ty canto es una esfera transparente.

A 4, divina proporcion de oro.
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Alberto Durero, gran pintor aleman nacido en Nuremberg, realizé en 1514 el
grabado I.a Melancolia, que se puede ver en el Germanisches National Museum de

Nuremberg, Esta obra relaciona el Aste con las Matematicas.

Cuadro 2

&l N .
Necesidades sociales

Desarrollo matemitico

Cambio de bienes en las sociedades

primitivas

Primeros sistemas de numeracién

Intercambios en sociedades mercantles

Operaciones aritméticas

Recuperacion por sus dueiios de las tierras

riberefias tras las inundaciones (Egipto)

Cartografia

Geometria del plano

Necesidad de un calendario en las Astronomia
sociedades

Arquitectura Geometria del espacio
Comercio Aritmética mercantil

Entretenimiento de los nobles

Combinatoria y Calculo de Probabilidades

Administracion del Estado y

necesidades de las companias de seguros

Estadistica

Optimo aprovechamiento de los recursos

bélicos (2* Guerra Mundial)

Programacién lineal

Capacidad de toneles de vino (Kepler) y

otros asuntos

Cilculo Integral

Tratamiento masivo de datos en la sociedad

industrial

Calculadoras y Ordenadores

De todo lo expuesto anteriormente, podemos resaltar los seis Principios Didacticos
que se infteren del estudio de la Historia de la Matemitica:

— Ensefianza-Aprendizaje de lo particular a lo general.

Actividad humana.

Recursos para evitar errores.

— Finalidad cultural.

Papel prictico de las Matematicas.

Aplicacién del Método heuristico.
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de los logros de nuestra tecnologia no son sino Matematica encarnada con la
mediacién de otras ciencias.

* Es una actividad profundamente ladica, tanto que en los origenes de muchas
de las partes mis interesantes de la Matemitica el juego ha estado presente de
forma muy activa, como en la teoria de nimeros, combinatoria, y probabilidad,
entre otras.

* Esta presencia viva de la Matematica en nuestra cultura no es algo que vaya dis-
minuyendo. Si observamos las tendencias que se manifiestan cada vez con mis
fuerza, parece claro que el predominio de la intuicién matematica va a ser un
distintivo bien patente de las civilizaciones futuras.

Incluimos, por iltimo, las conclusiones de Isabel Ortega en su artculo “la
Historia que vivieron los matematicos”, recuperable en Internet:

Las cuestiones practicas de la humanidad movieron a los matematicos a resolver problemas a
lo largo de toda la historia. Tanto los drabes se preocuparon por calcular las particiones de las
complicadas herencias familiares, como los primeros matemiticos de la remota antigiiedad
concibieron el nimero cardinal para proteger sus rebarios de posibles pérdidas, los calculistas
orientales desarrollaron métodos que necesitaban para el comercio, los egipcios hicieron geo-
metria para determinar sus propiedades territoriales cuando las crecidas del Nilo borraban las
marcas y la trigonometria se desarroll6 a expensas de las necesidades de la navegacion.

Pero ademais de estas motivaciones y muchas otras por el estilo asociadas al cilculo y a los inte-
reses econdmicos que a priori se conceden a la tarea del matemitico, es interesante observar
la variada gama de intereses que han movido a los creadores de la matematica a desarrollar sus
teorias. A Monge, involucrado con la Revolucién Francesa, su dedicacién a la consolidacién de
los ideales de libertad lo llevo a la creacion de la Geometria Descriptiva; a los pitagéricos, su
intento de plasmar una filosofia en base a sus creencias misticas, les hizo desarrollar la aritmética;
Hipatya hizo matemitica teérica a fin de proporcionar a sus contemporineos unas herramientas
racionales que contrarrestaran el dogmatismo de su época; Russell, admirado de la precision
del método matematico, y con el fin de aplicatlo a la filosoffa, terminé haciendo filosofia de la
matemitica; los italianos renacentistas como Tartaglia, entusiasmados por el verdadero festin
que les proporcionaba Gutemberg y mostrando un verdadero gusto por el desafio que entrafia
la resolucién de problemas, arribaron a la férmula de la resolucién de la ecuacién de tercer
grado; Arquimedes dio pasos fundamentales en el cilculo fabricando maquinas a pedido del
rey; todo esto sin olvidar a Platon que vio en la matemitica una parte fundamental de la for-
macién de los ciudadanos de su repiblica ideal. Las pasiones mis diversas han movido a la cre-
acién matematica y las producciones muestran a su vez los coloridos matices de las civilizacio-
nes asignindoles a los matematicos un lugar en la historia similar a la de los artistas que inter-
pretan el momento que les toca vivir, dejan un testimonio de esa interpretacion ¢ influyen en
las épocas posteriores.

En este grabado, Durero pintd, en lugar destacado, el siguiente cuadrado magico

de orden 4:

16 4 3 2 13

S 104 11| 8

Si analizamos el ardculo “Matemiticas y Sociedad. Acortando distancias”, de
Miguel de Guzmdn Ozimiz, extraemos las siguientes reflexiones sobre la
Matematica:

* Es una actividad creadora de belleza, en la que se busca una cierta clase de belle-
za intelectual, solamente accesible, como Platén afirmaba, a los ojos del alma,
y en esto consiste en el fondo la fuerza motivadora y conductora siempre pre-
sente en los esfuerzos de los grandes creadores de la Matemdtica.

Tal es la historia que vivieron los matemdticos.

5. LA HISTORIA EN LA FORMACION DEL DOCENTE

* Es un potente instrumento de intervencion en las estructuras de la realidad a
nuestro alrededor, ayudando en la aplicacién de modelos fidedignos al mundo
tanto fisico como mental. En realidad, bien se puede afirmar que la mayor parte

En este apartado seguimos las directrices de Miguel de Guzman Ozimiz (1936-
2004), matematico universal, el iltimo de los pitagéricos. Es célebre su frase: E/juego
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'y la bellega estin en el origen de una gran parte de las Matemdticas. Si los matematicos de todos

los tiempos se lo han pasado tan bien jugando y contemplando su juego y su ciencia, spor qué no
tratar de aprenderla y comunicarla a través del juego y de la belleza?

Un cierto conocimiento de la Historia de la Matemitica, deberfa formar parte
imprescindible del bagaje de conocimientos del docente de cualquier nivel, pri_mario,
secundario o universitario. Y, en el caso de este dltimo, no sélo con la intencién de
que lo pueda utilizar como herramienta en su propia ensefianza, sino injcialx.nentF
porque la historia le puede proporcionar una visién realmente humana de la ciencia
y de la Matematica.

La perspectiva histérica nos aproxima a la Matematica como ciencta humana, no
endiosada, y capaz también de corregir sus errores. Nos acerca a las encantadoras
idiosincrasias de las personas que han ayudado a impulsarlas a lo largo de muchos
siglos, por motivaciones muy diferentes.

Miguel de Guzmian

Desde el enfoque del conocimiento mis profundo de la propia Matematica, la
Historia nos proporciona un marco en el que los elementos comparecen en su ver(ia-
dera perspectiva, lo que redunda en una gran riqueza intelectual para el que ensefia.
El orden légico no es obligatoriamente el orden historico, ni tampoco el orden
didictico coincide con ninguno de los dos. Pero el docente deberfa saber como han

sucedido las cosas, para:
e Vislumbrar mejor los problemas de la humanidad, en la elaboracion de las
ideas Matematicas, y a través de ello las de sus propios alumnos.
¢ Comprender mejor la conexién de las ideas, de los motivos y variaciones de la
sinfonia matemdtica.
o Utilizar este conocimicnto como guia saludable para su propia formacion.

El conocimiento de la Historia de la Matematica suministra una visién dindmica
de 12 evolucién de la misma. Tal visién dindmica nos facultatia para muchas tareas
interesantes en nuestra labor educativa:

* Posibilidad de extrapolacién hacia el futuro.

» Inmersién creativa en los problemas del pasado.

Historia y educacién matemdtica

* Comprobacién de lo sinuoso de los caminos del descubrimiento, con la per-
cepcién de las imprecisiones y confusiones iniciales.

Ademis, el conocimiento de la Historia de la Matematica y de la biografia de sus
creadores mas importantes nos hace plenamente conscientes del caricter intensa-
mente historigo, es decir, dependiente del momento y de las circunstancias sociales,
ambientales del periodo, asi como de las mutuas y profundas influencias que la cul-
tura en general, las diversas ciencias han ejercido unas sobre otras.

Seria muy atil que las diversas materias que ensefiamos se beneficiaran de la
visién historica, y que a todos nuestros estudiantes se les proporcionara, al menos,
un breve panorama global del desarrollo histérico de la ciencia que les va a ocupar
toda su vida.

Asi, podriamos aconsejar:
* La lectura comprensiva de algunos excelentes tratados de historia.
= Acudir, a las fuentes originales, especialmente de los clasicos.

* Analizar biografias de ilustres matematicos.

El MEC (1992) nos indica que:

La Historia de las Matematicas informa sobre cuiles han sido los modos del razonar matematico
en el transcurso del tiempo, qué conceptos son dificiles o han supuesto una auténtica ruptura
con épocas anteriores y cuiles otros han servido para desarrollar o afianzar teorias ya estable-
cidas. Esta informacion es 4til para la practica docente en cuanto que puede decirse que en los
alumnos el aprendizaje reproduce en parte las crisis histéricas de ruptura y rectganizacién de
conceptos propios del avance cientifico. Por ejemplo, la tardia aparicién del cero como nimero
se compagina bien con las dificultades que tienen los alumnos al respecto: escriben mal los
nimeros con ceros intermedios o con ceros en la parte decimal, interpretan que una ecuacién
cuya raiz es cero no tiene solucién, etc.

Seria ingenuo, sin embargo, establecer un paralelismo estricto entre el desarrollo de la Historia
de las Matemticas y el de los conceptos matemiticos en los alumnos. Por ejemplo, en la actua-
lidad los alumnos interpretan grificas funcionales sencillas desde edades muy tempranas,
mientras que histéricamente el concepto de funcién y su visualizacién mediante una curva per-
tenecen a una época tardia. Esta disconformidad puede explicarse quizs por la utilizacién
masiva del lenguaje grifico en nuestra cultura,

6. HISTORIA DE LA EDUCACION MATEMATICA

En este apartado nos hemos inspirado fundamentalmente en el trabajo de inves-
tigacién de Germin Delgado Rodriguez (1998), Evolucion de la Educacion Matemdtica
en Espania, dentro del programa de doctorado Formacién de! Profesorado de 1a ULPGC.,

En este epigrafe se hace un anlisis de la manera en que se ha ido avanzando en el
mundo de la investigacion y la educacién en el drea de las Matematicas.
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Comenzamos describiendo la evolucién de la formacion del profesorado de Edu-
cacién Primaria y Secundaria. Con los titulos “La Educacion Matematica en Espana”
y  La Educacién Matemitica en el Contexto Internacional” se hace un analisis
tanto del papel que ha representado la Didictica de las Matematicas hasta convertir-
se en un Area de Conocimiento con reconocimiento universitario, como de la creacién

Formaci6n del Profesorado de fa Educacién Primatia (continuacién)

1971

de Sociedades de Profesores, dentro y fuera de nuestro pais.

6.1. Evolucién en la formacion de los docentes

Formacién del Profesorado de la Educacion Primaria

S.XIX

1909

1914

1931

1932

1940

1942

1967

La formacién de los Maestros se lleva a cabo en las Escuelas
Notmales.

Se funda la Escuela Supetior del Magisterio, en la que se
forman Maestros e Inspectores.

Se reforma el Plan de Estudios de Magisterio, que se
denomina Escuela de Estudios Superiores del Magisterio
(EESM), con tres afios de duracién y secciones como Letras,
Ciencias y Labores. Existe una formacién en materias

comunes, pedagégicas y especificas.

Con el nuevo Plan de Estudios de Formacion de Maestros se
alcanza un nivel universitario para estos estudios.

Aparecen asignaturas como Metodologia de las Matematicas,
se analiza la psicologia del nifio en el aprendizaje de esta
matetia, y se hace referencia a la Histora de las Matematicas.
También se establece un periodo de practicas docentes.

La Escuela Superior de Magistetio se sustituye por la Seccién
de Pedagogia de las facultades de Filosofia y Letras.

El Plan Bachiller acaba con los valores de libertad cientifica y
pedagbgica, implantindose una ideologia nacional-catélica.
El titulo de Maestro se obtiene tras cursar doce asignaturas,
de forma oficial o libre.

Se establece el Plan Provisional; en él, los estudios de
Magisterio se realizan en tres cursos de tipo cientifico-

cultural, pedagégico y practico.

Se implanta el Plan de Estudios de Magisterio. Consta de tres
cursos: dos afios teéricos, con una asignatura de Didactica de
la Matemiticas, y un afio de pricticas en un centro escolar.
Para poder acceder 2 estos estudios es necesatio poseer el

titulo de Bachiller.

1991

Se establece un Plan experimental y las escuelas de Magisterio
se incorporan a la Universidad como Escuelas Universitarias
de Formacion del Profesorado de EGB. Para ingresar, es
necesario haber realizado el COU; tendrj tres afios de
duracién, y las disciplinas se organizan en Comunes, de
Especializacion y Optativas. Al final se obtiene la titulacién de
Diplomado Universitario especialista en Filologia, Ciencias
Humanas o Ciencias, que capacita para impartir en la primera
etapa de EGB.

En 1977 se crea la nueva especialidad de Educacién
Preescolar.

A partir del curso 1991-1992 se crean las nuevas
especialidades de Educacién Fisica, Educacién Especial,
Educacion Infantil, Educacién Primaria, Educacién Musical,
Lengua Extranjera y Audicién y Lenguaje.

Fotmacion del Profesorado de 1a Educacién Secundaria

1857

Finales
del XIX

Afios
60

1963

Afios
70

Se crean las Facultades de Ciendias con tres cursos
comunes y tres secciones: Fisico-Matematicas, Quimicas y
Naturales. Ttes van a ser sus funciones principales: la
investigacién, el dominjo tedrico de las Matematicas y la
formacion de profesores de Bachillerato y Universidad. Sin
embargo, hay poca consideracién hacia los matematicos
frente a los ingenieros, de modo que éstos ltimos ocupan
los cargos docentes.

Hay tres Facultades de Ciencias: Barcelona, Madrid y
Zaragoza. Existe una carencia de cuestiones pedagdgicas y
didacticas mientras que aumentan las de caricter dentifico.

Aparecen nuevas facultades para cursar la licenciatura de
Matematicas: Santiago de Compostela, Granada, Sevilla,
Valencia, Valladolid, Salamanca y La Laguna.

Se establece el Curso de Aptitud Pedagdgica (CAP) en las
Escuelas de Formacion del Profesorado de Ensefianzas
Medias, con una parte teorica de Psicologia y Didactica de
alguna materia especifica, como Matemiticas, y otra parte
practica.

Se crean los Institutos de Ciencias de la Educacién (ICE)
cuyas funciones mis importantes son las de formar a los
docentes en todos los niveles, el perfeccionamiento del
profesorado en ejercicio, proponer investigaciones
educativas y encargarse de los cursos del CAP.
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Formacién del Profesorado de la Educacion Secundaria (continuacidn)

Anfos Con la llegada de la Ley de Reforma Universitaria (LRU) se
80 crean nuevos planes de estudios en las Facultades de
Matemiticas que tendrin unas materias obligatorias y otras
que proponen cada Universidad. Ademis, se mantiene la
licenciatura de 4 0 5 afios y la formacién didictica no tiene
cabida salvo en algunas asignaturas optativas como Didictica
de la Matemitica, pero la formacién didictica de los
profesores de Secundaria debe realizarse fuera de las
facultades.

6.2. La Educacién Matematica en Espafia

En 1876 se funda la Institucién Libre de Ensefianza (ILE) que tuvo una gran
influencia en la educacién hasta la Guerra Civil. Esta influencia queda plasmada en
el interés por realizar una renovacion pedagégica y por implantar en el pais las
corrientes que en educacion, y en particular de las Matematicas, se producian fuera
de nuestras fronteras. Muchos autores expresan su preocupacion por las Matemiticas
y esto queda recogido en los numerosos trabajos de la ensenanza de la Aritmética y
de la Geometria que se publican en este periodo. En lo referente a la metodologia,
se insiste en que es necesario ensefar jugando e insteuir deleitando.

En 1911 se crea la Sociedad Matematica Espafiola (SME) y su revista. Uno de sus
objetivos mas inmediatos es el de trabajar en Pedagogia Matematica; 2 pesar de esto,
no existe un gran interés sobre temas didacticos. La revista de la SME comienza ha-
ciendo publico lo que va ocurriendo en los congresos internacionales, pero por falta
de presupuesto y de originalidad desaparece en 1917.

Durante este petiodo destaca por su labor en la Didactica de las Matemdticas la
figura de D. Julio Rey Pastor (1888-1962), quien funda la Revista Matemdtica Hispano-
Americana en 1919, y escribe muchos textos para la Ensefanza Secundaria, contzi-
buyendo 2 la renovacién de la ensefianza.

Con la Guerra Civil se produce un paréntesis en la educacién que no se restablece
hasta finales de los afios cuarenta. En 1949 aparece la revista de investigacion educati-
va Bordén, con estudios de Aritmética y Geometria en la Escuela Elemental y con
algunas indicaciones metodolégicas para los Maestros; de esta manera van surgiendo
numerosos trabajos sobre la Educacién Matematica que se extienden hasta los afios
sesenta junto con otras publicaciones como la Revista de Ensefianza Media REM), en 1956,
publicada por el Ministerio de Educacién, y la Revisia Vida Escolar RVE), en 1958.

Durante esta época, destaca en el panorama didictico de las Matematicas la obra
de D. Pedro Puig Adam (1900-1960), preocupado por la ensefianza de esta materia
en la educacién elemental y superior; ademis fue autor de numerosos trabajos de
investigacion y ensefianza de las Matemiticas, como es “La Matematica y su ense-
fianza actual” de (1955), donde establece su “Decilogo de la Didactica Matematica
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Media”, en la que expresa su pensamiento sobre la metodologia de la ensefanza de
las Matematicas.

Ya en los setenta, con la Ley General de Educacién en marcha, se ve la necesi-
dad de crear algin organismo que llevara a cabo el desarrollo de la investigacién
educativa y la formacion del profesorado; asi surge el Centro Nacional de
Igvestigaciongs para el Desarrollo de la Educacién (CENIDE) y los Institutos de
Ciencias de la Educacién (ICE), que estaban estrechamente relacionados pues, por
un lado, el CENIDE proporcionaba a los ICE las pautas de la reforma cducat’iva y
las lineas de investigacion y, por otro, los Centros educativos, a través de los ICE
hflCt?ﬂ llegar al CENIDE las necesidades del profesorado. El CENIDE sufre en lo;
51gu{entcs afios varios cambios de nombre; asi, en 1974 se convierte en Instituto
Naaonal de Ciencias de la Educacién (INCIE); en 1981 pasa a denominarse Sub-
direccién General de Investigacion Educativa y, finalmente, en 1983, se crea el Centro
de Invesdgacion y Documentacién Educativa (CIDE).

En 1976, la Universidad de Granada celebra la Primera Reunién Coloquio de Di-
dacgca _dc la Matemitica, en la que se manifiesta la intencién de dar estructura uni-
versttaria a los estudios de Didictica de la Matemaitica.

Uno de los objetivos bisicos de la Ley de Reforma Universitaria de 1983 es el de
convertir los Departamentos en los bloques organizativos bisicos de las Universidades
cada uno de ellos especializado en un irea de conocimiento determinada, o varias,
y capaces de satisfacer de modo eficaz y competente las necesidades de todas las,
Facultades y Escuclas afectadas por esa 4rea. El Area de Conocimiento de Didéctica
de la Matemaitica, con reconocimiento universitario, fue establecida en 1984. Se han
producido, en términos generales, dos modelos diferentes en la adscripcion del Area
de Didéctica de la Matemaitica en los Departamentos Universitarios: adscrita a otros
Departan?en.tos de Matemiticas, o junto a otras ireas de Didicticas Especiales,
como se indica en los cuadros 3 y 4.

Cuadro 3. Agrupamiento con Areas de Matematicas

Agrupamiento con Areas de Matematicas

Departamentos de Matemiticas formado por todas las areas:

Universidades de Alcali de Henares, Auténoma de Madrid, Cantabria,
Islas Baleares, Le6n, Oviedo, Navarra y Zaragoza.

Departamentos de Matemiticas junto con Matematica Aplicada:

Castilla-La Mancha, Cérdoba, Las Palmas de Gran Canaria.

Departamento de Anilisis Matematico: La Laguna, Valladolid.

Departamento de Economia Aplicada: Alicante.
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Cuadro 4. Agrupamiento con otras Areas de Didictica

Agrupamiento con otras Areas de Didictica

Departamento de Didictica de la Matemitica y Ciencias
Experimentales:

Auténoma de Barcelona, Barcelona, Extremadura, Pais Vasco,

Salamanca, Santiago y Sevilla.

Departamento de Didactica de la Matematica y Ciencias Sociales:

Murcia.

Departamento de Didictica de la Matemdrica, Ciencias Sociales y

Experimentales: Malaga.

Departamento de Formacién del Profesorado

(Junto con el resto de las 4reas educativas): Cidiz.

Departamento de Didéctica de la Matemdtica:

Complutense, Granada y Valencia.

En estos afios se constituyen muchas Sociedades de Profcsqres de Mateméticaf,
que promueven la reforma del sistema educativo, toman 1'1}lc1atlvas sobre su propia
formacioén y promocién profesional ¢ intentan dar solucion a los problemas .dc la
educacién matemitica, investigacion incluida. De esta manera nacen la Soc1'e.dad
Canaria “Isaac Newton” (1978), la Sociedad Andaluza de Profesores de Matematicas
“Thales” (1980), y la Sociedad Aragonesa “Pedro Ciruelo” (1981). Ya en 1?§9 SS
constituye la “Federacién Espafiola de Sociedades de Profesores d.e .Mat?maucas
con el fin de desarrollar un Servicio de Publicaciones, un Centro Blbhogra'xﬁco y de
Documentacién, coordinar la celebracion de Congresos, fomentar las relac1om.es con
otros paises, etc. A partir de aqui se crean mulu’tud. de So.aec.lz’;des y se consﬂfu_ycn
grupos de trabajo destinados a la docencia, investigacion y dlfu.swn' de las Matematicas
y al perfeccionamiento del profesorado. En cuanto a las pubhcac'lones, cabe destacar
las revistas: Enseranza de las Ciencias, Thales, Epsilon, Néimeros, Sigma, UNO, Suma, y
Formacitn del Profesorado e Investigacion en Educacion Matematica, entre otras.

6.3. Educacion Matemitica en el Contexto Internacional

La investigacién en Educacién Matemaitica comienza en las universidades, y es a
comienzo del siglo XIX en Prusia cuando las universidades se convierten no sélo en
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centros para ensefiar, sino también en lugares donde realizar investigaciones y, a
finales de este siglo comienzan a preparar a los estudiantes alemanes en la ensefianza
de las Matemiticas desde una vision pedagdgica. En la actualidad, las Matemiticas
estin situadas entre la educacién humanistica y la ciendfica.

En 1908 se constituye en Roma la Comision Internacional para la Ensefianza de
las Mateméticgs, que comenz6 su labor informando sobre el estado de la ensefianza
matemdtica en los diferentes paises.

Félix Klein fue nombrado presidente de la Comisién (en cuyo puesto se mantuvo
hasta su muerte en 1925). Es el primero en impartir cursos de metodologia en la edu-
cacion universitaria y dirige el primer Doctorado en Educacién Matematica en 1911,

Ante la necesidad de aumentar el nimero de profesores cualificados, se comienza
por elaborar programas de formacién del profesorado; para tal fin, en la Alemania
de los afios veinte, se crearon centros de ensefianza superior. Poco a poco, la Educa-
cién Matematca fue reconocida como materia universitaria con lo que se fomentd
la investigacion en dicho campo.

Por otro lado, la Psicologia comienza a influir en la investigacién matematica;
destacan las formas de pensamiento de Piaget y Vygostsky sobre los efectos de la
instruccion, de modo que “la ensefianza se considera un tratamiento y el aprendizaje
un efecto”.

Ya en los afios treinta, se puede decir que los educadores matematicos se dividian
en dos bandos: los reduccionistas, que estaban a favor de eliminar del curriculo todo
aquello que no tenia sentido dentro de la sociedad, y los que apostaban por una
ensefianza basada en potenciar la Aritmética como materia escolar, sobre todo en
aspectos como el cilculo, en vez de los aspectos formativos, socioldgicos y psicolégi-
cos. En esta década se plantea la necesidad de posponer la Aritmética para cursos
superiores, pero no se consigue suprimitla de la ensefianza elemental en I que se impar-
te de manera informal, al igual que ocurre con la Geometri2 Euclidea que también se
mantiene. Por otro lado, el aprendizaje memoristico, al igual que el aprendizaje inci-
dental (los nifios aprenden mejor si no se les ensefia sisternaticamente) y la teoria de
capacitacién (la ensefianza de conceptos debe realizarse cuando se alcanza una
determinada madurez como para aprenderla) son fuertemente criticados.

Con la llegada de la Segunda Guerra Mundial queda paralizada la investigacién,
pero una vez acabada, sobre todo en los afios cincuenta, reaparecen las cuestiones
sobre Educacién Matemitica con nuevas publicaciones y la necesidad de conocer el
funcionamiento mental de los nifios. En 1959 tiene lugar el Coloquio de Royaumont,
en el que se pretende reformar los contenidos y métodos de ensefianza de las
Matematicas, obteniéndose como resultado la base de la Matematca Moderna que
incluye la incorporacion de la Teoria de Conjuntos y el Algebra Lineal en la ensefian-
za elemental en detrimento de la Geometria Euclidiana. También se ve la importancia
de incorporar la Psicologia a la Educacién Matematica, aunque no se produce un
consenso entre psicélogos y matematicos.
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En los sesenta y setenta, se crean NUMErosas revistas, centros e institutos de inves-
tigacién como las que se citan a continuacién:

Educational Studies in Mathematics (1968)

REVISTAS Zentratblatt fiir Didaktk der Mathematik (1969)
Investigations in Mathematics Education (1969)
Journal for Research in Mathematics Education

(1970)

Shell Center for Mathematical Education de la
Universidad de Nottingham, Inglaterra (1968)
INSTITUTOS Instituts de Recherche por 'Enseignement de
Mathématiques, Francia (1969)

Institut fixr Didaktik der Mathematk de Bielefeld,
Alemania (1973)

Es en este periodo cuando los investigadores en Educacién Matematica entran
en contacto con psicélogos evolutivos para desarrollar conjuntamente trabajos
sobre la elaboracién y el desarrollo de instrumentos que fomenten la habilidad de
razonamiento, la habilidad de aplicar Matemiticas en contextos no rutinarios y las
actitudes hacia varias facetas de esta materia.

Actualmente, los investigadores estdn considerando mds seriamente las dimensio-
nes sociales y culturales de la Educacién Matemitica que estd comenzando a ser una
disciplina universitaria en muchos paises. A medida que va aumentando la profesio-
nalizacién del docente, comienzan a surgir estudios institucionalizados como en las
disciplinas tradicionales.

ACTIVIDADES

1. Las cifras. Historia de ana gran invencion. Sintetiza este libro de Ifrah, G. (1987).

2. Los Elementos de Euclides. Realiza un resumen de la obra. Explora en la pagina
web http://www.xtec.es/~jdomen28/indiceeuclides.htm.

3. Efectia un trabajo sobre el: “Marco Histérico del Algebra”. Consulta: Socas,
M.; Camacho, M.; Palarea, M.; Hernandez, }. (1996); pp. 37-72. Resuelve algunos
de los 13 ejercicios propuestos por los autores.

Historia y educacién matemdtica

4. Ana]jza los problemas de interés histérico o didactico, que exponemos a con-
tinuacion, relacionados con las siguientes ramas de las Matematicas:
* Aritmética: Nimeros poligonales. Cuadrados magicos.
* Geometria: El Nimero de oro. Los Sélidos Platonicos.
* Célculo de Probabilidades: Los problemas del Caballero de Meré.

3

5. La Aritmética de Diofanto. Realiza una sinopsis de la obra y resuelve algunos

de los problemas propuestos. Investiga en la pagina web http:/ /wwwarrakis.es/
~mcj/diofanto.htm.

6. Examina la bic.)graﬁ'a de dos matemiticos ilustres. Averigua en las paginas web
http:/ /www.divalgamat.net y http:/ /www.geocities.com/ grandesmatematicos.

7. Nécere Hayek Calil, prestigioso Catedritico de Andlisis Matematico y Profesor
Emérito de la Universidad de La Laguna, publicé en el afio 2002, en la revista
Niimeros, Volumen 52, 3-26, una magnifica biografia sobre el gran matematico
noruego Niels Henrik Abel (1802-1829). Efectia una sinopsis.

Nicere Hayek Calil

El Gobierno de Noruega, coincidiendo con el bicentenario del nacimiento de
Abel, creé el “Premio Abel”, considerado como “el Nobel de las MatemAaticas”. El
premio se denomina asi en memoria del célebre matematico noruego. Se entregd
por primera vez en 2003, y tiene una dotacién de unos 750.000 euros, aproximada-
mente. El Premio Abel es otorgado por la Academia Noruega de Ciencias y Letras.
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13. EL METODO DE EXHAUSCION

Su origen histérico, en qué se basa y distintas aplicaciones posibles al campo
de la geometria de las dreas.

14. EL ARENARIO DE ARQUIMEDES

Objetivo, contenido matemitico y principales caracteristicas de la obra.

15. LOS 23 PROBLEMAS DE HILBERT

Niels Henrik Abel i Realiza un resumen de la conferencia de David Hilbert:
8. Obtén una biografia de la gran matematica y didacta italiana Emma Castelnuovo 1 Los Problemas Futuros de la Matemdtica
(Roma, 1913), en la direccién htrp://www.smpm.es. i 4 Versién y Traduccién: José Ramén Ortiz, recuperable en:

http://personales.ya.com/casanchi/ref/ pfuturosO1.hem

En el Segundo Congreso Internacional de Matematicas celebrado en Paris del 6
al 12 de agosto de 1900, David Hilbert plante6 23 famosos problemas matematicos
3 que entonces estaban sin resolver, y que son conocidos como “los problemas del
Congreso de Paris”. Su influencia fue tan notable, que bien podria afirmarse que las
Matematicas del siglo XX han florecido, en buena parte, del intento por resolver
dichos problemas, y no sélo por el esfuerzo empleado con ese objetivo, sino porque
en el proceso de resolucién han aparecido a su vez nuevos problemas que han moti-
vado el desarrollo de esta ciencia.

Emma Castelnuovo

“sQuién de nosotros no quisiera levantar el velo tras el cual yace escondido el
futuro, y asomarse, aunque fuera por un instante, 2 los préximos avances de nuestra
ciencia y a los secretos de su desarrollo ulterior en los siglos futuros? ;Cudles serin
las metas particulares que trataran de alcanzar los lideres del pensamiento matematico
de las generaciones futuras? :Qué nuevos métodos y nuevos hechos nos depararan
los siglos por venir en el ancho y rico campo del pensamiento matematico?

9. EL PAPIRO DE RHIND

Contenido matemitico y principales caractedsticas.

10. LA TABLILLA BABILONICA PLIMPTON 322
Su origen, contenido matemitico y las diversas interpretaciones sobre su

. A La historia nos ensefia la continuidad del desarrollo de la ciencia. Sabemos que
importancia en las matematicas babilonicas.

cada época tiene sus propios problemas, y dependeri de la proxima generacién, ya
: sea, resolverlos o bien, desechatlos por considerarlos improductivos y remplazatlos
11. EL METODO BABILONICO PARA OBTENER LA RAIZ CUADRADA ; por nuevos problemas. Si queremos hacernos una idea del desarrollo probable del

DE UN NUMERO i conocimiento matematico en el futuro inmediato, debemos plantear a nuestras mentes
' aquellas cuestiones dudosas al observar los problemas que la ciencia de hoy nos pro-
pone y cuya solucion la esperamos del futuro. El momento presente, marcado pot
el encuentro de dos siglos, me parece una buena ocasién para presentar una revisién
de estos problemas. Porque el cierre de una gran época no sélo nos invita a mirar al
pasado, sino que también dirige nuestros pensamientos hacia el futuro.

Procedimiento de aproximacion.

12. LAS LUNULAS DE HIPOCRATES
Origen y anilisis de las diferentes linulas estudiadas por Hipdcrates.

No podemos negar el profundo significado que representan ciertos problemas
tanto para el avance de la ciencia matematica en general, como por el importante
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papel que representan estos problemas en el trabajo del 'investigador particular.
Siempre que una rama de la ciencia nos ofrezca una abundancia de pr.oblle’mas, perma-
necer4 siempre viva: una carencia de problemas pronosticaria una extincion o cesantia
en su desarrollo independiente. Asi como cada empresa humana persigue ciertos
objetivos, también la investigacién matematica requiere sus problemas. Es por medi.o
de la soluci6n de problemas que se templa la fuerza del investigador, al de’scgbnr
nuevos métodos y nuevos enfoques, y ganando un horizonte mas vasto y mas libre.

Es muy dificil y casi imposible juzgar correctamente, de antemano, el valor de un
problema, porque la recompensa final depende de la ganancia que obtenga la ciencia
de dicho problema. Sin embargo, podemos preguntar si existen criterios generales
que puedan caracterizar lo que es un buen problema matematco.

Un matematico francés de tiempos pasados dijo: “Una teoria matemitica no debe
ser considerada completa hasta que sea tan clara de entender que pueda ser expl.i’ca-
da al primer hombre que pase por la calle”. Esta claridad y facilidad de comprension,
que aqui se le exige 2 una teotia matematica, yo la exigiria, aL'm. con mas razon, para
un problema matemitico perfecto; porque lo que es claro y ficil de comprender nos
atrae, lo complicado nos repele.

Mis ain, un problema matematico deberia ser lo suficientemente dificil como
para retarnos, pero sin ser inabordable, ya que burlaria nuestros esfuerzos. Por el
contrario, deberia ser una sefial-guia para conducirnos por el laberinto de las ocultas
verdades, recompensando nuestros esfuerzos con el placer que nos depara la solucién
hallada.

Los matemiticos de siglos pasados se ocuparon de resolver con gran fchOf y
pasion los problemas mis dificiles. Ellos sabian el valor de estos problemas. $olo
citaré, a modo de ejemplo, el Problema de la brachistochrone de Jean Bernoulli. La
experiencia nos enseiia, nos explica Bernoulli en el anuncio publico de este. pro?:,-lema,
que los espiritus nobles nunca cesan de trabajar por el progreso de l}a.c1enc1a, por
medio del planteamiento de problemas dificiles y al mismo tiempo utlllj:S. 'De esta
forma él esperaba merecer el reconocimiento del mundo matematico, 51gujlen<.io. el
ejemplo de Mersenne, Pascal, Fermat, Viviani y otros, al plantear, ante los mas d{sun—
guidos analistas de su época, un problema, por medio del cuap como con una piedra
de toque, podrian ensayar la excelencia de sus métodos y al mismo tiempo vz}loFarlos
entre si. Es asi, a partir del problema de Bernoulli y de otros problemas similares,
como tiene su origen el cilculo de variaciones.

Fermat ha propuesto, como es bien conocido, que la ecuacion diofandca (de
Diofanto): es imposible de resolver para numeros enteros Xx, 3, 2, —salvo en casos
evidentes. El problema de la demostracién de esta imposibilidad nos ofrece un ejem-
plo convincente de la influencia que puede tener sobre la ciencia un problema tan
especial y en apariencia tan poco importante. En efecto, es el prob{ema de Fermat el
que lleva a Kummer 2 introducir los ntimeros ideales y al descubrimiento del' teorema
de la descomposicién univoca de los nimeros de un campo ciclotémico (kreiskorper)
en factores ideales primos, teorema que, junto a la extension a cualquier campo alge-
braico, hecha por Dedekind y Kronecker, se ha convertido en el punto central de la
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teoria moderna de nimeros , y cuya significacién se extiende mas alla de los limites de
la teoria de nimeros, dentro de las regiones del dlgebra y la teoria de funciones.

Pasando a un campo muy diferente de investigacion, me referiré al Problema de los
tres cuerpos. Poincaré, al tratar de forma novedosa tan dificil problema y acercarse
tanto a una solucién, descubrié los métodos fecundos de una gran parte de la mecani-
ca celeste y que hoy en dia son reconocidos y aplicados por la astronomia practica.

Estos dos problemas, el de Fermat y el de los tres cuerpos, nos parecen polos
opuestos: el primero, la creacién libre de la razén pura, perteneciente a la region de la
teoria de nimeros abstracta; el segundo, propuesto por los astrénomos y necesario
para el conocimiento de los fenémenos mas simples y fundamentales de la naturaleza.

Pero como sucede 2 menudo, el mismo problema especial encuentra aplicaciones
en las mas disimiles ramas del conocimiento matematico. Asi, por ejemplo, el pro-
blema de las geodésicas representa un papel fundamental desde un punto de vista
histdrico, en los fundamentos de la geometria, en la teoria de curvas y supetficies,
en mecanica y en el cilculo de varaciones. Felix Klein, en su obra sobre el icosaedro,
ha destacado convincentemente la importancia del problema de los poliedros regulares
en la geometria elemental, en la teotia de grupos, en la teoria de ecuaciones y en la
teoria de ecuaciones diferenciales lineales.

Para arrojar mis luz sobre la importancia de ciertos problemas, voy a referirme
a Weierstrass, quien consideré como un gesto providencial, el haber encontrado, en
el comienzo de su carrera, un problema tan importante para su futuro trabajo como
el problema de inversién de Jacobi.

Una vez expuesta la importancia general de los problemas de la matematica,
vamos a pasar a la cuestion de las fuentes de donde surgen estos problemas.
Seguramente, los primeros y mas antiguos problemas de cada rama de la matemitica
surgen de la experiencia y son sugeridos por el mundo de los fenémenos externos.
Aun las reglas para calcular con nimeros enteros debe haber sido descubierta de
esta manera, en un estadio primitivo de la civilizacién humana, justamente como los
nifios de hoy dia aprenden las aplicaciones de estas leyes a través de métodos empiri-
cos. Lo mismo podemos decir de los primeros problemas de la geometria, propuestos
en la antigiiedad, como la duplicacién del cubo, la cuadratura del circulo; asi como
los mis antiguos problemas de la teoria de resolucién de ecuaciones numeéricas, en la
teorfa de curvas, en el cilculo diferencial e integral, en el clculo de variaciones, la
teoria de las series de Fourier y la teorfa del potencial, sin mencionar la abundancia
y riqueza de los problemas propios de la mecénica, la astronomia y la fisica.

Pero, en el desarrollo progresivo de una disciplina matematica, el espiritu humano,
motivado por el éxito de las soluciones, se hace consciente de su independencia. Por
medio de la combinacién 1gica, la generalizacién y la especializacién, la separacién
y la recoleccion de ideas —a veces sin apreciable influencia del exterior— ésta evolucio-
na y a partir de ella misma produce nuevos y mas fecundos problemas, y aparece,
entonces, como la cuestionadora de verdad. Asi surgieron el problema de los niimeros
primos y los otros problemas de la aritmética, la teoria de Galois, de las ecuaciones,
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la teoria de los invariantes algebraicos, la teotia de las funciones abelianas y auto-
motfas; de forma general, podemos decir que casi todos los problemas especiales de
las teorias modernas de niimeros y de funciones se originan de esta manera.

Asi, mientras trabaja la fuerza creativa de la razén pura, el mundo exterior hace
sentir de nuevo su influencia, nos impone nuevos problemas a partir de la experiencia,
creando nuevas disciplinas matematicas; y mientras buscamos conquistar estos nuevos
campos del conocimiento para el acervo de la razén pura, nos encontramos, frecuen-
temente, con las respuestas a antiguos problemas y asi, al mismo tiempo, hacemos
avanzar las viejas teorias de la forma mis ventajosa. Y me parece a mi, que esta repe-
tida interaccion entre la raz6n y la experiencia es la causa de las mas sorprendentes
analogfas, asi como la siempre preestablecida armonia con la cual el matemitico per-
cibe los problemas, los métodos y las ideas en los diversos dominios de su ciencia.

Examinaremos a2 continuacién, someramente, las exigencias y las condiciones
generales que debemos considerar para resolver un problema matematico. Antes
que nada, deberia ser posible establecer la exactitud de la solucién por medio de un
numero finito de pasos basados en un numero finito de hipdtesis, las cuales estin
implicadas en el enunciado del problema y deben ser formuladas con precision. Esta
exigencia de deduccién logica por medio de un nimero finito de procesos, constituye,
simplemente, la exigencia necesaria de rigor En efecto, el figor en la demostracion,
condicién que hoy en dia es de importancia proverbial para la matematica, correspon-
de a una necesidad filos6fica general de nuestro entendimiento; por otra parte, sélo
satisfaciendo esta exigencia, el pensamiento y la sugestibilidad del problema alcanzan
su maxima fecundidad. Un nuevo problema, especialmente cuando proviene del mundo
exterior de la experiencia, es como una joven rama, que florece y nos da frutos sélo
cuando ha sido cuidadosamente injertada, de acuerdo con las estrictas reglas de la
horticultura, sobre ¢l vi¢jo tronco, los logros establecidos de la ciencia matematica.

Es un error creer que el rigor en la demostracion es enemigo de la simplicidad.
Por el contrario, encontramos numerosos ejemplos en los cuales el método mas
riguroso es al mismo tiempo el mis simple y el mas ficil de entender. La mera bisque-
da del rigor nos fuerza a descubrir métodos mas simples de demostracién. También,
frecuentemente, esta busqueda de rigor nos conduce hacia métodos con mayor
capacidad de desarrollo que los vicjos métodos de menor rigor. Asi, la teoria de curvas
algebraicas ha experimentado una simplificacion considerable y ha alcanzado una
mayor unidad a través de métodos terico-funcionales mds tigurosos y la introduccién
consistente de consideraciones auxiliares transcendentes. Mis ain, la prueba de que
una serie de potencias permite la aplicacion de las cuatro operaciones elementales
de la aritmética, asi como la diferenciacion y la integracién término a término, y el
consecuente reconocimiento de la utilidad de las seties de potencias basada en esta
demostracion, contribuyé enormemente a la simplificacién de todo el anilisis, par-
ticularmente de la teorfa de la eliminacién y la teoria de ecuaciones diferenciales, asi
como las pruebas de existencia que exigieron estas teorias. Pero el mejor ejemplo,
mi forma de ver, en este orden de ideas, lo constituye ¢l cilculo de variaciones. El
tratamiento de la primera y la segunda variacion de las integrales definidas requiere
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de cilculos extremadamente complicados, y los procedimientos aplicados por los
matematicos del pasado carecian del rigor necesario. Fue Weierstrass el primero en
mostrarnos el camino hacia una nueva y segura fundamentacién del calculo de varia-
ciones. Por medio de los ejemplos de la integral simple y de la integral doble, en
breve mostraré, hacia el final de mi conferencia, como esto nos conduce directa-
mente a una sorprendente simplificacién del calculo de variaciones. Sefialaré que en
la demostracién de los criterios necesarios y suficientes para la existencia de un
minimo yun méximo, el cilculo de la segunda variacion y una parte de los fatigantes
razonamientos relativos a la primera variacién son totalmente superfluos, sin hablar
del considerable progreso aportado por la eliminacién de las restricciones a las
variaciones para las cuales las derivadas de las funciones variaban muy poco.

Me gustaria, por otra parte, mientras insisto sobre el rigor en el razonamiento como
una condicién necesaria para la solucion completa de un problema, presentar mi
desacuerdo con la opini6n de que los conceptos del anilisis, o los de la aritmética, son
los tinicos susceptibles de un tratamiento completamente riguroso. Esta opinion, que,
ocasionalmente, ha sido sostenida por hombres eminentes, la considero completamen-
te erronea. Tal interpretacion unilateral de fa exigencia de rigor nos conducisa, rapida-
mente, a ignorar los conceptos que surgen de la Geometria, la Mecanica o la Fisica,
hasta llegar a paralizar el flujo de nuevo material proveniente del mundo exterior, y
finalmente, como ultima consecuencia, al rechazo de las ideas del continuo y de los
numeros irracionales. {Ignorar la fuente de la Geometria y la Fisica Matematca, seria
como extirpar un nervio vieal para la ciencia matematica! Por el contrario, yo creo que
cualquiera que sea la fuente de donde provienen las ideas matemdticas, ya sea de la
Teoria del conocimiento o de la Geometria, o de las teorias de las ciencias fisicas y
naturales, el problema matematico consistira en investigar los principios fundamen-
tales que subyacen a estas ideas para establecerlos en un sistema simple y completo
de axiomas, de tal forma que la exactitud y rigor de las nuevas ideas y su susceptibi-
lidad de deduccién no sea inferior a la de los antiguos conceptos aritméticos.

A los nuevos conceptos les corresponden, necesariamente, nuevos simbolos. Y
estos deben ser escogidos de ral forma que nos recuerden los fenémenos que moti-
varon la creacién de estos nuevos conceptos. De esta forma, las figuras geométricas
son los simbolos que representan la intuicién espacial, y son usados por todos los
matematicos. ¢Quién no ha utilizado la doble desigualdad a > b > ¢, visualizada
como tres puntos consecutivos sobre una linea recta, como el simbolo geométrico
que representa el concepto «entren? ¢Quién, al tratar de probar un dificil teorema
sobre la continuidad de funciones o sobre la existencia de puntos de condensacién,
no ha dibujado segmentos de recta o rectingulos encerrados unos dentro de otros?
¢Quién podria prescindir de la figura del tridngulo, el circulo con su centro, o la cruz
que forman los ejes de coordenadas? ¢O de la representacién de un campo vectorial,
o la figura de una familia de curvas o superficies con su cubrimiento, que representa
un papel tan importante en la Geometria diferencial, en la Teoria de ecuaciones dife-
renciales, en los fundamentos del clculo de variaciones, y en otras ramas de las ciencias
matematicas puras?
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Los simbolos aritméticos son mimeros escritos y los simbolos geométricos son
formulas dibujadas; y ningtin matematico podria prescindir de estas formulas dibu-
jadas, de la misma forma que no podria prescindir de los paréntesis o de cualquier
otro simbolo analitico a la hora de realizar un cilculo.

La aplicacién de los simbolos geométricos como método riguroso presupone el
conocimiento exacto y completo de los axiomas que son el fundamento de esas figu-
ras; y para que esas figuras geométricas puedan ser incorporadas al tesoro general de
los simbolos matematicos, se hace necesaria una rigurosa investigacion de su conte-
nido conceptual. De la misma forma que al sumar dos numeros, se deben colocar
los digitos uno debajo del otro en el orden correcto para que solo las reglas de la
aritmética, es decir, los axiomas de la aritmética, determinen el uso correcto de los
digitos, el uso de los simbolos geométricos debe estar determinado por los axtomas
de los conceptos geométricos y sus combinaciones.

La coincidencia entre el pensamiento geométrico y el pensamiento aritmético se
revela también en lo siguiente: en la investigacién aritmética, lo mismo que en las
consideraciones geométricas, no remontamos la cadena deductiva hasta los axiomas,
y por el contrario, especialmente en el primer enfrentamiento del problema, lo abor-
damos por medio de una combinaci6én de razonamientos, ripidos e inconscientes,
pero no definitivos, con una confianza absoluta en un cierto sentimiento aritmético
acerca del comportamiento de los simbolos aritméticos. Sin esta confianza, no
podriamos hacer progresar a la Aritmeética, asi como tampoco a la Geometria sin la
imaginacién geométrica, la facultad que nos hace ver en el espacio. Como un ejemplo
de una teoria aritmética que opera rigurosamente con los conceptos y los simbolas
de la geometria, podriamos mencionar la obra de Minkowski, Geometrie der Zablen.

Aqui seria conveniente sedalar algunas de las dificultades que podrian presentar
los problemas matemdticos y la forma de superarlas.

Si no podemos resolver un problema matematico, la razén suele ser, frecuente-
mente, nuestra falta al no poder reconocer un punto de vista mds general, en el cual
nuestro problema aparece como un simple vinculo en una cadena de problemas
relacionados. Después de encontrar este punto de vista, no solamente se hace el
problema mis accesible a nuestra investigacion, sino que al mismo tiempo nos apro-
piamos de un método también aplicable a los problemas relacionados. Citaré como
ejemplos, dentro de la teoria de las integrales definidas, la introduccién por parte de
Cauchy de los caminos complejos de integracién y, dentro de la teoria de nimeros,
la introduccién por parte de Kummer de la nocién de numero ideal. Esta forma de
hallar métodos mas generales es, sin lugar a dudas, la mas accesible y la mas segura;
porque aquellos que buscan métodos sin tener en mente un problema determinado,
buscan, la mayor parte del dempo, en vano.

En los problemas matemaiticos, segin mi forma de ver, la partcularizacion
representa un papel mas importante que la generalizacion. Quizis, en la mayoria de
los casos, la causa de no haber podido hallar la solucién de un problema, reside en
el hecho de no haber tratado primero de resolver los problemas mis sencillos y faci-
les. Todo depende, entonces, en hallar estos problemas mis sencillos y tratar de
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resolverlos por medio de los procedimientos mis rigurosos con que contemos y de
aquellos conceptos susceptibles de generalizacién. Esta regla es una de las mds impor-
tantes palancas para remover las dificultades matematicas y, me parece, que siempre
la usamos, aunque quizas, inconscientemente.

Ocasionalmente sucede que buscamos la solucién bajo hipétesis incompletas o
en un sentido incorrecto, y por esta razén no tenemos éxito. De aqui surge el siguien-
te problema: demostrar la imposibilidad de la solucién bajo las hipétesis dadas, o en
el §entid0 considerado. Tales pruebas de imposibilidad fueron realizadas pc;r los
antiguos; asi, por ejemplo, demostraron que la razén entre la hipotenusa y el lado de
un triangulo rectingulo isésceles es irracional. Posteriormente, las preguntas sobre
la imposibilidad de ciertas soluciones representan un papel prominente; y percibimos
de. esta manera, que los problemas dificiles de la antigiiedad, como la prueba dei
axioma de las paralelas, la cuadratura del circulo, o la resolucién por radicales de las
CCl.laCionCS de quinto grado, han encontrado finalmente una solucién rigurosa y
satisfactoria, aunque en un sentido muy diferente a la intencion original.

| Y, probablemente, sea este hecho fundamental, junto con otras razones filos6ficas,
0 que suscite la conviccién compartida por todos los matemitic 1
prueba que la sustente, de que tIc))do prfblerna matematico bienojéglrl:;: (:itszll:eusti
necesariamente susceptible de una solucién exacta, ya sea en la forma de una res-
puesta directa a la pregunta planteada, o por medio de la demostracién de la impo-
sibilidad de hallar una solucién, es decir, el necesario fracaso de toda tentativa de
demostracién futura. Tomemos cualquier problema no resuelto, tal como la pregunta
sobre la isracionalidad de la constante C de Euler-Mascheroni o la existencia de un
nimero infinito de nimeros primos de la forma 2n + 1. Por mds que estos problemas
parezcan inabordables, y nos sintamos incapaces ante ellos, sin embargo, tenemos la
firme conviccién de que su solucién debe seguir un nimero finito de deducciones
logicas

¢Es este axioma de la posibilidad de resolver todo problema una caracteristica
particular del pensamiento matematico, o es consecuencia de una ley general inhe-
rente a la naturaleza de nuestro entendimiento, la creencia de que toda pregunta
planteada por nuestro entendimiento debe ser susceptible de una solucién? En otras
ciencias también encontramos problemas antiguos que han sido resueltos por
medio de la demostracion de su imposibilidad. Podemos citar, como ejemplo, el pro-
blema del movimiento perpetuo. Después de muchos fracasos al tratar de cc’>nstruir
una maquina de movimiento perpetuo, los cientificos investigaron las relaciones que
deben existir entre las fuerzas de la naturaleza si tal maquina fuera imposible; y esta
pregunta inversa llevé al descubrimiento de la Ley de la conservacién de la energia
la cual, al mismo tiempo, explicaba la imposibilidad del movimiento perpetuo en ei
sentido original.

Esta conviccién en la resolucién de todo problema matemético es un gran incenti-
vo para el investigador. Siempre escuchamos dentro de nosotros la llamada perenne:
He aqui el problema. Busca la solucién. La puedes hallar usando el razonamiento
puro, porque el matemdtico nunca diri: «ignorabimus»
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En un esfuerzo por acortar la conferencia, como le habian sugerido Minkowski
y Hurwitz, Hilbert se vio obligado a presentar sélo 10 problemas de un total de 23
que habia enumerado en su manuscrito, los cuales fue ilustrando con pequeiias sip-
nosis de sus origenes y significado.

Los tres primeros (1, 2 y 6) correspondian a los fundamentos de la Matemitica.

Hasta aqui —prosiguié Hilbert— solo hemos considerado problemas relacionados
con los fundamentos de la ciencia matematica. Desde luego, que el estudio de los
fundamentos de una ciencia siempre son importantes, y el analisis de estos funda-
mentos siempte estarin entre los problemas mas importantes para el investigador.
Weierstrass dijo: «El objetivo final que siempre debemos tener presente es llegar al
conocimiento correcto de los fundamentos... Pero para progresar en las ciencias es
indispensable resolver los problemas individuales». De hecho, un acucioso conoci-
miento de sus teorfas especiales es necesario para el tratamiento satisfactorio de los
fundamentos de la ciencia. S6lo aquel arquitecto que conoce el propésito y todos
los detalles de la estructura esti en la posicién de construir unas fundaciones seguras.

Los cuatro problemas siguientes (7, 8, 13 y 16) fueron seleccionados de la Arit-
mética y el Algebra.

Los altimos tres problemas (19, 21 y 22) elegidos por Hilbert para cerrar su con-
ferencia correspondian a la Teoria de funciones.

Los problemas mencionados —dijo Hilbert a su audiencia— son apenas algunos
ejemplos de problemas, pero creo que son suficientes para mostrarnos lo rico, variado
y extenso de la ciencia matematica de hoy; lo cual nos hace pensar si acaso la mate-
mitica no estari destinada, como otras ciencias que se han dividido en numerosas
ramas, y sus representantes han terminado sin entenderse unos con otros, haciendo
muy dificil su vinculacién. Pero no creo que sea este nuestro caso, ai lo deseo. En
mi opinién, la ciencia matematica es un todo indivisible, un organismo cuya vitalidad
esta condicionada por la conexién de sus partes. Porque, a pesar de toda la variedad
del conocimiento matemiatico, somos conscientes de la similitud de sus procedimien-
tos 16gicos, el parentesco de las ideas matemiticas como un todo y las numerosas
analogias en sus diferentes dominios. Més adn: cuanto mas se desarrolla una teoria
matemitica, mds gana en armonia y en uniformidad, y surgen inesperadas relaciones
entre sus diferentes ramas. De aqui que, con el crecimiento de la matemadca, su
caricter orginico no disminuye, sino que se manifiesta mas clara y evidentemente.

Pero, preguntamos: ¢Con el crecimiento del conocimiento matematico no se hara
imposible, para cualquier investigador individual, abarcar todos los dominios de este
conocimiento? Para contestar, me permito hacer referencia al perfecto engranaje de
esta ciencia matematica, en la cual todo verdadero avance va acompafiado de la inven-
cién de instrumentos mas finos y de métodos mas simples, que al mismo tiempo
que nos asisten a la comprcnsi()n' de nuevas teorias, nos ayudan a rechazar desarrollos
mas complicados. Es por ello que se hace posible para el investigador individual, una
vez que domina estos finos instrumentos y estos métodos simples, encontrar su cami-
no en los diferentes dominios de la matematica mas facilmente que para los inves-
tigadores de otras ciencias.
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David Hilbert

La unidad orginica de la Matemaitica es inherente a la naturaleza de esta ciencia

, . ?

porque la matemaug es el fundamento de todo conocimiento exacto sobre los fend-
menos naturales. Y si el nuevo siglo nos diera los talentosos profetas y los discipulos

cntusmﬁt?s, quizds pudiera satsfacerse completamente este magno destino de la
Matematica™.

Esta foto de David Hilbert fue realizada en 1900, afio de la conferencia y ha sido
reproducida de la pigina Web de la Universidad de St. Andrews. Escocia
http:/ /www-groups.dcs.st-andrews.ac.uk/ ~history/Mathematicians/ Hill;ert.html. .

Exponemos a continuacién los 23 problemas de Hilbert:

1. Problema de Cantor sobre el cardinal del continuo, ¢Cuil es el cardinal del
continuo?

2. La compatibilidad de los axiomas de la Aritmética. ¢Son compatibles los axiomas
de la Aritmética?

3. La igualdad de los volimenes de dos tetraedros de igual base e igual altura.

4. El problema de Ia di ia mi
p distancia mds corta entre dos puntos. ¢Es la linea recta la

distanci A i
st: c1a‘ mas corta entre dos puntos, sobre cualquier superficie, en cualquier
geometria?

5. Estab.lccer el concepto de grupo de Lie, o grupo continuo de transformacio-
nes, sin asumir la diferenciabilidad de las funciones que definen el grupo.

6. Axiomatizacién isica. ¢ i 1 i
oon de la fisica. ¢Es posible crear un cuerpo axiomitico para la

7. La irracionalidad y trascendencia de ciertos numeros como e, 2, etc
b 'y o
8. El problema de la dlstribucién de los mimeros primos.

9. Dcmostr'aaon de la ley mis general de reciprocidad en un cuerpo de nimeros
cualesquiera.

10. Establecer métodos efectivos de resolucién de ecuaciones diofanticas.
11. Formas cuadriticas con coeficientes algebraicos cualesquiera.

12. La e).(te'nsién del teorema de Kronecker sobre cuerpos abelianos a cualquier
dominio de racionalidad algebraica.
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13. Imposibilidad de resolver la ecuacién general de séptimo grado por medio de
funciones de sélo dos argumentos.

14. Prueba de la condicién finita de ciertos sistemas completos de funciones.

15. Fundamentacion rigurosa del calculo enumerativo de Schubert o geometria
algebraica.

16. Problema de la topologia de curvas algebraicas y de superficies.

17. La expresion de formas definidas por sumas de cuadrados.

18. Construccién del espacio de los poliedros congruentes.

19. Las soluciones de los problemas regulares del cilculo de vanaciones, éson
siempre analiticas?

20. El problema general de condiciones de contorno de Dirichlet.

21. Demostracién de la existencia de ecuaciones diferenciales lineales de clase
fuchsiana, conocidos sus puntos singulares y grupo monodrémico.

22. Uniformidad de las relaciones analiticas por medio de funciones automorficas:
siempre es posible uniformizar cualquier relacién algebraica entre dos variables
por medio de funciones automorfas de una variable.

23. Extension de los métodos del calculo de variaciones.
EJERCICIOS DE AUTOEVALUACION

1. El principio genético de Herbert Spencer postula que:

a) El desarrollo de la inteligencia humana reproduce desde la infancia los
pasos que ha seguido la evolucién historica de los conceptos matematicos.

b) La génesis del conocimiento en cada nifio no debe seguir el mismo cami-
no que la génesis del conocimiento de su especie.

¢) La génesis del conocimiento individual es independiente de la génesis del
conocimiento de la especie.

d) La evolucién histérica de la inteligencia humana es util en la adquisicién
de los conceptos matematicos en los nifios.

2. Segin Félix Klein, el principio genético debe ser seguido en lineas generales
en la ensefianza porque:

a) El individuo, en su desarrollo, recorre en rapida sucesién todos los esta-
dos del desarrollo de la especie a que pertenece.

b) Reforma la psicologia de la historia de la matemitica.

c) Reconstruye la pedagogia de la historia de la matematica.

d) Intenta reconstruir el clima patolégico que envuelve cada momento cre-
ador trascendente en la historia de la matemdtica.
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3. La aplicacién del método genético consiste en:

a) Realizar una reconstruccién histérica que ponga de manifiesto sélo el
conocimiento de las preguntas y necesidades que motivaron la introduc-
cién de un concepto nuevo.

b) Intentar cambiar la herencia genética y conseguir un mejor aprendizaje.

9] Reahzar una reconstruccion historica de las necesidades que acarrearon la
introduccién de un nuevo concepto y sus dificultades.

d) Que el individuo recorra de lleno cada uno de los estados del desarrollo
de las Matematicas.

4. ng}ién escribid De /a medida del Circulo, una obra donde se demuestra que la
razon entre la longitud de la circunferencia y el didmetro esta comprendida
entre 3 + 10/71y 3 + 1/7, logrindose una buena aproximacién del namero 7?

a) Arquimedes.
b) Euclides.

c) Diofanto.

d) Apolonio.

5. ¢Qué c.los ramas iniciales de la Matematica nacieron para resolver problemas
de la vida ordinaria?

a) Probabilidad y Estadistica.
b) Aritmética y Algebra.

1

c) Geometria y Analisis Matematico.

d) Aritmética y Geometria.

6. Las Artes Liberales englobaban la cultura general a la que debe tender la
Enseflanza Secundaria, se dividian en:
a) Do§ grupos: el Trivium (Gramitica, Dialéctica y Retérica) y el Cuadrivium
(Aritmética, Geometria, Misica y Astronomia),
b) Tres grupos: el Divium (Fisica y Filosofia), el Trzzium (Gramatica, Misica
y Poesia) y el Cuadrivium (Aritmética, Geometria, Alquimia y Astronomia).

<) Do's grupos: el Trivium (Gramitica, Musica y Poesia) y el Cuadrivium
(Aritmética, Geometria, Alquimia y Astronomia).

d) Dqs grupos: el Trivium (Gramatica, Musica y Filosofia) y el Cuadrivium
(Aritmética, Geometria, Fisica y Astronomia).
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7. Las Ciencias del Cuadrivium se referian al estudio de:
a) Los ritmos, los astros, la proporcién y la medida.
b) Los nimeros, los ciclos, el tamario y la mesura.
¢) Los ritmos, los ciclos, la proporcién y la medida.

d) Los numeros, los ritmos, los ciclos y la mesura.

8. sDe dénde proceden nuestros simbolos actuales y nuestro método de formar
los nimeros?
2) De los babilonios, reelaborados por fenicios y hebreos.
b) De los drabes, traidos a Europa por los indios.
¢) De los griegos, adaptados por los romanos.

d) De la India, traidos a Europa por los drabes.

9. :Qué pueblos desarrollaron la geometria elemental?
1) Los babilonios.
b) Los egipcios.
¢) Los griegos.

d) Los romanos.

10. ¢Quién escribié y sobre qué versaba el libro Los Elemnentos?
a) Euclides, sobre Aritmética.
b) Euclides, sobre Geometria.
<) Pitdgosas, sobre Geomettia.

d) Pitigoras, sobre Algebra.

11. El libro X de Los Elementos trata sobre:
a) Algebra geométrica.
b) Geometria del Plano.
) Niimeros Irracionales

d) Geometria del Espacio.

12. ¢Qué obra marcé el renacimiento de la Matematica en el siglo XVIII?:
a) Mésricas de Heron de Alejandria.
b) La Geometria de Descartes.
) Las Conicas de Apolonio. .
d) Matemitica elemental desde un punto de vista superior de Félix Klein.
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13. ¢Quién formulé en 1955 el “Decilogo de la Didictica de la Matematica
Media”, referido al que debe ser el objetivo en su prictica docente de cual-
quier profesor de Matemdticas?:

a) Julio Rey Pastor.

b) Migtiel de Guzmin.
¢) Leonhard Euler

d) Pedro Puig Adam,

14. En el Algebra Retérica:
a) Se utilizan algunas abreviaciones para simplificar la resolucion.
b) Se emplean diferentes simbolos y signos matematicos.
¢) Las operaciones se describen con palabras.
d) No se trabaja con nimeros.
15. El Algebra Sincopada es aquélla:
a) Cuyas operaciones se describen con palabras.
b) Que utiliza algunas abreviaciones para simplificar la resolucién.
¢) Que emplea diferentes simbolos y signos matematicos.
d) Que no utliza nimeros.

16. sCudl es la caracteristica del Algebra Simboélica?
a) No utiliza nimeros.
b) Las operaciones se describen con palabras.
) Emplea algunas abreviaciones para simplificar la resolucién.

d) Utiliza diferentes simbolos y signos matematicos.

17. ;Cuales son las 4 etapas fundamentales en la Historia de 1a Matematica?

2) Desarrollo del Algebra. Matemitica Elemental. Matemitica Contemporinea.
Desarrollo de la Geometria.

b) Nacimiento. Matemitica Elemental. Nacimiento y Desarrollo del Anilisis
Matemidtico. Matemdtica Contemporinea.

¢) Etapa clisica. Edad Media. Analisis Matematico. Geometria,

d) Prehistoria. Grecia clasica. Renacimiento. Estadistica.
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18) El libro de Félix Klein, Maternitica elemental desde un punto de vista superior, esta-
ba destinado a la formacién de los aspirantes a:

a) Ingenieria.
b) Arquitectura.
¢) Magisterto.
d) Medicina.

19) Hay un método general para encontrar, sin medir alturas, el 4rea de un tridn-
gulo cualquiera dados sus tres lados. Este método fue descubierto por:

a) Pitigoras de Samos.
b) Eudoxo de Cnido.

¢) Pappus de Alejandria.
d) Heron de Alejandria.

20) El método de exhaucién consiste en hallar:
a) El 4rea de un recinto mediante el calculo de areas de regiones poligonales
que cada vez se aproximen mis a ella, por exceso y por defecto.

b) El volumen de un poliedro regular, conociendo la superficie de sus caras.
¢) El drea de un pentigono regular, conociendo el lado.

d) El 4rea de un tridngulo, conociendo sus tres lados.

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS DE AUTOEVALUACION

a. 1l)c
a. 12)b.
c 13)d
a. 14c

15) b.
a. 16)d.
c¢ 17)b
d. 18)c
c 19d
b. 20)a.
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