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RESOLUCION NUMERICA DEL PROBLEMA CONVECCION/DIFUSION EN 
UN INTERCAMBIADOR DE CALOR DE FLUJO CRUZADO CON LECHO 

GRANULAR MOVIL 

IN1RODUCCION: 

Uno de los problemas que abordamos en la actualidad .es la optimización del disefio 
de un sistema conjunto de filtración e intercambiador de calor, basado en circular un gas 
contaminado de cenizas y pequeftas partículas a tta~ de un lecho móvil de rellenos 
granulados sólidos.Consideramos el problema de convección-difusión para una 
modeJiqción del dlculo de temperatwas en el int.ercambi8dor de calor de flujo cruzado, 
donde partículas sólidas que se desplazan vetdcalment.e· son atravesadas en dirección 
perpendicular por un gas. Se proponen esquemas basados en integración a lo largo de las 
características y de Taylor-Galeitin desaibiéndose comparativament resultados 
obtenidos de consistencia y de estabilidad lllllll&ica. 

MODELO. FORMULACION DEL PROBLEMA: 

Se considera la transferencia de calor entre fase sólida y fluida en un modelo 
aproximado de dos fases cuya formulación es propuesta por Schmidt y otros 
(1981) con las hipótesis de propiedades constantes para el fluido y material, 
coeficientes uniformes de transferencia de calor y velocidades de ambas fases 
constantes: 

aa aa 
-+v 
dt a, 

ha K d29 · 
(T-9)+-L. ~.2 fases6lida (2) 

e .. c,(1-e) e.e. u.T . 
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Las condiciones de contorno son tipo Dirichlet a las entradas para ambas fases 
y para las salidas consideramos condiciones de transferencia de calor por 
convección con el exterior. Se considera para cada fase la siguiente aproximación 
a lo largo de las características, 

tlI' • r· r. J3 a2r r. - =a (9 - . ) i + (-) , 
di 1 1 dx2 

d9 =a (T• -9•).C2 +R (d
2
S).c' 

di 2 . t-'2 ay2 

tlI' T,..1(x,y)-T"(x-.Ax,y) d9 0 11
•
1(x.y)-8 11 (x,y-Ay) 

-= -= 
di At di At 

considerando los desarrollos limitados de Taylor, 
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se obtiene el esquema num6rico: 

a 2T.C1 ar· u2 a 2T" 
T.+1 -'3 At---a A,/9.Cz -Tr.2 )=T" -Atu-+(At)2

--- (3) 1 dx 2 1 
.... \ dx 2 dx2 

d29K, ae• V2 d2e 11 

0••
1 -f32Aia¡--a2At(r1.2 -01.2) =9" -Alv ª' +<Ai>2 

2 ªr C4> 

Distintas elecciones de k1 y ~ correspondientes a tiempos 

1 =Ir., ,1=11.2 , 111 .: Ir.,. 11.2 ~ 1 .. 1 , ·dan lugar a diferentes esquemas 
numéricos de resolución. 

Para 11.2 =l.c, = 111 y Ir., = 11.2 = 1 .. 1 da lugar a esquemas de consistencia global 
solo de primer orden en el análisis realizado sobre el problema escalar 

dU dU d2u 
-=-v-+K--au 
di dX dX2 

El estudio de estabilidad deriva en acotaciones bastante restrictivas en las 
aplicaciones para esquemas explícitos si bien se obtienen cotas sobre el paso de 
tiempo más relajada para el esquema implícito. así para: 

a) Esquema explícito con integración consistente en todos los t6rminos, el 
· factor de amortiguamiento o ganancia num6rica es: 
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-4C( _.!_ +.§sen2 P..-i&n p 
G=l-a.At+ p, 2 2 

l-~sen2 P.. 
3 2 

Y la cota de estabilidad: (criterio de Von-Neuman),a.At S 2 

-1 1 1 allt 
es-+ ·-+-(1--) 

p, p; 3 2 

Siendo C y Pe los números de Courant y de Peclet, p::;Il, siendo ~ el número de 

onda y (L = 
2
: la longitud de onda). 

b) Esquema implícito, b.l) Integración consistente en todos los términos: 

2 2 P 2e2 2 P ·e 1--sen -- sen --1 senp 
G-· 3 2 2 

- 2 2 p _A... ue 2 p 
(1--sen -)(l+u.ui)+-sen -

3 2 p, 2 

-·cs2-+ 2-+.!.o+ a&> 
p, p, 3 2 

b.2) Integración reducida en u ... 1. u•, integración consistente en demás 
términos: 

G 
(1-2C2 sen2 P -iCsenp) 

2 
4e p 

(l+allt)+-sen2
-

p, 2 

1 1 allt 
es-+ - 2 +I+- • e~o 

p, P, 2 

& neceSario, pues, considerar otros. esquemas que sean al menos consistentes 
de segundo orden (para a;tO)· Veamos un método explícito tipo Lax-Wendrof 
que corresponde a considerar un término adicional respecto al esquema propuesto 
por Peraire, Zienkiewicz "'! Morgan (6). Para ello derivemos la ecuación de partida: 
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En la que introducimos nuevamente la ecuación original e intercambiamos el 
orden de las derivadas espaciales y temporal, eliminando únicamente las derivadas 
de tercer orden o superiores espaciales (contexto de uso posterior de 
semidiscretización en espacio por métodos de elementos finitos con interpolación 
de grado bajo ).Se obtiene así, 

d2u du 2 . 2 d2u d2u 
-=2av-+a u+v --2Ka-
dt2 ax dx2 dx2 

Finalm . d 1 ºó d "da au 1 ºó . º2
" ente, sustttuyen o a ecuaet n e partt a¡ y a expresi n antenor 011 

en el desarrollo limitado de Taylor: 

u11+1=u"+At(du)"+ &2 <ª2")" 
dí 2 dt2 

Obtendremos el esquema de discretización en tiempo, 

u11+1 =u"(l-aAt+ a2(At)2 )+(&2av-&v) du +(&K + &2v2 -Ka(At)2) a2u 
2 · ax 2 ~ 

Considerando un esquema en diferencias finitas equivalente a la resolución 
numérica por elementos finitos para casos de mallado regular y triángulo de tres 
nodos e interpolación lineal, utilizando integración reducida en los términos u••1 y 
u• quedará, 

11+1 • (1 ... A.. ª2 (&)2) (/JJCa e)( • " u, =U¡ -~+ 2 + -2--l U1+1-U;-1)+ 

+(~+ c2 +a~At)(u;:1 -2u: +u:_1) 
P. 2 P. 

Siendo para este esquema, 

(2+cosp)(l-aru+ a2(At)2 )-4C(l-aAt + C)sen2E._iC(aAt-l)senp 
G- 3 2 P. 2 2 

2+cosp 
3 

Con consistencia global de orden dos 

. [-e •2 2 } [ ] •. a C •. 2 3 C. 
G=l-(a +1C)p+ -+---+a 1C -p -a+ ... , 

P. 2 2 . P. 

donde a*= a~v 
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Y para acotación del paso de tiempo, 

es; aAt-1 + 2r<<XAt-1>2 +.![1+ <XAt <a.At -n] 
p, p, 3 2 2 

Para el caso a = O tenemos el resultado conocido: 

1 ~1 es;--+ -2 +-
P, p, 3 

iPu a2u 
Si se despreciara el té.mino ~ = -Ka-a 2 en el esquema, la cota de estabilidad es más 

CJtdX X 

1 1 1[ aAt aAt l restrictiva, es;--+ -+- 1+-(--1) p, p¡ 3 2 2 j 

Siendo la consistencia global también de orden dos, pues el ~o adicional contribuye en 

O(p3 
) , precisamente [ C/ p, Ja·. 

La cota de estabilidad para el esquema propuesto puede expresarse de forma 
equivalente 

v2h2 1[ al1t al1t ]Sl . (aAt-1)2 +-.- 1+-(--1) 
K 2 3 2 2 

Es de interés señalar que el esquema es también consistente con el mismo 
orden de exactitud para el caso de sólo convección (K=O). 

Veamos a continuación un esquema implícito basado en método de 
características que es equivalente, según veremos posteriormente al procedimiento 
de Taylor-Galerkin descrito en la referencia 10. 

9 =T 2 =9"+- -• .. ..i 1 &(aa )"+'r 
2 dt 

(la evaluación respecto a t,... en las dos últimas expresiones tiene el objetivo 

de aproximar errores de truncamiento (resto) ~n los desam>llos de Taylor). 
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Sustituyendo 'iJT /'dt y 'd0/'dt por sus ecuaciones de partida, el esquema 
resultante es: 

T,.., -T" +lltu(ary -(llt)2 !C('d2T)....., -lll~1 ra2r)" ... = 
ax) 2 l dx2 l ax2 

. . 

+a u(&)2- _ -a (&)2A __ _ 1 (ªTl_, 1 (ª 2r)_, 
1 2. dX) 1 

... l 2\_dX2 

1 (ae Y'... 1 (ª 20 )" ... -a1 v(llt)
2 

- i •. 1 +~1 (lll)2 ~2 - ~ 
2\v~; 2 uy 

011+1 -e" +lllv - -(lll)2 !._ - -~tP 2 - = (de)" 2 (ª 29 )_, (ª 29 )" ... 
dy 2 dy2 0)72 

a 2 &(T" -0•)+(&)2 k<e-T).....,[a~ +a1a 2]+ 

Si expresamos la fonnulación del problema en fonna conservativa 

Siendo 

dtl dF, dG¡ 
-+-+-+Q=O 
dt dx1 dX; 

-IT] -[-a1(0-n1 _íuT] -r-P1 ;~1 
U - 0 ' Q - -a (T-0) ' F - ¡ v0 . ' G - d0 1 

.. . 2 .. .. L-P2 ay J 
Donde x. , i corresponden a las coordenadas cartesianas y cantidades asociadas 

con estas ; y el esquema numérico anterior es equivalente a la expresión: 
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1 

1 

siendo A = r Al l, = Lr "] o s"' s 1 
LAiJ V 

El cual coincide con el procedimiento de Taylor-Galerkin expuesto por 
Zienkiewicz y Taylor (10), siendo incondicionalmente estable para 'lf ~ 1/2. La 
importancia de la expresión vectorial del -esquema numérico es que permite añadir 
más cantidades físicas conservativas en el mecanismo físico de la aplicación. 

APLICACIÓN NUMÉRICA 

Se muestran resultados obtenidos por el método explícito propuesto para los 
siguientes datos: 

Dimensiones 3.00mx0.20m 

Área Transversal 5.49m2 

Diámetro de oartículas esféricas f dn) 2.00mm 

Fracción de hnN"os f~\ 0.40 

Coef.convcc.int~artículas fh' 1SOwlm2"K 

Velocidad de la Fase Sólida (u) 0.166cm/s 

Velocidad de la Fase Gaseosa (V) O.SOm/s 

Densidad de la Fase Sólida 2.500 J{o/m1 

Densidad de la Fase Gaseosa 0.745 'fColm_~ 

Calor Esoecffico de la Fase Sólida 670 KJ/Kl?"K 

Calor ~ffico de la Fase Gaseosa 1019 KJ/Kl!"K. 

T. de Entrada de la Fase Sólida 40"C 

T. de Entrada de la Fase Gaseosa 200"C 

Area de interfase por unid. volumen 
,, - /;.fl -f!\/,,I -12m--1 

Se muestran las isolíneas de la solución al cabo de 30 min. habiéndose 
alcanzado el estado estacionario. 
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