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Resumen

Se presenta una estrategia para la evaluacion directa de las integrales en el sentido del Valor Principal
de Cauchy de la formulacidon eldstica tridimensional del Método de los Elementos de Contorno. El
procedimiento propuesto permite regularizar en coordenadas cartesianas los términos fuertemente
singulares de los nucleos de integracién, que finalmente se expresan como suma de integrales no
1 singulares, evaluables numéricamente con cuadraturas estandar de bajo orden. Se analizan los distintos
b términos de la solucion fundamental, y se extrae la singularidad mediante la aplicacion del teorema de
Stokes. El procedimiento es completamente general, y aplicable a elementos tridimensionales curvos
de cualquier orden y tipo. Asimismo, puede extrapolarse facilmente a elementos discontinuos y
1 formulaciones en las que el punto de colocacién no forme parte de la discretizacion. Se presentan

‘ distintos resultados que demuestran la validez del procedimiento.

Abstract

A direct approach for evaluation of Cauchy Principal Value integrals of Elastic Boundary Elements
formulation is presented. The proposed technique allows to regularize the strong singular kernels in
cartesian coordinates, wich are finaly written as sum of no singular integrals. The computation is then
performed by standar cuadratures of low order. The fundamental solution is analized, and the singularity
is subtracted out by application of Stokes theorem. The method has general validity, and can be applied
to curved boundary elements of any order and type, even in the case of discontinuous elements. To
‘ show the efficiency of the proposed method different numerical results are given.

. 1. Introduccion

. En cualquier representacion integral con el Método de los Elementos de Contorno
(MEC) surgen inevitablemente integrales de superficie con singularidades del orden
O(1/r) y O(1/r%), siendo r la distancia desde el punto de aplicacién. La posibilidad de
una integracion analitica se limita en la practica al caso de elementos planos, por lo
que para una aplicaciéon general con funciones de aproximacion de orden superior la
evaluacion de las integrales singulares, que deben entenderse en el sentido del Valor
Principal de Cauchy (VPC), debe abordarse de forma numérica. Existen en la
bibliografia del MEC estrategias indirectas que evitan el célculo de las integrales del
VPC. Piénsese en el movimiento de sélido rigido (MSR) para el caso elastostatico, o
el campo equipotencial estatico para un problema de potencial (p.e. Brebbia y
Dominguez, 1992). Estos procedimientos indirectos tienen la ventaja que evitan
también el célculo de los términos libres ¢; . Sin embargo tienen algunas desventajas
que no pueden obviarse. Asi por ejemplo, cuando se trata de problemas armonicos,
la aplicacion del MSR exige combinar las ecuaciones del problema dinamico con las
del caso estatico (Dominguez, 1993), y si ademas el dominio en estudio contiene
regiones no acotadas, se hace necesario cerrar la discretizacion con elementos
ficticios sobre los que integrar la solucion fundamental estatica.
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Los antecedentes mas cercanos de evaluacion directa del las integrales del VPC en
elementos curvos de orden superior lo constituyen los trabajos de Giugiani et al.
(1987, 1990). Estos autores utilizan una estrategia de transformacion a polares desde
el punto singular, y una expansion asintotica del integrando, expresado en las nuevas
coordenadas. Tras algunas operaciones matematicas, las integrales singulares de
superficie se expresan como suma de integrales regulares. El trabajo que aqui se
presenta sigue la linea de los anteriores en el sentido de que ambos muestran como
la dificultad de obtencion del VPC es realmente ficticia, puesto que la singularidad se
desvanece con la contribucion de los elementos adyacentes. Sin embargo a juicio de
los autores es una estrategia mas simple y menos costosa desde el punto de vista
matematico. El procedimiento es valido para elementos curvos de cualquier orden y
tipo, y se basa en la identificacion concreta de los términos fuertemente singulares,
que son regularizados directamente en coordenadas cartesianas de forma conveniente
para obtener una integral de superficie y otra lineal extendida al perimetro del
elemento, ambas no singulares y evaluables con cuadraturas estandar. Este método
muestra de forma clara donde radica la contribucion de los elementos adyacentes para
cancelar la singularidad en el entorno cercano del punto de aplicacion. La técnica
permite mantener la estructura clasica de los cédigos de elementos de contorno por
lo que su implementacién en programas ya existentes es muy directa. Para verificar

la su efectividad se abordan algunos experimentos numeéricos. Los resultados resultan
Ser muy precisos.

2. Ecuaciones basicas y Elementos de Contorno.

La formulacion elastica del MEC se plantea a partir de la representacion integral de
desplazamientos y tracciones en el contorno I" del medio en estudio Q. Usando una
notacion vectorial, puede escribirse para cualquier punto i de Q:

c"u"+f]r p‘udl“=fl_ u*pdr (1)

donde las integrales sobre I' han de ser entendidas en el sentido del Valor Principal
de Cauchy (VPC); uy p representan desplazamientos y tracciones respectivamente;
u*y p* constituyen la solucién fundamental; el tensor de términos libres ¢ toma
valores (1/2)I para puntos en los que el contorno es suave, siendo I la matriz

identidad. Las expresiones de €, U’y p  pueden encontrarse por ejemplo en Brebbia
y Dominguez (1992).

Para el planteaniento numeérico de esta ecuacion, el contorno I' se divide en un
numero NE de elementos. Cada elemento j contiene NJ nodos, de manera que 10s
campos de desplazamientos u 'y tracciones p sobre en el mismo se pueden aproximar
a partir de los valores nodales. En este trabajo se han utilizado elementos cuadraticos
cuadrilateros y triangulares de nueve y seis nodos respectivamente, de doble
curvatura (Fig. 1). La geometria se aproxima de igual forma.

u=ou p = op/ x = Ox/ (@
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Tras el proceso de discretizacion, la ecuacion (1) se convierte en:
NE NE (3)
c'u'+y { *odlrlu/=Y {| u*odrip’
>4, Y 4, uadrip

la cual puede escribirse para todos los nodos del contorno para obtener finalmente el
sistema de ecuaciones:

Hu=Gp (4)

g o6 s La evaluacidon de estas integrales puede
realizarse mediante una cuadratura
A,V,Eﬂ;,,__«k gaussiana estandar cuando el punto de
colocacion i no pertenece al elemento j. En
;3 caso contrario los nucleos u* y p*

) %i presentan singularidades del orden (1/n) y

s " (1/7%) respectivamante. Las singularidades

s 4 del primer tipo pueden ser tratadas

Xt 3 ¢ ! £ numéricamente mediante un proceso de
)—’Xz 3 % 6 1 subdivision del elemento en triangulos (Li

et al., 1985). En el presente articulo se

plantea un procedimiento para la
Fig.1. Elementos cuadraticos tridimensionales evaluacion directa de las integrales

fuertemente singulares O(1/7).

3. Evaluacion de las Integrales Fuertemente Singulares.
La singularidad fuerte se encuentra en las integrales correspondientes a la solucion
fundamental en tensiones, que son del tipo (Brebbia y Dominguez, 1992):

. 1 1 or
fr’ Pk ¢,dT = e {fr, = 3 [(1-2V) 8§, +3r,r]0,dT +

+(1-2v) fr % (rem-r,n)6,dr }

donde r=|x- x;|, n es la normal exterior al contorno en x, siendo p y v las constantes
elasticas del material. Como dr/dn = O(r), la primera integral es regular y puede
evaluarse numéricamente. La segunda, si / # k, presenta una singularidad del tipo
(1/7) cuando ®, # 0 en el punto de colocacién. El proceso de cancelacion de esta
singularidad, que representa el ntcleo central de este articulo, se realiza en varias
fases. En primer lugar, podemos reescribir el segundo término de (5) como sigue:

1 1 i
fr 2 (ren-r,n)6,dr = fr, = (r,kn,—r,,nk)(q)q-cpq)dl“

i

i 1
+ g fr - (r,k n,—r,,nk)dI’ =1+,
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siendo q)q’ el valor de la funciéon de forma en el punto de colocacion. Con ello, /, es
regular y puede evaluarse numéricamente. La singularidad se concentra en /,. La idea
consiste en expresar el subintegrando de /, en términos del flujo del rotacional de un
campo vectorial. Asi, por ejemplo, para el caso /=1y k=2 el campo vectorial es del
tipo Z = 1/r e;, donde e, representa un vector unitario en la direccion de x,. Llamando
n a la normal exterior al elemento en cualquier punto, podemos escribir:

1
fr' (vxz) ndr = -fr' % (r.e-r,e) ndrl = —fr = (rony =1, n,)dl (7)

1

Aplicando el teorema de Stokes al citado campo vectorial:

[ (vxz)ndr=§ zds ®)

donde S; representa el perimetro del elemento I (la Fig. 2 muestra el caso de

aplicacion de carga en el nodo 1). Todas las integrales estan entendidas en el sentido
del VPC. Asi, introduciendo (7) en (8):

1 1 1
—frI?(r,2n1-r,1r12)dF =fs,7 e ds:fq?‘““ ©)
Por tanto, si /=1, k=2 ; Z= 1/r e, , podemos escribir:

& 1 10.a
l, = fs’_r.dxa (10.a)

Operando de forma analoga se obtienen el resto de términos singulares:

1 1 1 1
I=1 y k=3, Z=_ =¢ P =8 I~ =-9 _ 10b
yk=3,2=_ e -1, fs'rdxz P =2y k=3, Z=—_ & >, fs'rdxz( )
Aun cuando estas integrales monodimensionales mantienen la singularidad, el camino
para su cancelacién ha quedado trazado. Consideremos el elemento Iy los de su
entorno tal y como aparecen en la Fig. 2. La integral curvilinea en que ha quedado

transformada /, sobre T'; puede descomponerse segun las curvas que constituyen el
perimetro del elemento:

1 dx.- Iimf 1 dx,+ f 1 dx,+ f 1 dx + limf Jax«tim [ Lax, (11
S r e>0vYS, [ S I Ss I e>0YS. I e->0YS, €
Las integrales sobre S,y S; (curvas que no contienen el punto de colocacion) no
presentan problemas y pueden ser evaluadas de acuerdo a una cuadratura estandar
monodimensional. Las extendidas a lo largo de S, y S, (singulares) se cancelan con
las correspondientes a los elementos I', y T,.. Por ultimo, para integral sobre S se
verifica, si se considera la aportacién de los elementos que confluyen en i (m=j,k,l,n):

bt R e @
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Fig.2. Cancelacién singularidad. Fig.3. Cancelacién singularidad.
Nodo esquina. Nodo interno o borde

Por tanto, la integral de superficie en el elemento (5) ha sido expresada como suma
de dos integrales de superficie y una tercera curvilinea, todas ellas regulares. La Fig.3
representa la generalizacion del procedimiento para otras situaciones del punto de
colocacion, aunque es importante notar que la técnica es directamente aplicable aun
si el punto de colocacion no corresponde a ningun nodo de la discretizacion. También

lo es para problemas que impliquen soluciones fundamentales con el mismo tipo de
singularidad.

4. Resultados Numéricos.

Para validar el procedimiento de obtencion de las integrales singulares en el sentido
del VPC, se analiza el cuerpo tridimensional que aparece en la Fig.4 para un problema
elastostatico. El mismo test fue llevado a cabo por Guiggiani y Gigante (1990). La
discretizacion consta de 16 elementos cuadrilateros de nueve nodos. El
material esta caracterizado por las constantes p=1y v = 0.3.

Los nucleos de integracion correspondientes a las tensiones han sido obtenidas para
tres puntos de colocacion (1, 2 y 3) con distintas geometrias locales. Los nucleos
recogen la aportacién de todos los elementos a los que cada nodo pertenece. Los
resultados obtenidos se han comparado con los evaluados de forma indirecta a travées
de la técnica del movimiento de sdélido rigido (Tablas 1, 2 y 3). Esta técnica, como ya
se ha comentado, permite la obtencion de la suma de las integrales en el sentido del
VPC y el coeficiente ¢, correspondiente al término libre.

En la evaluacion directa de los nucleos de integracidn singulares, las integrales de
superficie (con singularidad débil), previa subdivision en triangulos, se realizan
mediante una cuadratura gaussiana bidimensional estandar con 6x6 puntos. Para las
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integrales curvilineas (10.a y b) se utiliza una cuadratura monodimensional con 6
puntos en cada lado del elemento. El analisis realizado requiere de la obtencién del
término libre para la discretizacion empleada. Se ha seguido el procedimiento
propuesto por Hartmann (1980). Los valores obtenidos de ¢, como es ldgico,
dependen de la geometria local y de la discretizacion empleada a través de (2).

%

Fig.4. S¢lido elastico. Geometria y discretizacion

Nucleo VPC Int. Ck Total MSR
(1) (2) (1) +(2)
by, = oy 0017148 0495573 0478425 0478425
hys = hyy 0.012660 0.003162 0.015822 0.015825
hy, = hy, -00 «00 -00 - 00
b = Py ) =00 <00 200
foe 0014011 0495573 0.481562 0.481562

Tabla 1. Nucleos de integraciéon nodo 1 (contorno suave).

Nucleo VPC Int. Cx Total MSR
(1) ®) (1) +(2)

hy -0.024929 0.25 0.225071 0.225093

h,, = hy, 0.008491 .. 00 0.008491 0.008492
hys -0.011095 -0.043504 , -0.054599 -0.054623
hy, -0.007947 0.25 0.242053 0.242058
hyy -0.028070 -0.105028 -0.133098 -0.133102
h,, 0.011561 -0.043504 -0.031943 -0.031966
hs, 0.029196 -0.105028 -0.075832 -0.075836
he -0.011937 0.25 0.238063 0.238054

Tabla 2. Nucleos de integracién nodo 2 (borde del contorno).
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Nucleo VPC Int. Cik Total MSR
(1) () M+
hy, -0.007452 0.123096 0.115644 0.115644
h,, 0.008317 -0.056830 -0.048513 -0.048513
hys -0.000717 0.056048 0.055331 0.055330
hy, -0.007874 -0.056830 -0.064704 -0.064704
h,, -0.001121 0.124682 0.123561 0.123562
hyy -0.010433 -0.056836 -0.067269 -0.067268
hs, -0.004972 0.056048 0.051076 0.051075
has 0.010691 -0.056836 -0.046145 -0.046144
ha, -0.003502 0.123889 0.120387 0.120386

Tabla 3. Nucleos de integracién nodo 3 (esquina del contorno).

Como puede observarse en las tablas adjuntas (columnas 3 y 4), los resultados
proporcionados por ambas técnicas son practicamente coincidentes. Se concluye que
el planteamiento directo de resolucion de las integrales en el sentido del VPC
presentado en este articulo es insensible a la discretizacion local, sencillo en su
implementacion y, segun los resultados obtenidos, competente.

. 5. Conclusiones

En este articulo se ha desarrollado un procedimiento para la evaluacion directa de las
integrales del VPC en la formulacion tridimensional del MEC. La estrategia reduce las
integrales singulares en el sentido del VPC a una suma de integrales regulares
evaluables de forma numeérica con cuadraturas estandar de bajo orden. Es un
procedimiento simple, robusto y aplicable a elementos curvos de cualquier orden y
tipo. La técnica se ha aplicado a problemas elastostaticos, pero puede generalizarse
a problemas elastodinamicos y poroelastodinamicos puesto que en los tres casos los
términos fuertemente singulares son idénticos. La incorporacién del procedimiento a
los programas tridimensionales de elementos de contorno ya existentes es directa. Se
han presentado resultados numéricos que validan la buena aptitud del método.
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