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RESUMEN

En el presente trabjo se propone y estudia una metodologia de calculo de Fuactores de
Intensidad de Tension dindmicos, en el dominio de la frecuencia, basada en el Método de
los Elementos de Contorno Mizto, es decir en la mezcla de ecuaciones correspondientes a las
representaciones integrales de los desplazamientos y las tracciones. Se comienza presentando
las expresiones de los niicleos hipersingulares y separando sus partes singular y no singular;
a continucacién se construye un elemento Singular Quarter Point discontinuo; y se termina
realizando estudios paramétricos a aplicaciones que ponen de manifiesto la sencillez y exactitud
del método propuesto tanto en problemas estaticos como dindmicos.
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Factor de intensidad de tensién, formulacién hipersingular, mecanica de la fractura, método
de los elementos de contorno mixto, dindmica.

STATIC AND DYNAMIC STRESS INTENSITY FACTORS COMPUTATIONS
BY THE HIPERSINGULAR ELEMENT METHOD

SUMMARY

The Mixed Boundary Element Method, a combination of the equations corresponding to
the integral representations of displacements and tractions, is used to propose and evaluate
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a new methodology for computing dynamic Stress Intensity Factors in the frequency domain.
The paper starts presenting the hypersingular fundamental solution, extracting their singular
parts, and constructing a new discontinuous Singular Quarter Point element. Finally, various
parametric computations and applications are described to illustrate the simplicity and accuracy
of the proposed method as applied to both static and dynamic problems.

INTRODUCCION

La determinacion de los Factores de Intensidad de Tension (FIT), estéticos y
dindmicos es de gran interés en la actualidad en la mecénica de la fractura. Muchos
esfuerzos investigadores se han realizado en este campo tanto desde el punto de vista
tedrico como numérico. Desde la perspectiva numérica se han desarrollado distintas
aproximaciones sobre todo basadas en el Método de los Elementos Finitos (MEF) y en
el Método de los Elementos de Contorno (MEC), siendo ambos alternativas validas y
potentes para el andlisis de estos problemas.

El MEC posee una serie de caracteristicas que lo hacen especialmente adecuado
para el cdlculo de FIT en materiales fragiles con comportamiento lineal, existiendo en
la actualidad una extensa literatura al respecto’?®, siendo en este método en el que se
basan los trabajos aqui presentados.

El desarrollo de elementos con funciones de forma especificas que permiten
representar muy aproximadamente la variacidn de los desplazamientos y tracciones
en las cercanias de los vértices de la grieta, tales como los elementos Quarter Point
{(QP) y Singular Quarter Point (SQP), ha permitido un avance considerable en la
aplicabilidad del MEC al calculo de FIT. Los primeros elementos de este tipo dentro
del MEC fueron desarrollados en estatica por Martinez y Dominguez®, que se basaron
en desarrollos anteriores realizados en el MEF e incorporaron la representacion singular
de las tracciones. Posteriormente fueron usados para resolver problemas dindmicos en
el dominio de la frecuencia por Chirino y Dominquez® y para problemas transitorios
por Dominquez y Gallego®. Estos elementos también han sido utilizados con el Método
de la Reciprocidad Dual, mostrandose una comparacién entre resultados de problemas
transitorios en el trabajo de Chirino, Gallego, Sdez y Dominguez”.

Recientemente el auge de las formulaciones hipersingulares ha permitido desarrollar
nuevas posibilidades dentro del MEC. Sdez Gallego y Dominguez® calcularon FIT
en problemas estaticos mediante una formulacién mixta similar a la propuesta por
Portela, Aliabadi y Rooke® y desarrollaron un elemento QP hipersingular discontinuo
que permite modelar el problema sin el uso de elementos SQP. Esta técnica mixta
consiste en utilizar la respresentacién integral de los desplazamientos para un borde
de la grieta y de las tracciones, formulacién hipersingular, para el otro, generandose
ecuaciones similares, pero no iguales, para cada par de puntos de colocacién de la
grieta, que permiten resolver el problema; ademdas como los elementos discontinuos
que se utilizan tienen un punto de colocacién muy cercano al vértice de la grieta, se
puede calcular el FIT a partir de sus desplazamientos, apertura de grieta, con mucha
exactitud y sin necesidad de conocer las tensiones en la parte interna del material, datos
imprescindibles para practicamente todas las formulaciones existentes hasta entonces.

Este método mixto, llamado también dual al usar las dos representaciones integrales
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simultdneamente, ha sido usado recientemente por Fedelinski, Aliabadi y Rooke para
resolver problemas dindmicos transitorios en el dominio del tiempo directamente®
mediante la transformada de Laplace'. En esta ultima referencia se presenta una
solucién similar a la propuesta aqui, habiendo sido publicada cuando este trabajo ya
estaba finalizado.

En el presente articulo se propone una formulacién hipersingular para problemas
dindmicos bidimensionales en el dominio de la frecuencia y se realiza el aislamiento de
la parte singular de sus niicleos. También se presenta el elemento discontinuo SQP
para ella, que es sobre todo de utilidad cuando la grieta esta a lo largo de una interfase
y en problemas de propagacién. Estudios paramétricos sobre problemas estaticos y
dindmicos de mecédnica de la fractura complementan la formulacién y proporcionan
criterios para su uso, dando idea de su facil uso y de la exactitud que proporciona.

REPRESENTACION INTEGRAL DE LOS DESPLAZAMIENTOS

Los desplazamientos de un punto & de un dominio €2 correspondientes a un problema
armonico pueden ser representados en forma integral para cada frecuencia w como

cur (O)ur(€5) + 93k (6, & W) (x5 )d0 () = f (. E5)pr(xi )T (1)

supuesto que las fuerzas de volumen son nulas.

La integracién en la ecuacién anterior ha de entenderse en el sentido de valor
principal de Cauchy y en ella ux(x;w) v pr(x;w) son las componentes k& de los
desplazamientos y tracciones, respectivamente, de un punto cualquiera x del contorno
para una frecuencia w; ¢t (€) = d;x si el punto € es interno al dominio €2, ¢;5(€) = 1/26%
si £ pertenece al contorno y éste es suave y ¢;;(€) = 0 si £ es exterior al dominio.

Las funciones p% (x,&w) y uf(x,&w) son las soluciones fundamentales del
problema eldstico correspondiente a una carga puntual arménica de frecuencia w situada
en el punto € en la dirccién 1, siendo sus expresiones para el caso bidimensional

1
U (x, & w) = %[@béik = XTiT k] (2)

X 1 or
Pip(x,&w) = — K— - ‘—) <5zk + ?"Mh) 2% (T’,mk —2r,ry %> -

aX or [ o By X)
—22r =2 (o =TT
or ’rk8n+<§ )(8r or Ty ) T

donde ¥ y x son

Y= KO(ZS) + i
Z

S

zmm—gm%ﬂ (4)
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2 c? 2
x = | Kolzs) + _Kl(zs)} - ’% [KO(Zp) +—K; (zp)} (5)
Zg Cp Zp
zs:z_@f; zp:lﬁ)—r; i=v-1 (6)
CS CP

siendo p el médulo de elasticidad transversal ¢s y ¢, las velocidades de las ondas S'y P
respectivamente, 7 = |z — &| es el radio vector entre el punto de aplicacién de la carga &
y el punto de calculo x; r; su derivada respecto de la coordenada z;; 7 la componente
k de la normal al contorno en ¢l punto x y K,(z) son funciones modificadas de Bessel,
cuyos desarrollos para z — 0 se pueden expresar por

, > =l 1\ %
Ko(2) = fo(2) +kz—:1 fo(z) + > ﬁ] (g (5) (7)
) = n=1
i 1 ?’l}j’“ 1 1 2\ %
Ki(z) = fi(=) - {fo(?«') +om Tt —} PRI RIEEY] (—) (8)
ot 2k+1) “~n Elk+ 1)1 \2
donde las partes iniciales de los desarrollos son
Z 1 =z 1
@) =-mns =7 Al =2 ()= ) 9
siendo ~v la constante de Euler.
En el caso estético, la soluciéon fundamental es
. 1 1
U Jestatico = Srall =) {(3 —4v)In (;) Oir + r,i"",fc} (10)
“) L ! [‘9’“((1 )5y +2r i1 4) — (1 — 20)(rsmp — )] (11)
) 21551 = 20)6; Y — (1 — e — .
Dik Jestatico 471_(1 — l/) r (9’:'} ik ATk ATk i

siendo v el médulo de Poisson.

El tratamiento numérico a dar a los nicleos v} (x,§w) y pf(x,&;w) ha sido
estudiado por diversos autores, habiéndose concluido que una de las formas maés
ventajosas de tratarlos es descomponerlos en su parte singular y no singular, sobre todo
para realizar su integracién, pudiendo encontrarse en la literatura diversas propuestas
entre las que podemos destacar la de la Dominguez’.
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REPRESENTACION INTEGRAL DE LAS TRACCIONES

La representacion integral de las tracciones de un problema arménico puede ser
calculada a partir de la derivacién de la representacién integral de los desplazamientos
de un punto £ del interior del dominio 2, ecuacién (1), el cdlculo a partir de estas
derivadas del tensor de tensiones 0;;(£) por medio de la ley de Hooke, y la determinacién
de las tracciones referidas a la normal N;(€). El proceso se completa con un proceso al
limite que permite determinar la matriz ¢;x(€). De esta forma para cada frecuencia w
se obtiene la siguiente representacién integral de las tracciones

en(E)pr(€; )+ N;(€) f, % (%, £ w)ug (3 w)dT (x) =
= N;(8) ]{‘dz‘jax,e;w)pk(x;w)dmx)

donde de nuevo se han supuesto fuerzas de volumen nulas.

La integral en el primer miembro debe ser entendida en el sentido de Parte Finita
de Hadamard y la del segundo miembro en el sentido de Valor Principal de Cauchy,
siendo los nicleos df;,(x,&w) v s7;.(x, & w) combinaciones lineales de las derivadas
de uf(x,€;w) v pi(x,& w), respectivamente; por ultimo & (§) = ik si el punto £ es
interno al dominio §2, ¢, (&) = 1/2 & si € pertenece al contorno y éste es suave y
¢k (&) = 0 si € es exterior al dominio.

La interpretacién como parte finita de Hadamard condiciona la formulacién
numérica al obligar a ser diferenciable a la funcién de desplazamientos en el punto
de colocacién, satisfaciendo su primera derivada la condicién de Holder u(&;w) € C,
lo cual necesariamente conduce al elegir dichos puntos de colocacién en el interior del
elemento.

También es conveniente resaltar que no es posible obtener para un punto no
suave del contorno la representacién integral de las tracciones en funcién sélo de los
desplazaminetos y tracciones sobre el contorno si se realiza un proceso al limite a partir
de un punto interno, sino que es preciso realizar primero el proceso al limite con las
derivadas y posteriormente el cdlculo de la representacién integral de las tracciones.

Por las caracteristicas de los nicleos implicados, a esta solucién suele llamérsele
hipersingular. Pasemos a continuacion a estudiar las expresiones de estos ntcleos.

La expresién del nicleo djj,(x,§;w) para problemas bidimensionales es

(12)

Ay (%, & w) = Abyjupp n, + (g 5 + Ulg ;) (13)
en la que puede substituir v,;‘j para obtener

. A
(X, & w) = L 5 {

_ %5; ;57;3'?’)& —+ (&fcr,j =+ (53'}5’)’"7;)} +
1 0x A .
to-a [;%’T,k + 27”,z‘7",j7”,k] + (14)
1 x

A
5’;; {’;5@5’?,;‘; + (25@5?",& + (Sik,:r’j + (Sj;c’;’"g - 47‘)17‘,}'7‘,;‘;)
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siendo A constante de Lamé

_ 2v
BT

mientras que el del problema estatico es

. 11 |
dz’jk)esta,tico = 4—7r—(1_7);[(1 — 21})(5jk7",i + (Yikr,j — 6ij7",lc) + 2r,ir,jr)k_] (16)

A

Por comparacién con este 1iltimo, el nicleo correspondiente al problema dindmico
se expresard de la siguiente forma,

dizp(x, & w) = Q1T + Qabikr,; + Qabjkri + Qarr i1k (17)
siendo
L L[ 0 x z)i 2_><}
Qlw27r [( o " ar v u+ T (18)
1 oY x}
U - ¢ 1
Q2= Qs 2[6r+r (19)
1 [dx x}
2|2 oX 2
Q4 il e 27' (20)
donde
A B c%
; = é -2 (21)

El estudio de la parte singular se hace a partir de la determinacién de las
singularidades existentes en los términos que aparecen en las funciones @; al substituir
en ellas las funciones fo(z) y f1(2) correspondientes la primera parte de los desarrollos
de las funciones de Bessel. De esta forma la solucién dindmica se puede expresar como

dfjk(x,é; w) = dfjk)sing + d;'kjlc)nosing (22)

siendo la parte singular

dijx)sing = @1)sing 0457k + Q2)sing 0ikT,j + Q3)sing kT + Q4)sing T,iT§7 k (23)

donde
_ 2
Qs = 41 |1y = (1-25) 2 (e + )] 20
‘D
Q?)Sing - C23)sing = 4'%7, [(11__2:) - z? (fO(zs) + é)] (25)
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2
Q4)sing = ﬁ [(1?0) + 222 <fo(zs) + %) -2 % 2 <f0(zp) + ;)] (26)

comprobandose que

:j]c)sing = dzjk)estatico + d:j]c)adicional (27)
y cumpliéndose
o Eiina] =0 &

es decir cunando r — 0 6 w — 0, el ntcleo del problema dindmico tiende al del
problema estético, y por lo tanto las integrales singulares de ambos nicleos son andlogas
pudiéndose hacer de forma similar.

La expresién del nicleo sjjk(x,f ;w), también para el caso bidimensional, se puede
poner como

51:6(%, & W) = A0ijDmje m + 1 (Dik j + Plk) (29)
donde 3’2},]3 es

. 1 821/1 )\ or
Pijr = 27T 87‘2 7T kN + 52] a Tk T 5T, k)]
110 )\
Ld {_(njéik —nirir k) + (G561 + digmk) —
or 1 0%y or
_ (52'3'7”]6677 + T 5Tk 27r or a5 l: rirEn; T 20 rargrE|
1 10x

or or
+ 5;5; [ 77‘](51]6 =+ <27‘ s k’f’j + 6Z]rk3d77 + 26]]CT,Z 877> +

(30)
+ T Tk T 27",z"',]"7k>]

or or
<25Zk7‘ () — 10r AT T ko d’l’]

1 x [A
- g% [;(QT,iT,knj = Gikn5) + 205 (=0ik + 215 )+

or or
+ (ni(—djk + 2r 57 k) + 84 (—nk + 27’,k%> — 16r,ir,jr,k%> +
or

(4(52/07",] an

que sustituida proporciona

or
+ 463kr 1677 + 47’,7;7“,]'7’]/6)]

i or or
S,L]k(x,f,CU) = Pl a_n(sijlr,k + PZa_n(aik’r,j + 5]kra1)+

or
P
+ 3(,)77

+ Psr v ni + Pe(0skn; + 05kms) + Prdijne

7at gk + Pa(rir gng + o r gmi)+
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siendo
.p1=p5:§(_§7f+§g—f+%i—§—zg)+i—’j(-§—f—z§) (32
p=p=1 (—f—f R LA _egg> (33)
p=t (-‘g—f +X) (35)

2 2 2 -
B A <a¢_1a_¢ 0%x 2ldx> 2)\<_81/) dx _>_<_>+2MX (36)

o\ o ror ot Ter) T

para el caso dindmico, siendo el nicleo estdtico

o 1p

sgjlc)estatico ﬁ27‘((1_ — V) 7«2

(1 —20)d35r  + v(0kr 5 + Ogk7 i)~

n
(37)
o Ar gt ) + 20(r g gms T R+
+(1 = 2v) (27 g g, + Oukny + kms) — (1 — 4v)dggmye]
De igual forma a como se hizo anteriormente se puede ahora escribir
S;jk(xaﬁ w) = Sfjk)sing + S;jk)nosing (38)

*

donde la parte singular de sijk(x,f ;w) se puede obtener de forma analoga a como se

hizo con d;‘jk(x,f; w) , utilizando los primeros términos del desarrollo de las funciones

de Bessel
i or or
«ﬁjk)sing =P1)Sing57;6ijr,lc + P2)sing55(6ik'r,j + 5jk'r,i)"{’

or or 39
+ P3)Singa—n7‘,i7"’j1",k + P4)Sing-8—7;(r’ir’knj + T‘,jr,kni)—F ( )

+ Ps)singTi7,jMk + P )sing (0ik7j -+ 0jxni) + Pr)singij Nk
donde

Pl)sing = PS)sing = Wu‘r‘
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H v 1§ 2 32 2 c
Py)sing = Pising = — — ==z + - - = 41
2)smg 4)smg ;) [(1 ) 2 c% 2y 4z$ + Zsfo(zs) C% zpfO(zp) (41)
_ M 4 5 2 c; o 2
P3)ging = 2 [— =) + llcéz],J — 4z + Gézpfo(zp) — 625 fo(zs) (42)
k|02 F ( l)
P6)smg ) 2(1 _ I/) 9 fO(Zs) + 9 (43>

— 4y 02 ) 22
P?)sing = #2‘ [_%_iy% - zg (% - C_§> + fO(zp) <Z5 - "2i>:| (44)

comprobandose también que

W ¥ — X *
67;jk)sing = 5ijk)estatico + Sijk)adicional (45)
siendo
lim ¥y )adiciona ]| == 0 46
250, 250 zjk)adlcwnal ( )

es decir de nuevo cuando r — 0 6 w — 0, el nicleo de problema dinamico tiende al
del problema estatico, y por lo tanto las integraciones singulares de ambos nicleos son
analogas pudiéndose hacer de la misma forma.

DISCRETIZACION DE LAS REPRESENTACIONES INTEGRALES

La discretizacion se ha llevado a cabo por medio de funciones cuadraticas tanto para
la, aproximacién de la geometria como para la de los desplazamientos y tracciones. No
obstante, haber realizado una aproximacién similar, la situacién de los nodos utilizados
para aproximar la geometria y las variables no va a ser la misma en todos los casos.

La geometria del contorno se aproximara utilizando elementos con dos nodos en
sus extremos, N1 y N3 y otro intermedio N2 (Figura 1a), es decir

Tk = Tpd1o + Thdec + Tidsc (47)

donde 27’ es la coordenada z;, del nodo m y ¢mg su funcién de forma asociada

o =561, $o=1-8), ge=3E0+8) (48)

siendo £ la coordenada adimensional (£ = —1 en el nodo N1, £ = 0 en el nodo N2 y
& =1 en el nodo N3).

Los desplazamientos y tracciones sobre el contorno seran aproximados a partir de
sus valores en los puntos de colocaciéon NC1, NC2, NC3 (Figura 1b), que en general no
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Figura 1. Funciones de forma usadas para la representacién de la geometria y las
variables

coincidirdn con los utilizados para la representacién de la geometria. Si NC1 y NC3
estan situados en los extremos del elemento, se cumplird la continuidad interelemental, y
por lo tanto serdn elementos continuos, mientras que si son interiores dicha continuidad
no se cumplird y se tratard de elementos discontinuos.

La aproximacion de las variables serd pues

ug = uppy + usdy + us 3 (49)

Pk = Phb1 + pada + pids (50)

donde u* y pi* son los desplazamientos y tracciones en la direccién k en el punto de
colocacién m, siendo ¢, la funcién de forma asociada a dicho punto

(£ —&)(€ = &3)
(la—&1){&a — &)’

(€ = &)(€ ~ &3)
(&1 — &) — &)’

(£ = &)(€ = &)
(&3 —&1)(& - &)

¢ = ¢y = ¢3 = (51)

habiéndose llamado &, a la coordenada natural asociada al punto de colocacién m.
La utilizacién de los elementos discontinuos es obligada en la discretizaciéon de
la representacién integral de las tracciones, ya que es preciso que exista la primera
derivada y satisfaga la condicién de Holder, mientras que en la representacién integral
de los desplazamientos se pueden usar elementos continuos y discontinuos.
De acuerdo con esta aproximacién, los desplazamientos y tracciones del elemento
cuadraitico podran escribirse en forma matricial como

SR

u:{ul}_[dh 0 ¢2 0 ¢3 O _ oy (52)

ugf |0 ¢1 0 & O 3

N
[ e

e
DO QOF QORI DO DI 4 r=
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SR R R Bl ER

que sustituidas en las representaciones integrales discretizadas quedardn como

c'u’ + Z b{\p*@dl‘} w = Z {ﬁ_u*@eﬂ‘} p’ (54)
j=1 Ui j=i Vs

épi+ Y [ﬁ | s*Nfde‘J w=3 [ Pd*N(I)dI‘] p’ (55)
=1 7 =1 J

ecuaciones que pueden plantearse para cualquiera de los puntos de colocacién, de modo
que si entre las de uno u otro tipo se generan tantas ecuaciones como desplazamientos
o tracciones se definen sobre el total de los puntos de colocacién, se obtiene un sistema,
de ecuaciones del tipo

Hu=Gp (56)

que permite resolver el problema una vez impuestas las condiciones de contorno.
ELEMENTOS QUARTER POINT Y SINGULAR QUARTER POINT

Las tensiones y los desplazamientos en las cercanias del vértice de una grieta,
supuesto un comportamiento lineal eldstico, pueden representarse aproximadamente®?
por .

.
0=aoﬁ+a1+a2\/;+... (57)
u=b0+b1\/;+b2’l”+... (58)

siendo r la distancia desde el vértice de la grieta al punto.

Para obtener este comportamiento se van a usar dos tipos de elementos sobre los
que se van a definir funciones de forma particulares. El primero de ellos ser4 ¢l utilizado
para representar la parte de los labios de la grieta junto a su vértice, mientras que el
segundo tipo se utlizard sobre un contorno interior, separando en dos partes al sélido
(Figura 2).

En el primer caso, sélo es preciso representar el comportamiento de los
desplazamientos, al ser las tracciones comocidas, bastando para ello situar el nodo
central del elemento, ya sea éste continuo o discontinuo, a un cuarto de su longitud,
del lado del vértice de la grieta. Puede comprobarse ficilmente que si ¢l elemento es
de geometria recta y se denomina L a su longitud, 7 a la distancia desde el vértice de
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2QP 1 2QPy 1SQP 1

veérti d jet
3usa  ua  YICESCEOTER L4 34
' N
oOA—0—00 oA —0O———AO
NC3 NC2 NC1 NCINC2 NC3
Elemento QF Elemento SQP
(a) (b)

Figura 2. Uso de los elementos Quarter Point y Singular Point

la grieta a un punto cualquiera del elemento, y £ = {, = £1 a la coordenada natural
del vértice de grieta, despejando £ de la ecuacién (47) se obtiene

§=2¢%o (1 - 2\/%) (59)

cuya substitucién en la representacién de los desplazamientos, (49) proporciona

up = o + ﬂk\/;+ 0K+ (60)

que tiene la misma forma que la expresién tedrica (58) y donde los pardmetros oy, B; y
0 dependen de la posicién de los puntos de colocacidon sobre el elemento y de los valores
nodales de los desplazamientos, de modo que si €3 = 0, es decir N2 y NC2 coincidentes
(lo cual se supondré en adelante), se tiene

_ 188 1 Go—6) &) »  1-6& \
A L T N oy
_ 22 —%8) 1 22— &6 — &) o 22— 6d) s ‘
P = E(6 — &) €361 £t (€ —€)Es (62)

e = ol + : (63)

ACETD N * §3§1u (& — &) 63)53

De esta forma se consigue una representacién de los desplazamientos andloga a
la existente en las cercacias de la grieta. Este elemento habitualmente se denomina
Quarter Point (QP), por la situacién del nodo y punto de colocacién central. La
representacién de las tracciones en él es similar a la dada en la ecuacién (60), sélo que
al ser los valores nodales conocidos no condiciona el resultado.

El segundo tipo de elemento es el llamado Singular Quarter Point (SQP), que
permite representar no sélo el comportamiento de los desplazamientos, sino también el
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de las tracciones en las cercanias del vértice de la grieta. Si al igual que anteriormente
se supone que el elemento es recto y se sitta el nodo central a una distancia de un
cuarto de su longitud hacia el vértice de la grieta, se obtendra que £ y uy se podran
expresar por las ecuaciones (59) y (60), respectivamente. A continuacién, aprovechando
que en el Método de los Elementos de Contorno se aproximan de forma independiente
los desplazamientos y las tracciones, se realiza una aproximacién de las tracciones que
proporciona un comportamiento similar al tedrico (57)

Pk = Prd1 + Pade + Dads (64)

donde se ha multiplicado por \/L/7 y normalizado a la unidad en los puntos de
colocacién, es decir

260 _ . m —&m)
(60 _ é)’ pk _pk 250

La denominacién singular proviene de que la funcién de aproximacién de las
tracciones ¢, tiene una singularidad en el vértice de la grieta (¢ = &), del mismo
tipo que la que posee el campo de tensiones (57).

En el caso de un elemento continuo el pardmetro nodal correspondiente debe ser
entendido como el resultado de un limite

qgm = ¢m = ¢m (65)

=) b

T

gﬁ}c = hm (pk E) (66)

CALCULO DE LOS FACTORES DE INTENSIDAD DE TENSION

Los elementos descritos anteriormente QP y SQF pueden ser usados en ambas
representaciones integrales (1) y (12) y permiten el clculo de los Factores de Intensidad
de Tensién (FIT) con facilidad y exactitud.

Los FIT asociados a los modos I y II se pueden aproximar a partir del tensor de
tensiones*® o;; en el vértice de la grieta. Sila grieta estd en direccién 1 los FIT serdn

Kr = 1im(022\/ 27T77), K= lim(dlg\/ 271'7_“') (67)
F—0 F—0

Otras aproximaciones pueden hacerse a partir de los desplazamientos

27
__H A \/ ok iy il
Kr = 1—1/ Uy = I_V)Aul (68)

siendo Awu; y Aus los desplazamientos relativos, longitudinal y transversal
respectivamente, de los labios de la grieta en un punto muy cercano a su vértice.

El limite anterior puede ser aproximado por su valor en cualquier punto cercano al
vértice de grieta. Para un punto genérico de coordenada natural ¢; se tiene
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3
lm(o1aV2r7) 2 pu(6)y/ 27 (&) = VERL 3 (9F ém(€1) (69)
m—
pudiéndose calcular la apertura de grieta también en ese punto

or . _[2m 0 26 3
A’U/k\/; = Aug(&)y) =y = \/— G - &) 2 B Pn(&) (70)

De esta forma en los elementos SQP se puede asociar un FIT a cada punto de
colocacién NCm, en funcién de los pardmetros nodales pi*

KNCm — gmy/orL, KNC™ = g2l (71)

mientras que en los elementos QP se asocian otros valores calculados a partir de las
aperturas de grieta en ellos

4l NCm m M €o 27
T o---smf Ko™ = Au 2(1—u><so—¢m>f(72)

pudiéndose comprobar que los valores mas aproximados de los FIT se obtienen a partir
los valores extrapolados de las tensiones justo en el vértice de la grieta &; = & en la
ecuacién (69) y con las aperturas de grieta de los dos puntos de colocacién més cercanos
a dicho vértice, es decir NC1 y NC2.

Aproximaciones similares a las anteriores han sido usadas con la representacidén
integral de los desplazamientos por diversos autores en problemas estdticos®*, en
problemas dindmicos en el dominio de la frecuencia® y en problemas dindmicos
transitorios®. También han sido usados con la representacion integral de las tracciones
solucién fundamental hipersingular en problemas estaticos®, en problemas dindmicos
transitorios en el dominio del tiempo directamente'® o mediante la transformada de
Laplace'', pero sélo la correspondiente al elemento QP discontinuo, no habiéndose
usado hasta la fecha el elemento SQP discontinuo ni en problemas estaticos ni
dindmicos.

K}V(Jm = Ay

EVALUACION DE LAS INTEGRALES

La integracién de las expresiones discretizadas de las respresentaciones integrales,
ecuaciones (54) y (55), implica la resolucién de integrales singulares e hipersingulares
en ¢l caso de que el punto de colocacién pertenezca al elemento sobre el que se estd
integrando; integrales cuasisingulares, cuando el elemento sobre el que se integra estd
muy cercano al punto de colocacién, e integrales no singulares. Para resolver cada una
de ellas se ha utilizado un procedimiento diferente.

Las integraciones singulares e hipersingulares correspondientes al problema estatico
se han realizado usando procedimientos analiticos, obteniéndose expresiones concretas
para cada una de ellas en los casos singular e hipersingular, siempre que la geometria
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fuese rectilinea. En el problema dindmico para estas integrales se ha utilizado un
esquema de integracién que sigue la divisién en partes de los nicleos mostrada en las
ecuaciones (22), (27), (38) y (45), de forma que las singularidades se concentran en los
ntcleos estaticos y las integrales de las llamadas parte adicional y no singular, ambas
con variacién suave sobre el elemento, se llevan a cabo mediante cuadraturas de Gauss.
Esta divisién de los niicleos es andloga a la utilizada por Dominguez' y por Sdez et al®
para la integracién de la representacién integral de los desplazamientos.

Las integrales cuasisingulares que aparecen a menudo cuando se usan elementos
discontinuos, han sido resueltas integrando numéricamente las expresiones completas de
los nicleos, mediante una subdivisién del intervalo de integracién, variable en funcién de
la distancia, y usando cuadraturas con un nimero fijo de puntos sobre cada subintervalo.
Esta técnica permite aumentar el niimero de puntos de integracién en las cercanias de
la singularidad y realizar las integrales con suficiente precisién.

Cuando se trata de realizar una integral sobre un elemento alejado se ha utlhmdo
una cuadratura con un nimero de puntos fijo para todos los elementos.

En el caso de elementos QP el esquema de integracién explicado anteriormente no se
altera, siendo su tratamiento anédlogo al de cualquier otro elemento. En los elementos
SQP es preciso distinguir entre las integrales que contienen la funcién de forma de
desplazamientos, ecuacién (60), cuya integracién sigue el procedimiento general, de
las integrales que contienen las funciones de forma singular (64) para las que se han
obtenido unas expresiones especificas de sus integrales singulares, siguiendo los otros
tipos de integrales el esquema general.

ESTUDIOS PARAMETRICOS Y EJEMPLOS NUMERICOS

En este apartado se presentan estudios paramétricos relativos a problemas estaticos
y dindmicos que permitirdn determinar la aproximacién conseguida en el cdlculo de
los FIT mediante los elementos QP y SQP continuos y discontinuos y elegir las
discretizaciones adecaudas a cada problema. En el estudio se comparan las distintas
posibilidades de cdlculo, la variacién de los resultados con la discretizacién y la
influencia de la separacién de los nodos extremos de los vértices del elemento, la cual
se considerard idéntica en ambos extremos.

En adelante a los FIT calculados en elementos discontinuos SQP, a partir de las
tracciones extrapoladas al vértice de grieta segin la ecuacién (69), se denominardn
EDTO0, mientras que los calculados en elementos QP discontinuos a partir de los
desplazamientos en los puntos de colocacién mds cercanos al vértice de grieta NC1
y en NC2 (72), se denominardn EDU1 y EDU2, respectivamente.

Placa con dos gritas laterales. FIT estatico

El primer estudio paramétrico se va a realizar sobre una placa rectangular
(Figura 3) de dimensiones w = 3,6 cm y h = 10, 8 cm, que tiene dos grietas laterales de
longitud a = 1,8 cm, y estd sometida a una traccién o en ambos extremos, habiéndose
elegido una relacién médulo de elasticidad-traccién aplicada, E/o de 5250, y un médulo
de Poisson v = 0,20. El valor de K;y = Kj(o+y/7a) tomado como referencia es 1,163,
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obtenido de Murakami'®, que a su vez la obtuvo de Nisitani'® para el caso h/w =: 00,
con error estimado de £0,5 %.
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Figura 3. Placa rectangular con dos grietas laterales

Estudios paramétricos en problemas estaticos similares al que aqui se presenta,
han sido llevados a cabo sobre el elemento SQP continuo® y sobre el elemento QP
discontinue®, aunque en este Gltimo se fija el valor de £ = 40,75 para los nodos
extremos. Por ello se va a presentar la variacidn de los resultados con el pardmetro &
citado, con la longitud del elemento relativa al tamano de grieta L/a y con el método
de calculo empleado.

La discretizaciéon se ha llevado a cabo de dos formas distintas dependiendo si se
emplean o no elementos SQP. Si existen estos elementos se modela el cuarto superior
izquierdo de la placa, Modelo 1 de la Figura 3, en el que se ha situado un contorno
interior que une los vértices de ambas grietas, sobre el cual se obliga a una variacién
cuadrética de tracciones y desplazamientos, excepto en el elemento SQP; mientras que
s1 no existen elementos SQP, se modela la mitad de la placa, Modelo 2. El modelado
de la grieta se hace en funcién del pardmetro L/a, siendo L la longitud del elemento
QP o SQP, de tal modo que se utilizan en cada labio 10, 5, 3 y 2 elementos segin sea
L/a-:0,1, 0,2, 0,360,4y0,5, gradudndose la longitud de los elementos en los bordes
de modo que no haya cambios bruscos de longitud. La discretizacién més fina emplea
60 clementos para un cuarto de placa, mientras que la més grosera emplea sélo 38.

En la Figura 4a se muestra la evolucién de Ky calculado en el elemento QP del
Modelo 1 en el que se han utilizado sélo ecuaciones generadas a partir de la solucién
fundamental hipersingular, es decir con la ecuacién (12). La representacién de los
valores se hace en funcién de la posicién de los nodos extremos NC1 y NC3, dada
por el valor de la coordenada & de ambos, y del tamafio L de los elementos QP y
SQP utilizados. En ella puede comprobarse que el cdlculo del FIT a partir de los
desplazamientos es convergente a medida que la discretizacién se hace mds pequeiia,
siendo esta convergencia distinta dependiendo del nodo que se utilice para los célculos.
En el caso del punto de colocacion NC1, EDUL, el acercamiento es dependiente del
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valor de €, pudiéndose comprobar que para valores £ = 0,80; 0,85 se obtiene casi una
independencia del tamano del elemento. Para NC2, EDU2, no hay una dependencia
de ¢, pero la influencia del tamano de la discretizacién en mayor. En ambos casos los
resultados son buenos y se mantienen en £3 %, si L/a <0, 8.

116
c 1.14 .
N X !
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112 | 112 b a7 —
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1.10 110 | —O—¢08
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Figura 4. Placa con doble grieta. Variacién del FIT con la discretizacion.
a) Modelo 1 con QP y SQP; b) Modelo 2 sélo con QP

Si se efectiia un calculo andlogo al anterior pero usando una discretizacién del tipo
de la del Modelo 2 (Figura 3) sin elementos SQP y usando la solucién fundamental
hipersingular para uno de los labios de la grieta y la solucién fundamental habitual para
el otro labio, se obtienen los resultados representados en la Figura 4b. Como puede
comprobarse Ky toma valores muy parecidos a los del Modelo 1, siendo su evolucién
del mismo tipo, por lo que las conclusiones anteriores le son aplicables, obteniéndose
una precisién similar y mostrando que no es obligatorio el uso de elementos SQP para
la obtencién de buenos resultados.

La evolucién de los valores de Kjy obtenidos mediante extrapolacién de los
pardmetros nodales al vértice de la grieta del elemento SQP (Modelo 1) se muestran
en la Figura 5. En ella se pueden observar unos valores y evolucién similar a los que
se obtenian cuando se calculaba a partir de los desplazamientos en NC1. En la gréfica
se incluye también el caso continuo € = 1, ECTQ, para completar la visién de conjunto
de los resultados, pudiendo comprobarse que sigue la tendencia en la variacién de & y
que no necesariamente proporciona mejores resultados que los correspondienes EDU1
o EDU2.

Placa con una grieta lateral. FIT estdtico

Para completar el estudio anterior e intentar generalizar algunas conclusiones
se ha hecho un estudio paramétrico similar sobre una placa con una grieta lateral
(Figura 6). Las dimensiones utilizadas han sido ¢ = 3 mm, w = 3 mm y A = 3 mm,
siendo la relacién E/o de 2 x 10! y el médulo de Poisson 0,3. Sobre ella se han
realizado discretizaciones similares a las descritas sobre el problema anterior. El valor
de referencia para comparaciones es de 3,010 valor obtenido por Civelek et al'”.
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Figura 5. Placa con doble grieta. Variacion del FIT calculado a partir de tracciones
extrapoladas al vértice de grieta
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Figura 6. Placa con grieta lateral

En la Figura 7a se muestra la evolucién de Ky con el tamaiio del elemento y
la situacién de los puntos de colocacién NC1 y NC2. El cilculo se realiza sobre un
Modelo 1, con elementos QP y SQP. En ella se puede ver ¢cémo ahora es en EDUL
donde la influencia de ¢ es pequefia, mientras que en EDU2 es mayor, realizdndose la
aproximacion con el tamafio del elemento también en forma distinta.

Algo similar ocurre con los resultados si se utiliza un Modelo 2, sin elementos SQP,
para el que se obtienen resultados analogos (Figura 7b), o si se calcula el FIT a partir
de la extrapolacién de las tracciones al vértice (Figura 8). Pudiéndose concluir que la
convergencia es buena en todos los casos, siendo el modo en el que los diferentes métodos
de célculo se acercan al resultado tomado como referencia dependiente del problema,
aunque para valores en el entorno de £ = 0,8 y L/a < 0,4 todos los resultados tienen
una buena precision, siendo los métodos mas recomendables los denominados EDT0 y
EDU1 que tienen una precisién equivalente.
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Figura 7. Placa con simple grieta. Estudio de la variacién del FIT con la
discretizacién, a) Modelo 1 con QP y SQP, b) Modelo 2 sélo con QP
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Figura 8. Placa con una grieta. Variacién del FIT calculado a partir de tracciones
extrapoladas al vértice de grieta

Difraccién de ondas por una grieta en un medio infinito. FIT dinamicos

Realizando el estudio de la influencia de la discretizacién sobre problemas estaticos
se va a analizar a continuacién un problema dindmico en el dominio de la frecuencia
que permitirad obtener algunas conclusiones adicionales sobre la influencia de ésta y de
su variacién con la frecuencia.

El problema elegido para realizar este estudio es el de una grieta finita en un medio
infinito sobre la cual inciden trenes de ondas planas P o SV (Figura 9), provocando
unos campos incidentes de desplazamientos y tensiones que derivan de los potenciales
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complejos

¢ = ¢g exp —i—:—)(xcos'y-kysinv—f—tcp) ;o v =0; 1=+-1 (73)
P

para ondas Py

$=0; ¢ =oexp |——(wcosy +ysiny + tc,) (74)
S

para ondas SV, donde se ha llamado +y al d4ngulo de incidencia (Figura 9), calculdndose
¢0 ¥ 1o de modo que la tensién normal o tangencial sean la unidad en el origen.

El andlisis del problema de difraccién se lleva a cabo superponiendo al campo
incidente anterior otro campo formado por unas distribuciones de tracciones sobre
los bordes de la grieta, iguales y opuestas a las incidentes, de modo que la suma de
ambos proporcione tracciones nulas en dichos bordes. La representacién integral de
las tracciones y desplazamientos (1) y (12) sélo se plantean para el segundo de los
problemas al ser éste el que cumple las condiciones de radiacién en el infinito y sélo ser
necesario discretizar la grieta y su entorno®.

Onda P 6 SV

e
%

——

X

Figura 9. Difraccién de ondas por una grieta en un medio infinito

La mitad simétrica de las discretizaciones utilizadas para el estudio paramétrico se
muestra en la Figura 10, en la que se puede observar el caso (a)(ver Figura) en ¢l que
es preciso discretizar dos contornos semiinfinitos a ambos lados de la grieta, aunque
es suficiente con discretizar una cierta distancia igual a quince veces el semiancho
de grieta para simular la mitad del problema y utilizar elementos QP y SQP en los
vértices de ésta. Esta discretizacién fue utilizada con éxito por uno de los autores®
para el mismo problema resuelto con elementos continuos, mientras que aqui s¢ van
a utilizar elementos discontinuos y solucién hipersingular. La Figura 10b muestra la
segunda de las discretizaciones utilizadas; en ella s6lo se han discretizado los bordes
de la grieta utilizando solucién hipersingular para uno de los bordes y solucién normal
para el otro y situando en cada vértice dos elementos QP. En ambas discretizaciones la
grieta se ha modelado con diez elementos en cada labio, cinco en cada mitad simétrica
L/a =0,2y & de 0,8 para los nodos extremos. La discretizacién del contorno infinito se
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ha hecho aumentando gradualmente las longitudes de los elementos utilizando un total
de 29 elementos en cada lado, excluidos los de la grieta. Como puede comprobarse, el
numero de elementos es bastante menor en la discretizacién (b), evitdndose ademas el
problema, del contorno infinito.

En primer lugar se van a presentar los FIT obtenidos a partir de la discretizacion
de la Figura 10b, supuesto un médulo de Poisson de 0,25, calculados a partir de los
desplazamientos del punto de colocacién mas cercano al vértice de la grieta, EDUI1,
para distintos angulos de incidencia.

SQP

QP
a 14 a

) 4

A
) 4
A

Figura 10. Mitad simétrica de las discretizaciones usadas para la grieta en el espacio

infinito. a) Con elementos QP y SQP, b) Método mixto con sélo QP

En la Figura 11 se representan en funcién de la frecuencia adimensional wa/c, los
valores normalizados con su valor estatico, del médulo de FIT en el caso de incidencia
de ondas P y se comparan con los calculados por Chen y Sih'®, y, Sih y Loeber'®. Como
se puede comprobar la concordancia es muy buena para todos los dngulos de incidencia.
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Figura 11. FIT debidos a la difraccién de ondas P por una grieta en un medio infinito.
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Los valores de FIT correspondientes a la incidencia de ondas SV se representan
en la Figura 12. También en este caso los resultados son muy buenos, por lo
que se¢ puede concluir que la discretizacion efectuada es adecuada y el método
utilizado suficientemente exacto, habiéndose ganado en rapidez y sencillez respecto
de metodologias de cdlculo anteriores.

(a) (b)
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Figura 12. FIT debidos a la difraccién de ondas SV por una grieta en un medio
infinito. Discretizacién (b)

Comprobada la exactitud del método propuesto se va a realizar su comparacién con
los resultados obtenidos con la dicretizacion representada en la Figura 10a y comprobar
la variacién que experimentan con el método de cédlculo del FIT, con cuatro valores £
distintos de separacién de los extremos de los puntos de colocacién NC1 y NC3, y con
la frecuencia adimensional.

En la Tabla I se muestran los valores del FIT en el caso de incidencia de ondas
P con v = 90 °C (Figura 9). En ella se comparan las dos discretizaciones, los tres
métodos EDT0, EDUL y EDU2 y cuatro posiciones de NC1 y NC3, todo ello para dos
frecuencias distintas.

Los valores se representan con cuatro digitos y en tablas debido a la similitud entre
ellos, lo cual es debido a que se ha escogido una discretizacién adecuada para todas
las frecuencias, en funcién de los criterios discutidos en problemas estéticos, ya que
el tamaiio de elemento necesario para representar adecuadamente el FIT e¢s suficiente
normalmente para representar adecuadamente una amplia gama de frecuencias, por
ejemplo con el criterio de que haya al menos cuatro elementos por cada longitud de
onda.

Jonclusiones similares pueden extraerse de la observacién de la Tabla II en la que
se comparan los resultados para el caso de incidencia de ondas SV a 90 °C. En ambos
casos se comprueba que los métodos EDTO0 y EDU1 proporcionan resultados idénticos,
suministrando EDU2 resultados algo diferentes aunque muy cercanos.
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|KI/KIest| Onda P 90°

wa/cp 0,2 0,8

Discr. (a) (b) (a) (b)

¢ |EDTO|EDUL |EDU2|EDU1 |EDU2 | EDTO0 | EDU1 | EDU2 | EDU1 | EDU2

0,75 |1,1068 |1,1082|1,0990 {1,1082 | 1,0990 | 0,7714|0,7705 | 0,7809 | 0,7705 | 0,7809

0,80 [1,1083|1,1093|1,0978 (1,1093 |1,0978 |0,7692|0,7686 | 0,7807 | 0,7686 | 0,7807

0,85 |1,1108|1,1116(1,0968 [1,1116 | 1,0968 [0,7661 |0,7657 | 0,7804 | 0,7657 | 0,7804

0,00 |1,1142|1,1147|1,0952 | 1,1147 | 1,0952 |0,7625 | 0,7622 [0,7800 | 0,7622 | 0,7800

Tabla I. Incidencia de ondas P. Comparacién de los FIT obtenidos con distintos
métodos, discretizaciones y frecuencias

‘KI/KIestl Onda SV 90°

wa/cy 0,2 0,8
Discr. (a) (b) (a) (b)

¢ |EDTO|EDUL |EDU2|EDUL |EDU2 | EDTO | EDU1 | EDU2 | EDU1 | EDU2

0,75 |1,0520 | 1,0534 | 1,0440 | 1,0534 | 1,0440 | 1,0741 | 1,0739 | 1,0749 | 1,0739 | 1,0749
0.80 | 1,0536 | 1,0546 | 1,0430 | 1,0546 | 1,0430 [ 1,0732 | 1,0730 [1,0738 | 1,0730 | 1,0738
0,85 |1,0560 | 1,0567 | 1,0419 | 1,0567 | 1,0419 | 1,0742 | 1,0740 | 1,0745 | 1,0740 | 1,0745
0,90 | 1,0595 | 1,0600 | 1,0405 | 1,0600 | 1,0405 | 1,0727 | 1,0725 | 1,0723 | 1,0725 | 1,0723

Tabla II. Incidencia de ondas SV. Comparacidn de los FIT obtenidos con distintos
métodos, discretizaciones y frecuencias

CONCLUSIONES

En este articulo se presentan en primer lugar las expresiones de los niucleos
hipersingulares que utiliza la representacidn integral de las tracciones en el Método
de los Flementos de Contorno en problemas dindmicos en el dominio de la frecuencia,
estudidndose su descomposicién en sus partes singular y no singular, la cual permite su
tratamiento numérico con mayor facilidad y el posible uso de técnicas de integracién
avanzadas. Esta formulacién ha sido utilizada para la elaboracién de un programa
de ordenador basado en elementos discontinuos cuadraticos, que ha permitido analizar
problemas de fractura estaticos y dindmicos.

También s¢ ha desarrollado un elemento del tipo Singular Quarter Point,
discontinuo e hipersingular, para el calculo de los Factores de Intensidad de Tensidn
de grietas, que hasta la fecha no habia sido utilizado. Este elemento es de gran interés
sobre todo en problemas en los que existan interfases coincidentes con el vértice de
grieta.
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A partir de esta formulacién se han realizado estudios paramétricos que han
permitido discutir la versatilidad y potencia del método propuesto y la idoneidad del
uso del Método de los Elementos de Contorno Mizto, utilizando en un labio de la grieta
la representacion integral de las tracciones y en el otro la de los desplazamientos, para
el calculo de los FIT estaticos y dindmicos.

En los estudios paramétricos estaticos se ha puesto de manifiesto como no hay
pérdida de precision por el uso de elementos discontinuos, en los que no se impone la
continuidad interelemental, sino que producen resultados excelentes para los FIT, tanto
s1 se calculan a partir de los desplazamientos de uno de estos puntos de colocacion, el
mas cercano al vértice de grieta en el elemento QP, o a partir de los valores de las
tracciones extrapolados al vértice de la grieta en elementos SQP.

Los estudios relativos al tamano de la discretizacidn a emplear en este tipo de
problemas han demostrado que usando para los elementos QP y SQP tamaiios iguales
menores que 0,4 veces de dimensién de la grieta y retranqueos de los puntos de
colocacién extremos NC1 y NC3 entre 0,75 y 0,90, se obtienen excelentes resultados
con todos los métodos de cdlculo del FIT utilizados.

En problemas dindmicos se ha puesto de manifiesto que las discretizaciones estdticas
necesarias para el calculo del FIT son suficientes para el anilisis de un amplio intervalo
de frecuencias y que no es preciso en la mayoria de los casos un refinamiento de malla
adicional, habiéndose estudiado con estos criterios el problema de difraccién de ondas
Py SV por una grieta en un espacio infinito y comparando con éxito con los resultados
obtenidos por otros autores para problemas similares.

Como conclusién final puede decirse que la formulacidén hipersingular presentada
constituye una herramienta numérica muy poderosa para el estudio de problemas de
mecanica de la fractura, mas si su uso se combina con la formulacién tradicional en
el modelado de los dos labios de la grieta coincidentes geométricamente, no siendo
necesario la introduccién de contornos internos no existentes.
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