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MÉTODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS PARA LA
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ABSTRACT

The increasingly strict environmental regulation has created the need to find several so-

lutions which combine low-cost facilities and resource efficiency in wastewater treatment.

Natural Wastewater Treatment Systems (NWTS) operate as an alternative to conventional

methods and are being more widely applied than other systems. Technologies based on an-

aerobic digestion, which apply to NTWTS are a really appealing choice, since they are easy

to use and offer minimal operational and maintenance requirements. In the Canary Islands,

NWTS have been built by private and government initiatives since the early XXI century.

Government initiatives have been carried out, initially, throught the proyect DEPURANAT,

promoted by the Instituto Tecnológico de Canarias, and more recently, through the project

MITIMAC, co-financed by the European program INTERREG-Espacio Atlantico. In para-

llel, new areas of research, based on NWTS, have been created through different doctorate

programmes of the University of Las Palmas de Gran Canaria.

Consecuently, promoted by both the Instituto de Estudios Ambientales y Recursos Na-

turales and the process engineering department of the University of Las Palmas de Gran

Canaria, a new area of research is set up in order to develop a theoretical framework, whith

the goal of deeping into the knowledges of the internal processes occurring within SDN.

Numerous researches about NWTS have been published over the last 60 years. The vast

majority apply Black Box type models for the description of NWTS behaviour. Regarding

the ones implementing mathematical models, these have been developed in order to calculate

an specific variable or several of them.

The main objectives of this work have been, first, to develop a two dimensional compu-

tational fluid dynamic model with the purpose of describing the anaerobic digestion processes

occurring within NWTS, and secondly, to design a methodology where the hydraulic, phy-

sical, biochemical and physical-chemical phenomena, that occur simultaneously, would be

allowed.

For this, a deterministic model for numerous variables, composed by a system of pa-

rabolic PDE, is set out. This is created from the advection-diffusion-reaction, Stokes and

energy equations, even the Anaerobic Digestion Model No1 (ADM1) is implemented. The

methodology proposal to solve the mathematical model is based on the use of the Finite Ele-



ment Method (FEM) and the design of an algorithm grounded on the parallel solver (MPI).

Thanks to Freefem++, open access software, both the PDE resolution and simulation of

the different variables included in the problem has been possible. This document has been

divided in four parts. The first, includes the consent of the co-authors of the articles for their

contribution to this thesis.

The second part is dedicated to the introduction. It starts by setting the background of

the study where it is highlighted the importance of NWTS nowadays. The choice of this kind

of technology implemented for rural areas is increasingly growing in the Canary Islands just

as much as all around the word. In this section the objectives and the published manuscript,

main purpose of this Thesis by Compendium of Publications, are described. Further on, in

the chapter ”Justification of the thematic unit of the Thesis”, the development of the research

is shown through the different published manuscripts. Finally, with the development of the

state of art where it is concluded that there are too few mathematical studies which describe

NWTS based on anaerobic lagoons, the second part is concluded.

In the third part, the original published manuscripts are shown in chronological order.

And subsequently, the abstracts, in Spanish, of the different manuscripts are stated.

In the fourth part, final conclusions are exposed together with future plans.

Keywords: Natural Wastewater Treatment Systems (NWTS), Constructed wetland, An-

aerobic Digestion, ADM1, Anaerobic Lagoons, Mathematical Models, Computational Fluid

Dynamics, Finite Element Method, Parallelization (MPI), FreeFem++.



RESUMEN

El incremento de la producción de las explotaciones ganaderas intensivas en todo el

mundo, juntamente con la mala gestión del estiércol que éstas generan, aumenta el riesgo de

contaminación medioambiental. Las disposiciones legales existentes en torno a la protección

del medioambiente, cada vez más exigentes, ha suscitado la necesidad de encontrar soluciones

al tratamiento de los excrementos de animales ocasionado por este tipo de instalaciones. Los

Sistema de Depuración Natural (SDN) para el tratamiento de aguas residuales son soluciones

que se basan en dos conceptos: instalaciones de bajo coste y eficiencia de recursos. Es por

ello por lo que se han convertido en una de las alternativas a los métodos convencionales

que se vienen aplicando cada vez más en todo el mundo. En este sentido, los Sistema de

Depuración Natural basados en Procesos Anaerobios, lagos y lagunas, naturales o artificiales

(SDN-A) se presentan como una apuesta muy atractiva, ya que son fáciles de usar y precisan

de unos requisitos mı́nimos para la operación y el mantenimiento.

En Canarias, los SDN han sido desarrollados desde comienzos del presente siglo, tanto

a través de iniciativas públicas como privadas. Las públicas han sido llevadas a cabo, ini-

cialmente, a través del proyecto DEPURANAT, impulsado por el Instituto Tecnológico de

Canarias, y recientemente, a través del proyecto MITIMAC, cofinanciado por el programa

europeo INTERREG-Espacio Atlántico. Dentro del ámbito de la Universidad de las Palmas

de Gran canaria se han puesto en práctica numerosos proyectos entorno a los SDN. En el

año 2000 se construyó un humedal artificial para el tratamiento de aguas residuales en el

Campus de Tafira y posteriormente, en el año 2008, el Departamento de Ingenieŕıa de Pro-

cesos y el Instituto de Estudios Ambientales y Recursos Naturales (i-UNAT) traza una ĺınea

de investigación para la construcción de varios humedales artificiales a escala real, junto a

granjas ganaderas que se materializa, posteriormente, en una tesis doctoral dentro del Pro-

grama de Doctorado de Ingenieŕıa Ambiental y Desalinización de la propia Universidad. Con

el objetivo de mejorar el entendimiento de los SDN a través modelos determińısticos, el pro-

pio i-UNAT impulsa, finalmente, una nueva propuesta de investigación con el propósito de

desarrollar un marco teórico para profundizar el conocimiento de los fenómenos que inciden

en un SDN.

Durante los últimos 60 años se ha venido publicando una cantidad importante de estu-

dios que tratan de predecir el comportamiento de los SDN. La mayor parte de los modelos



planteados son de tipo Caja Negra o Caja Gris, de los cuales estos últimos combinan mode-

los de conocimientos con modelos emṕıricos. Por otro lado, existe pocas publicaciones que

proponen modelos tipo Caja Blanca, especialmente, los basados en procesos. En su mayoŕıa

han sido diseñados para humedales artificiales y se han apoyado en programas informáticos

comerciales para su resolución.

Debido a la necesidad de ampliar los conocimientos entorno a los SDN, los principales

objetivos de este trabajo de Tesis han sido: primero, desarrollar un modelo matemático ba-

sado en procesos que permita describir el comportamiento dinámico de los microorganismos

anaerobios dentro de un SDN-A. Y segundo, desarrollar una metodoloǵıa de cálculo con el fin

de poder obtener resultados adecuados para la caracterización cuantitativa y cualitativa de

los diferentes fenómenos que concurren dentro de estas Lagunas Anaerobia (LA). Para ello se

propone un modelo integrado por un sistema de Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Par-

ciales (EDP) de segundo orden y de tipo parabólico que contiene, por un lado, las ecuaciones

de Advección-Difusión-Reacción (ADR), de Stokes y de Enerǵıa, y por otro, el Modelo de

Digestión Anaeróbica No1, Anaerobic Digestion Model No1 (ADM1), desarrollado por The

International Water Association (IWA). El procedimiento escogido para la resolución de este

modelo ha sido el uso del Método de los Elementos Finitos (MEF) y el diseño de un algo-

ritmo basado en el cálculo en paralelo a través de la Interfaz de paso de mensajes - Message

Passing Interface (MPI). Con el uso del lenguaje de programación FreeFem++, software de

código abierto, ha sido posible resolver las EDP planteadas y simular las diferentes variables

contempladas en el problema.

Este documento ha sido divido en cuatro partes:

La primera incluye el consentimiento de los coautores de los art́ıculos para su inclusión

en la tesis.

La segunda parte está dedicada a la introducción. Se inicia con los antecedentes del estu-

dio donde se destaca la importancia que tienen en la actualidad los SDN. La elección de este

tipo de tecnoloǵıa en las zonas rurales es cada vez mayor, tanto en Canarias como en todo

el mundo. En esta parte se describen los objetivos y se presentan los manuscritos publica-

dos, motivos de esta Tesis por Compendio de Publicaciones. Posteriormente, en el caṕıtulo

Justificación de la Unidad Temática de la Tesis se muestra el desarrollo de la investigación

a través de los diferentes manuscritos publicados. Se finaliza con el Estado del Arte, donde



se describe el conocimiento referente a los modelos que se han desarrollados en torno a los

SDN y se plantea la necesidad de futuras contribuciones.

La tercera parte de esta Tesis se inicia con la exposición de los manuscritos publicados,

los cuales han sido ordenado de manera cronológica, conforme a la fecha de su publicación.

Se completa este apartado con los resúmenes en español de cada uno estos manuscritos.

En la cuarta y última parte se describe las conclusiones finales, aśı como las posibles

aportaciones que puedan ser desarrolladas por otros grupos de investigación en trabajos

futuros.

Palabras clave:

Sistemas de Depuración Natural (SDN), Humedales Artificiales, Digestión Anaerobia,

ADM1, Lagunas Anaerobia, Modelos Basados en Procesos, Dinámica de Fluidos Compu-

tacional, Método de Elementos Finitos, Paralelización (MPI), FreeFem++
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Parte I

Solicitud Presentación de la Tesis
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1 Aceptación de los coautores para que el doctorando

presente el trabajo

Se adjunta, a continuación, la relación completa de los trabajos publicados donde consta

el nombre y adscripción del autor y de todos los coautores, la referencia completa de la

revista objeto de dicha publicación, y a continuación figura la aceptación por escrito y con

firma original de los coautores dando su consentimiento para que estos art́ıculos figuren en

concepto de compendio en la presente tesis doctoral.
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2 Introducción

2.1. Antecedentes

En el mundo que vivimos, a nadie le cabe duda de que el actual modelo socioeconómico

lleva asociado la depredación de los recursos naturales y la degradación del medio ambiente

que nos rodea. El crecimiento poblacional de las últimas décadas, el aumento del capital

activo y los cambios en los hábitos alimenticios han provocado un aumento vertiginoso del

mercado agŕıcola y ganadero [35]. Debido al incremento de la demanda de productos cárnicos

se ha venido desencadenando una transformación en el sistema de producción ganadera pa-

sando de una explotación extensiva poco masificada a una de tipo industrial, intensiva, muy

concentrada en determinadas áreas. Es por lo que las grandes cantidades de estiércol animal

y lodos que se generan en estas últimas representan un riesgo constante de contaminación

con un posible impacto negativo en el medio ambiente cuando no son gestionadas de manera

correcta [18].

En Canarias, a igual que en el resto del mundo, ha habido una intensificación del sector

ganadero en los últimos años. El estiércol, utilizado como abono, años atrás, junto con el

puŕın se han convertido en residuos susceptibles de ser gestionado. Un claro ejemplo es el

de Gran Canaria que tiene una superficie de 1560 km2 con una gran cantidad de áreas

sujetas a algún tipo de protección ambiental, 33 espacios integrados en la Red de Espacios

Naturales Protegidos de Canarias y el 43 % de la superficie terrestre insular incluidas dentro

de la Reserva de la Biosfera [37]. Ésta se presenta como un territorio con problemas para

la gestión y eliminación de residuos en general y de purines procedentes de explotaciones

intensivas de porcinos en particular, y alto riesgo para aquellos vertidos iĺıcitos con capacidad

de provocar contaminación de las aguas superficiales y subterráneas por nitratos, inutilización

de terrenos y malos olores en el entorno [39]. Sin embargo, este tipo de riesgo ya se viene

contemplando desde el año 2000 en la Directiva 2000/60/CE del Parlamento Europeo, en
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la cual se establece una serie de estrategias en la lucha contra la contaminación del agua de

una forma más completa y efectiva, con medidas que reduzcan los vertidos y con el objetivo

de mejorar la calidad de las aguas superficiales [9].

Los métodos más avanzados para el tratamiento de aguas residuales urbanas, que se

aplican en páıses desarrollados, Sistemas de Depuración Convencional (SDC), están basados

en procesos mecánicos, biológicos y qúımicos. El empleo de este tipo de tecnoloǵıas exige

disponer de una serie de recursos, tales como sistemas de aireación, tratamientos qúımicos y

transporte [30]. Para ello es necesario contar con una considerable infraestructura, además

de fuentes de enerǵıas, elevados costes de operación, control de emisiones de gases efecto

invernadero y suministro de productos qúımicos [50]. En el caso de pequeñas comunidades o

aquellas que se encuentran en v́ıas de desarrollo esta opción resulta dif́ıcil o, en algunos casos,

casi imposible de alcanzar ya que debe adecuarse la escasez de los recursos con aportaciones

financieras y con la naturaleza f́ısica del terreno. Además, el problema se agrava cuando estas

comunidades, debido a su lejańıa o a sus condiciones orográficas, se encuentran desconectadas

de los sistemas de depuración centralizados y disponen de escasa capacidad de suministro

eléctrico de la red general de enerǵıa eléctricas [2]. De ah́ı que, se hayan practicado soluciones

basadas en SDC adaptadas a pequeños núcleos [50]. Sin embargo, la implantación, puesta en

marcha y mantenimiento de este tipo de instalaciones conlleva, también, una serie de costes

que no siempre es posible hacer frente en todos los casos. En resumen, por todo ello, junto

con la necesidad de disponer de mano de obra cualificada y de recursos técnicos y económicos,

el establecimiento de SDC es muy dif́ıcil de asumir por pequeñas comunidades rurales. Para

estos casos, se precisan de soluciones técnicas simples y con unos costes razonables [30, 48].

La adopción de SDN en pequeñas comunidades aporta una serie de ventajas tales como;

minimización en el gasto energético, simplificación en el mantenimiento y en la explotación,

eficacia y regularidad en el funcionamiento frente a grandes oscilaciones de caudal y carga

contaminante, se facilita la gestión de los lodos generados en los procesos de depuración y son

respetuosos con el medio ambiente [20]. La aplicación de técnicas descentralizadas basadas en

SDN y que impliquen procesos anaerobios, SDN-A, tipo lagos, lagunas y estanques naturales

y artificiales, resulta una excelente opción para el tratamiento de aguas residuales, siempre

que se cumpla con los requerimientos medioambientales, ya que son de muy fácil manejo

y precisa de poca capacidad humana para su mantenimiento [2]. Existen casos en el que

los SDN-A han sido aprovechados para la producción de biogás mediante la colocación de
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una cubierta externa. En Australia y EEUU se ha llevado a cabo esta práctica desde hace

años para el tratamiento de efluentes procedentes de mataderos, y se ha utilizado el biogás

resultante para generar enerǵıa, calor y como combustible para veh́ıculos [4]. Otras veces se

han empleado Reactores Anaerobios (RA) en combinación con humedales artificiales de tipo

subsuperficial. En estos sistemas mixtos, los RA actúan como un complemento del humedal al

que se le asigna las funciones de tratamientos previos. En estos casos, mediante la aplicación

de un procedimiento adecuado, la reducción de los costes de construcción del humedal puede

alcanzar valores de más del 40 % [2, 8]. Esto se debe a que con una actuación previa se

logra disminuir la carga orgánica, por tanto, se reduce también la capacidad necesaria de

tratamiento de propio humedal. A ello se le suma el riesgo de colmatación de su lecho filtrante

que, como consecuencia, la vida útil del humedal se ve incrementada. En definitiva, a causa

de todas estas ventajas, los SDN se vienen aplicando cada vez más, dentro de las tecnoloǵıas

alternativas existentes en todo el mundo, para el tratamiento de aguas residuales en zonas

rurales [30, 48].

De forma tradicional, el tratamiento de los residuos generados en las explotaciones pe-

cuarias en la Islas Canarias ha estado realizándose a través de la implantación de SDC cuyos

costes de mantenimiento y explotación resultan muy dif́ıcil de afrontar por parte del gana-

dero [38]. Sin embargo, los SDN empiezan a fomentarse en 1998-99, a través del Instituto

Tecnológico de Canarias (ITC), mediante una primera iniciativa en el Aula de La Laurisilva

del Cabildo de Gran Canaria [20]. Poco después, en el 2000, se promueven otros proyectos

en el Campus de Tafira de la Universidad de Las Palmas de Gran Canaria y en la Finca

de la Data del Coronado del Cabildo de Tenerife que generan lineas de trabajo, no solo en

el ámbito público sino también en el sector privado. En el año 2004 se inicia el proyecto

DEPURANT, cofinanciado por el programa europeo INTERREG-Espacio Atlantico y lide-

rado por el ITC, a través de un consorcio de entidades de Andalućıa, Norte de Portugal y

Sur de Francia y Canarias se desarrolla conocimientos y herramientas entorno a los SDN

dando fruto numerosos proyectos en Canarias, Andalućıa, Francia y Portugal [55]. Otros

trabajos puesto en práctica desde el i-UNAT y del Departamento de Ingenieŕıa de Procesos

de La Universidad de Las Palmas de Gran Canaria, en colaboración con el Cabildo de Gran

Canaria, consistieron en el diseño y puesta en marcha de varios SDN a escala real junto a

explotaciones ganaderas para el estudio y análisis de sus idoneidades cuya recopilación de

datos, durante seis años, sirvieron de base para una Tesis Doctoral, y posteriormente para
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una publicación en revista cient́ıfica internacional [38, 39]. Por último, en el año 2019 le es

concedido a la ULPGC el proyecto MITIMAC del Programa de Cooperación Iterreg V-A

España-Portugal (Madeira-Azores-Canarias) 2014-2020 y cofinanciado por el fondo Europeo

de Desarrollo Regional (FEDER). Este proyecto, liderado por Miembros del i-UNAT, inclu-

ye esta ĺınea de investigación, dentro de las actuaciones propuestas, para mitigar el cambio

climático en la Macaronesia mediante la reducción de los gases de efecto invernadero. Como

consecuencia de todo ello, el punto de mira en este trabajo ha sido puesto en el estudio de

los SDN-A.

2.2. Objetivos de la Tesis

Los SDN-A son biorreactores con alta carga orgánica, periodos de retención hidráulica

relativamente corto, de 1 a 7 d́ıas, y contenido en ox́ıgeno muy bajo o nulo durante todo el

año [57]. La remoción del contaminante se debe, principalmente, a la combinación de una

serie de procesos f́ısicos, fisicoqúımicos y bioqúımicos, siendo estos últimos desempeñado por

una serie de bacterias y arqueas especializadas en cada una de las etapas que forma parte del

proceso de Digestión Anaerobia (DA). El funcionamiento de los SDN-A es equiparable al de

los reactores de flujo pistón, digestor ideal donde la composición del fluido vaŕıa de un punto

a otro a lo largo de la dirección del flujo y en el que el proceso de mezcla se lleva a cabo en la

dirección radial pero no en la dirección del movimiento del flujo [14]. Por ello, cada recarga

de ĺıquido hecha por el pistón se considera como una entidad separada que va recorriendo

el digestor, el cual funciona como si se tratase de una tubeŕıa de grandes dimensiones.

Este hecho le confiere a los SDN-A una serie de ventajas tales como; un uso apropiado del

volumen de trabajo, una mayor capacidad para sobrecargas, una mayor protección frente a

la acidificación y la generación de perfiles a lo largo del digestor [7].

Debido a su compleja naturaleza, la optimización de las tecnoloǵıas orientadas entorno a

la DA está ı́ntimamente ligadas a la disponibilidad de modelos matemáticos tanto para su

diseño como para su control [33]. En concordancia con gran parte de las publicaciones, la

necesidad de desarrollar estos tipos de modelos se justifica puesto que nos permite entender

la dinámica de los procesos anaerobios, facilita la posibilidad de perfeccionamiento y, de

forma general, ayuda a mejorar el rendimiento del digestor.

De ah́ı que el objetivo principal de esta investigación haya sido el planteamiento de un
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modelo matemático para describir, con suficiente exactitud, el comportamiento dinámico

de los microorganismos anaerobios que intervienen en los procesos de depuración de aguas

residuales mediante sistemas naturales basados en lagunajes. Como objetivo adicional se ha

propuesto el desarrollo de una metodoloǵıa de cálculo a fin de obtener resultados idóneos para

la caracterización cuantitativa y cualitativa del comportamiento dinámico de los distintos

fenómenos ocurridos en el proceso de depuración en los SDN-A.

2.3. Trabajos publicados

En este apartado se presenta la relación de los trabajos publicados donde figura los

autores, titulo, fecha de publicación, y referencia, aśı como datos relevantes de la revista;

nombre, editorial, JCR, posición y cuartil.

En dicha correlación se listan aquellos art́ıculos en los que este Doctorando figura como

investigador principal, otros relacionados con la ĺınea de trabajo y donde consta la partici-

pación como colaborador. Y por últimoo aparece las publicaciones que tienen que ver con

aquellas colaboraciones cient́ıfica con otras ĺıneas de investigación donde ha habido sinergias

en trabajos cooperativos. Considerándose, todo ello, como un aspecto esencial dentro de la

actividad de cualquier investigador.
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CAPÍTULO 2. INTRODUCCIÓN 2.3. TRABAJOS PUBLICADOS
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2.3.3. Como colaborador en otros art́ıculos

Brito Espino S.M. 26 noviembre, 2021
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REVISIÓN POR AL MENOS DOS EXPERTOS INDEPENDIENTES

Brito Espino S.M. 28 noviembre, 2021
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2.4. Justificación de la unidad temática de la Tesis

La unidad temática de esta Tesis Doctoral por compendio se sustenta en que los trabajos

realizados constituyen una ĺınea de investigación. A través de los art́ıculos se materializa la

correspondencia entre el planteamiento de la investigación, el método seguido y los resultados

obtenidos. Si bien para la exposición del problema se ha seleccionado, en cada uno de los

art́ıculos, un modelo tipo de SDN todos ellos coinciden en los siguientes aspectos; (1) Se

trata de tecnoloǵıas exentas de mecanización. (2) Están basadas en sistemas de flujo libre,

copian los procesos que se dan en lagos y ŕıos donde el movimiento del contaminante se debe

a la existencia de un gradiente de concentración y a la presencia de un campo de velocidades

en el fluido que va a depender de los caudales que se establezcan en la carga y descarga del

sistema. (3) La biodegradación del contaminante se debe, fundamentalmente, al metabolismo

de los microorganismos anaerobio. Es por ello que cada una de estas publicaciones mantiene

una vinculación con el resto mediante una secuenciación que tiene que ver con la evolución

del trabajo, y una interconexión con los manuscritos publicados a través un modelo y una

metodoloǵıa de base.

De ah́ı que estos art́ıculos han sido elaborados a lo largo de un trabajo de investigación,

bien definido y planificado, orientado al desarrollo de un modelo matemático que sirva para

el diseño y la gestión de los SDN-A donde tiene lugar procesos anaerobios, en su totalidad

o en parte de ellos. Uno de los aspectos innovadores que se presenta en estos trabajos, y aśı

aparece reflejado en todos los art́ıculos publicados, ha sido la implementación del ADM1 en

las ecuaciones del modelo para la descripción de los fenómenos bioqúımicos y fisicoqúımicos

que comprende los procesos de DA.

Con el art́ıculo “Application of a model-based method for hydrodynamic pro-

cesses in constructed wetland for the management of livestock wastewater based

on finite elements method”, se estudia el comportamiento de un humedal artificial con

una laguna anaerobia central a través de un modelo en 2D. El modelo ha sido confeccionado

a partir de las ecuaciones de ADR y Stokes, resultando un conjunto de EDP de segundo

orden y de tipo parabólico. Además, se ha implementado el modelo ADM1 para describir los

procesos bioqúımicos y fisicoqúımicos relacionados con la DA. Entre los diversos factores que

influyen en el crecimiento de la biomasa, se han considerado dos: uno bioqúımico, relaciona-

do con la concentración de cada uno de los diferentes tipos de sustratos que intervienen en
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cada una de las fases comprendida dentro del proceso de la digestión, y otro fisicoqúımico,

donde no interviene los microorganismos y es debido a las concentraciones de ácidos y bases

libres, expresado como pH. Por medio del MEF de Galerkin y el diseño de una metodoloǵıa

de cálculo, a través de un diagrama de flujo, fue posible resolver el sistema de ecuaciones

definidas en el modelo que, a priori, se mostraba dif́ıcilmente abordable desde el punto de

vista anaĺıtico. La estrategia para confeccionar el flujograma, Fig. 2.1 - caso a), se basa en

lo siguiente: Se trata de un cálculo secuencial. Cada uno de los subprocesos definido en el

ADM1 , Fig B.3, es calculado de forma reiterada hasta lograr el estado estacionario. Segui-

damente se continúa el cálculo en el siguiente subproceso procediendo de igual modo que

en el anterior. Basándose en este diagrama de flujo se diseñó un algoritmo en FreeFem++

a través del cual se pudo simular las distintas variables que intervienen en el proceso, y

como resultado de todo ello, se concluyó reseñando la capacidad del modelo para describir

el comportamiento de la biomasa dentro un humedal artificial con lagunas anaerobias.

En el segundo art́ıculo, “Application of a mathematical model to predict simul-

taneous reactions in anaerobic plug-flow reactors as a primary treatment for

constructed wetlands ”, se diseña un modelo, a partir del original, para el estudio de un

digestor anaerobio que actúa como una instalación para tratamientos previos a un humedal

artificial dentro de un sistema de tratamiento de aguas residuales tipo mixto o compartido.

Su funcionamiento se asemeja al de un reactor flujo pistón donde la mezcla heterogénea

fluye, de manera natural y continua, desde la alimentación hasta el desagüe del reactor. Una

de las novedades de este modelo es que se incorpora una serie de funciones de inhibición

además de las concernientes al pH que figuraba en el art́ıculo anterior. Estas son: inhibición

por amoniaco libre, limitación por amoniaco total y consumo competitivo entre el butirato

y valerato. Con respecto a la metodoloǵıa de cálculo, se mantiene la aplicada en el primer

art́ıculo, solo que, en este caso, se aumentó la densidad del mallado para obtener un resultado

con mayor precisión.

En el tercer art́ıculo, “A framework based on finite element method (FEM) for

modelling and assessing the affection of the local thermal weather factors on the

performance of anaerobic lagoons for the natural treatment of swine wastewater”

el modelo va dirigido a los SDN-A que son utilizados para el tratamiento de aguas residuales

con alta carga orgánica. En este ejemplo se considera el efecto de la temperatura en el

entorno del sistema y su influencia en el proceso de remoción de la materia orgánica. Para
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ello se incorpora, al modelo base, las ecuaciones de la enerǵıa junto con una serie de valores

de frontera que están afectados por las condiciones térmicas del entorno. Aparte del uso de

MEF de Galerkin, se reformula la metodoloǵıa empleada en los anteriores manuscritos para

generar otra nueva, innovadora, sustentada en un diagrama de flujo basada en el empleo

de MPI, Fig. 2.1 - caso b). De manera general, los MPI han sido utilizados para realizar

cálculos en paralelo de EDP en subdominios mediante técnicas de discretización para lograr

aśı mayor precisión en los resultados. Sin embargo, no es éste el uso que se le ha dado al MPI

en este trabajo. Debido a que se trata de un dominio de gran dimensión y geometŕıa regular,

y el flujo atraviesa el sistema es de tipo laminar, no precisa de este tipo de tratamientos.

En este caso, el MPI ha sido empleado para el cálculo, simultáneo, de cada una de las

variables que intervienen en el proceso, tal como si cada una de las fases transcurrieran de

manera independiente en planos superpuestos, donde existe un intercambio de variables de

manera reciproca y sincronizada. Con todo ello se ha podido desarrollar un procedimiento

que permite acercarse más a la realidad del funcionamiento de los SDN-A.

Figura 2.1: Diagramas de flujo planteados, para la resolución del modelo. a) La ĺınea de

flujo, discurre por cada una de las fases que intervienen en la DA, pasa a la siguiente una

vez alcanza el estado estacionario. b) Existen ĺıneas de flujo para cada una de las fases y se

establece intercambio de información entre ellas.
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3 Investigación Bibliográfica

3.1. Introducción

Los SDN constituye un tipo de tecnoloǵıa que es usada para el tratamiento de aguas

residuales donde la remoción de la materia orgánica contenida en las misma se lleva a cabo

a través de los procesos f́ısicos, qúımicos y biológicos que se manifiestas de forma espontánea

en la naturaleza. Para ello precisa de unos periodos largos de almacenamiento, tiempo de

residencia, además mayores superficies de ocupación con respecto a los sistemas convencio-

nales. Sin embargo, precisa de un bajo consumo de enerǵıa, prácticamente las relacionadas

con los equipos de bombeo o instalaciones de desbastes, ya que la enerǵıa aportada en el

proceso de descontaminación resulta nula. Son adecuadas para el tratamiento de aguas en

medios rurales y tienen una capacidad de remoción alta, aśı como la posibilidad para la

reutilización del efluente generado. Dentro de los sistemas de tratamiento de aguas residua-

I Heliofitos o plantas emergentes II Macrofitos flotante

III Macrofitos enraizado flotante Macrofitos enraizado sumergido

V Algas filamentosa VI Flujo subsuperficial

IV 

Figura 3.1: Representación esquemática de distintos tipos de humedales artificiales [45]

les se distinguen; las plantas acuáticas, los humedales artificiales, los métodos de aplicación
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al terreno (baja carga, infiltración rápida, riego superficial) y las lagunas. El conocimiento

existente acerca del funcionamiento de los SDN resulta incompleto debido a la complejidad

de los fenómenos f́ısicos, qúımicos y biológicos que las afecta. Por ello el conocimiento que se

tiene de toda esta biotecnoloǵıa basadas en SDN se apoyan en estudios espećıficos y estudios

emṕıricos [47].

3.2. Modelos de Caja Negra

Los Modelos de Caja Negra (MCN) son modelos basados, simplemente, en la relación

funcional existente entre la entrada y salida de un sistema sin tener en consideración los

procesos internos que tienen lugar dentro de ellos [46, 58].

De manera tradicional, en el diseño de los SDN se han venido empleando métodos sus-

tentados en una serie de Reglas Generales, reglas de oro, a partir de observaciones de un

amplio rango de SDN similares en el que se aporta información referente a las condiciones

climáticas y las caracteŕısticas del afluente. Se trata, por tanto, de una metodoloǵıa rápida,

pero a la vez, muy rudimentaria [46, 47].

En la mayor parte de los MCN, los datos obtenidos son tratados mediante Análisis de

Regresión. Se trata de una técnica estad́ıstica muy útil para inferir la relación entre una

variable dependiente y otra independiente [28, 42]. En el análisis de regresión, el objetivo

es obtener una predicción de una variable, dados los valores de las otras. Sin embargo, este

modelo trata de agrupar, solamente, en dos o tres parámetros todos los procesos que suceden

dentro en un SDN. Existe, por ello, una sobre simplificación de dichos procesos, donde quedan

pendiente factores tan importantes como el clima, el material que conforma el fondo, etc...

Aśı pues, el estudio se queda focalizado en una gran variedad de ecuaciones de regresión, y

por ello con una gran incertidumbre en el diseño [46].

Los modelos matemáticos o computacionales, Artificial Neural Network-Red Neu-

ronal Artificial (ANN), son modelos tipo conexionista que se emplea muy generalizado en

el reconocimiento de patrones y en el control de procesos que emergen de redes formadas por

unidades sencillas interconectadas. A través de estos modelos se establece una relación entre

los datos obtenidos en el proceso que tienen lugar dentro del SDN, el posible mecanismo

de trabajo de la red biológica, y el aprendizaje a través de la estad́ıstica y la teoŕıa de la
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información [54]. Kiiza et al. [26] plantea un modelo basado en el método de ANN en hume-

dales artificiales, donde los datos de entradas proceden de técnicas exploratoria estad́ısticas

tales como el análisis de la varianza (ANOVA) y el Análisis de Componentes Principales.

Los resultados muestran, de forma generalizada, una predicción de la remoción de nitrógeno

y fósforo con menos variables en la entrada del humedal y reduciendo el tiempo y el coste

de la monitorización. Otros autores han empleado ANN, tales como Akratos et al. [1] pa-

ra predecir el comportamiento en humedales artificiales de flujo horizontal subsuperficial o

Granata et al. [15] para evaluar la actual evapotranspiración en lagunas.

Otros Enfoques Estad́ısticos han sido llevado a cabo dentro de los MCN. Kumar and

Singh [29] ha utilizado Microsoft Excel y el programa de análisis cient́ıfico paleontológico y

estad́ıstico Paleontological Statistics donde los datos de correlación entre las concentraciones

de contaminante del afluente y el efluente son verificados a través del análisis de regresión

de variables múltiples para una variable independiente y n variables dependientes.

3.3. Modelos de Caja Gris

Los Modelos de Caja Gris (MCG) son aquellos que se obtienen mediante la combinación

de modelos de tipo mecanicistas y modelos totalmente emṕıricos. La existencia de este tipo

de modelos se debe, por un lado, a la necesidad de definir modelos más eficientes y, por el

otro, la imposibilidad de describir el comportamiento del sistema mediante el uso exclusivo

de cualquiera de los dos por separado.

Dentro de la tipoloǵıa de MCG se encuentran los denominados Modelos de Cinética

de Primer Orden, que tratan de explicar los procesos de transporte de masa, volatiliza-

ción, sedimentación y absorción que tienen lugar en los SDN a través de una ecuación del

tipo; Cout

Cin
= e−kvt, donde Cout [g/L] es la concentración de DQO del efluente, Cin [g/L] la

concentración de DQO del afluente, kv [md−1] es la constante de descomposición volumétri-

ca y t [d] es el tiempo de retención hidráulica. Numerosos autores [21, 25, 27, 52, 53] han

publicados art́ıculos referentes a la aplicación de modelos de cinética de primer orden en hu-

medales artificiales donde dichas aproximaciones han sido utilizada para predecir, al menos,

la mayor parte de los contaminantes, tales como la materia orgánica, los sólidos suspendidos,

nitrógeno y el potencial redox.
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Dentro de los más recientes, Gajewska et al. [10] ha estudiado la eficiencia de remoción

en humedales artificiales de flujo subsuperficial y de tipo mixto, horizontal y vertical, con di-

ferentes configuraciones para climas templados. Para el cálculo emplea la siguiente ecuación;

MRR = [(Cin × Qin) − (Cout × Qout)/A] [gm−2d−1] donde A [m2] es el área del lecho del

humedad artificial, Qin y Qout [m3d−1] son las medias de los caudales de entrada y salida y

Cin y Cout [mgL−1] las medias de las concentraciones de entrada y salida.

Kadlec [25] plantea que el desajuste de los modelos de cinética de primer orden se debe

a las variaciones causadas por los cambios impredecibles en las fluctuaciones en el flujo de

entrada y en las concentraciones, además de los cambios en el almacenamiento interno del

sistema debido a las condiciones externas, de tipo atmosféricas, caracteŕıstica de la activi-

dad que genera esa agua residual, aśı como otros factores referente al propio ecosistema.

Sin embargo, aunque los modelos de cinética de primer orden han sido considerados apro-

piados ya que ofrece una razonable aproximación en un rango adecuado de funcionamiento

de contaminantes para el diseño de humedales artificiales, diversos autores recomiendan la

necesidad de estudiar las reacciones que tienen lugar dentro del sistema para aśı ayudar a

los diseñadores a armonizar unas reglas o gúıas de diseños [25].

Para corregir las deficiencias que ofrece los modelos de cinéticas de primer orden Shepherd

et al. [49] introduce el Modelo de Retardo Dependiente del Tiempo para la remoción de

demandas qúımicas de ox́ıgenos, reemplazando las concentraciones, C∗, por otros parámetros

K0 y b, donde se asume que las tasas de remoción decrece a lo largo del tiempo, ya que la

sustancia más fácil de biodegradar se eliminarán primero y de manera rápida, dejando,

luego, una solución con componentes con menos capacidad de biodegradación y por ello una

cinética mucho más lenta. Estos cambios continuos en la composición de la solución pueden

representarse mediante una ecuación de primer orden con variación volumétrica continua y

con tasa, kv constante; kv = K0

b·τ+1
donde K0 [d−1] es la tasa constante inicial, b [d−1] es el

coeficiente de tiempo retardo y τ [d] es el tiempo de retención. Este modelo resulta más

apropiado para el diseño de los humedales artificiales, ya que describe una disminución de

la DQO, o cualquier otro componente, con un mayor tiempo de tratamiento en lugar de un

valor residual constante C∗.

El Modelo de Reactores Conectados en Series (TIS) se trata de un modelo ma-

temático sencillo, de un solo parámetro, que se aplica a cualquier tipo de cinética. Se usa
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para modelar el régimen de flujo correspondiente a un reactor tipo flujo pistón. Este modelo

considera una hipotética serie de tanques agitados iguales e ideales y colocados en serie de

manera que el parámetro es el número de tanques. Goswami et al. [14] describe las medi-

ciones de las distribuciones de los tiempos de residencias, el flujo vaŕıa según el tramo, en

humedales artificiales de flujo horizontal subsuperficial con el uso de técnicas de radiosonda.

Previamente, se hace uso de un modelo de reactores conectados en serie con el propósito de

simular las curvas de distribución de dicha variable.

De todas las ecuaciones emṕıricas sobre la tasa de crecimiento espećıfico propuesta para

la DA, la Ecuación de Monod es la más usada hoy en d́ıa, que describe el crecimiento de

los microorganismos de forma general y las bacterias productoras de hidrógeno en particular.

Se trata de una ecuación análoga a la expresión para la cinética enzimática de Michaelis-

Menten que se corresponde con una función hiperbólica µ = µmax
S

S+KS
en la que la tasa de

crecimiento espećıfica µ [h−1] es función de una única concentración de sustrato limitante y

está sujeta a la saturación del sustrato cuando S >> KS. [13] y Mitchell and McNevin [40]

plantea la ecuación de Monod para humedales artificiales de flujo horizontal subsuperficial,

mientras que Stefanakis et al. [51] lo usa para flujos verticales.

3.4. Modelos de Caja Blanca

Los Modelos de Caja Blanca (MCB), llamados también Modelo Basado en Procesos

(MBP). Se trata de modelos matemáticos donde se van a considerar todas las relaciones

existentes entre las variables relevantes a través de un software que va a servir de soporte para

organizar dichas relaciones de manera adecuada. Estos están basados en leyes de conservación

f́ısicas y qúımicas. Dentro de los MBP, en función del SDN objeto del estudio, cabe distinguir;

3.4.1. Humedales Artificiales de Flujo Superficial

Gargallo et al. [11] desarrolla un MBP siguiendo la estructura de Activated Sludge Model

1 (ASM1) de Henze et al. [17] para la simulación de la remoción del nitrógeno y basándose

en la relación existente entre el rendimiento de la desintegración de la materia orgánica y el

nitrógeno, especialmente en el proceso de desnitrificación. A igual que Constructed Wetland

Model No1 (CWM1), se asume la suma de nitrito y nitrato y para el cálculo estequiométrico
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se considera todo nitrato. El modelo simula la hidrólisis de materia orgánica a través de los

microorganismos heterótrofos, tanto aerobio como anaerobios. Para el cálculo se emplea el

paquete de software AQUASIM [43]. Dentro de las conclusiones, se indica la necesidad de

clarificar la distribución de los microorganismos a lo largo de la superficie dentro del sistema

ya que podŕıa responder cuestiones tales como donde tiene lugar los procesos dentro del

sistema y como afecta la distribución de la biomasa a la comunidad microbiana.

Dentro de los modelos orientados a humedales artificiales de flujo superficial se ha desa-

rrollado SURFWET [3]. Se trata de un modelo matemático, con una aproximación integral

de los procesos bioqúımicos más relevantes, aerobios, anóxicos y anaerobios, en un humedal

artificial. Se centra en los procesos f́ısicos y bioqúımicos que envuelven la degradación de con-

taminantes, materia orgánica, nitrógeno, fósforo y sólidos suspendidos, a través de bacterias,

macrófitos y fitoplancton. Este modelo considera reactores que funcionan a mezcla completa,

y la formulación biocinética se basa en los modelos ASM1 [17] y CWM1 [32], planteando 16

componentes y 27 procesos diferentes.

3.4.2. Humedales Artificiales de Flujo Horizontal Subsuperficial

Langergraber et al. [32] presenta un modelo biocinético que describe los procesos de

transformación y degradación de la materia orgánica y nitrógeno tanto para humedales

de flujo horizontal como vertical y cuyo objetivo es simular la concentración del efluente.

También incluye otros procesos tales como la hidrodinámica en medios porosos, influencia

de las plantas, el transporte de part́ıculas, o materias, suspendidas que describen el proceso

de colmatación y el proceso de absorción. Este modelo ha sido implementado en muchas

plataformas de simulación tales como COMSOL MultiphysicTM A través de la cual se ha

desarrollado el modelo BIO-PORE [47]. Este considera 18 componentes en vez de los 16

que figuran en CWM1 y las part́ıculas inertes se dividen en fases sólida y ĺıquida. En este se

incluye un número limitado de contaminantes.

Dentro de esta categoŕıa cabe destacar el modelo SubWet 2.0, desarrollado en el Cen-

tro de Tecnoloǵıa Medioambiental Internacional de la División de Tecnoloǵıa, Industria y

Economı́a de la unidad de Medio Ambiente de las Naciones Unidas (UNEP-DTIE-IETC)

y diseñado en un principio para Humedales Artificiales de Flujo Horizontal Subsuperficial

(HSSF-CW), empleándose también para modelar Humedales Artificiales de Flujo Vertical
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Subsuperficial (VSSF-CW) para el tratamiento de aguas domésticas [19]. El modelo utiliza

25 ecuaciones EDP y 16 parámetros tal como lo describe Joergensen and Fath [23] pudiendo

simular la remoción de nitrógeno, en sus formas de nitrato, amonio y nitrógeno orgánico y

fósforo totales en miligramos por litros aśı como su eficiencia de remoción en porcentajes.

Kadaverugu [24] propone un modelo para HSSF-CW para el tratamiento de aguas domésti-

cas a través del entorno OpenFOAM©, software de código abierto desarrollado para la

Dinámica de Fluido Computacional (DFC). Este describe el movimiento del fluido no lineal

en un medio poroso, a través del fenómeno ADR, del contaminante en el que se incluye

una cinética función de la temperatura. La utilidad de este modelo estriba en su capacidad

para la representación, en un espacio temporal, de perfiles de contaminantes, constituyen-

do una herramienta ideal para los diseños de los SDN. Las ecuaciones correspondientes de

continuidad y momentos vienen dadas por Maurer et al. [36]

3.4.3. Humedales Artificiales de Flujo Vertical Subsuperficial

La complejidad de estos tipos de modelos se debe al estado de saturación variable que

presenta el humedal en contraposición de aquellos modelos que hacen referencia a condiciones

saturadas. El más popular dentro de este grupo es el CW2D, desarrollado por Langergraber

and Šimůnek [31] a partir del HYDRUS-2D, paquete informático para simulación del flujo

de agua, calor y diversas sustancias a través de medios porosos parcialmente saturados

[12]. En este modelo se incluyen los siguientes componentes bioqúımicos; ox́ıgeno disuelto,

cuatro componentes del nitrógeno (amonio, nitrito, nitrato y dinitrógeno), fósforo inorgánico

y microorganismos (autótrofos y heterótrofos), siendo los procesos considerados; hidrólisis,

mineralización de la materia orgánica, nitrificación (modelado como un proceso de dos pasos),

desnitrificación, y procesos de lisis de los microorganismos. Se asume que todos los procesos

aśı como el coeficiente de difusión depende de la temperatura, y la degradación bioqúımica

y procesos de transformación están basados en las expresiones de Monod.

El otro modelo considerado dentro de este grupo es el modelo numérico FITOVER

propuesto por Giraldi et al. [12] y desarrollado principalmente para la simulación de flu-

jo vertical, convirtiéndose en una herramienta práctica para la optimización del diseño y

operación de dichos humedales. Este permite la descripción del flujo a través de un medio

poroso, en condiciones saturadas y no saturadas, con un grado de precisión aceptable. En el
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modelo se incluye el efecto de la evapotranspiración, además se ha desarrollado un módulo

bioqúımico donde se describe tanto la degradación de la materia orgánica que se basa en

ASM1 [22]. La formulación dinámica de este modelo permite simular el comportamiento no

estacionario de los VSSF-CW.

En ambos modelos, el método numérico empleado para la resolución de las ecuaciones

planteadas es el método de Galerkin en elementos finitos.

Otros modelos han estudiado los fosfoĺıpidos disueltos en VSSF-CW a través de paquetes

informáticos comerciales, como es el caso de STELLA (Structural Thinking, Experiential

Learning Laboratory with Animation), simulando la absorción por parte de de las plantas y

microorganismos.
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Diario Oficial num L 327 de 22/12/200 p. 0001 - 0073, Oct. 2000. Diario Oficial de las

Comunidades Europeas.

[10] M. Gajewska, K. Skrzypiec, K. Jóźwiakowski, Z. Mucha, W. Wójcik, A. Karczmar-
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a b s t r a c t
In this article, a mechanistic process-based model is developed, for accurate predictions of pig 
farms wastewater behavior in free water constructed wetlands. Twenty-six variables were considered 
in order to simulate the simultaneous hydraulic, physical, biochemical and physico-chemical 
characteristics of different processes that are happening in this system. The proposed model was 
developed by optimization of the advection-diffusion-reaction equations. For that, Stokes equations 
and the Anaerobic Digestion Model No. 1 were implemented. The mathematical analysis of the model 
involves the use of a numerical model, the finite element method, and flowchart-based strategy 
planning. Numerical simulation in a two-dimensional model using open access software (FreeFem++) 
are presented to demonstrate the dynamic behavior of the proposed prototype.

Keywords:  Free water constructed wetlands; Anaerobic Digestion Model No. 1; Advection-diffusion- 
reaction equation; Stokes; Anaerobic process
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1. Introduction

Today, around 80% of all wastewater is discharged into 
the world’s waterways due to poor water planning and 
extensive urbanization and industrialization [1,2]. Together 
with the increase in production and concentration of inten-
sive livestock operations, wastewater treatment (WWT) 
mismanagements have raised the risk of contamination to 
the environment [3].

Increasingly strict environmental regulations have 
created the need to find solutions, which combine low-cost 
facilities and resource efficiency in WWT [4]. In this context, 
constructed wetlands (CWs) are now more widely applied 
than other technology as a WWT alternative, in developing 
countries [5–7]. However, the performance of CWs is still too 
difficult to predict, due to the diversity and simultaneousness 

of the physical, chemical and biological processes involved, 
some of which are yet to be understood [8]. During the last 
decade, several mathematical models for the description of 
the behavior of CWs have been published [9]. Nowadays, 
most efforts in this specific field are centered on the develop-
ment of mechanistic or process-based models (PBMs), which 
not only predict effluent pollutant concentrations but can 
also shed light on the treatment processes involved. For this 
reason, these kinds of models are gaining prevalence over 
simple black box [10] or first-order decay ones [11]. The vast 
majority of PBMs has been developed for simulating subsur-
face flow WWT systems, with CWM1 [12], CW2D [13] and 
BIO-PORE [14] some of the most robust and widely accepted 
models. However, these types of models are less abundant 
for the simulation of free water surface (FWS) systems, and 
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those that are available often include a limited number of 
components and interactions [15–17].

In this paper, an original model is presented to describe 
the process of simultaneous physical, biochemical, hydrau-
lic and physico-chemical characteristics in FWS CWs. The 
proposed model was developed from the basic advec-
tion-diffusion-reaction (ADR) equations [18], and the 
Anaerobic Digestion Model No. 1 (ADM1) proposed by the 
International Water Association (IWA) [19]. A general finite 
element method (FEM) [20], based on a suitable stabilization 
of the Galerkin formulation, was used for the calculation.

The main goal of this paper is the introduction of free 
software, with a high-level programming language, for CWs 
simulation in anaerobic processes. The methodology enables 
the combination of several mathematical modellings in the 
form of a first order conservation law system, with inclusion 
of different kinetic models.

2. Model development

2.1. General formulation

The ADR equation is used to represent the processes 
involved in CWs. Transport phenomena are described 
with the Stokes equations, considering an incompressible 
Newtonian fluid in steady state, and the reaction system, 
which takes place in the anaerobic domain in CWs, is derived 
from basic structure of the ADM1, which includes biochem-
ical and physico-chemical reactions. The numerical method 
used, FEM, plays a significant role in finding the numerical 
solutions for two classes of ADR. The ADR equation, in a 
finite domain, was studied taking a two-dimensional nonlin-
ear problem with decay and source terms into account. The 
boundary value problem (BVP) admitted in this work, was 
the combination of the Dirichlet and Neumann boundary 
conditions. The BVP was defined by fully restraining the top, 
bottom and the left side. The general conditions of this study 
and the related finite element discretization with boundary 
conditions are presented in Fig. 2.

The transient transport equation for a scalar quantity 
ϕ(x,y,z,t) undergoing constant ADR is given by Eq. (1):

∂
∂

= + ∇ +
φ

φ φ
t
D u f∆  (1)

where ϕ is the field variable content in a unit area of the 
system, t is the time of exposure, D is the diffusion coeffi-
cient D = Dx = Dy = Dz = constant, the operator ‘Δ’ is defined 

by ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

2

2

2

2

2

2x y z
, and the operator ‘∇’ is defined by 
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∂
∂

+
∂
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, the parameters u(u1,u2,u3) represent the velocity 

coefficients obtained by the Stoke equation (Eq. (2)), and the 
function f describes the anaerobic processes which include 
the growth and decay of biomass and substrates removal.

2.1.1. Stokes problem

The incompressible Stokes equation describes the velocity 
u  in a bounded or unbounded domain of Rn, n = 2, 3 [21,22]. 

In this case (R2), this equation, for steady flow, is given by:

To find u u u= ( )1 2,  and p such that:

− +∇ = Ω
∇ = Ω

= ∂Ω

v u p f
u
u g

∆








in
in
on

0
 (2)

where Ω is a polygonal domain in R2, u u u= ( )1 2,  represents 
the velocity and p is the pressure, v is the viscosity coefficient, 
and 



f  is an external force affecting the system. The Dirichlet 
boundary condition is ΓD and the Neumann boundary 
condition ΓN, such that ∂Ω = ΓD ∪ ΓN.

2.1.2. Anaerobic processes

The ADM1 is based on sewage sludge anaerobic digestion 
and gives a unified representation of disintegration, 
hydrolysis, acidogenesis, acetogenesis and methanogenesis 
[23]. This model, developed by the IWA task group, is a math-
ematical model mainly describing the biochemical processes 
(Fig. 1) involved in anaerobic digestion [19].

The model, which has been categorized into two bio-
chemical and physico-chemical frameworks, contains a total 
of 30 dynamic state variables from substrates and cells.

2.1.2.1. First biochemical processes

ADM1 employs a set of 24 differential rate equations 
to describe the biochemical processes involved in anaero-
bic digestion. The disintegration, hydrolysis and bacterial 
decay steps are represented by first order kinetics, while all 
the other steps are represented by Monod-type kinetics [24] 
(Fig. 1). The equation, which was proposed by Monod in 
1949, for describing microbial growth [25], is as follows:

ρ µj
i

S i
i

i

S
K S

I=
+

×max pH  (3)

where ρj (d–1) is the specific growth rate, μmaxi 
(d–1) is the 

maximum specific growth rate, Si (kg m–3) is the substrate 
concentration, KSi  (kg m–3) is the substrate saturation constant 
(i.e., substrate concentration at half μmax) and IpH is the inhibi-
tion function, which considers growth rate inhibition due to 
pH (Eq. (5)). The kinetic rate of each process is represented by 
ρj. The detailed expressions are given in the Supplementary 
material and the parameter values can be found in the works 
of Batstone et al. [19] and Zhang et al. [24].

To describe the consumption of substrate and microbial 
growth, the following expression was proposed

dS
dt

X
Y

dX
dt

X K Xi
j

i

i

i
j i d i= − = −ρ ρ; pH  (4)

where dS
dt
i  (kg m–3 d–1) is the change in substrate concen-

tration, Xi is the biomass concentration (kgCOD m–3), Y1 is 

the substrate yield coefficient, dX
dt
i  (kgCOD m–3 d–1) is the 

change in cell concentration over time and Kd (d–1) is the cell 
death rate.

AQ2
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The growth rate inhibition due to pH is given by:

IpH
LL

UL LL

pH pH
pH pH

= −
−
−



















exp 3  (5)

The given values for the upper and lower pH are: 
pHUL = 7.35 and pHLL = 4.77, according to experimental 
data [19].

2.1.2.2. Second physico-chemical processes

The original ADM1 incorporated six acid–base reactions 
which describe the acid/base equilibria of acetic acid/acetate, 
propionic acid/propionate, butyric acid/butyrate, valeric 
acid/valerate, dissolved carbon dioxide/bicarbonate and 
ammonium/ammonia. The corresponding equation is:
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where KC, KN, KAGV are the acid–base reactions equilibrium 
coefficients.

2.1.3. ADR for dynamic state variables

Dynamic state variables are those calculated at a speci-
fied time (t) by solution of the set of differential equations as 
defined by the ADM1 process rates [19].

The ADR equation for substrate is given by:
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where Si is related to each one of cells included into the 24 
state variables described by ADM1.

The ADR equation for cells is given by:
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  (9)

where Xi is related to each one of substrates included in the 
24 state variables described by ADM1

2.2. Variational form of the conservative equation

The transient and steady-state problems given by Eqs. (8) 
and (9), respectively, can be solved by the FEM. In this tech-
nique, termed the generalized integral transform technique 
(GITT), the unknown function is represented in terms of an 
eigen function series expansion. Basically, the GITT has the 
following steps:

Complex Particulate
Organic Matter (Xc)

Carbohydrates (Xch) Proteins (Xpr) Fats (Xli)

Sugars 
(Ssu)

Amino
Acids 
(Saa)

Long Chain
Fatty Acids 

(Sfa)

Particulates 
(XI)

Inert
Soluble 

(SI)

Propionate (Spro) Butyrate (Sbu)
Valerate (Sva)

Acetate (Sac) Hydrogen (Sh2)

Methane (Sch4)

Conceptual model for ADM1 model

HYDROLISIS/ACIDOGENESIS

ACETOGENESIS

METHANOGENESIS

Fig. 1. Anaerobic processes flow chart, according to ADM1.
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(i) Discretization of the domain (Fig. 2).
• Choose the appropriate domain and sub-domain

(ii) Formulation of the partial differential equations for the equivalent variational problem
• Develop the integral
•  Transform the partial differential equation into a system of ordinary differential or algebraic equations
• Solve the ordinary differential or algebraic system. Use the inverse transform to obtain the unknown function

The variational form of the boundary-value problem is stated in terms of the following functions spaces.
(i) Velocity: the weak Galerkin method developed in 2.1.1 for the Stokes equations naturally has the form [26]: to find 
u: Ω ⊂ R2 → R such that

v u v fv v

q

∇ ∇ − ∈ ( ) 

( ) =

∫∫∫

∫
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where v , q are smooth functions.

(ii) Cells
To find Xi: Ω ⊂ R2 → R such that

µ ρ
∂
∂
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(iii) Substrate
To find Si: Ω ⊂ R2 → R such that
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where Wi is the smooth function.

A

B

C

Anaerobic lagoon
Roots domain

Gravel domain
Gravel domain

Effluent

Influent

Return line

CONSTRUCTED WETLAND DOMAINS

D

Fig. 2. Discretization of the domain triangle = 1,170; vertex = 643.
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2.3. Calculation

An algorithm, combined with the FEM is proposed in 
this study. Fig. 3 shows the strategy used for the calculation. 
The methodology is as follows: the biochemical processes of 
the anaerobic digestion are divided into three overall levels.

(i) Steady state of each one of the biochemical steps of a level 
is attained before starting with the following.
(ii) Finally, the resulting pH of the physico-chemical process 
is compared with the initial pH, and the difference gives the 
convergence to the final solution.

FreeFem++ was used to implement the algorithm for the 
calculation. It is a partial differential equation solver with 
its own high-level language [27]. FreeFem scripts can solve 

multiphysics nonlinear systems in 2D and 3D. Space discret-
ization was carried out using the Gmsh, a free finite element 
mesh generator [28].

3. Results and discussion

The resulting discretization of the problem has included 
1,170 triangles and 643 vertices, organized into four domains 
(Fig. 2). The boundary conditions taken into account were the 
following: continuous flux, load and discharge in D and B, 
and part of the effluent in D is returned to influent. Along the 
top and bottom boundaries (sections A and B), we imposed 
a non-slip boundary condition for the Stokes equations and 
non-penetrable boundary condition for the ADR equation. 
We considered a continuous flux with the value shown 
in Table 1.

Several simulations with different rates of substrate and 
fluxes were carried out. We considered that specific growth 
rate (ρj) depends on the growth medium composition, 
substrate concentration and the acid/base equilibria.

As can be seen, the results agree with the theory, that is, 
we observe at least a first convergence rate for all variables

Qualitatively, the ADR equation agrees with the flow. 
The concerned biological species tend to follow the flow 
according to the velocity field of Stokes equation because of 
the boundary conditions set. In this case, fluid is transported 

Hydrolysis/Acidogenesis

Proteins  - Amino acids

Lipids - Long chain fatty acids

 Propionic acid
Butyric acid

Acetic acid

Steady State

Steady State

Volatile Fatty Acids (VFA) 

Acetic acid

CONVERGENCE

Error<-

initialinlet
pH pH

inletpH pH

inletpH pH

=

calculate=

NO

YES

Steady State

DRAW

Carbohydrates  Monosaccharides

Acetogenesis

Valeric acid

Methanogenesis

calculate-

Fig. 3. Flowchart of the strategy used for the calculation.

Table 1
Boundary conditions

Concentration A B C D

Substrates (kg m–3) Xi ent 0 0 0 100
Cells (kg m–3) Si ent 0 0 0 10
Flow (m3 d–1) Q 0 9 0 9

AMINO ACIDS

CARBOHYDRATES

LIIPIDS

Cells Substratey(m)

0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00 7.00 8.00 9.00 10.0

x(cm) x(cm)
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Fig. 4. Concentrations (kg m–3) and distributions of biochemical steps for acidogenesis.
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toward the opening in the right boundary following the 
Stokes velocity profile and with little diffusion happening, 
which agrees with the parameters we set for the transport 
equation.

The boundary and initial conditions in this example are 
represented in Table 1.

The diffusion coefficient considered is 8.64e–3(m2 d–1).
The concentrations and distributions of solutions for 

the different biochemical steps in steady state are shown 

in Figs. (4)–(6). Cells are represented on the left and 
contaminants on the right.

If we compare the different biochemical steps, we see:

• First, with respect to concentrations
• For the example of acidogenesis (Fig. 4), such that 

processes occur in a simultaneous way, domain group of 
cells is located in the amino acids step, nevertheless, in 
the lipids we find cells with a lower concentration.
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Fig. 5. Concentrations (kg m–3) and distributions of biochemical steps for acetogenesis.
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Fig. 6. Concentrations (kg m–3) and distributions of biochemical steps for acetogenesis and methanogenesis.
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• Second, with respect to distribution
• Comparing acidogenesis to acetogenesis (Figs. 4 and 5), 

we can see that distribution of cells depends on the prod-
uct of the previous process, so microbial growth tends to 
occur near the source.

4. Conclusion

In this work, an original model is presented to describe 
the different processes that take place inside CWs. A free fluid 
in a system was considered, which operates in the same way 
as a plug-flow reactor, whose hydraulic, physical, biological 
and physico-chemical characteristics depend on time and 
position. In the latter, we considered growth-limiting func-
tions which depended on factors such as growth medium 
composition, substrate concentration and pH. The ADR 
equation, including fluid flow and transport mathematical 
expressions, based on the Stokes equations in steady state, 
was used throughout the whole process. The ADM1 model 
was used for microbial kinetics. We obtained 26 variables 
to be solved.

The FEM was used to describe mathematical modelling 
approaches, allowing for robust and efficient numerical sim-
ulation of the processes. FreeFem++ and Gmsh were the tools 
used for the calculation.

An analysis of the model was performed, and it shows 
how cell behavior differed depending on the biochemical 
step involved.

Finally, a realistic example, with a set boundary condi-
tions values, is shown. In it, the flow and concentration of 
species and substrates is performed simultaneously.

The potential extensions of this work include a devel-
opment of parallel non-overlapping domain decomposition 
methods and algorithms.
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1. Introduction

Constructed wetlands (CWs) are today considered a low-cost and
eco-friendly technology and an alternative to conventional wastewater
treatment systems especially in developing countries (Sanchez-Ramos
et al., 2017; Laitinen et al., 2017). Although they have been widely
used to treat different types of wastewater, this kind of technology is
not efficient enough when it is the only method employed (Hartl
et al., 2019). The use of anaerobic plug-flow reactors (APFR) as a pri-
mary treatment and constructed wetlands as a secondary treatment
(Fig. 1), besides significantly reducing the sludge surplus, allows a de-
crease in the surface area required for CWs and, consequently, a reduc-
tion in building costs of up to the cost of 40% (Comino et al., 2013).
Similarly, the clogging phenomenon in CWs is delayed as the organic
load and suspended solids load are reduced by an APFR primary treat-
ment (de la Varga et al., 2015; Alvarez et al., 2008). With these APFR-
generated characteristics it is possible to extend the life of CWs to
over 10 years (Wu et al., 2015).

There has been considerable interest on the part of the European
Union and its member states with respect to the potential benefits of
anaerobic digestion as an effective biotechnological tool, with financial
incentives even being offered to farmers who proceed with the installa-
tion of these systems (Union, 2008; Kythreotou et al., 2014). In many
cases, when there are no conventional means available, wastewaters
are treated naturally. Often, for example, livestock farms may be
orographically isolated as commonly occurs in the Canary Islands
(Spain) (Mendieta-Pino et al., 2019; Brito-Espino et al., 2019). There is
therefore a need for an in-depth analysis of these natural processes to
allow a greater understanding and knowledge of how they function in
order to optimize their design and efficiency (Lauwers et al., 2013).

The efficiency of anaerobic systems varies considerably due to the
complex nature of all the physical, chemical and biological processes
which take place within them (Kumar and Zhao, 2011; Imfeld et al.,
2009). The elimination of pollutants depends on a number of variables
including, among others, the wastewater application rate, the organic
loading rate, the hydrologic regime, the hydraulic retention time and
the operational mode (batch or continuous mode) (Wang et al.,
2017). All of these are determined by a set of boundary values
established in the system. Furthermore, hydrodynamic dispersion, as
it is the result of the combination of the diffusion of the solute and the
spatial and/or temporal variations of the local displacement velocity is
therefore dependent on the type of flow, the geometry of the medium
and the properties of the fluids (Rossi et al., 2017). The need to under-
stand all these simultaneously occurring properties whose variables
are closely interrelated requires the development of mathematical
models that allow the internalworkings of anaerobic digestion to be de-
scribed (Donoso-Bravo et al., 2018).

Studies on anaerobic digestion have considered three different
methodologies - 1. black-boxmodels, inwhich, only the relationship be-
tween of the input and output variables is taken into account (Hu et al.,

2018) - 2. grey-box models, mechanistic models in which the parame-
ters have a physical interpretation but are adjustable (Lauwers et al.,
2013) -3. white-box models, based on fundamental principles and a
thorough knowledge of the underlying physical and chemical processes
(Regmi et al., 2019).

Numerous white-box models have been developed since the 1970s.
However as these models are limited in their design to a specific sub-
strate or a small number of substrates with very similar compositions,
they are not suitable for general use (Ivanovs et al., 2018). The anaerobic
digester model No 1 (ADM1), proposed by the International Water As-
sociation (IWA) (Batstone et al., 2002) in 2002, was created to establish
a common platform for modelling the anaerobic digestion processes
(Kleerebezem, 2006). The challenger today is to develop mathematical
models to understand the dynamics of the processes, improve system
performance and the optimize digesters in their design stage (Lauwers
et al., 2013). Although studies have recently been published to address
these objectives, in the case of APFRs, due to their relatively recent im-
plementation, there is an important gap in the literature (Donoso-
Bravo et al., 2018).

The primary aim of this work is the application of a mathematical
model for anaerobic plugflow reactors based on the use of tank reactors
with simple geometry, continuous flux and an absence of turbulence,
and with diffusion and advection the only transport mechanisms
along the flow. The second aim is to assess the effectiveness of the
model based on the results. A third aim is to consider the potential of
this methodology for the localization of each of the model variables
within the system, for the undertaking of comparative studies of the dif-
ferent variables, and for modification of their behaviour in accordance
with the geometry of the reactor and the different boundary values.

The proposed problem has a significant complexity. A description of
it is made using the advection-diffusion-reaction equation (ADRE) and
the boundary value problem (BVP). The ADRE is a nonlinear, second-
order partial differential equations (PDE) based on mass balance. The
difficulty to obtain theoretical solutions of these transport equations is
due, firstly, to the nonlinear coefficients and terms of the ADRE and, sec-
ondly, to the complexity of a process in which several reactions take
place simultaneously and whose variables depend on both the point
within the reactor and the time considered.

The use of Galerkin's formulation of the finite element method
(FEM) offers a great advantage compared to other methods because of
its efficient modelling of vector fields by computational calculations
(Aragonés et al., 2019). This allows an analysis of the relationships be-
tween a large number of variables involved in the process in a reason-
ably short time (Aragonés et al., 2019;Brito-Espino et al., 2019). The
FEM is one of the most popular and powerful numerical techniques
for solving transient parabolic-type PDEs (Lin and Reutskiy, 2018;
Bozkurt et al., 2000). FEMs typically incorporate (approximate) conti-
nuity/conformity of the state variable(s) directly into the finite element
space in order to reproduce the respective properties of the correspond-
ing continuous problem (Georgoulis and Pryer, 2018).

Fig. 1. Example of a systematic flowdiagram of a farmwastewater treatment plant, based on both anaerobic digester and constructed wetlands systems, installed in different pig farms in
Gran Canaria (Spain) (Mendieta-Pino et al., 2019). Pig house; (2) storage for raw swine slurry; (3) wire mesh; (4) anaerobic plug-flow reactor; (5) constructed wetland.
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2. Mathematical model

2.1. Governing equations

As noted in the Introduction section, the joint use of anaerobic reac-
tors and CWs (Fig. 1) improves the overall operating performance of
these natural treatment systems. For these cases, a mathematical
model is therefore proposed that includes the necessary physical, chem-
ical and biological phenomena. It is intended as a useful tool in the de-
sign of theses such systems. The physical phenomenon corresponds to
the transport of mass immersed in fluid by advection and diffusion,
and the chemical and biological processes are essentially the kinetics
of different metabolites. These phenomena may be defined or idealized
by a set of relationships betweenmultiple variables in the form of equa-
tions in partial derivatives. These variables are classified as dependent
variables, such as fluid velocity ( v!) or metabolites concentration (ϕ),
and independent variables which are mainly connected with the geom-
etry of the system and consequently, with the point of the physical
space and with the time.

Themathematicalmodel that describes the heterogeneous system is
the ADRE. The ADRE problem consists of determining a function of sca-
lar field, ϕ(xi, t), which must satisfy the differential Eq. (1).

∂ϕ
∂t

DΔϕþ u!∂ϕ
∂xi

þ f ϕð Þ ¼ F xið Þ for xi ϵ Ω ð1Þ

where (ϕ) is a scalar field that represent concentrations of both sub-
strates and cells of each of the biochemical reactions included in the an-
aerobic processes, (u!) is the velocity field associated with the advective
process and is obtained through the steady-state Stokes equations in
two dimensional domains (4), xi are Cartesian coordinates, t is the
time of exposure, Ω is a polygonal or polyhedral domain in ℝd; for this
study a two-dimensional problem is considered and so d = 2, D is the
diffusive coefficient; in this case the value considered D ¼ Dx ¼ Dy ¼
is a constant, Δ is the Laplace operator, a differential operator given by

∑d
i¼1

∂2

∂x2i
, f(ϕ) is the external force applied to the system (N0 source,

and b0 sink), F(xi) is a generation function.
Furthermore, ADREmust also satisfy the boundary values defined by

Eqs. (2) and (3):

ϕ xi; tð Þ ¼ gD xið Þ for xi ϵ ΓD⊂∂Ω; tN0 ð2Þ

∂ϕ xi; tð Þ
∂n

n xið Þ ¼ gN xið Þ for xi ϵ ΓN⊂∂Ω; tN0 ð3Þ

where gD(xi) is the functionwhich describes the scalarfield value on the
boundary, the Dirichlet boundary value problem, gN(xi) is the function
which describe the flow value on the boundary, the Neumann boundary
value problem (Fig. 2-a), ∂Ω is the boundary of the domain, and n is the
(typically exterior) normal to the boundary.

The Dirichlet boundary value problem was defined in the model by
fully restraining the top, bottom and in some areas, both sides (Fig. 2-b).

2.1.1. Stokes equations
The Stokes equation in two dimensions (1) is used to calculate the

velocity vector ( u!). This is a linear PDE system used to determine the
flow of viscous fluids for very low Reynolds numbers. Its relationship
with the Navier-Stokes equations is based on the Stokes equation
being a stationary linearization of this.

The governing equations, or strong form, of the steady-state Stokes
equation are shown in (4) and (5):

to find u!¼ ðu1;u2Þ and p such that:

−νΔ u!þ ∇p ¼ f
!

for x; y ϵ Ω ð4Þ

∇ u!¼ 0 for x; y ϵ Ω ð5Þ

where u!¼ ðu1;u2Þ represents the velocity, p is the pressure, ν the vis-

cosity coefficient, and f
!

an external force that affects the system. Eq. (5)
expresses the continuity equation for a stationary flux.

Furthermore, Stokes equations must also satisfy both the
Neummann and Dirichlet boundary value problems defined by
Eqs. (6) and (7):

u!¼ u!0 for x; y ϵ ΓD ð6Þ

∇ u!� nþ pn ¼ g for x; y ϵ ΓN ð7Þ

A general analytical solution is not available for this equation, so the
FEM is used to find an approximation of the solution.

2.1.2. Anaerobic processes. Kinetic model
The ADM1 is used for the description of the function f(ϕ) (1). In this

model,ϕ refers to the scalar field, such as concentration of substrate (Si)
and active anaerobic biomass (Xi). The ADM1 is based on sewage sludge
anaerobic digestion and gives a unified representation of disintegration,
hydrolysis, acidogenesis, acetogenesis and methanogenesis. The model,
which has been categorized into two biochemical and physicochemical
frameworks, contains a total of 21 dynamic state variables from sub-
strates and cells. The biochemical and physicochemical processes are
represented in the Fig. 3.

The proposed expressions to describe the consumption of substrate
andmicrobial growth for each biochemical process and for each point in
the domain are given by:

f Sið Þ ¼ −ρ j
Xi
Yi

; f Xið Þ ¼ ρ jXi−KdXi ð8Þ

where, f(Si) (kg m−3d−1) is the change in substrate concentration, Xi is
the biomass concentration (kg CODm−3), Y1 is the substrate yield coef-
ficient, f(Xi) (kgCODm−3d−1) is the change in cell concentration over

Fig. 2. (a) red: Neumann boundary value problem; blue: Dirichlet boundary value problem; boundary=∂Ω= Γ1 ∪ Γ2; ϕ0 and g are given function defined on Γ1 and Γ2; n = unit normal
vector. (b) Dirichlet boundary value problem for the ADRE in the proposed model.
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time, and Kd(d−1) is the cell decay rate. The specific growth rate; ρj
(d−1), is based on the monod-type reaction kinetics (Batstone et al.,
2002);

ρ j ¼ μmaxi

Si
Ks1 þ Si

� Xi � I1 � I2⋯In ð9Þ

where μmaxi
(d−1) is the maximum specific growth rate, Si(kg m−3) the

substrate concentration, KS1
(Kg m−3) is the substrate saturation con-

stant (i.e. substrate concentration at half, and μmax), Ii; is the different in-
hibition function considered (Table 2).

2.2. The finite element method for the proposed model

Considering the transient and steady-state problems given by (1),
for a general F(xi) it may be difficult or even impossible to find ϕ with
analytical techniques, and so it is necessary to use numerical techniques
and, in particular, the finite elements method (FEM).

The FEM method is a numerical technique based on the generation
of a finite element geometric model on which the methodology is de-
fined. The methodology consist of dividing the domain into a collection
of subdomains, considering the differential equation of the problem as a
variational equation defined in each of the subdomains. Next, in a rigor-
ous order, all the equations of the each of the elements are linked into a
global system of equations -weak formulations- for the final calculation
(2.2.1).

2.2.1. Variational formulation
The variational equation is obtained:

• bymultiplying (1) by the test functions (Yi) and (4) and (5) by the test
functions v!and g, respectively. The test functions and solutions ϕ are
assumed to belong to Hilbert spaces. A Hilbert space is an infinite-
dimensional function space with functions of specific properties that
can be suitablymanaged in the sameway as ordinary vectors in a vec-
tor space.

• the next step consists of integrating both sides of equality in (1), in
(4) and in (5). With the techniques of integration by parts and the
boundary value problem, it is reasonable to get linear partial deriva-
tive equations.

In obtaining this weak formulation, the existence of solutions for
Eqs. (1), (4) and (5) is ensured. This is known as the weak solution of
the initial equation or strong formulation.

• The weak forms of the ADRE problems of (4) change as follow:

to find ϕ ϵ H0
1 such that:

Z
Ω

∂ϕ
∂t

� Yi þD

Z
Ω
∇ϕ � ∇Yi þ

Z
Ω
u∇ϕ � Yi þ

Z
Ω
f ϕð Þ � Yi ¼ F xið Þ � Yi for all Yi ϵ H1

0 Ωð Þ

ϕ xi; tð Þ ¼ gD xið Þ for xi ϵ ΓD ⊂ ∂Ω; tN0

∂ϕ xi; tð Þ
∂n

n xið Þ ¼ gN xið Þ for xi ϵ ΓN ⊂ ∂Ω; tN0

ð10Þ
where Yi is the smooth function and H0

1 is the Hilbert space.

• The weak forms of the Stokes equation of (4) are:

to find u!¼ ðu1;u2Þ and p ϵ [H0
1(Ω)]2 and p ϵL2(Ω) such that:

μ
Z

Ω
∇ u!� ∇ v!−

Z
Ω

div v!
� �

p ¼
Z

Ω
f
!

v! for all v! ϵ H1
0 Ωð Þ

h i2
;Z

Ω
div u!

� �
q ¼ 0 for all q ϵ L2 Ωð Þ;

u! x; yð Þ ¼ h
!

D x; yð Þ for x; y ϵ ΓD
∇ u!� n ¼ h

!
N x; yð Þ for x; y ϵ ΓN

ð11Þ

where v! and g are the smooth functions and H0
1 is the Hilbert space.

2.2.2. Galerkin formulation and finite element approximation
To obtain Galerkin formulation it is necessary, first, to build a more

or less regular triangulation τh quasi-uniform in the domainΩ. This tri-
angulation is composed of the elements Ki and the vertices xi (as shown
in Fig. 4) in order to create an appropriate discrete space τh ⊂Ω. The fi-
nite dimension spaces defined for the model are shown in (12);

ℙ1 τh
� �

¼ v ϵ C Ωð Þ : vf jK is a po lynomial of total degree equal to 1 for K ϵ τhg
v ϵ C Ωð Þ : vf jK ¼ aþ bxþ cyg;

ℙ1
0 τh
� �

¼ fv ϵ ℙ1 τh
� �

: v xð Þ ¼ 0 for x ϵ ∂Ωg
ℙ2 τh

� �
¼ v ϵ C Ωð Þ : vf jK is a polynomial of total degree equal to 2 for K ϵ τhg

v ϵ C Ωð Þ : vf jK ¼ aþ bxþ cyþ dxyþ ex2 þ f y2g
ℙ2

0 τh
� �

¼ v ϵ ℙ2 τh
� �

: v xð Þ ¼ 0 for x ϵ ∂Ω
n o

ð12Þ

For ADRE, ϕi must be located in the function space ℙ2(τh), and the

weak functions used are, Yi ϵ ℙ0
2(τh). For Stokes equation, u! must be

Fig. 3. Biochemical and physicochemical processes in anaerobic digestion (left), ADM1 conceptual model (right) (Batstone et al., 2002).
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located in the function space, ℙ2(τh) and p ϵ ℙ1(τh), and the weak func-
tions used are, v ϵℙ0

2(τh) and q ϵℙ0
1, respectively (Zienkiewicz et al., 2000).

For all of this, and customizing ϕi= substrate (Si) and cells (Xi), the
Galerkin formulation is as follows:

• ADRE
- for substrate.

To find Si ϵ H0
1(Ω) such that:

1
△t

Z
Ω
Sim � YiþD

Z
Ω
∇Sim � ∇Yiþ

Z
Ω
u∇SiYi ¼Z

Ω
ρ jXi

� �
Yiþ 1

△t

Z
Ω
Sim−1Yi for all Yi ϵ ℙ2

0 τh
� �

Si 0; x; yð Þð Þ ¼ Si0 x; yð Þ for x; y ϵ Ω1 BC
Si x; y; tð Þ ¼ gD x; yð Þ for x; y ϵ ΓD⊂∂Ω; tN0
∇Si x; y; tð Þn x; yð Þ ¼ gN x; yð Þ for x; y ϵ ΓN⊂∂Ω; tN0

ð13Þ

- for cell.
To find Xi ϵ H0

1(Ω) such that:

1
△t

Z
Ω
Xim � YiþD

Z
Ω
∇Xim � ∇Yiþ

Z
Ω
u∇XiYi ¼Z

Ω
ρ jXi−KdXi

� �
Yiþ 1

△t

Z
Ω
Xim−1Yi for all Yi ϵ ℙ2

0 τh
� �

Xi 0; x; yð Þð Þ ¼ Xi0 x; yð Þ for x; y ϵ Ω1
Xi x; y; tð Þ ¼ gD x; yð Þ for x; y ϵ ΓD⊂∂Ω; tN0
∇Xi x; y; tð Þn x; yð Þ ¼ gN x; yð Þ for x; y ϵ ΓN⊂∂Ω; tN0

ð14Þ

△t is the discretization of time obtained from the Taylor series;
∂Xi
∂t

ðt; xÞ≃Xiðt þ△t; xÞ−Xiðt; xÞ
△t

, Xim = Xi(t + △ t,x), Xim−1 = Xi(t,x).

• Stokes equations:

to find u!¼ ðu1;u2Þ ϵ ℙ2ðτhÞ and p ϵ ℙ1(τh) such that:

μ
Z

Ω
∇ u!� ∇ v!−

Z
Ω

div v!
� �

p ¼
Z

Ω
f
!

v! for all v! ϵ ℙ2
0 τh
� �

;Z
Ω

div u!
� �

q ¼ 0 for all q ϵ ℙ1
0 τh
� �

;

u! x; yð Þ ¼ h
!

D x; yð Þ for x; y ϵ ΓD
∇ u!� n ¼ h

!
N x; yð Þ for x; y ϵ ΓN

ð15Þ

2.3. Modelling; framework

The general framework used for the description of the model is
shown in Fig. 4.

1. Once the governing equations and boundary values are defined, the
next step is the development of the weak formulation and the build-
ing of the mesh for the different domains considered (Fig. 5).

2. In the physical module, calculation is made of the velocities and the
temperature field in steady state.

3. The biochemical module is divided into three levels and themethod-
ology is as follows:
(a) Substrate and cell concentrations are calculated at the first level

until the steady state is reached: carbohydrate, proteins, fats,
sugars, aminoacids and long-chain fatty acids.

(b) The product of the above reactions becomes a source for the cal-
culation of substrate concentrations at the second level: propio-
nate, butyrate, valerate.

(c) With the product of the reactions at thefirst and second levels the
procedure continues in the same way as in the previous cases:
acetate.

4. In the physicochemical module the pH values are calculated for each
point in the system, IpH, and then the resulting factor factors resulting
(IpHcal

). These values are compared with the initial IpH and their con-
vergence will give us the final result.

To select an optimal mesh it was decided to increase the number of
nodes for the whole set of domains considered, since each of the pro-
cesses is carried out in different parts of the system. For this reason,
the total number of nodes chosen for the configuration of the mesh
was 5399 (Fig. 5). This increase offers a more realistic simulation of
the dispersion and the advection processes in the anaerobic reactor
and, in addition, it can be assumed that pollutant removal andmicrobial
kinetics is better represented.

2.4. Tools

There are many commercial software applications available for sim-
ulations. The vast majority have been developed for the simulation of
specific cases. Among the most robust and widely accepted are
CWM1, CW2D and BIO-PORE (Sams'o and Garcia, 2013) for constructed
wetlands, and Matlab, BioWin and COMSOL Multiphysics for full-mix
anaerobic fermentation systems. However, fewer models are available

Fig. 4. Schematic representation of the anaerobic processes modelling framework.

5S. Brito-Espino et al. / Science of the Total Environment 713 (2020) 136244



for the simulation of free water surface wetlans and some of these in-
clude a limited number of components and interactions (Gargallo
et al., 2017).

FreeFem++ was used to implement the algorithm for the calcula-
tion. It is a PDE solver which uses the FEM with its own high level lan-
guage (Hecht, oi:10.15,15/jnum-2012-0013). FreeFem++ has object-
oriented prograing language elements similar to C++. Freefem++
hasmany advantages; it is an open access software, has a powerful gen-
erated mesh, and it has a large collection package to visualize approxi-
mate solutions. Its scripts can solve multiphysics non linear systems in
2D and 3D (Herus et al., 2018).

3. Results and discussion

The numerical simulations of the model were performed consider-
ing two different cases, according to the location of the flux inlet pipe
and the direction of the flow (Fig. 5). Case A: location - lower left side,
flow - parallel to the x-axis. Case B, location - top left side, flow - parallel
to the y-axis. The outlet pipe, for both Cases A and B, was located on the
top right side and was parallel to the x-axis.

The start-up conditions and boundary values considered are as
follows;

1. The system is subject to a continuous and constant flowwith a value
of Q = 9m3 · d−1.

2. The operating time of the system is T = 60 days, a period in which
the steady state of all the biochemical processes attained.

3. The diffusion coefficient is D ¼ 8:64 � 10−3m2 � d−1.
4. The systemconsists of three domains (Fig. 5): D1 - anaerobic reaction

domain, D2 - lag timedomain (there is nomicrobial activity due to its
adaptation to the environment), D3 - overflowdomain (inwhich it is
considered that there are no anaerobic reactions).

5. The kinetic and physicochemical parameters used are reported in
Table 1, and the biological inhibition factors in Table 2.

6. The boundary value in the inlet for substrate concentrations is Si =
100g(COD) · l−1 and for cells Xi= 0.05g(COD) · l−1 (Table 3).

7. Source values: propionate, butyrate, valerate, long-chain fatty acids
and acetate are the products of biochemical reactions whose values
are obtained from the stoichiometric relationship in which they
form part (Table 3).

More detailed information about these expressions are given in the
supplementary material and the parameter values can be found in the
work of Batstone et al., 2002 and Zhang et al., 2015.

3.1. Hydraulic flow simulation

The flow simulation for Cases A and B after application of the steady-
state Stokes equations (subsection 2.1.1) can be seen in Fig. 3. Themax-
imum value of the velocity vector at the inlet and outlet points is
3m · d−1, and in the rest of the domain an average velocity of
0.4m · d−1 is maintained.

As can be seen, the trajectory drawn by the velocity vector is longer
in Case A than in Case B.

Given that, for this model, the proposed geometric section is rectan-
gular, regular meshing is proposed throughout the defined domains
(see Fig. 5). As is clear in the simulations (Fig. 6), there is a regular dis-
tribution of the velocity vectors. If the geometrywere to be changed, the
methodology would remain the same, as the model is independent of
the adopted geometry. In this case, the meshing can be refined with,
for example, the nodes closer together in those areas where more defi-
nition is required (narrowing, singular points, etc).

It is important to reiterate that the advection-diffusion-reaction
equation of the model describes the relationship between hydraulic,
physical, biochemical and physicochemical properties. Using this meth-
odology, by modifying the geometry it is possible to design flow so that
the different processes take place in a certain location within the reac-
tor, thereby improving biochemical reactions.

3.2. Distribution of the biomass and substrates

In this section, the behaviour of the biomass and substrates inside
the system is evaluated. They are represented in steady state in Fig. 7

x1
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x3

vertex; xi
edge
internal

3

1.5
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Fig. 5. (a) Geometric characteristics of the model under consideration and the different domains contemplated in it; (b) Polygonal discretization (H0
1) showing an element (Ki) with the

corresponding degrees of freedom.
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for the simultaneously occurring acidogenesis (a), acetogenesis (b) and
methanogenesis (c), considering Case A. It can be seen how cell growth
and total consumption of the substrate takes placewithin the anaerobic
reaction domain (Fig. 5(a)).

The simulations showdifferent locations in the substrate bulk for the
acidogenesis of sugars, the acetogenesis of butyrate and the
methanogenesis of acetate. Similarly, the bacteria groups operate in
separate spaces. Sugar concentrations, with a value of Si = 100g
(COD) · l−1 at the inlet pipe, are completely removed, between the
values of x = 2 and x = 3, while butyrate and acetate appear as prod-
ucts of the previous biochemical reactions (Fig. 3). Themaximumvalues
attained for butyrate and acetate are Sibut=12g(COD) · l−1 and Siacet=
100g(COD) · l−1, respectively. Both are removed in themid-zone of the
reactor.

The maximum biomass concentrations, due to the abundance of
substrate, are located: in the acidogenesis between the value of x = 2
and x = 3, with a maximum value of Xi = 0.21g(COD) · l−1; in the
acetogenesis between the value of x = 4.5 and x = 8.4, with a maxi-
mum value of Xi = 0.7g(COD) · l−1; and in the methanogenesis, be-
tween the value of x = 4.8 and x = 8.4, with a maximum value of
Xi = 7.4 g(COD) · l−1. The inlet value for all of them is Xi = 0.5g
(COD) · l−1 and the residual value are: Xiacidogenesis = 0, Xiacetogenesis =
0.1, Ximethanogenesis = 7.4 g(COD) · l−1.

The higher concentration of bacteria benefits from the substrate in-
tensification, the product of the biochemical reaction in the previous
phases, acidogenesis/acetogenesis. Once the substrate has been re-
moved, the bulk of the cells start to reduce due to their decay advection
and diffusion (Fig. 7).

The results show the potential of themodel, namely its ability to per-
form calculations for multiple processes, some occurring at the same
time and others at different times, and whose results depend on each
other. Evidence for this can be seen in Fig. 7 which allows identification
of the different areas of the system where the biochemical and

physicochemical reactions take place, andwhose distributions are influ-
enced by the diffusion and advection processes. The shape of cell distri-
bution (Fig. 7, Xi) indicates a reasonable relationshipwith the rest of the
colonies and with its substrates. The methodology allows a representa-
tion to bemade of the distribution of the colonieswith some coherence.
This enables actions to be carried out in areas of the digesterwhere they
are needed to achieve certain improvements including, for example,
temperature control at specific points to regulate the growth of particu-
lar previously selected cells. In general, the model is able to predict, for
all the points of the system, the concentrations of each of the biochem-
ical variables, the pH and the biogas production.

3.3. Comparison of two specific cases

By comparing the results obtained in substrate simulations for Cases
A and B, described above, and considering the acidogenesis,
acetogenesis, and methanogenesis (Fig. 8 (a) and (b)), a higher effi-
ciency can be observed for substrate removal in Case A. In Case B, espe-
cially in acetogenesis and methanogenesis, part of the substrate,
butyrate and acetate, reaches the outlet without being removed. Their
values are Sibut = 0.5g(COD) · l−1 and Siacet = 2g(COD) · l−1.

A graphical representation of both Cases is shown in Fig. 8-
(c) through the AA axis. It is located at a height of 1.5 m and parallel
to the x-axis (Fig. 8 (c)). As can be seen, in acidogenesis, no significant
difference is foundbetween the two cases. However, in the other phases
there is approximately a 17% of increase in the concentrations of sub-
strate. The relative displacement between both curves, Case B vs. Case
A, shows the bulk of the substrate dragged to the right of the domain,
with maximum concentration values of Sibut = 12g(COD) · l−1 and
Siacet = 100g(COD) · l−1, respectively.

As is clear from Fig. 8, it can be deduced that the inlet pipe location in
an anaerobic plug flow reactor has a significant impact on substrate re-
moval efficiency. Changes in the boundary values have an important

Table 1
Kinetic and physicochemical parameters.

Kinetic parameters Sugar Fats Amino acids Propionate Butyrate LCFA Valerate Acetate

μmaxd
−1 6.9 3.9 6.9 0.49 0.67 6.1 1.1 7.5

Kdd
−1 0.9 1 1 0.04 0.03 0.25 0.04 0.037

Kskg(COD)/m3 0.5 0.8 3 1.145 0.176 0.8 0.5 0.037
Physicochemical parameters
Kakmol/m3 CO2 NH3 Kw propionate butyrate LCFA
or kgCOD/m3 6.35 9.25 14 4.88 4.82 4.86

Table 2
Inhibition expressionsusedand constants according to the experimental data (Batstoneet al., 2002).KI=inhibition parameter; S=process substrate; SI=inhibitor concentration;X=pro-
cess biomass.

Description Equation Inhibition constant

free ammonia inhibition
IIN ¼ SI

SI þ KI

KI = 0.01

total ammonia limitation
INH3 ¼ 1

1þ S
K1

KI = 0.001

pH inhibition
I ¼ 1þ 2� 100:5ðpHLL−PhUL Þ

1þ 10pH−pHUL þ 10pHLL−pH

pHLL = 6; pHUL = 8.5

Butyrate and valerate competition for C4 I ¼ 1

1þ SI
S

Table 3
Boundary value problems and sources for anaerobic processes: Si= 100g(COD) · l−1, Xi= 0.05g(COD) · l−1.

CASE Sugar Fats Proteins Propionate Butyrate LCFA Valerate Acetate

Inlet Substrate Si Si Si – – – – –
Inlet Cells Xi Xi Xi Xi Xi Xi Xi Xi

Source – – – Sipro Sibu Sifa Siva Siac
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effect on the efficiency of microbial reactions in the removal of organic
matter. One of the advantages of themodel is that it can be used to com-
pare different solutions to a problem, depending on the boundary
values to which they are subject. The simulations allow a comparison
of various situations and, in this way, enable improvements to the oper-
ating conditions of the reactor.

Freefem++ is an excellent tool for solving this kind of problem due
to its calculating speed and accuracy, facilitating comparative studies of
different options in a rapid and precise manner.

3.4. Effectiveness in the conservation of microorganisms

The simulations, along the axis AA, of the microorganisms involved
in the different phases of the anaerobic processes are shown in Fig. 9.
This axis is at a height of 1.5 m and in the direction of the x-axis
(Fig. 9 -(h)).

The values of the concentrations at the inlet pipe, of each of the mi-
croorganisms that take part in the anaerobic digestion process, are equal

to Xi= 0.05g(COD) · l−1. The highest concentration values achieved in
steady state in g(COD) · l−1 are: Xisugar=7.5, Xiprotein=24, Xitriglyceride=
0.19, Xibutyrate = 0.65, Xipropionate = 0.65, Xivalerate = 0.23, Xiacetate = 0.5.
As shown in Fig. 9, the bulk concentrations in acidogenesis are located in
the range of x = 1–3 ((a), (b), (c)), in acetogenesis x = 5–8 ((d), (e),
(f)) and in methanogenesis x = 6.5–8 ((g)).

In order to preserve the survival of bacteria communities in the sys-
tem, a feedback point could be established to return a portion of the
fluid to the inlet pipe. Based on the results obtained from the graphs,
the feeding points, selected for this case, are located at the distance of
2–3 m for the acidogenesis, 5–5.5 m for the acetogenesis and 6.5–8 m
for the methanogenesis along the AA axis.

It should be pointed out that, in the present paper, the concentration
profiles of the different variables are compared along the AA axis. The
possibility of obtaining charts along different axes is available through
this methodology. For this reason, with this approach, a systematic
study of the stability of the cell colonies and its different survival areas
can be made.

Fig. 7. Simulated substrates (Si) and cells (Xi) for (a) acidogenesis of sugar, (b) acetogenesis of butyrate, (c) methanogenesis of acetate.

Fig. 6. Flow simulation results; (1) Case A and (2) Case B.
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Fig. 8. Simulations of substrate in acidogenesis, acetogenesis and methanogenesis for two cases, according to the location of the inlet pipe; (a) Case A: on the lower left side (b) Case B: on the top left side.
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4. Conclusions

A mathematical model for wastewater treatment in anaerobic-plug
flow reactors was developed in this work to describe the complex be-
haviour of a high number of simultaneous reactions in a heterogeneous
fluid within a digester subject to continuous and constant flow. This
model satisfactorily links biochemical and physicochemical reactions
to the physical and hydraulic properties through Stokes equations and
the advection-diffusion-reaction equations where ADM1 has been im-
plemented. In total,21 variables were considered. The resulting partial
differential equations of the model, both linear and nonlinear, were
treated by the Galerkin finite element formulation. The results were fa-
cilitated by the development of a flowchart and the use of the open ac-
cess software Freefem++, an effective tool for applying the finite
element method due to its calculating speed and accuracy. In the light
of the results, the potential of this methodology for calculatingmultiple
biochemical and physicochemical reactions is evidenced. By visualizing
datasets through their simulations, it can show the different areas
where these reactions take place within the system. With this method-
ology it is also possible to design flows according to the geometry of the
reactor so that the chemical and physicochemical reactions can be car-
ried out in certain suitable areas within the digester. The possibility,
with thismethodology, of representing the distribution of the anaerobic
cells with some coherence enables actions to be carried out in some
areas of the digester to improve their performance. In general, the
model is able to predict, for all the points of the system, the concentra-
tions of each of the biochemical variables, the pH and the biogas produc-
tion. Another advantage of the model is that it can be used to compare
different solutions of a problem, depending on the boundary values to
which they are subject. Finally, the fundamentals of the model are

generally validwith a certain accuracy, even if the reality of the problem
is not reflected. Future applications of the model include the possibility
of optimizing the anaerobic digestion process through the incorporation
in the model of the effects of radiation, temperature and wind.
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Abstract: Anaerobic lagoons are natural wastewater treatment systems suitable for swine farms in
small communities due to its low operational and building costs, as well as for the environmental
sustainability that these technologies enable. The local weather is one of the factors which greatly
influences the efficiency of the organic matter degradation within anaerobic lagoons, since microbial
growth is closely related to temperature. In this manuscript, we propose a mathematical model which
involves the two-dimensional Stokes, advection–diffusion-reaction and heat transfer equations for an
unstirred fluid flow. Furthermore, the Anaerobic Digestion Model No1 (ADM1), developed by the
International Water Association (IWA), has been implemented in the model. The partial differential
equations resulting from the model, which involve a large number of state variables that change
according to the position and the time, are solved through the use of the Finite Element Method. The
results of the simulations indicated that the methodology is capable of predicting reasonably well the
steady-state of the concentrations for all processes that take place in the anaerobic digestion and for
each one of the variables considered; cells, organic matter, nutrients, etc. In view of the results, it can
be concluded that the model has significant potential for the design and the study of anaerobic cells’
behaviour within free flow systems.

Keywords: modelling; anaerobic digestion; ADM1; free flow reactors; finite elements analysis

1. Introduction

Anaerobic digestion (AD) is an eco-friendly biological process which is universally
used for the treatment of agricultural, industrial and municipal wastewater around the
world [1–4]. Its utilization is increasingly widely, due to its capacity for producing methane,
which can be used afterwards as a heat source or for electricity generation, taking part
within the low-carbon energy technologies and circular bio-economy [5]. In this context,
anaerobic lagoons (AL) are natural wastewater treatment systems with a long hydraulic
retention time, suitable for small communities due to the low energy demand and the
operating costs [6–9]. By applying this kind of technology, the mechanical equipment,
used for mixing processes in conventional plants, are avoidable. In addition, AL offer a
number of advantages, such as the establishment of concentration profiles along the reactor,
a buffering capacity in cases of overloads and greater protection against acidification [10].
However, due to the fact that AD is strongly influenced by temperature, there is a close
dependence between AL and weather conditions, so its implementation may be limited in
cold or low solar radiation areas [8,11].
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The application of mathematical models builds understanding for both microbial-
related dynamic and kinetic processes, reveals optimisation possibilities, which lastly
improves the digester’s performance [12,13]. The IWA Anaerobic Digestion Model No.1
(ADM1) [14], created in 2002 to stablish a common platform for the modelling of AD
processes [15], has been widely applied in waste treatment processes, due to its high
feasibility, considering the fact that most of the processes of AD are included within
ADM1 [16]. However this model has merely been applied to completely mixed reactors.
The approach of models based on the ADM1 for unstirred waste water treatment systems
has been little studied. In these models, complexity is increased and the effect of boundary
conditions is essential. Moreover, the mathematical complexity required by these models
does not entail a significant issue, due to the increasing technological and computational
development [12].

In the past twenty years many researches based on mathematical models for treatment
processes in lagoons have been carried out. Fleming [17] created the first models applying
computational fluid dynamic (CFD) for the prediction of the performance of full-scale
incompletely mixed anaerobic digesters. Wu and Chen [8] developed a CFD model for
AL which combines physical and biological processes, and includes both heat conduction
and solar radiation by a thermal model. In this model, a single-phase incompressible
Newtonian fluid is considered. Goodarzi, Sookhak Lari, and Mossaiby [18] determined the
effect of ambient and inlet temperature variations on the hydraulic performance of a typical
rectangular pond. In all these described models, the biological processes are depicted
by a single equation depending on the concentrations of the influent and effluent. Brito-
Espino, Ramos-Martín, Pérez-Báez, and Mendieta-Pino [19] defined advection, diffusion
and reaction phenomena for wastewater treatment in anaerobic plug flow reactors by
non-linear, second order, partial differential equations. ADM1 is implemented within this
model, and both biochemical and physical–chemical reactions of ADM1 are calculated
by a flowchart for sequential processes. In this method, temperature is not considered.
Nevertheless, very few researches have been conducted to develop a comprehensive model
which integrates fluid flow, heat transfer, and cells behaviour in AL.

The aim of this work is to set-up a theoretical framework for wastewater treatment in
unstirred flow anaerobic lagoons, by a model which allows the integration of fluid flow,
heat transfer and cells behaviour, for the purpose of describing processes occurring in AL.
The implementation of the ADM1 into the model and the consideration of the influence
of the local thermal weather, identified with the boundary conditions, allows the model
to portray the processes taking place in reality more precisely than [19]. In order to do
this, an improved two dimensional mathematical model, based on the coupling of a set of
parabolic partial differential equations (PDEs) and related to the phenomena associated to
AL, has been developed. In addition, Dirichlet, Neumann and Robin boundary conditions
have been established on the differential equations. This model combines the parametriza-
tion of different processes within the lagoon and its environment with the finite element
analysis. Finally, the parallelization of the resulting algorithm has been performed in the
simulation, therefore allowing an improved computational efficiency than the resulting
form sequential processes in [19]. Thanks to the help of FreeFemm++ and the parallel solver
package, available for this software, the processing of each one of the variables related to
AD processes and the simultaneous exchange of the data has been feasible. Having said
this, we conclude that the novelty of this study resides in the following aspects. Firstly,
in the implementation of the ADM1 and the heat transfer phenomenon in a mathematical
model which describes a unstirred fluid flow, in order to predict the spatial distribution of
the different variables that take part in the processes within the AL. Furthermore, secondly,
in the optimisation and designing of the algorithm, by parallel method, providing an
accurate forecast of the real behaviour of the process, as is shown in the ADM1. In the
simulation, two different scenarios have been chosen as examples; the first corresponds to
a conventional AL which is subjected to the ambient temperature, and the second includes
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heat sources, induced by solar assisted [20] or through the biofuel recovery in the anaerobic
process [21,22].

2. Materials and Methods
2.1. Overview

Pollutant is removed in AL through combination of physical, biochemical and physical–
chemical phenomena. Advection, diffusion and heat transfer are the most common physical
processes in these systems (Figure 1). Both the organic matter and the suspended microor-
ganism within lagoons are subjected to the mechanical transport with the bulk flow of
the water (advection). At the same time, they tend to spread out and diffuse from higher
to lower concentration as time varies (diffusion). The energy transfer in the system, due
to a temperature gradient (heat transfer), is performed by conduction and convection
processes. Atmospheric factors associated with the borders of the model on the Earth‘s
surface include, beside the two previous, radiation process. Digestion process is carried
by anaerobic microorganism’s activity, bacteria an archaea, through a number of sequen-
tial and parallel reactions. The biochemical reactions consist of irreversible five-stage
processes; disintegration, hydrolysis, acidogenesis, acetogenesis and methanogenesis re-
actions. Physical–chemical reactions are those reversible processes where cells are not
involved. They are, firstly, the ion association/dissociation, and gas–liquid transfer [14].
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Figure 1. Scheme of the different phenomena that take places in AL and their environments.

Considering a system where the lagoon and its environment are included, different
zones can be identified (Figure 1). Depending on the local parameters—thermal conductiv-
ity, specific heat, density, and where biological processes take place—they are considered
different zones. Boundary conditions are located on the borders. Undisturbed ground
temperature TUGT is a ground thermal property situated at a depth where the ground
temperature is approximately invariable, depth value depends on climatic conditions and
is different in various regions of the Earth [23,24].

2.2. Governing Equations (Strong Formulations)

In this research, the mathematical model proposed is based on the two-dimensional
advection–diffusion-reaction, Stokes, and heat transfer equations. This is accompanied by
a series of boundary conditions. On the other hand, the IWA Anaerobic Digestion Model 1
(ADM1) has been implemented in the model.

The description of the model has been expressed in terms of primitive variables, mass,
velocity, pressure, and temperature. In these equations it has been assumed that velocity
and temperature field are in steady state conditions.
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2.2.1. Advection–Diffusion Reaction Equation

Advection–diffusion-reaction Equation (ADRE) as numerical solution, widely used
within mathematical modelling, to describe physical, biochemical and physical–chemical
processes in AL [19,25–27].

Governing equations and boundary conditions are summarized below.

∂φ

∂t
−D∆φ + ~u ∇φ + f (φ) = F(x, y) f or x, y ε Ω

φ(x, y, t) = gD(x, y) f or x, y ε ΓD ⊂ ∂Ω, t > 0

∂φ(x, y, t)
∂n

n(x, y) = gN(x, y) f or x, y ε ΓN ⊂ ∂Ω, t > 0

(1)

where (φ) is a scalar field that represent concentrations of both substrates and cells of each
of the biochemical reactions included in the anaerobic processes, ~u = (u1, u2) is given
by Equations (2), f (φ) is the source function, which is positive f (φ) > 0 for growth and
production or negative f (φ) < 0 for decay and consumption, biomass and metabolites,
respectively, ΓD and ΓN are Dirichlet and Neumann boundary conditions, respectively.
This term is developed in Equation (7) , F(x, y) is a generation function, which is zero (0)
in this case.

2.2.2. Stokes Equation

Stokes equation, together with the ADR has been used to describe the flow. It is
usually used for fluid with slowly motion and with high viscosity [28,29]. In this research,
a constant density and incompressible Newtonian fluid flow has been considered. Strong
formulation and Dirichlet ΓD and ΓN boundary conditions are as follow.

−ν∆~u +∇p = ~F f or x, y ε Ω

∇~u = 0 f or x, y ε Ω

~u = ~u0 f or x, y ε ΓD

∇~u · n + pn = g f or x, y ε ΓN

(2)

2.2.3. The Energy Equation—Temperature Distribution

The energy equation is based on the conservation of energy and the Fourier heat
conduction laws [30]. The internal energy balance equations, under a steady-state Eulerian
description can be expressed as a function of temperature [30,31]

ρ0Cv(~u ∇T)−∇(ki∇T) = 0 f or x, y ε Ω

T(x, y) = Taa(x, y) f or x, y ε ΓD

∂T(xi, t)
∂n

n(xi) = gN(xi) f or x, y ε ΓN

k
∂T
∂n

= h(Ta,ext − T) + εs · σ · (T4 − T4
sky) f or x, y ε ΓR

(3)

where ΓD corresponds to Dirichlet condition. It is applied to the UGT (Figure 1); ΓN is
the Neumann condition. It describes the value of the gradient of the dependent field
variable, normal to the boundary. Its calculation is based on Fourier Law; ΓR is the Robin
condition. It describes the Earth’s surface heating and cooling ΓR. This implied the use of
Stefan–Boltzmann’s law and Newtons’ law of cooling to model the heat exchange, related
to radiation and convection processes, respectively [32,33]. Stefan–Boltzmann constant
is σ = 5.68 · 10−8(W · K−4 ·m−2) [34]; Ta,exttemperature of the externally surrounding
surface; εs is the Earths’ surface emissivity, where 0 ≤ εs ≤ 1 ; Tsky is the sky radioactive
temperature. These are used to estimate the radiative heat exchange with the Earth’s
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atmosphere [35]. Tsky and εsky is used to estimate the radiative heat exchange with the
Earth’s atmosphere [35].

Tsky =

(
εsky · T4

a,ext

σ

) 1
4

− 273.15 (4)

εsky =

(
0.787 + 0.764ln

(Tdp

273

))
(1 + 0.0224N + 0.0035N2 + 2.8 · 10−4N3) (5)

such 0 ≤ εsky ≤ 1.
Here N are tenths cloud cover, and Tdp(K) is the dew-point temperature to which it

must be cooled to become saturated. It is obtained by a correlation found in [33] (6) and

Tdp = T −
(

100− RH
5

)
(6)

In this work, heat sources from biochemical reactions have not been considered.

2.2.4. Kinetic Equations

ADM1 is used for the description f (φ) (Equation (1)). Biochemical rate coefficients and
kinetic rate equations are represented in the Tables S1 and S2 within the Supplementary
Materials Section. First order kinetic was considered for the hydrolysis, acidogenesis,
acetogenesis and methanogenesis. The following equations based on common kinetic
expressions describe anaerobic treatment processes:

f (Si) = − ∂Si
∂t = −ρj

Xi
Yi ; f (Xi) =

∂Xi
∂t = ρjXi − KdXi ; ρj = µmaxi

Si
Ks1 + Si

· I1 · I2 · · · In (7)

f (Si) and f (Xi) are the changes in substrates and cells concentration over time. These
equations are based on the monod-type reaction kinetics [13,36]. In this model, it has been
considered free ammonia and pH inhibitions, in addition to the butyrate and valerate
competition [19].

The influence of temperature has been obtained by the Cardinal Temperature Model 1
(Appendix A) proposed by [37]

µmax = µopt
(T−Tmax)(T−Tmin)

2

(Topt−Tmin)[(Topt−Tmin)(T−Topt)−(Topt−Tmax)(Topt+Tmin−2T)] (8)

2.3. Solution Procedure

The finite element method, numerical technique based on the generation of a finite
element geometric model, is used for the solution of the partial differential equations
including in the problem.

In this methodology, the major steps include

1. The approach of the weak forms from the governing equations. The solutions are
assumed to belong to Hilbert space, considering this space as an infinite dimensional
function space with functions of specific properties that can be suitably managed in
the same way as ordinary vectors in a vector space. They are represented in Table 1.

2. Discretization of the domains, both physical with more or less regular triangulation
and related to time. In Figure 2, the discretization of the different sub-domains, nodes
and triangle, is showed.

3. Selection of the shape functions, essential to provide an approximation of the solution
within an element. These relate the coordinates of every point of a finite element with
the positions of its nodes,

4. Formulation of the system of equations.
5. Solving systems of equations. The free software FreeFem++ has been used to solve

them. It is a PDE solver with its own high-level programming language and accurate
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syntax for mathematical formulation. Freefem++ have high diversity of triangular
finite elements (linear and quadratic, Lagrangian elements, discontinuous P2, etc.) to
solve PDE in two (2D) and three (3D) dimensions.
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Figure 2. (left) geometric characteristics and boundary values; (right) dicretization of the domains.

Table 1. Scheme of the weak equations used in the model, where ~v, q, Yi, W are the smooth functions
and H1

0,P1
0,P2

0 are the Hilbert space.

Model Weak Equations Hilbert Spaces

Stokes µ
∫

Ω∇~u · ∇~v−
∫

Ω(div ~v)p =
∫

Ω
~f~v f or all ~v ε P2

0(τ
h)∫

Ω(div ~u)q = 0 f or all q ε P1
0(τ

h)

ADR
∫

Ω
∂φ
∂t ·Yi +D

∫
Ω∇φ · ∇Yi +

∫
Ω u∇φ ·

Yi +
∫

Ω f (φ) ·Yi = F(xi) ·Yi
f or all Yi ε H1

0(Ω)

Thermal

∫
Ω W[

− ∂
∂x,y (k

∂T
∂x,y − ∂

∂xj (k
∂T
∂xj )− qc(x, y, xj)

]
dxi

f or all T ε P2
0(τ

h)

2.4. Calculation

The partial differential equation solver FreeFem++ was used to implement the al-
gorithm for the calculation. Due to it advantages, open access software with a powerful
generated mesh and a large collection package to visualize approximate solutions, makes
Freefem++ an ideal tool to solve complex partial differential equations [38]. Parallel calcu-
lation by parallel computing on clusters of personal computer has been achievable with a
Message Passing Interface (MPI) within Freefem++.

3. Results and Discussion
3.1. Model’s Considerations

In order to solve the formulated problem, fitted for a specific case, it has been necessary
to stablish geometric conditions, physical properties, initial conditions and boundary
values. A summary of these characteristics is represented in Figure 2, Tables 2–4 and in the
Supplementary Materials Section.

The system has been divided in different domains and subdomains. Ω1, Ω2 and Ω3
are included within Ωg and refer to the immediate ground around of lagoon; whereas
Ω4, Ω5 and Ω6 in Ωr and concern the lagoon. AD occurs in Ω5 considering Ω4 and Ω6 as
transition zones (Figure 2).
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In this case, the proposed anaerobic lagoon is located in temperate zones and is
subjected to the environmental thermal conditions considering that there are no thermal
loads on the sides of the domains, so the ground heat flow is transmitted vertically.

Table 2. General parameters considered. Q represents hydraulic flow in the inlet and outlet pipe. Si and Xi represent
substrate and cell concentrations in the inlet pipe.

Thermal Constants Diffusion
Coefficient Boundary Values

cosΘ hint σ k1 k2 k3 D Q Si Xi
(W ·m−2) (W ·m−2 ·K−1) (W ·m−2 ·K−4) (m2 · d−1) m2 · d−1 (m3 · d−1) (mg (COD) · L−1)

0.29 10 5.67 · 10−8 2.3 3 0.02 8.64 · 10−3 0.5 28,000 110–150

Table 3. Kinetic parameters [6].

Kinetic
Parameters Sugar Fats Amino

Acids Propionate Butyrate LFCA Valerate Acetic Acid

µopt(d−1) 6.9 3.9 6.9 0.49 0.67 6.1 1.1 7.5
Kd(d

−1) 0.9 1 1 0.04 0.03 0.25 0.04 0.037
Ks(kg (COD)/m3) 0.5 0.8 3 1.145 0.176 0.8 0.5 0.037

3.2. Evaluation on Performance of Temperature

Figure 3 shows the temperature distribution in the proposed system under steady-
state conditions for some examples of wastewater treatment plants whose information is
included in Table 4. The lagoon contour has been illustrated in the first graphic. It is of
interest to observe how the thermal behaviour within the lagoon depends on the boundary
conditions, but also the hydraulic flow that is subject to the boundary values in the inlet
and outlet pipe.
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Figure 3. Temperature distribution under four different scenarios, according to the characteristic
parameter exposed in Table 4.
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Table 4. Specific weather parameters considered from four wastewater treatment plants (WWTP). It is provided the
Universal Transverse Mercator (UTM) coordinates. Tam are the annual means temperatures and Tmm the monthly means. P1
and P3 are located in the coastal zones, while P2 and P4 are located in the mid-altitude zones.

WWTP UTM Coordinate wind (m · s−1) Tam
◦C Tmm RH (%) G Tdp ε Tsky

x y z (W/m2) (◦C) (◦C)

P1 430,371 3,108,919 11.60 6.6 22.7 19.0 64 290.53 11.8 0.822 5.00
P2 444,484 3,108,895 511 6.6 19.8 16.6 82 278.80 13.0 0.824 2.95
P3 428,778 3,084,390 271.81 5.3 22.2 19.3 66 299.39 12.5 0.823 5.41
P4 447,661 3,098,525 831.51 5.3 17.3 12.9 80 292.68 8.9 0.813 −1.53

3.3. Organic Matter Removal and Behaviour of the Microbial Community

Figure 4 represents the variation on concentrations, in steady state, happening in some
of the processes taking place within the lagoon. These simulations describe, in the case
of P1 (Table 4), the variation of sugar, propionate, acetic acid and their corresponding
bacterial biomass concentration, along of the pond’s length and depth, according to the
boundary conditions as shown in Table 2.
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Figure 4. Concentrations’ variation, together with the length and depth of the lagoon, for the example P1. (a–c) correspond
to substrates, (d–f) to microorganisms.

As shown in these simulations, concentrations decreased throughout the pond length
as a result of dispersion and biodegradation. The transition zones (Figure 2) have been
considered as low microbial activity, so the net growth of cells is observable from the x-axis
value equal to 2. As a result, propionate and acetic acid’s source are located in this zone
(Ω5). The cells’ growth is affected much more by the concentration of the substrates than
the temperature’s effects because temperature variations in this region differ very little
from one point to another.

With respect to acidogenesis and methanogenesis, cells effectiveness on substrates
removal is greater than in the acetogenesis due to the kinetic parameters. For the propionate
µmax and Ks are 0.49 (d−1) and 1.145 (mg(COD) ·m−3), respectively, (see Table 3). Thus,
cells growth value and, therefore, the substrate removal is lower than in the previous
two cases (see Equation (7)). The resulting value of substrate concentration in the outlet,
after the wastewater treatment process, is between 600 and 500 (mg(COD)/L). In the
case of acetic acid, this same concentration, next to the pond outlet, is smaller, due to the
accumulation of organic matter that has not been reached by the microbial community.

Figure 5 shows charts representing substrate and propionic acid bacteria’s concentra-
tions for P1 (Table 4) along the axis AA. Cases 1 and 2, with different concentrations of mi-
croorganisms in the inlet pipe of the lagoon, 110 (mg(COD)·L−1) and 115 (mg(COD)·L−1),
respectively, are compared. In both cases, the graphics share a similar trend, a downward
slope which, al last, connects at the middle point of the axis. There is no net growth within
the microbial population. The slope above mentioned is reduced, cells growth offsets the
diffusion process in Ω5 (Figure 2). Nevertheless, substrate removal in Case 2 is benefited by
the highest concentration of cells at the inlet pipe 150 (mg(COD)·L−1). The decrease in val-
ues from the last section, for both graphs, occurs as a result of the dispersion phenomenon
since microbial activity in Ω6 has not been considered.
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Figure 5. Performance of propionate, in steady state, for two different cases according to the initial concentration of
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Figure 6 depicts, as in the previous example, the chart of propionate along the axis AA
as well as the distribution of temperature in the lagoon for three different examples. E-1;
The lagoon is subjected to ambient temperature (see case P4 in Table 4 and Figure 3). E-2;
It is included a bed heat source at the bottom of the lagoon, between 2 and 3 coordinates
of the x axis with a temperature of 35 ◦C. E-3; In this occasion, that same heat source is
located between coordinates 4 and 8 of the x axis.
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Figure 6. (a) Temperature distribution under three different scenarios; E-1 Ambient temperature, E-2 includes a heat source
at the bottom of the lagoon, between coordinates 2 and 4, and the E-3 between 4 and 8, in the x axis. (b,c) Concentration of
propionate and cells, respectively, along the axis AA (see Figure 5) for the different scenarios detailed in (a).

The distribution of temperature is showed in Figures 3 and 6. As expected, the removal
efficiency is improved by the rising temperature of the heat source, as is observed in the
cases 2 and 3. However, this graphic also shows that organic matter is eliminated more
efficiently in case 2 than in 3 in a percentage of 10 %. Consequently a minor residual
concentration in the outlet pipe is achieved.

Table 5 sums up the propionate removal information for the four examples above
mentioned. It shows the source and effluent concentrations, as well as the percentage
removed. Best values correspond with case 4.

Table 5. Values of propionate concentrations and the rate per 100 removed.

Case Source Effluent Removed Percentage
Si (mg(COD)/L) Si (mg(COD)/L) (mg(COD)/L) Removed

1 1500 280 1220 81.33%
2 1500 265 1235 82.33%
3 1700 215 1485 87.35%
4 1400 135 1265 90.35%
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By analysing the table, it can be said that the propionate concentration at the outlet of
the lagoon, once acetogenic bacteria have removed a great part of substrate in the system,
is among 280 and 135 mg·L−1. By placing a heat source, strategically, at the bottom of the
lagoon (E-2 and E-3) it is possible to reduce substrate concentrations at its outlet.

4. Conclusions

In this paper, we have proposed and assessed a methodology for anaerobic cells
performance for wastewater treatment, in AL, under the influence of the temperature.
It has been studied in terms of biomass and substrate concentrations. The model couples a
series of PDEs, related to the phenomena associated to AL (ADRE, ADM1, Stokes and heat
transfer), to each other.

Diffusion for horizontal and vertical directions, the movement of the bulk of the
concentrations in accordance with a gradient, external temperature interactions, biochem-
ical and physical–chemical reactions, and a set of boundary values were considered in
this study.

This model builds understanding for microbial community’s behaviour along the
lagoon as a function of the temperature. Applying heat load in different points of the
system, it has been possible to establish correlations through the graphics, as well as the
comparison between diverse scenarios according to their corresponding boundary values.
The results give us the possibility to obtain effective designs adapted to each circumstance,
avoiding energy loss.

This methodology allows the optimization of unstirred flow systems, taking into
account that the advantages of these systems make them more suitable for specific applica-
tions. The model can be used in the prediction of the effluent quality and in the design of
AL to achieve better performances.

In view of the results, it can be concluded that this methodology has significant
potential as a tool for both the design of AL, and the interactive learning of the microbial
ecology in plug flow systems.
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Abbreviations
The following abbreviations are used in this manuscript:

ADM1 Anaerobic Digestion Model No1
IWA International Water Association
AD Anaerobic Digestion
AL Anaerobic Lagoons
FEM Finite element method
CFD Computational fluid dynamic
PDE Partial differential equation
ADRE Advection–diffusion-reaction equation

Nomenclature
The following nomenclature are used in this manuscript
∆ Laplace operator⇒ ∆ = ∂2

∂x2
i

∇ Gradient operator⇒ ∇ = ∂
∂xi

Ωr Reactor (lagoon) domain
Ωg Ground domain surrounding the lagoon
H1

0,P1
0,P2

0 Hilbert space
ΓD Dirichlet boundary condition
ΓN Neumann boundary condition
ΓR Robin boundary condition
~v, q, Yi, W Smooth functions
D Diffusive coefficient
µmaxi Maximum specific growth rate
~u Velocity vector
ν Viscosity
T Temperature
Ta,ext Temperature of the externally surrounding surface
Tmax Maximum growth-temperature
Tmin Minimum growth-temperature
Tdp Dew-point temperature
TUGT Undisturbed ground temperature
Topt Temperature for maximum specific growth
Tsky Sky radiative temperature
G Irradiance
RH Average relative humidity
σ Stefan-Boltzmann constant
ε Emissivity
hint Internal convective heat transfer coefficient
ki Heat conductivity for Ωi, where i = 1,2,3. ..
n Unit normal
Θ Angle between the beam direction and the normal to the surface
µopt Optimal value of the maximum specific growth rate
Ii Inhibition coefficient
Kd Specific microorganism decay rate
ρj Kinetic rate of process j
KS1 Substrate saturation constant
Si Substrate concentrations
Y1 Substrate yield coefficient
Xi Biomass concentration
φ Scalar field
p Pressure
ρ0 Density
Q Flow
t Time
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Appendix A

Table A1. Cardinal temperature and maximum specific growth rate at the optimal temperature for
representative cells of the different phases in the anaerobic digestion [10,39,40].

Process Tmin(◦C) Top(◦C ) Tmax(◦C) µopt(hr − 1)

Hydrolysis/acidogenesis 11 39.3 45.8 1.1
Acetogenesis 5.6 40.3 47.3 1.4

Methanogenesis 11.1 34.1 46.3 1.1
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Resumen En este art́ıculo se presenta un MBP en 2D, para predecir el comportamiento

de un humedal artificial con laguna anaerobia para el tratamiento de aguas residuales

procedentes de granjas porcinas. Se considera veintiséis variables para la simulación

de las propiedades hidráulicas, f́ısica, bioqúımica y fisicoqúımica. Estas se describen

a través de los diferentes procesos de advección, difusión y reacción, que tienen lugar

dentro del sistema y que actúan de manera simultáneas. El modelo planteado está

basado en la optimización de las ecuaciones de ADR y las ecuaciones de Stokes, y se

completa mediante la implementación del ADM1 para la descripción de los procesos

anaerobios. Para la resolución del problema ha sido necesario el uso de un método

numérico, el MEF, y el empleo de una metodoloǵıa basada en un diagrama de flujo

que ha servido de base para el diseño del algoritmo que permita el cálculo del problema

planteado. Se procede, finalmente, con el cálculo y simulación del modelo a través del

software de código abierto FreeFem++ cuyos resultados nos muestra el comportamiento

del prototipo proyectado. Finalmente, a través de un postproceso llevado a cabo con el

software ParaView se exportan las gráficas donde queda reflejado el comportamiento

dinámico del modelo expuesto.

Objetivos Los principales objetivos de este estudio son;

Implantación de un modelo que describa los procesos hidráulicos, f́ısicos, bio-

qúımicos y fisicoqúımicos, que se efectúan de manera simultánea en un humedal

artificial de flujo libre.

El planteamiento de un método de aproximación, MEF, que facilite la resolución

del problema.

El diseño de una metodoloǵıa de cálculo que permita armonizar los distintos

fenómenos que acontecen en el interior del humedal, teniendo en cuenta la inter-

relación existente entre todos ellos.

El desarrollo de un algoritmo que permita la simulación del modelo.

Modelo Se ha planteado un modelo en dos dimensiones basado en las ecuaciones ADR, ver

Anexo B, eq. (B.3) y (B.4), en las de Stokes, ver B.8. Además, se ha implementado

el modelo ADM1 para la descripción de los procesos anaerobios, bioqúımicos y fisico-

qúımicos. Las condiciones de contorno definidas en el problema son las de Dirichlet y

las de Neumann, en los puntos, de entrada y salida del flujo en el del sistema.
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Metodoloǵıa Debido a la complejidad del modelo, veintiséis variables dispuestas en un

conjunto de EDP no lineales y de tipo parabólica, se ha empleado el MEF para la reso-

lución del problema. Se trata de una herramienta muy potente y versátil que permite

resolver problemas en estados estacionario y transitorio, lineal y no lineal, en sistemas

homogéneos y heterogéneos. Dado que se trata de un método de aproximación, su pre-

cisión dependerá de la calidad del proceso de discretización del dominio, es decir, de

la cantidad de nodos y elementos, y del tamaño y tipos de elementos de la malla. La

aplicación de este método se ha llevado a cabo a través de los siguientes pasos:

1. Elección del dominio y de los subdominios, y discretización de estos

2. Formulación de las ecuaciones EDP para un problema variacional, formulación

débil, a partir de la formulación fuerte planteadas en el modelo.

3. Transformación de las EDP en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

o algebraicas.

4. Resolución de dichas ecuaciones

Cálculo A través del FreeFem++ se ha diseñó un algoritmo para el cálculo del sistema de

ecuaciones del modelo mediante un diagrama de flujo, ver Figura 7.1. La metodoloǵıa

empleada, esquematizada en dicho gráfico, es la siguiente;

1. Cada una de las etapas que forma parte del proceso de digestión anaerobia, hidróli-

sis/acidogénesis, acetogénesis y metanogénesis, es tratada de manera singular, y

los cálculos de los subprocesos que forman parte de éstas, son realizados de for-

ma secuencial. Este cálculo se hace de forma reiterativa hasta alcanzar el estado

estacionario de cada uno de los subprocesos.

2. En el caso de la primera etapa, hidrólisis/acidogénesis, el sustrato y la biomasa se

incorporan al sistema a través del punto de alimentación, condición de contorno

de Dirichlet. Sin embargo, en la segunda etapa, acetogénesis, aunque el microor-

ganismo es añadido de igual forma que la anterior, con el sustrato no ocurre lo

mismo, condición de Dirichlet igual a cero. Son los diferentes productos de las

reacciones anteriores los que pasan a conformar un nuevo sustrato para cada uno

de los subprocesos que forman parte de la acetogénesis. De igual modo se procede

con la metanogénesis
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Hidrolisis/Acidogénesis
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calculate-

Figura 7.1: Diagrama de flujo de la estrategia cálculo aplicada para su resolución

3. Superada todas estas etapas, se entra en una nueva fase donde se lleva a cabo el

cálculo del conjunto de ecuaciones que componen el proceso fisicoqúımico. El pH

resultante del cálculo, pHcalculate, es comparado con el inicial, pHinlet, condición

de inicio. En el caso de que la diferencia entre ambos valores, en valor absoluto,

sea mayor al valor de ”error estimado”, previo al cálculo, se retornará al inicio

del diagrama otorgando el valor pHinlet = pHcalculate. El procedimiento se repite

hasta que la aproximación converja a la solución del problema.

Resultados La discretización de las distintas regiones del humedal artificial resulta un total

de cuatro subdominios y una malla de 1.170 triángulos y 643 vértices.

Se llevó a cabo simulaciones del modelo variando las concentraciones y el caudal del

influente en la entrada del sistema. Se representaron las concentraciones de los dis-

tintos sustratos, tantos los procedentes del influente como de las distintas reacciones

bioqúımicas previas, productos disponibles para su remoción. También se simularon

las concentraciones correspondientes a las distintas especies de microorganismos que

interveńıan en dichos procesos.

Los resultados demuestran la potencialidad del modelo para poder simular el com-

portamiento de cada una de las variables, veintiséis, que intervienen en el proceso de

noviembre, 2021 91 Brito Espino S.M.



7.1. APPLICATION OF A MODEL-BASED... CAPÍTULO 7. RESÚMENES

DA para un sistema asimilable a un Reactor Flujo Pistón (RFP) condicionado a las

condiciones de carga y descarga, con una mezcla heterogénea sujeta a un gradiente de

concentración. Teniendo en cuenta la originalidad del modelo, basado principalmente

en la inclusión del modelo ADM1 y en el planteamiento de una metodoloǵıa orientada

al diseño de un diagrama de flujo que permita reproducir el comportamiento de las

distintas etapas que compone la digestión anaerobia, es viable la concepción de futu-

ros trabajos que comprenda el desarrollo en algoritmos, discretización de dominios y

cálculos en paralelos.
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7.2. Application of a mathematical model to predict si-

multaneous reactions in anaerobic plug-flow reac-

tors as a primary treatment for constructed wetlands
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Resumen El uso de reactores anaerobios como sistemas complementarios a los humedales

artificiales donde se les confiere un tratamiento biológico previo, dentro de la ĺınea de

depuración, va a proporcionar al humedal una serie de ventajas, tales como: 1. Dismi-

nución del exceso de lodos. 2. Reducción de la superficie de construcción, consecuente-

mente, reducción del coste de construcción del humedal hasta el 40 %. 3. Descenso del

fenómeno de colmatación en el lecho filtrante del humedal incrementando aśı su vida

por encima de los 10 años.

Bajo la consideración de ausencia de mecanización en un biorreactor anaerobio, su

comportamiento se asemeja al de un reactor flujo pistón donde las propiedades fisi-

coqúımicas están sujetas a un gradiente de concentración, y las bioqúımicas, a las

diferentes reacciones que se desarrollan en su interior y que forman parte del proceso

de digestión anaerobia. Es por ello por lo que el modelo propuesto, basado en las ecua-

ciones de ADR, la de Stokes y en el modelo ADM1, considera un fluido que circula en

régimen libre, cuyo caudal es inducido por las condiciones de contorno consideradas en

los puntos de alimentación y evacuación del sistema. En este estudio, el modelo incluye

veintiuna variables de las que cinco de ellas tienen que ver con factores de inhibición.

Todas ellas se encuentran integradas en un conjunto de EDP de segundo grado y tipo

parabólica que describe la distribución de las distintas variables contenidas en el fluido,

a lo largo del recorrido y en el transcurso del tiempo. La aplicación del MEF, junto con

la configuración de un diagrama de flujo para el cálculo secuencial fueron esenciales

para la resolución del problema.

Objetivos Los principales objetivos de este estudio son los siguientes:

La aplicación de un modelo matemático para un reactor anaerobio tipo flujo pistón

con geometŕıa rectangular y sometida a flujo laminar y continuo.

La evaluación de la eficacia del modelo a través de los resultados obtenidos.

La valoración del potencial de la metodoloǵıa empleada para realizar estudios

comparativos entre variables, aśı como para el diseño óptimo del funcionamiento

del sistema.

Modelo Partiendo de la ecuación ADR (Anexo B, eq. (B.3), (B.4)) y de las ecuaciones

de Stokes (B.8), en estado estacionario, se plantea un modelo matemático en cuyo

diseño se contempla la implementación del modelo ADM1. Éste, representado en el
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término reactivo f(φ) de la ecuación ADR, describe el proceso anaerobio que se lleva

a cabo dentro del sistema. Para definición de la cinética de crecimiento se empleó los

modelos de cinética de primer orden y de Monod (eq. B.15) [5]. En este estudio se ha

considerado, además de la influencia del pH, asociado a la ocurrencia de fenómenos de

acidificación (eq B.17), la inhibición por presencia de amoniaco libre, por presencia de

amonio, y debido al consumo competitivo entre el butirato y valerato (Anexo B Tabla

B.1). Las condiciones de contorno definidas en el problema son las de Dirichlet y las

de Neumann, en los puntos, del sistema, de entrada y salida del flujo.

Metodoloǵıa Para la geometŕıa propuesta, el dominio fue dividido en 3 partes, subdomi-

nios. Los subdominios D2 y D3, Fig. 7.2, fueron considerados como zonas de transición,

donde no existe actividad microbiana, mientras que el subdominio D1 fue la región de-

signada para que se llevara a cabo todos los procesos relacionados con la digestión

anaerobia. La formulación de Galerkin y el método de aproximación de los elementos

107.552.50

0

1.5

3

Figura 7.2: (a) Caracteŕısticas geométricas del modelo y los diferentes Dominios considerados.

(b) Discretización del dominio( H1
0 ) donde se muestra el elemento del mallado (Ki) y sus

grados de libertad

finitos fue empleado para la resolución del problema. El proceso de discretización dio
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como resultado un mallado con un total de 10.454 triángulos y 5.399 vértices. La estra-

tegia utilizada para el cálculo fue la misma que la empleada para el art́ıculo anterior,

ver 7.1.

Resultados Las simulaciones del modelo se llevaron a cabo considerando dos casos diferen-

tes A y B, que vaŕıan según la localización de la entrada del influente al sistema, Fig.

7.2. Las condiciones iniciales y de contornos fueron las siguientes;

El sistema está sujeto a un flujo continuo y constante con valor de Q = 9 m3 · d−1

El tiempo de simulación, hasta alcanzar el estado estacionario, es de 60 d́ıas

El coeficiente de difusión es D = 8.64 · 10−3m2 · d−1

El sistema ha sido divido en tres dominios, D1, D2 y D3, donde el proceso anae-

robio se presenta, únicamente, en el D1 (ver Fig. 7.2)

Las condiciones de contorno, referente a las concentraciones, en la entrada del

sistema son las siguientes; 100 g(COD) · l−1 para los carbohidratos, protéınas y

grasas, y 0.05 g(COD) · l−1 para las distintas bacterias y arqueas que intervienen

en el proceso de digestión anaerobia.

Los resultados muestran, primeramente, las simulaciones de los flujos de los dos ca-

sos estudiados, casos A y B, y supeditados a las condiciones de contorno impuestas

previamente. En éstos se ven reflejado los vectores velocidad asociados a cada uno

de los puntos del dominio establecido. Dichos vectores son los que determinarán la

distribución de las distintas variables dentro del sistema.

El potencial del modelo queda patente ante la posibilidad de poder simular un gran

número de variables relacionadas con las concentraciones de sustratos y microorganis-

mos, espećıficos para cada uno de los procesos, aśı como de compuestos inorgánicos

resultante de las diferentes reacciones bioqúımicas y fisicoqúımicas de la DA. Los re-

sultados del análisis comparativo de estas variables, para los dos casos estudiados,

demuestran, además, la capacidad de la metodoloǵıa para realizar estudios de con-

trastes que tienen que ver con el diseño y el funcionamiento del digestor. A través de

diagramas lineales, trazados a lo largo del reactor, es posible determinar localizaciones

estratégicas con valores de concentraciones, de microorganismos espećıficos, óptimos

para operaciones de retorno de fluido hacia el punto de entrada. De este modo queda
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garantizada la supervivencia de las colonias. Del mismo modo, con este tipo de dia-

grama es posible comparar las cargas residuales de los distintos casos a fin de poder

valorar el diseño más idóneo.
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7.3. A framework based on finite element method (FEM)

for modelling and assessing the affection of the lo-

cal thermal weather factors on the performance

of anaerobic lagoons for the natural treatment of

swine wastewater
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CAPÍTULO 7. RESÚMENES 7.3. A FRAMEWORK BASED ON FINITE...

Resumen La DA es un proceso biológico, respetuoso con el medio ambiente, que cada vez

más se viene empleando para el tratamiento de aguas residuales agŕıcolas, urbanas e

incluso industriales. Esto se debe a la facultad de los digestores anaerobios de generar

biogás que puede ser empleado, posteriormente, como fuente de calor o de enerǵıa

eléctrica. Se contribuye, por un lado, al principio de enerǵıa sostenible que aprovecha

fuentes de enerǵıa de baja o nula emisión de carbono, y por otro, al uso de la economı́a

circular.

Los SDN-A son infraestructuras apropiadas para pequeñas comunidades gracias a sus

bajos costes de construcción y explotación, aśı como a su sostenibilidad ambiental. Las

condiciones climatológicas son uno de los factores de mayor influencia en la eficiencia

de las lagunas anaerobias para la degradación de la materia orgánica, ya que existe

una estrecha relación entre la actividad microbiana, que intervienen en los procesos

metabólicos de degradación, con la temperatura.

En este art́ıculo se propone un modelo matemático que describa el comportamiento

de los SDN-A teniendo en cuenta todos aquellos fenómenos asociados a los mismos

y considerando una LA que funciona como un reactor heterogéneo no ideal tipo flujo

pistón. Este modelo, obtenido a partir de las ecuaciones de ADR, la ecuación de Stokes,

y del modelo ADM1, contempla además los efectos de la temperatura en el medio a

través de las ecuaciones de la enerǵıa y unos operadores de fronteras asociados a las

condiciones de contorno de Dirichlet, Neumann y Robin. Las EDP que determina el

modelo, son parametrizadas a través del método de los elementos finitos.

Uno de los aspectos más relevantes en este trabajo está relacionado con el diseño de la

metodoloǵıa de cálculo, basada en el MPI. Con la inserción de la computación paralela,

MPI, en el método se ha podido llevar a cabo numerosos procesos indispensable para

el cálculo. Con ello ha sido posible simular, por separado, los estados transitorios de

cada una de las fases incluidas dentro de la DA y definida en el ADM1, reflejando aśı

un mayor realismo de todo este proceso. Gracias a estos dos aspectos, la inclusión de

las variables termodinámicas y la paralelización del cálculo se ha podido representar

todos estos procesos de una forma más precisa que en los art́ıculos previos y expuestos

hasta ahora.

Objetivos El principal objetivo de este estudio es la creación de un marco conceptual, donde
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se recoja una serie de procedimientos para la integración de todos aquellos procesos

que se presentan en el interior de los SDN-A y que influyen, principalmente, en el

comportamiento interno de los distintos ecosistemas bacterianos. Se pretende que a

través de este entorno pueda desarrollarse modelos de SDN-A para el tratamiento de

aguas residuales con alta carga orgánica. Éste ha de contemplar las propiedades f́ısicas

relacionadas con la dispersión de las sustancias y el movimiento masivo del ĺıquido, la

transferencia de enerǵıa y el comportamiento de las distintas especies que forman parte

de la biomasa anaerobia. Todo ello teniendo en cuenta que la mezcla no es homogénea

y que el comportamiento del sistema se asemeja al de un reactor de flujo pistón.

Modelo Para este trabajo, se ha considerado un modelo gráfico en 2D definido por una

laguna de sección rectangular y su entorno inmediato. Este dominio fue divido en 6

regiones o subdominios (ver Fig. 7.3). Aquellas regiones que estaban localizadas en el

terreno anexo a la laguna fueron clasificadas en función de su conductividad térmica,

1, 2 y 3, y las comprendidas dentro de la laguna por la presencia o no de actividad

anaerobia, 5 y 6.
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Figura 7.3: Esquema de los diferentes fenómenos que aparecen en las lagunas anaerobias y

su entorno

Las condiciones de partida fueron las siguientes:

La laguna es alimentada de forma continua y con caudal constante en la entrada

y salida de la balsa.

Los factores atmosféricos asociados con el contorno del sistema en la superficie

terrestre incluye conducción, convección y radiación
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Se define TUGT (Undisturbed Ground Temperature), cuyo valor de la temperatura,

asociada al terreno a una cierta profundidad y(m), permanece invariable frente

a las condiciones atmosféricas. La profundidad donde se encuentra localizada la

TUGT va a depender de la zona geográfica donde se lleve a cabo el estudio.

Se definieron los siguientes procesos:

1. Fenómenos f́ısicos

Proceso de difusión; de mayor a menor concentración

Proceso de advección; movimiento del fluido que tiene lugar en el interior de

la laguna, y que está relacionado con las condiciones de bordes establecidas

en la entrada y salida de estas.

Proceso de transferencia de enerǵıa; debido a la existencia de un gradiente de

temperatura

2. Procesos bioqúımicos; reacciones qúımicas irreversibles llevadas a cabo través de

la actividad microbiana, bacterias y arqueas.

3. Procesos fisicoqúımicos; reacciones qúımicas donde no están involucrados los mi-

croorganismos.

Para la descripción del modelo fueron considerada tres ecuaciones constitutivas, ADR,

Stokes y la de la Enerǵıa, junto con una serie de condiciones de contorno y con la

implementación del modelo ADM1 (ver Anexo B eq (B.3) -(B.15))

Metodoloǵıa El método de aproximación aplicado para la resolución del problema fue el

MEF cuya triangulación generada en el proceso de discretización resultó un total de

13.163 triángulos y 6.776 vértices en la parte de la laguna (zonas 4, 5 y 6), y 25.394

triángulos y 12.983 vértices en su entorno (zonas 1, 2 y 3) (ver fig 7.3).

El cálculo fue llevado a cabo mediante la herramienta computacional Freefem++. La

razón de ello se debe: 1º. Se trata de un software libre para el cálculo de EDP a través

del método de los elementos finitos, y 2. Es posible realizar cálculos en paralelos, MPI,

puesto que viene implementado en este software, FreeFem++-MPI. De esta forma es

posible realizar cálculos independientes en varios procesadores y en el mismo instante

de tiempo
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Por ese motivo, se diseñó un flujograma basado en el MPI, en contraste con los dia-

gramas de tipo secuencial aplicado en los trabajos anteriores. Con ello fue posible

determinar las distintas variables del modelo para cada uno de los vértices, nodos, del

mallado en cualquier instante, donde cada procesador que conformaba el hardware de

la computadora fue el encargado de ejecutar el cálculo de cada una de estas variables

de forma independiente, teniendo en cuenta que aquella información relevante podŕıa

ser compartida por los otros procesadores a través del intercambio de información

simultáneo y sincronizado que ofrece el MPI.

Resultados Con el fin de comprobar el potencial del modelo, se seleccionaron distintos

parámetros meteorológicos (P1-P4) correspondiente a diferentes emplazamientos te-

rrestres. Con estos datos se realizaron estudios comparativos de las simulaciones de

distribución de temperatura en el modelo. Del mismo modo, simularon, para cada uno

de los escenarios planteado, las concentraciones de sustratos y microorganismos de las

distintas fases establecidas en el ADM1, hidrólisis/acidogenesis, acetogénesis y meta-

nogénesis. En los resultados se ha representado la distribución de dichas variables una

vez hubieron alcanzado el estado estacionario. La comparación entre ellos nos muestra

la variación del comportamiento de cada una de las comunidades microbianas conteni-

das en el ĺıquido a lo largo de la laguna en función de la distribución de temperatura

en el medio. También se llevó a cabo la simulación de las variables consideradas esta-

bleciendo fuentes de calor en distintas localizaciones dentro del sistema. El modelo nos

indica que es posible establecer una correlación entre distintos diseños referentes a la

inducción de calor en ciertas zonas y el comportamiento de los microorganismos como

respuesta a este nuevo escenario. Conforme a ello, cabe la posibilidad obtener patrones

a medidas para aumentar el rendimiento y optimizar la enerǵıa invertida, en el caso de

suministro de calor al sistema.

Teniendo en cuenta la capacidad que tienen los SDN-A para generar metano (biogás)

que puede ser utilizado posteriormente para suministrar fuentes de calor al sistema,

esta metodoloǵıa permite la optimización del diseño de un SDN-A adaptado a las

circunstancias del momento y lugar, contribuyendo, aśı, al desarrollo de la economı́a

circular.
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8 Conclusiones

El planteamiento de un modelo matemático, basado en procesos, que describiese los di-

ferentes fenómenos que se presentan en los SDN-A, ha sido el objetivo principal de este

trabajo. Por eso se ha analizado la capacidad de depuración de estos SDN a través del com-

portamiento dinámico de los distintos grupos de microorganismo anaerobios que intervienen

en la remoción de la materia orgánica procedente de residuos ganaderos. El principal reto

de este estudio ha consistido en la habilidad de poder caracterizar las variables de estados

vinculadas a los distintos procesos que se desarrollan en los SDN-A, ya que, al tratarse de

mezclas heterogéneas, existe una dependencia con el punto y con el instante considerado.

Por su parte, debido a la complejidad del modelo propuesto, fue necesario establecer, como

objetivo adicional, el desarrollo de una metodoloǵıa de cálculo que posibilitara unos resulta-

dos idóneos para la caracterización cuantitativa y cualitativa del comportamiento dinámico

de los distintos fenómenos contemplados en el modelo.

Para ello, se tomó en consideración, como idea básica de partida, la necesidad de tener

una adecuada comprensión de los fenómenos que rigen el proceso de DA en un SDN de flujo

libre. Esta idea, en si misma, no es posible si no se traduce convenientemente en un modelo

matemático que permita la simulación de la evolución de las variables de los distintos procesos

que tienen lugar en el SDN-A de manera convincente. La mayoŕıa de las investigaciones

llevadas a cabo acerca de SDN están fundamentadas en estudios emṕıricos, y aquellas que se

sustentan sobre modelos matemáticos se aplican a reactores con mezclas homogéneas o casi

homogénea. Aunque existen algunos estudios desarrollados para digestores tipo flujo pistón

con mezclas heterogéneas, estos están basados en el uso de unas pocas variables donde no

existe una descripción de la conducta de los microorganismos de forma concreta, sino que

suele utilizarse un parámetro efectivo que recoge de manera agregada la contribución de

todos los parámetros presentes en la zona de estudio.

En este trabajo, se diseñó un modelo en 2D basado en procesos y construido sobre las
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ecuaciones de ADR, de Stokes y la ecuación de la enerǵıa, donde se reflejan estos fenómenos

f́ısicos, aśı como aquellos fenómenos bioqúımicos y fisicoqúımicos relacionados con los proce-

sos de DA. Estos último formulado a través de la implementación del modelo ADM1, en la

ecuación ADR, que se establece como uno de los aspectos más innovadores del modelo. El uso

del MEF y la aplicación de una metodoloǵıa de cálculo, a través del diseño de un algoritmo

complejo, supeditado a la necesidad de resolver un gran número de variables dependientes

entre śı, fueron otros aspectos originales de este trabajo. Dicha metodoloǵıa fue expuesta

desde dos perspectivas diferentes; a través de un planteamiento inicial con un diagrama de

flujo lineal y secuencial hasta el diseño final de un flujograma basado en el cálculo en para-

lelo. Con este último fue posible incrementar el número de variables, aumentar la densidad

del mallado, y con ello, obtener una mayor aproximación de la solución del problema.

Para la simulación se propuso un SDN-A con geometŕıa regular, sometido a las condi-

ciones ambientales del entorno y sujeto a procesos de carga/descarga de forma permanente,

con caudales continuos y constantes a la entrada y salida del sistema. A la vista de los re-

sultados se pudo comprobar la capacidad del método para poder representar las distintas

variables incluidas en el modelo; velocidad, temperatura y concentraciones de los distintos

componentes que intervienen en cada una de las etapas metabólicas de la digestión. Estas

concentraciones conciernen a los diferentes sustratos, productos y microorganismos, aśı como

a los parámetros fisicoqúımico que influyen en la eficiencia del proceso, tales como: efecto

del pH, balance de nutrientes, inhibidores y estimuladores.

A través de la representación de los resultados, en estado estacionario, se pudo comprobar

la capacidad del modelo y de la metodoloǵıa para el diseño de perfiles de concentraciones a

lo largo del digestor, siendo posible localizar aquellas zonas del sistema idóneas para extraer

y retornar parte de la biomasa hacia el influente con el propósito de a garantizar la super-

vivencia de las especies dentro del sistema. Por otro lado, se simuló la distribución de la

temperatura en el SDN-A aśı como su afección al crecimiento de las distintas especies. Las

simulaciones mostraron la capacidad del modelo para diseñar la distribución de las diferentes

colonias de microorganismos estableciendo distintos focos de calor en determinados puntos

del sistema.

Como punto fuerte de este trabajo cabe destacar la utilización de herramientas compu-

tacionales de código abierto (Open-Access), tanto para el diseño del cálculo como para el
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pre y postproceso de este, ofreciendo aśı una mayor libertad para poder plantear modelos

ajustados a cualquier tipo de situación y con un gran número de variables que van a de-

pender de la capacidad del sistema informático que se disponga. La mayoŕıa de los modelos

publicados se han sustentados en paquetes informáticos comerciales y por ello mucho más

limitado para poder abordar problemas singulares. Sin embargo, se considera la necesidad

de confrontar los datos con modelos experimentales a efectos de validación del modelo y de

la metodoloǵıa propuesta.

Las principales aportaciones de la investigación pueden resumirse en:

El desarrollo de un marco teórico original, basados en procesos, para el diseño de mode-

los matemáticos de sistemas de depuración natural con mezclas heterogéneas formados

por SDN-A. La idoneidad de este tipo de estudio radica en la capacidad de poder in-

corporar, a cada uno de los proyectos, una serie de propiedades que tienen que ver con

los criterios y necesidades de cada instalación de manera personal e individualizada;

caracteŕısticas del influente, modo de operación, peculiaridades del terreno, etc. De este

modo es posible diseñar SDN autónomos en donde la mano de obra esté limitada a los

procesos de carga y descarga y su eficiencia esté sujeta al propio diseño del sistema.

La implementación del modelo ADM1 en el estudio para la descripción de los procesos

bioqúımicos y fisicoqúımicos que se llevan a cabo dentro de las LA. Son pocos los estu-

dios sobre tratamiento de aguas residuales mediante SDN-A donde el modelo ADM1

haya sido aplicado. Este modelo se emplea de forma universal en digestores anaerobios

en el tratamiento de aguas para mezclas homogéneas con sistemas mecanizados. Aun-

que la incorporación del ADM1 a esta investigación ha dificultado cálculo a una escala

mucho mayor, la posibilidad de poder reflejar el comportamiento interno de cada una

de las colonias de microorganismos, que participan en el proceso, ofrece la posibilidad

de establecer un nivel de conocimiento del funcionamiento interno del SDN-A mayor

de los planteados hasta el momento.

El empleo del MEF como uno de los métodos de aproximación idóneo, por su capa-

cidad para tratar problemas no homogéneos, con geometŕıas muy complejas y con un

gran número de variables, algunas de ellas dependientes entre śı. Debido a la comple-

jidad del modelo planteado, con gran cantidad de variables dinámicas y con EDP de
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tipo parabólica, resulta casi imposible de resolver sin el empleo de procedimientos ma-

temáticos, métodos numéricos, que nos ofrezcan una solución aproximada al problema

planteado. El uso del MEF para la resolución del problema complejo propuesto ha per-

mitido subdividirlo en otros más simples permitiendo realizar cálculos computacionales

mucho más eficientes.

El establecimiento de una metodoloǵıa rápida e intuitiva a través del diseño de un al-

goritmo basado en la aplicación informática de Cálculos en Paralelo. La programación

en paralelo basada en MPI es posible gracias al empleo de computadoras tipo multi-

procesador. Con ellos se puede realizar los cálculos de las distintas variables de forma

independientes, y al mismo tiempo compartir información, variables resultantes de los

cálculos o constantes, entre todos ellos. De este modo se incrementa al máximo en

rendimiento del computador dando una mayor estabilidad al sistema y aprovechando

al máximo su capacidad.

El uso de software de código abierto, tanto para el cálculo, FreeFem++, como para el

pre y postproceso, GMSH y Paraview. A través de estas herramientas, útil y al alcance

de cualquier usuario, fue posible acometer un problema, a priori, complicado y extenso

en los cálculos. El potencial de este tipo de software estriba en su capacidad para poder

diseñar modelos adaptados a cualquier tipo de circunstancia, y la posibilidad de poder

compartir la información, geometŕıa, mallado y código, para usos sucesivos en otras

investigadores.

Como ĺıneas futuras para este trabajo se propone;

Extender el planteamiento del modelo y de la metodoloǵıa para el caso de las 3 di-

mensiones espaciales, con el fin de poder relacionar el rendimiento del sistema con la

geometŕıa del digestor. Un adecuado diseño es garant́ıa de un buen funcionamiento

posterior.

Formular el estudio para flujos discontinuos, carga y descarga por impulso, con el

propósito de simular, de forma fidedigna, el funcionamiento de los SDN-A en la práctica.

El proceso de mezclado es logrado por efecto del arrastre del flujo, en el momento de

la alimentación y evacuación del sistema.
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CAPÍTULO 8. CONCLUSIONES

La configuración e implementación de un sistema de monitorización de variables múlti-

ples para la medición de aquellos valores numéricos, asociados con las condiciones am-

bientales y las relacionadas con la DA, en los SDN en explotación, a efectos de poder

establecer estudios comparativos con los resultados del modelo planteado.

La validación del modelo mediante la construcción de un biodigestor de flujo pistón a

escala de laboratorio donde puede confrontarse los resultados de las pruebas experi-

mentales obtenidas con los de la simulación.
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Śımbolos

∆ Laplaciano ⇒ ∆ = ∂2

∂x2i

µmaxi Tasa de crecimiento espećıfica máxima de los microorganismos

∇φ Gradiente ⇒ ∇ = ∂φ
∂xi

σ Constante de Stefan-Boltzmann

ε Emisividad

~u Velocidad

~v, q, Yi,W Función suave o infinitamente diferenciable

Cv Calor espećıfico efectivo

cosΘ Ángulo entre la dirección de irradiación y la normal a la superficie

div~φ Divergencia ⇒ ∇ = ∂~φ
∂xi

Ii Coeficiente de inhibición

Kd Tasa de descomposición del microorganismo

n Vector normal unitario

p Presión

T temperatura

Ta,ext Temperatura ambiente

Tdp Temperatura de roćıo

Tmax Valor de temperatura para un crecimiento máximo
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Tmin Es la temperatura por debajo de la cual ya no se observa crecimiento C

Topt Valor de temperatura donde la tasa máxima de crecimiento toma su valor óptimo

Tsky Temperatura de cielo

Xi Concentración de biomasa

ΓD Condición de frontera de Dirichlet

ΓN Condición de frontera de Neumann

ΓR Condición de frontera de Robin

H1
0,P1

0,P2
0 Espacio de Hilbert

D Coeficiente de difusión

ν Viscosidad

Ωg Dominio del junto a laguna

Ωr Dominio del reactor (laguna)

φ Campo de escalares. Representa la concentración de un determinado sustrato, com-

puesto inorgánico o de la biomasa

ρ0 Densidad

ρj Coeficiente de crecimiento espećıfico

hint Coeficiente de transferencia de calor por convección interna

KS1 Constante de saturación de sustrato

ki Conductividad caloŕıfica para Ωi cuando i=1,2,3. . .

Si Concentración de sustrato

TUGT Undisturbed ground temperature. Valor de la temperatura a una profundidad don-

de existe un equilibrio entre la radiación solar en la superficie y el flujo del calor

geotérmico

Y1 Tasa de conversión de sustrato en biomasa
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G Irradiancia

Q Caudal

RH Promedio de humedad relativa

t Tiempo (d)

noviembre, 2021 115 Brito Espino S.M.





B Descripción de las Ecuaciones del Modelo

B.1. Ecuación Advección-Difusion-Reaccion (ADR)

B.1.1. Formulación fuerte

* Para un dominio acotado Ω, que tiene conexión con el entorno, y con frontera Γ. El

problema de la advección-difusión-reacción, consiste en determinar una función escalar

φ(x, y, t) la cual debe satisfacer la ecuación diferencial B.1;

∂φ

∂t
−D∆φ+ ~u∇φ+ f(φ) = F para x, y ε Ω (B.1)

Aśı como unas condiciones iniciales y de contorno, definidas por las expresiones que se

exponen en B.2

∂φ

∂(x, y)

∣∣∣
t=0

=φ0 para x, y ε Ω condiciones inciales

φ(x, y, t) =gD(x, y) para x, y ε ΓD ⊂ ∂Ω, t > 0

∂φ(x, y, t)

∂n
n(x, y) =gN(x, y) para x, y ε ΓN ⊂ ∂Ω, t > 0

(B.2)

donde f(φ) es el término reactivo; siendo positivo f(φ) > 0 para el crecimiento o

producción, y negativo f(φ) < 0 para la lisis y consumición de biomasa y metabolitos,

F es el término fuente/sumidero, ΓD y ΓN son las condiciones de contorno de Dirichlet

y Neumann respectivamente cuyo esquema viene representado en la figura B.1.

La ecuación ADR queda definida, para el sustrato, metabolitos y biomasa, de la siguiente

forma:
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Figura B.1: Representación de las Condiciones de Contorno de Dirichlet y Neumann. a)

Esquema genérico. b) Esquema detallado para el modelo gráfico definido.

1. Para el sustrato y metabolitos





D4Si+ ~u∇Si+ ρjXipH = ∂Si
∂t

en Ω

∂Si
∂(x,y)

∣∣∣
t=0

= Si0 para x, y ε Ω condiciones inciales

Si = Sicont en ΓD ⊂ ∂Ω, t CC Dirichlet

∂Si
∂n

= 0 en ΓN ⊂ ∂Ω, t CC Neumann

(B.3)

donde Si representa las concentraciones de los sustratos y metabolitos que inter-

vienen en el proceso, δ es el coeficiente de difusión con valor constante, el operador

∆ viene definido por ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
+ ∂2

∂z2
, y los operadores O por ∂

∂x
+ ∂

∂y
+ ∂

∂z
, los

parámetros ~u(~u1, ~u2) representa los vectores de velocidad obtenidos a través de la

ecuación de Stokes (B.8), ΓD es la condición de contorno de Dirichlet y ΓN la de

Neumann (Figura B.1).

2. Para el microorganismo





D4Xi+ ~u∇Xi− (ρjXipH −KdXi) = ∂Xi
∂t

en Ω

∂Xi
∂(x,y)

∣∣∣
t=0

= Xi0 para x, y ε Ω condiciones inciales

Xi = Xicont en ΓD ⊂ ∂Ω, t CC Dirichlet

∂Xi
∂n

= 0 en ΓN ⊂ ∂Ω, t CC Neumann

(B.4)

donde Xi representa las concentraciones de cada uno de los microorganismos que

intervienen el proceso de digestión.
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B.1.2. Formulación débil

La formulación débil para la ecuación ADR (B.5) estriba en enontrar φ ε H1
0 (Ω) tal que:

∫

Ω

∂φ

∂t
· Yi + D

∫

Ω

∇φ · ∇Yi +

∫

Ω

~u∇φ · Yi +

∫

Ω

f(φ) · Yi = 0 para todo Yi ε H
1
0 (Ω)

∂φ

∂(x, y)

∣∣∣
t=0

= φ0 para x, y ε H1
0 (Ω) CI

φ(x, y, t) = gD(x, y) para x, y ε ΓD ⊂ ∂Ω, t > 0

∂φ(x, y, t)

∂n
n(x, y) = gN(x, y) para x, y ε ΓN ⊂ ∂Ω, t > 0

(B.5)

donde Yi es la función de prueba y H1
0 es el espacio de Hilbert.

1. Para el sustrato y metabolitos





∫
Ω
∂Si
∂t
· Yi + D

∫
Ω
∇Si · ∇Yi +

∫
Ω
~u∇Si · Yi + ...

...+
∫

Ω
f(Si) · Yi = 0 para todo Yi ε H

1
0 (Ω)

∂Si
∂(x,y)

∣∣∣
t=0

= Si0 para x, y ε H1
0 (Ω) CI

Si(x, y, t) = Sicont para x, y ε ΓD ⊂ ∂Ω, t > 0

∂Si(x,y,t)
∂n

n(x, y) = 0 para x, y ε ΓN ⊂ ∂Ω, t > 0

(B.6)

2. Para el microorganismo





∫
Ω
∂Xi
∂t
· Yi + D

∫
Ω
∇Xi · ∇Yi +

∫
Ω
~u∇Xi · Yi + ...

...+
∫

Ω
f(Xi) · Yi = 0 para todo Yi ε H

1
0 (Ω)

∂Xi
∂(x,y)

∣∣∣
t=0

= Xi0 para x, y ε H1
0 (Ω) CI

Xi(x, y, t) = Xicont para x, y ε ΓD ⊂ ∂Ω, t > 0

∂Xi(x,y,t)
∂n

n(x, y) = 0 para x, y ε ΓN ⊂ ∂Ω, t > 0

(B.7)
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B.2. Ecuación de Stokes, para flujos estacionarios

B.2.1. Formulación fuerte

Se trata de encontrar un vector ~u = (u1, u2) y un escalar p tal que:





−µ∆~u+∇p = 0 para x, y ε Ω
∫

Ω
p = 0 condición de solubilidad

~u(x, y) = ~hD(x, y) para x, y ε ΓD ⊂ ∂Ω CC Dirichlet

~u(x, y)~η = ~hN(x, y) para x, y ε ΓN ⊂ ∂Ω CC Neumann

(B.8)

donde ~u = (u1, u2) representa la velocidad, y p la presión, µ es el coeficiente de viscosidad,ΓD

es la condición de contorno de Dirichlet y ΓN la de Neumann (Figura B.1).

B.2.2. Formulación débil

Encontrar ~u = (u1, u2) ε H1
0 (Ω) y p ε L2(Ω) tal que:

µ

∫

Ω

∇~u · ∇~v −
∫

Ω

(div ~v)p = 0 para todo ~v ε H1
0 (Ω)

∫

Ω

(div ~u)q = 0 para todo q ε L2(Ω)

~u(x, y) = ~ucont para x, y ε ΓD

∇~u · n = 0 para x, y ε ΓN

(B.9)

donde ~v y q son funciones de prueba y H1
0 es el espacio de Hilbert.

B.3. Ecuación de la Enerǵıa. Distribución de la tem-

peratura

B.3.1. Formulación fuerte

La ecuación de la enerǵıa está basada en la ley de conservación de la enerǵıa y en las

leyes de conducción de calor de Fourier. El balance interno de la enerǵıa, a través de una
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descripción Euleriana, en estado estacionario, puede ser expresada como una función de la

temperatura.

ρ0Cv(~u∇T )−∇(ki∇T ) = 0 para x, y ε Ω

T (x, y) = Taa(x, y) para x, y ε ΓD

∂T (x, y, t)

∂n
n(x, y) = gN(x, y) para x, y ε ΓN

k
∂T

∂n
= h(Ta,ext − T ) + εs · σ · (T 4 − T 4

sky) para x, y ε ΓR

(B.10)

donde ΓD se corresponde con las condiciones de frontera de Dirichlet, siendo aplicable en

cierta profundidad del terreno en el que la temperatura permanece invariable (Undisturbed

Ground Temperature-UGT) ; ΓN es la condición de contorno de Neumann. Describe el valor

del gradiente de la variable del campo dependiente; ΓR es la condición de contorno de Robin,

donde se describe el calentamiento y enfriamiento de la superficie terrestre ΓR (Figura B.2).

Para modelar el intercambio de calor debido a los fenómenos de radiación y los procesos

de convención se aplica la ley de Stefan-Boltzmann y la ley de enfriamiento de Newton[16, 34]

siendo el valor de la constante de Stefan-Boltzmann σ = 5.68·10−8(W ·K−4 ·m−2) [6]; Ta,extes

la temperatura externa, en el entorno del SDN; εs es la emisividad en la superficie de la tierra,

donde 0 ≤ εs ≤ 1 ; Tsky es la temperatura radiactiva del cielo, siendo utilizada para estimar

el intercambio de calor radiactivo con la atmósfera terrestre. [56]. Tsky y εsky se usa para

estimar el intercambio de calor radiactivo con la atmósfera terrestre. [56].

Tsky =

(
εsky · T 4

a,ext

σ

) 1
4

− 273.15 (B.11)

εsky =

(
0.787 + 0.764ln

(
Tdp
273

))
(1 + 0.0224N + 0.0035N2 + 2.8 · 10−4N3) (B.12)

donde 0 ≤ εsky ≤ 1, N es el valor de la nubosidad en décimas, y Tdp(K) es la temperatura

del punto de roćıo a la que debe enfriarse para saturarse. Estos valores son obtenidos mediante

una correlación contemplada en Lawrence [34] (B.13) y a través de la ecuación (B.13 )

Tdp = T −
(

100−RH
5

)
(B.13)

Para este modelo no se ha considerado las fuentes de calor de los procesos metabólicos,

debido a las reacciones bioqúımicas.
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B.4. ADM1 APÉNDICE B. EC.DEL MODELO

Figura B.2: Condiciones de contorno para la ecuación de la Enerǵıa

B.3.2. Formulación débil

Encontrar T ε H1
0 (Ω) tal que:

ρ0Cv

∫

Ω

~u · ∇T ·W + ki

∫

Ω

∇T · ∇W = 0 para todo T ε H1
0 (Ω)

T (x, y) = Taa(x, y) para x, y ε ΓD

∂T (x, y, t)

∂n
n(x, y) = gN(x, y) para x, y ε ΓN

k
∂T

∂n
= h(Ta,ext − T ) + εs · σ · (T 4 − T 4

sky) para x, y ε ΓR

(B.14)

donde W es la función de prueba y H1
0 es el espacio de Hilbert.

B.4. Modelo ADM1

El modelo ADM1 describe los principales procesos relacionados con la transformación

de sustratos orgánicos complejos en CH4 y CO2 y subproductos inertes. Comporta una

serie de reacciones complejas y una gran cantidad de reacciones simultáneas y secuenciales,

bioqúımicas y fisicoqúımicas, Fig. B.3 - Izda. [5].

- Procesos bioqúımicos

ADM1 incluye 24 ecuaciones diferenciales donde se describe las diferentes etapas del

proceso de digestión anaerobia, Fig - B.3 - Dcha., en total 24 ecuaciones diferenciales.
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Figura B.3: Izda.: Esquema de los procesos bioqúımicos y fisicoqúımicos en la digestión

anaerobia según ADM1. Dcha.: Diagrama de flujo donde están representada las distintas

etapas de las reacciones bioqúımicas que tienen lugar en el proceso de digestión anaerobia

según ADM1 [5]

Tanto la hidrólisis como la lisis bacteriana están representadas por una cinética de

primer orden, mientras que el resto a través de la Cinética de Monod (eq. B.15).

ρj = µmaxi
S1

Ks1 + S1

· I1 · I2 · · · In (B.15)

donde ρj (d−1) es el coeficiente de crecimiento espećıfico, µmaxi (d−1) es el coefi-

ciente espećıfico de crecimiento máximo, S(kg m−3) la concentración de sustrato y

KS1 (Kg m−3) es la constante de saturación para el sustrato, y IpH is la función de

inhibición considerando, en este caso, como un factor asociado al pH (Eq.B.17).

La remoción de sustrato y el crecimiento y lisis bacteriana viene expresada en la ecua-

ción (B.16) .

dSi

dt
= −ρj

Xi

Y i
;

dXi

dt
= ρjXipH −KdXi (B.16)

Donde, ρj (d−1) es la tasa de crecimiento espećıfico, Y1 es el rendimiento de la biomasa

sobre el sustrato,Kd(d−1) es el coeficiente de lisis del microorganismo.

El coeficiente de inhibición para el crecimiento debido al pH viene dado por (B.17)

IpH = exp

(
−3

(
pH − pHLL

pHUL − pHLL

)2
)

(B.17)
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Cuadro B.1: Funciones de inhibición y constantes conforme a datos recopilados de manera

experimental [5]. Donde KI=parámetro inhibidor; S=sustrato para el proceso considerado;

SI=concentración del inhibidor ; X=biomasa para el proceso considerado.

Descripción Ecuación Constante

Factor inhibición por

amoniaco libre

IIN = SI
SI+KI

KI = 0.01

Factor de inhibición por

presencia de amonio

INH3 = 1
1+ S

K1

KI = 0.001

Factor de inhibición por

nivel de pH

I = 1+2×100.5(pHLL−PhUL )

1+10pH−pHUL+10pHLL−pH pHLL = 6; pHUL = 8.5

Factor de inhibición

competitiva entre el

Butirato y Valerato

I = 1

1+
SI
S

La influencia de la temperatura es obtenida a través de la ecuación propuesta por

Rosso et al. [44] en el modelo Cardinal temperature model with inflection (CTMI).

µmax = µopt
(T − Tmax)(T − Tmin)2

(Topt − Tmin)[(Topt − Tmin)(T − Topt)− (Topt − Tmax)(Topt + Tmin − 2T )]
(B.18)

- Procesos fisicoqúımicos

En la ecuación de equilibro ácido/base (B.19) se representa las distintas reacciones de

equilibro; ácido acético/acetato, ácido propiónico/propionato, acido but́ırico/butirato,

acido valérico/valerato, carbón dioxido disuelto/ bicarbonato y amonio/amoniaco.

z + [NH+
4 ] + [H+]− [HCO−

3 ]− [Ace]

64
− [Prop]

112
− [But]

160
− [V al]

208
− [OH−] = 0 (B.19)

Donde los diferentes términos de la ecuación son;

[HCO−
3 ] =

[CO2]KC

[H+]
; [NH+

4 ] =
[NH3][H+]

KN

; [AGV −] =
[AGV ]KAGV

([H+] +KAGV )MAGV

(B.20)

donde Kc, KN , KAGV son los coeficientes de las reacciones de equilibrio ácido/base
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ANEXO C-ALGORITMO CÓDIGO FreeFem++

//2D CFM for anaerobic processes i natural wastewater treatment systems
//Autor :Saulo M. Brito

if ( mpisize != 5 ) { // exactly n processors cout << " sorry, num-
ber of processors !=5 " << endl;
exit(1);}

load "medit"
load "iovtk"
load "gmsh"
load "tetgen"
load "MUMPS_FreeFem"
include "MPIGMRESmacro.idp"
int[int] ffordert=1;
int[int] ffordert1=[1,1,1];
int worldrank;

mpiComm comm(mpiCommWorld, 0, 0);
int MPICommSize=mpiSize(comm);
int MPIRank=mpiRank(comm);
//************************************
//—————MESH—————–
//***********************************
int ug=1,side=2,sky=3,ug2=4,inter=5,exit=6,inlet=7,imp=8,ground=9,heat=10;//boundary de-
scription

// 1- the ground
border s01(t=-2,12){x=t;y=-7;label=ug;} //undergrown
border s02(t=-7,0){x=12;y=t;label=side;}
border s02b(t=0,3){x=12;y=t;label=side;}
border s03(t=12,10){x=t;y=3;label=sky;}
border s06(t=3,0){x=10;y=t;label=ug2;}
border s07(t=10,0){x=t;y=0;label=ug2;}
border s08(t=0,3){x=0;y=t;label=ug2;}
border s10(t=0,-2){x=t;y=3;label=sky;}
border s11(t=3,0){x=-2;y=t;label=side;}
border s12(t=0,-7){x=-2;y=t;label=side;}
border s13(t=-2,0){x=t;y=0;inter=2;}
border s14(t=10,12){x=t;y=0;inter=2;}
// insulating material
border m05(t=10.2,10){x=t;y=3;label=imp;}
border m01(t=0,-0.2){x=t;y=3;label=imp;}

// 2- the SDN

1
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border c01(t=-0.2,2){x=t;y=-0.2;label=ground;}
border c02(t=2,4){x=t;y=-0.2;label=heat;}
border c02b(t=4,8){x=t;y=-0.2;label=ground;}
border c03(t=8,10.2){x=t;y=-0.2;label=ground;}
border c04(t=-0.2,0.5){x=10.2;y=t;label=exit;}
border c05(t=0.5,3){x=10.2;y=t;label=imp;}
border c06(t=10.2,8){x=t;y=3;label=sky;}
border c07(t=8,2){x=t;y=3;label=sky;}
border c08(t=2,-0.2){x=t;y=3;label=sky;}
border c09(t=3,2.5){x=-0.2;y=t;label=inlet;}
border c10(t=2.5,-0.2){x=-0.2;y=t;label=imp;}
border c11(t=-0.2,3){x=2;y=t;label=inter;}
border c12(t=-0.2,3){x=8;y=t;label=inter;}
// Plastic cover
border p01(t=3,4.5){x=10.2;y=t;label=sky;}
border p02(t=10.2,-0.2){x=t;y=4.5;label=sky;}
border p03(t=4.5,3){x=-0.2;y=t;label=sky;}

int n=10;

mesh th1 = buildmesh(s01(15*n)+s02(5*n)+s02b(4*n)+s03(3*n)+s06(4*n)+s07(10*n)+
s08(4*n)+s10(3*n)+s11(4*n) +s12(5*n)+s13(3*n)+s14(3*n));
mesh th2 = buildmesh(c01(4*n)+c02 (4*n)+c02b (6*n)+c03(4*n)+c04(3)+c05(4*n)+
c06(4*n)+c07(7*n)+c08(4*n) +c09(3)+c10(4*n)+c11(4*n)+c12(4*n));
mesh TH=th1+th2;
plot(TH, wait=true);

//*************************************************
//————–description of the cinetic constans—————
//*************************************************

//maximum rate of microbial growth (day-1);Ks(kg COD/m3);Kd(day-1)
real Numax1=6.9,Ks1=0.5,Kd1=0.9; //for sugars
real Numax2=3.9,Ks2=0.8,Kd2=1; //for triglycerides
real Numax3=6.9,Ks3=3,Kd3=1; //for amino acid
real Numax4=0.49 , Ks4=1.145,Kd4=0.04; //for propionic acid
real Numax5=0.67,Ks5=0.176,Kd5=0.03; //for butiric acid
real Numax6=6.1,Ks6=0.8,Kd6=0.25; //for LCA
real Numax7=1.1,Ks7=0.5,Kd7=0.04; //for valeric acid
real Numax8=7.5,Ks8=0.93,Kd8=0.037; //for acetic acid

real XIent=0.15,SIent=28,XIcont,SIcont,Hcont=1e-7; //inpuy data for microor-
ganism concentration
//g/0.0929-0.05=kg/m3(Mendienta estudio)

real Df=8.64e-3; //diffusion rate m2/d
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real Q=0.5; //flow 3 m3/d
int conteo=0, cpu=clock();

//—–timeframe—
real T=30,dt=1.5e-2; // T (d), dt(d)

//*************************************************
//—————–Description of the fespaces——————
//*************************************************
//—- —
fespace Vhg(th1,P2);
Vhg uh,vh,uhold=24.7+273.15,B,error;
fespace PHg(th1,P0);
PHg REG=region;
fespace PH(th2,P0);
PH reg=region;
fespace Vh(th2,P2);
Vh Uh=0,Bh,Uhold=24.7+273.15,b;
fespace Nh(th2,[P2,P2,P1]);
Nh [u1,u2 ,pp1],[v1,v2,pp2];

Vh si,xi,yi,qi,TNH3,TCO2;
Vh[int]Nu(mpisize),Ks(mpisize),siold(mpisize),xiold(mpisize),SiPac(mpisize),
SiPac2(mpisize), SiPp(mpisize),SiPb(mpisize),SiPva(mpisize),SiPcl(mpisize),CO2(mpisize),
NH3(mpisize), sifont(mpisize),sifontb(mpisize),siV(mpisize),siB(mpisize),CC1(mpisize),
tco21(mpisize), tnh31(mpisize),CC2(mpisize),tco22(mpisize),tnh32(mpisize);

real[int]Kd(mpisize),Alpha(mpisize),XiaciZ(mpisize),SiaciZ(mpisize),XiaceZ(mpisize),
SiaceZ(mpisize), XimethZ(mpisize),SimethZ(mpisize); // source coeficient
// each one of this variables is included in one microprocessor

//—-Variables—
VhNuT,NuT1,NuT2,NuT3,TSiPac,TSiPb,TSiPva,TSiPp,IpH=1,INH3,KINH3=7.5;

//—————-Temperature—————————
real alfa=0.3,G=292.68;// G=Irradiance, alfa = absorption coefficient(
//considering terrestrial albedo=0.3.ver ITE))
real sigma=5.67e-8,emisivityl=0.813;// epsilon=emisity
real vviento=5.3;// (m/seg) DOC-DB-HE-O CLIMAS DE REFERENCIA
real he=5.7+3.8*vviento;// Convection
real uext=12.9+273.15; //external temperature (ambient)
real umed=17.3+273.15; // ambiente average tenoeratyre — underground temper-
ature
real ur=-1.53+273.15;//sky temperature
real k1=2.3,k2=3,k3=0.02,k4=0.7,k5=0.75;//ground rate 1,2,3, for isulation sys-
tems,slurry, biogas
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real tmax1=45.8,tmin1=11,topt1=39.3,tmax2=47.3,tmin2=5.6,topt2=40.3,tmax3=46.3,
tmin3=11.1,topt3=34.1;

//—domains definitions—
int terr1=REG(5,-2.4); //
int terr2=REG(-1,1); //
int terr3=REG(11,1); //
int wet1= reg(1,1);
int wet2= reg(5,1);
int wet3= reg(9,1);

func ft=0;

PHgCOEF1=0.5+0.5*(region==terr1)-0.5*(region==terr2)-0.5*(region==terr3);
PHgCOEF2=0.5-0.5*(region==terr1)+0.5*(region==terr2)-0.5*(region==terr3);
PHgCOEF3=0.5-0.5*(region==terr1)-0.5*(region==terr2)+0.5*(region==terr3);
PHgCOEF4=0.5-0.5*(region==terr1)-0.5*(region==terr2)-0.5*(region==terr3);
PH COEF5=0.5+0.5*(region==wet1)-0.5*(region==wet2)-0.5*(region==wet3);
PH COEF6=0.5-0.5*(region==wet1)+0.5*(region==wet2)-0.5*(region==wet3);
PH COEF7=0.5-0.5*(region==wet1)-0.5*(region==wet2)+0.5*(region==wet3);

PHg k=k1*(region==terr1)+k2*(region==terr2)+k2*(region==terr3);

//*************************************************
//———————CALCULATION —————————–
//*************************************************

//—Macros—
macro Grad(u) [dx(u),dy(u)]//
macro div(u1,u2) (dx(u1)+dy(u2)) //EOM
macro grad(si) (dx(si)+dy(si))//
macro cosc(Kaac)(Kaac/(Kaac+Hcat))//
macro scan()
{ for (int i=0;i<Vh.ndof;i+=1)
{if(xi[](i)<=0.1e-9){xi[](i)=0;}
if(si[](i)< 0){si[](i)=0;}
if(si[](i)>=500){si[](i)=500;}
if (TNH3[](i)<0){TNH3[](i)=0;};}
}//
macro NuTemp(tmax1,tmin1,topt1) ((Uh[](i)-tmax1)*(Uh[](i)-tmin1)^2/((topt1-
tmin1)*
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((topt1-tmin1)*(Uh[](i)-topt1)-(topt1-tmax1)*(topt1+tmin1-2*Uh[](i)))));//

//—-Calculus of the temperature—-
G=G*1e-4;sigma=sigma*1e-4; he=he*1e-4;
int i=0;
problem heatg(uh,vh,init=i,solver=GMRES,tgv=1e5) = // problem definition
int2d(th1)(k*(Grad(uh)’*Grad(vh))) // bilinear form
-int1d(th1,sky)(alfa*G*vh) //BC Neumann ; Radiación absorved
+int1d(th1,sky)(sigma*emisivityl*B*uh*vh) //BC Radiative
-int1d(th1,sky)(sigma*emisivityl*B*ur*vh) //BC Radiative
+int1d(th1,sky)(he*uh*vh) //BC Convective
-int1d(th1,sky)(he*uext*vh) //BC Convective
+on (ug2,uh=Uh)+on(ug,uh=umed); //BC Dirichlet

problem heatw(Uh,Bh,init=i,solver=Cholesky)= int2d(th2)(1/dt*(Uh*Bh))
+int2d(th2)(k4*(Grad(Uh)’*Grad(Bh)))// bilinear form
+int2d(th2)(-1/dt*convect([u1,u2],-dt,Uhold)*Bh)
-int1d(th2,sky)(alfa*G*Bh) //BC Neumann ; Radiación absorved
+int1d(th2,sky)(sigma*emisivityl*b*Uh*Bh) //BC Radiative
-int1d(th2,sky)(sigma*emisivityl*b*ur*Bh) //BC Radiative
+int1d(th2,sky)(he*Uh*Bh) //BC Convective
-int1d(th2,sky)(he*uext*Bh) //BC Convective
+on(imp,exit,inlet,ground, Uh=uh)+on(heat,Uh=35);//BC Dirichlet

func vel=Q/0.25; // velocity function (Q/m2)[m/dia]

solve stokes([u1,u2,pp1],[v1,v2,pp2]) =
+int2d(th2)((Grad(u1)’*Grad(v1) +Grad(u2)’*Grad(v2)
+0.000000001*pp1*pp2
-pp1*div(v1,v2) +pp2*div(u1,u2)))
+on(imp,sky,u1=0,u2=0) + on(inlet,exit,u1=vel,u2=0);

real ErrorL2 = 1.;
real ErrorH1 = 1.;
while(sqrt(ErrorL2+ErrorH1) > 1.e-1){
B=(uhold^2 + ur^2)*(uhold+ur);
b=(Uhold^2 + ur^2)*(Uhold+ur);
heatg;
heatw;
error=uh-uhold;
ErrorH1 = int2d(th1)(dx(error)^2+dy(error)^2);
ErrorL2 = int2d(th1)(error^2);
cout << " Error seminorma H1 = " <<sqrt( ErrorH1) <<endl;
cout << " Error L2 = " << sqrt(ErrorL2) <<endl;
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cout << " Error norma H1 = " << sqrt(ErrorL2+ErrorH1) <<endl;
uhold=uh;
Uhold=Uh;
} // end while

Uh=Uh-273.15;uh=uh-273.15;
savevtk("tempcw.vtk",th2,Uh, order=ffordert, dataname="temp");
savevtk("tempgr.vtk",th1,uh, order=ffordert, dataname="temp");

//—Calculus NuT (function of the temperature)—

for (int i=0;i<Vh.ndof;i+=1){NuT1[](i)=NuTemp(tmax1,tmin1,topt1);
NuT2[](i)=NuTemp(tmax2,tmin2,topt2);
NuT3[](i)=NuTemp(tmax3,tmin3,topt3);
};// end for

//************Acidogenesis - PHASE 1****************
//_________________________________

XIcont=XIent;SIcont=SIent; //boundary value

XiaciZ[0]=0;XiaciZ[1]=0;XiaciZ[2]=0;SiaciZ[0]=0;SiaciZ[1]=0;SiaciZ[2]=0;XiaceZ[0]=0;
XiaceZ[1]=0;XiaceZ[2]=0;XiaceZ[3]=0;SiaceZ[0]=0;SiaceZ[1]=0;SiaceZ[2]=0;SiaceZ[3]=0;
XimethZ[4]=0;SimethZ[4]=0;

while (1){
int of=0;
TNH3=0.1; // initial value

//2) generic
problem bich1(xi,yi,init=i,solver=Cholesky,tolpivot=1e-1)= int2d(th2)(1/dt*(xi*yi))
+int2d(th2)(Df*(grad(xi)’*grad(yi)))//bilineal part
+int2d(th2)(-1/dt*convect([u1,u2],-dt,xiold[mpirank])*yi)
-int2d(th2)(COEF6*(Nu[mpirank]*siold[mpirank]/(Ks[mpirank]+siold[mpirank])*
IpH*NuT-Kd[mpirank])*xi*yi)
+on(inlet,xi=XIcont)+on(sky,imp,ground,heat,xi=0)+on(exit,xi=xiold[mpirank]);

problem sust1(si,qi, init=i,solver=Cholesky,tolpivot=1e-1)= int2d(th2)(1/dt*(si*qi))
+int2d(th2)(Df*(grad(si)’*grad(qi)))//bilineal part
+int2d(th2)(-1/dt*convect([u1,u2],-dt,siold[mpirank])*qi)
+int2d(th2)(COEF6*Nu[mpirank]*siold[mpirank]/(Ks[mpirank]+siold[mpirank])*
Alpha[mpirank]*xiold[mpirank]*qi) //
-int2d(th2)(COEF6*of*sifont[mpirank]*qi)
+on(inlet,si=SIcont)+on(sky,imp,ground,heat,si=0)+on(exit,si=siold[mpirank]);

6



ANEXO C-ALGORITMO CÓDIGO FreeFem++

//2) for the valeric acid
problem bich2(xi,yi,init=i,solver=Cholesky,tolpivot=1e-1)= int2d(th2)(1/dt*(xi*yi))
+int2d(th2)(Df*(grad(xi)’*grad(yi)))//parte bilineal
+int2d(th2)(-1/dt*convect([u1,u2],-dt,xiold[mpirank])*yi)
-int2d(th2)(COEF6*(Nu[mpirank]*siold[mpirank]/(Ks[mpirank]+siold[mpirank])*
siV[mpirank]/(siV[mpirank]+siB[mpirank+1]+1e-9)*IpH*NuT-Kd[mpirank])*xi*yi)
+on(inlet,xi=XIcont)+on(sky,imp,ground,heat,xi=0)+on(exit,xi=xiold[mpirank]);

problem sust2(si,qi, init=i,solver=Cholesky,tolpivot=1e-1)= int2d(th2)(1/dt*(si*qi))
+int2d(th2)(Df*(grad(si)’*grad(qi)))//bilineal part
+int2d(th2)(-1/dt*convect([u1,u2],-dt,siold[mpirank])*qi)
+int2d(th2)(COEF6*Nu[mpirank]*siold[mpirank]/(Ks[mpirank]+siold[mpirank])*
siV[mpirank]/(siV[mpirank]+siB[mpirank+1]+1e-9)*IpH*NuT*
Alpha[mpirank]*xiold[mpirank]*qi) //
-int2d(th2)(COEF6*of*sifont[mpirank]*qi)
+on(inlet,si=SIcont)+on(sky,imp,ground,heat,si=0)+on(exit,si=siold[mpirank]);

//3) for the butiric acid
problem bich3(xi,yi,init=i,solver=Cholesky,tolpivot=1e-1)= int2d(th2)(1/dt*(xi*yi))
+int2d(th2)(Df*(grad(xi)’*grad(yi)))//bilineal part
+int2d(th2)(-1/dt*convect([u1,u2],-dt,xiold[mpirank])*yi)
-int2d(th2)(COEF6*(Nu[mpirank]*siold[mpirank]/(Ks[mpirank]+siold[mpirank])*
siB[mpirank]/(siV[mpirank-1]+siB[mpirank]+1e-9)*IpH*NuT-Kd[mpirank])*
xi*yi)
+on(inlet,xi=XIcont)+on(sky,imp,ground,heat,xi=0)+on(exit,xi=xiold[mpirank]);

problem sust3(si,qi, init=i,solver=Cholesky,tolpivot=1e-1)= int2d(th2)(1/dt*(si*qi))
+int2d(th2)(Df*(grad(si)’*grad(qi)))//bilineal part
+int2d(th2)(-1/dt*convect([u1,u2],-dt,siold[mpirank])*qi)
+int2d(th2)(COEF6*Nu[mpirank]*siold[mpirank]/(Ks[mpirank]+siold[mpirank])*
siB[mpirank]/(siV[mpirank-1]+siB[mpirank]+1e-9)*IpH*NuT*
Alpha[mpirank]*xiold[mpirank]*qi) //
-int2d(th2)(COEF6*of*sifont[mpirank]*qi)
+on(inlet,si=SIcont)+on(sky,imp,ground,heat,si=0)+on(exit,si=siold[mpirank]);

//4) for the acetic acid
problem bich4(xi,yi,init=i,solver=Cholesky,tolpivot=1e-1)= int2d(th2)(1/dt*(xi*yi))
+int2d(th2)(Df*(grad(xi)’*grad(yi)))//parte bilineal
+int2d(th2)(-1/dt*convect([u1,u2],-dt,xiold[mpirank])*yi)
-int2d(th2)(COEF6*(Nu[mpirank]*siold[mpirank]/(Ks[mpirank]+siold[mpirank])*
KINH3/(KINH3+TNH3)*IpH*NuT-Kd[mpirank])*xi*yi)
+on(inlet,xi=XIcont)+on(sky,imp,ground,heat,xi=0)+on(exit,xi=xiold[mpirank]);

problem sust4(si,qi, init=i,solver=Cholesky,tolpivot=1e-1)= int2d(th2)(1/dt*(si*qi))
+int2d(th2)(Df*(grad(si)’*grad(qi)))//parte bilineal
+int2d(th2)(-1/dt*convect([u1,u2],-dt,siold[mpirank])*qi)
+int2d(th2)(COEF6*(Nu[mpirank]*siold[mpirank]/(Ks[mpirank]+siold[mpirank])*
KINH3/(KINH3+TNH3)*IpH*NuT)*Alpha[mpirank]*xiold[mpirank]*qi) //
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-int2d(th2)(COEF6*of*sifont[mpirank]*qi)
+on(inlet,si=SIcont)+on(sky,imp,ground,heat,si=0)+on(exit,si=siold[mpirank]);

int nn=T/dt+2,ii; // loop

//assignment coeficient and variables
if (mpirank==0){
Kd[0]=Kd1;Alpha[0]=10.76;xiold[mpirank]=XiaciZ[mpirank];
siold[mpirank]=SiaciZ[mpirank]; Nu[0];SiPac[0];SiPp[0];SiPb[0];CO2[0];NH3[0];
Nu[mpirank]=Numax1;Ks[mpirank]=Ks1;
};// end if –sugar
if (mpirank==1){
Kd[1]=Kd2;Alpha[1]=393.0478;xiold[mpirank]=XiaciZ[mpirank];
siold[mpirank]=SiaciZ[mpirank]; Nu[1];SiPp[1];SiPcl[1];CO2[1];NH3[1];
Nu[mpirank]=Numax2;Ks[mpirank]=Ks2;
};// end if – triglicerides
if (mpirank==2){
Kd[2]=Kd3;Alpha[2]=11.54734411;xiold[mpirank]=XiaciZ[mpirank];
siold[mpirank]=SiaciZ[mpirank]; Nu[2];SiPac[2];SiPp[2];SiPb[2];SiPva[2];CO2[2];NH3[2];
Nu[mpirank]=Numax3;Ks[mpirank]=Ks3;
};// end if —proteins

i=0; // below nomenclature, bich=microorganism, sust= sustrate

NuT=NuT1;
for(real tt=0; tt<=T;tt+=dt)
{ii=(tt+dt)/dt;

if (mpirank==0){ //SUGAR
bich1;sust1;
scan
siold[mpirank]=si;xiold[mpirank]=xi;
}
if (mpirank==1){ //TRIGLICERIDES
bich1;sust1;
scan
siold[mpirank]=si;xiold[mpirank]=xi;
}
if (mpirank==2){ //PROTEINS
bich1;sust1;
scan
siold[mpirank]=si;xiold[mpirank]=xi;
};
};// end for
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// PRODUCTS OF THE REACTIONS (aplication of the reactions ratios)
if (mpirank==0)//sugar
{SiPac[mpirank]=siold[mpirank]*2.669537137/10.76426265;
SiPp[mpirank]=siold[mpirank]*3.139935414/10.76426265;
SiPb[mpirank]=siold[mpirank]*3.954790097/10.76426265;
CO2[mpirank]=siold[mpirank]*0.038707212/10.76426265;
XiaciZ[mpirank]=xiold[mpirank];SiaciZ[mpirank]=siold[mpirank];//it is set equal to Siprod
NH3[mpirank]=siold[mpirank]*0.006251884/10.76426265;

for (int i=0;i<Vh.ndof;i+=1){
if(siold[mpirank][](i)/10.76426265>=xiold[mpirank][](i)){
SiPac[mpirank][](i)=2.669537137*xiold[mpirank][](i);
SiPp[mpirank][](i)=3.139935414*xiold[mpirank][](i);
SiPb[mpirank][](i)=3.954790097*xiold[mpirank][](i);
CO2[mpirank][](i)=0.038707212*xiold[mpirank][](i);
NH3[mpirank][](i)=0.006251884*xiold[mpirank][](i);} // end if

processor(3) << SiPb[mpirank][] ;processor(4) << SiPac[mpirank][]<< //ex-
change of information
CO2[mpirank][]<<NH3[mpirank][];
}//end for
savevtk("Acidsugar.vtk",th2,siold[mpirank],xiold[mpirank],order=ffordert,
dataname="Si_hidrol Xi_hidrol");

if (mpirank==1)//triglicerides
{SiPp[mpirank]=siold[mpirank]*16.1957/393.0478;
SiPcl[mpirank]=siold[mpirank]*375.853/393.0478;
CO2[mpirank]=siold[mpirank]*4.4678e-3/393.0478;
NH3[mpirank]=siold[mpirank]*6.25e-3/393.0478;
XiaciZ[mpirank]=xiold[mpirank];SiaciZ[mpirank]=siold[mpirank];

for (int i=0;i<Vh.ndof;i+=1){
if(siold[mpirank][](i)/393.0478>=xiold[mpirank][](i)){
SiPp[mpirank][](i)=16.1957*xiold[mpirank][](i);
SiPcl[mpirank][](i)=375.853*xiold[mpirank][](i);
CO2[mpirank][](i)=4.4678e-3*xiold[mpirank][](i);
NH3[mpirank][](i)=6.25e-3*xiold[mpirank][](i);} //end if
//exchange of information
processor(0)<< SiPp[mpirank][] ;processor(4)<< CO2[mpirank][]<<NH3[mpirank][];
}//end for / savevtk("Acidtrigli.vtk",th2,siold[mpirank],xiold[mpirank],order=ffordert,
dataname="Si_trigli Xi_trigli";

if (mpirank==2)// proteins
{SiPac[mpirank]=siold[mpirank]*6.994226328/11.54734411;
SiPp[mpirank]=siold[mpirank]*1.195034642/11.54734411;
SiPb[mpirank]=siold[mpirank]*1.342263279/11.54734411;
CO2[mpirank]=siold[mpirank]*0.027667436/11.54734411;
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NH3[mpirank]=siold[mpirank]*0.103926097/11.54734411;
SiPva[mpirank]=siold[mpirank]*1.009237875/11.54734411;
XiaciZ[mpirank]=xiold[mpirank];SiaciZ[mpirank]=siold[mpirank];

for (int i=0;i<Vh.ndof;i+=1){
if(siold[mpirank][](i)/11.54734411>=xiold[mpirank][](i)){
SiPac[mpirank][](i)=6.994226328*xiold[mpirank][](i);
SiPp[mpirank][](i)=1.195034642*xiold[mpirank][](i);
SiPb[mpirank][](i)=1.342263279*xiold[mpirank][](i);
CO2[mpirank][](i)=0.027667436*xiold[mpirank][](i);
NH3[mpirank][](i)=0.006251884*xiold[mpirank][](i);
SiPva[mpirank][](i)=1.009237875*xiold[mpirank][](i);}// end if
//exchange of information
processor(3) << SiPb[mpirank][] ;processor(0) << SiPp[mpirank][] ;
processor(4) << SiPac[mpirank][]<<CO2[mpirank][]<<NH3[mpirank][];
}//end for
savevtk("Acidprotein.vtk",th2,siold[mpirank],xiold[mpirank], order=ffordert,

dataname="Si_protein Xi_protein");

}// end mpirank

//******Acetogenesis and Methanogenesis PHASE 2******
//__________________________________}

SIcont=0;of=1; //of= source term = 1 (on)
NuT=NuT2;
//assginment coeficient and variables
if (mpirank==0){ // PROPIONIC
processor(1) >> SiPp[1][] ;processor(2) >> SiPp[2][] ; //exchange of information
Kd[mpirank]=Kd4;Alpha[mpirank]=11.29943503;xiold[mpirank]=XiaceZ[mpirank];
siold[mpirank]=SiaceZ[mpirank];Nu[mpirank];SiPac[mpirank];
sifontb[mpirank]=SiPp[mpirank]+SiPp[1]+SiPp[2];Nu[mpirank]=Numax4;Ks[mpirank]=Ks4;
} // end mpirank

if (mpirank==1){ // LCFA
Kd[mpirank]=Kd6;Alpha[mpirank]=0.19082495;xiold[mpirank]=XiaceZ[mpirank];
siold[mpirank]=SiaceZ[mpirank];Nu[mpirank];SiPac[mpirank];
sifont[mpirank]=SiPcl[mpirank];Nu[mpirank]=Numax6;Ks[mpirank]=Ks6;
} // end mpirank

if (mpirank==2){ // VALERIC ACID
Kd[mpirank]=Kd7;Alpha[mpirank]=14.7928994;xiold[mpirank]=XiaceZ[mpirank];
siold[mpirank]=SiaceZ[mpirank];Nu[mpirank];SiPac[mpirank];
sifont[mpirank]=SiPva[mpirank];Nu[mpirank]=Numax7;Ks[mpirank]=Ks7;
siV[mpirank];
} // end mpirank
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if (mpirank==3){ //BUTIRIC ACID
processor(0) >> SiPb[0][] ;processor(2) >> SiPb[2][] ; //exchange of informa-
tion
Kd[mpirank]=Kd5;Alpha[mpirank]=10;xiold[mpirank]=XiaceZ[mpirank];
siold[mpirank]=SiaceZ[mpirank];Nu[mpirank];SiPac[mpirank];
sifont[mpirank]=SiPb[0]+SiPb[2];Nu[mpirank]=Numax5;Ks[mpirank]=Ks5;
siB[mpirank];
} // end mpirank

if (mpirank==4){ // ACETIC ACID
processor(0) >> SiPac[0][]>>CO2[0][]>>NH3[0][]; //exchange of information
processor(1) >> CO2[1][]>>NH3[1][];
processor(2) >> SiPac[2][]>>CO2[2][]>>NH3[2][];
CC1[mpirank]=SiPac[0]+SiPac[2];TCO2= CO2[0]-CO2[1]+CO2[2]; //summative
TNH3=TNH3-NH3[0]-NH3[1]+NH3[2];
} // end mpirank

//—Calculus—
for(real tt=0; tt<=T;tt+=dt)
{ii=(tt+dt)/dt;
if (mpirank==0){ //PROPIONIC ACID
processor(2) >> SiPp[2][];
sifont[mpirank]=sifontb[mpirank]+SiPp[2];
bich1;sust1;
scan
siold[mpirank]=si;xiold[mpirank]=xi;
savevtk("Acetoprop"+ii+".vtk",th2,siold[mpirank],xiold[mpirank],order=ffordert,
dataname="Si_pro Xi_pro");
}; // end if

if (mpirank==1){ //LCFA
bich1;sust1;
scan
siold[mpirank]=si;xiold[mpirank]=xi;
}; // end if

if (mpirank==2){ //VALERIC ACID
bich2;sust2;
scan
siold[mpirank]=si;xiold[mpirank]=xi;siV[mpirank]=si;
processor(3) <<siV[mpirank][]; //exchange of information
processor(3) >> siB[3][]; //exchange of information
SiPp[mpirank]=siold[mpirank]*0.31129/14.776;
for (int i=0;i<Vh.ndof;i+=1){
if(siold[mpirank][](i)/14.776>=xiold[mpirank][](i)){SiPp[mpirank][](i)=
0.31129*xiold[mpirank][](i);} // end if
}// end for
processor(0) << SiPp[mpirank][];
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}// end if mpirank

if (mpirank==3){ //BUTIRIC ACID
bich3;sust3;
scan
siold[mpirank]=si;xiold[mpirank]=xi;siB[mpirank]=si;
savevtk("Acetobut"+ii+".vtk",th2,siold[mpirank],xiold[mpirank],
order=ffordert, dataname="Si_but Xi_but");
processor(2) >> siV[2][]; //exchange of information
processor(2) <<siB[mpirank][]; //exchange of information
}; // end if

};// end for

// PRODUCTS OF THE REACTIONS (aplication of the reactions ratios)
if (mpirank==0)
{SiPac2[mpirank]=siold[mpirank]*6.0307/11.294;CO2[mpirank]=siold[mpirank]*...
0.0162/11.294; NH3[mpirank]=siold[mpirank]*6.2501e-3/11.294;TSiPp=siold[mpirank];
XiaceZ[mpirank]=xiold[mpirank]; SiaceZ[mpirank]=siold[mpirank];

if(siold[mpirank][](i)/11.294>=xiold[mpirank][](i)){SiPac2[mpirank][](i)=6.0307*...
xiold[mpirank][](i); CO2[mpirank][](i)=0.0162*xiold[mpirank][](i);
NH3[mpirank][](i)=6.2501e-3*xiold[mpirank][](i);}; for (int i=0;i<Vh.ndof;i+=1){
if(siold[mpirank][](i)*6.2501e-3/11.294>=TNH3/4){SiPac2[mpirank][](i)=6.0307/6.25e-
3*
NH3/4;CO2[mpirank][](i)=0.0162/6.25e-3*TNH3/4;NH3[mpirank][](i)=6.2501e-
3/6.25e-3*
TNH3/4;}// end if
;}//end for
processor(4) << SiPac2[mpirank][]<< CO2[mpirank][]<<NH3[mpirank][]; //ex-
change of information
ofstream KK3("SiPac2a.txt"); KK3<< SiPac2[mpirank][]; // save .txt
savevtk("AcetoProp.vtk",th2,siold[mpirank],xiold[mpirank],order=ffordert,
dataname="Si_prop Xi_prop");
}// end mpirank

if (mpirank==1)
{SiPac2[mpirank]=siold[mpirank]*13.716/20.105;CO2[mpirank]=siold[mpirank]*...
0.1006/20.105; NH3[mpirank]=siold[mpirank]*6.2504e-3/20.105;
XiaceZ[mpirank]=xiold[mpirank]; SiaceZ[mpirank]=siold[mpirank];
for (int i=0;i<Vh.ndof;i+=1){
if(siold[mpirank][](i)/20.105>=xiold[mpirank][](i)){SiPac2[mpirank][](i)=13.716*
xiold[mpirank][](i);CO2[mpirank][](i)=0.1006*xiold[mpirank][](i);NH3[mpirank][](i)=6.2504e-
3*
xiold[mpirank][](i);};
}//end for
processor(4) << SiPac2[mpirank][]<< CO2[mpirank][]<<NH3[mpirank][]; //ex-
change of information
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savevtk("LCFA.vtk",th2,siold[mpirank],xiold[mpirank],order=ffordert, // print par-
aview
dataname="Si_LCFA Xi_LCFA");
ofstream KK3("SiPac2b.txt"); KK3<< SiPac2[mpirank][]; // save .txt

}// end mpirank

if (mpirank==2)
{SiPac2[mpirank]=siold[mpirank]*5.4588/14.776;CO2[mpirank]=siold[mpirank]*...
0.053/14.776; NH3[mpirank]=siold[mpirank]*6.2504e-3/14.776;TSiPva=siold[mpirank];
XiaceZ[mpirank]=xiold[mpirank]; SiaceZ[mpirank]=siold[mpirank];
for (int i=0;i<Vh.ndof;i+=1){
if(siold[mpirank][](i)/14.776>=xiold[mpirank][](i)){SiPac2[mpirank][](i)=5.4588*
xiold[mpirank][](i);CO2[mpirank][](i)=0.053*xiold[mpirank][](i);NH3[mpirank][](i)=6.2504e-
3*
xiold[mpirank][](i);};
}//end for
processor(4) << SiPac2[mpirank][]<< CO2[mpirank][]<<NH3[mpirank][]; //ex-
change of information
savevtk("Valeri_acid.vtk",th2,siold[mpirank],xiold[mpirank],order=ffordert, // print par-
aview
dataname="Si_va Xi_va");
ofstream KK3("SiPac2c.txt"); KK3<< SiPac2[mpirank][]; // save .txt
}// end mpirank

if (mpirank==3)
{SiPac2[mpirank]=siold[mpirank]*11.5824/9.9811;CO2[mpirank]=siold[mpirank]*...
0.053/9.9811; NH3[mpirank]=siold[mpirank]*6.2504e-3/9.9811;TSiPb=siold[mpirank];
XiaceZ[mpirank]=xiold[mpirank]; SiaceZ[mpirank]=siold[mpirank];
for (int i=0;i<Vh.ndof;i+=1){
if(siold[mpirank][](i)/9.9811>=xiold[mpirank][](i)){SiPac2[mpirank][](i)=11.5824*
xiold[mpirank][](i);CO2[mpirank][](i)=0.053*xiold[mpirank][](i);};
}//end for
processor(4) << SiPac2[mpirank][]<< CO2[mpirank][]<<NH3[mpirank][];
savevtk("AcetoBut.vtk",th2,siold[mpirank],xiold[mpirank],order=ffordert, // print par-
aview
dataname="Si_but Xi_but");
ofstream KK3("SiPac2d.txt"); KK3<< SiPac2[mpirank][]; // save .txt
}// end mpirank

if (mpirank==4){ //ofstream KK6("TSiPp.txt"); KK6<<TSiPp[0][];

processor(0) >> SiPac2[0][] >> CO2[0][]>>NH3[0][];
processor(1) >> SiPac2[1][] >> CO2[1][]>>NH3[1][];
processor(2) >> SiPac2[2][] >> CO2[2][]>>NH3[2][];
processor(3) >> SiPac2[3][] >> CO2[3][]>>NH3[3][];
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// ACETIC ACID
CC2[4]=SiPac2[0]+SiPac2[1]+SiPac2[2]+SiPac2[3];
TCO2=TCO2+CO2[0]-CO2[1]-CO2[2]-CO2[3];
TNH3=TNH3-NH3[0]-NH3[1]-NH3[2]-NH3[3];

Kd[mpirank]=Kd8;Alpha[mpirank]=18.1812;xiold[mpirank]=XimethZ[mpirank];...;
siold[mpirank]=SimethZ[mpirankCO2[mpirank];NH3[mpirank];...;
sifont[mpirank]=CC1[mpirank]+CC2[mpirank];Nu[mpirank]=Numax8;Ks[mpirank]=Ks8;

for(real tt=0; tt<=T;tt+=dt)
{ii=(tt+dt)/dt;
bich4;sust4;
scan
siold[mpirank]=si;xiold[mpirank]=xi;siB[mpirank]=si;
};// end for
savevtk("Methanog.vtk",th2,si,xi,order=ffordert, dataname="Si_acet Xi_acet");

}// end if (mpirank==4)

//*********************************************************
//—————–PHYSICAL-CHEMICAL PROCESSES——————-
//*********************************************************
//ctes pKa ( log(ki)) 4.1 IWA (kg/m3)
real Kap=4.88,Kabut=4.82,Kaval=4.86,Kaac=4.76,Kaco2=6.35,KaNH3=9.25,Kw=14;

Vh dU,VH,U;
Vh EpH1,EpH2,EpH3,IpHant=0,pHll=6,pHul=8.5,pHcat,IpHcal;

U=7;

macro scan2(TSiPac)
{ for (int i=0;i<Vh.ndof;i+=1)
{if(TSiPac[](i)<=1e-14)TSiPac[](i)=1;
if (TSiPac[](i)>=500)TSiPac[](i)=500
;};
}//
scan2(TSiPac);scan2(TSiPb);scan2(TSiPva);scan2(TSiPp);scan2(TNH3);scan2(TCO2)

TSiPac=-log10(TSiPac/64);
TSiPp=-log10(TSiPp/112);
TSiPb=-log10(TSiPb/160);
TSiPva=-log10(TSiPva/208);
TNH3=-log10(TNH3);
TCO2=-log10(TCO2);

macro Hn(TSiPac,Kaac,U)(TSiPac*Kaac/(Kaac+U))//
macro UgradV(U,V)(U’*grad(V))//
macro f(dU) (Hn(TSiPac,Kaac,U)-Hn(TSiPp,Kap,U)-Hn(TSiPb,Kabut,U)-
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Hn(TSiPva,Kaval,U)+
TNH3/(KaNH3+U)-Kw/(U+1e-7)- Hn(TCO2,Kaco2,U))//

real err=0;
for (n=0;n<15;n++){//Newton llop
solve vhj(dU,VH)= int2d(th2)(Df*(grad(dU)’*grad(VH)))//parte bilineal
-int2d(th2)(f(dU)*VH)
+int2d(th2)(UgradV(dU,U)’*VH+UgradV(U,dU)’*VH)
-int2d(th2)(Df*(grad(U)’*grad(VH))+UgradV(U,U)’*VH)
+on(inlet,dU=0)+on(sky,imp,ground,heat,dU=0)+on(exit,dU=0);

U[]-=dU[];
real LU=U[].linfty;
err=dU[].linfty/LU;

}// end for

EpH1=pow(10,0.5*(pHll-pHul));
EpH2=pow(10,U-pHul);
EpH3=pow(10,pHll-U);
IpHcal=(1+2*EpH1)/(1+EpH2+EpH3);

real error=0;
error=square((IpHcal[].linfty-IpH[].linfty)^2);
if (error<0.001){
cout<<"conteo="<<conteo<<"\n";
cout << " – CPU time schwarz-gc:" << (clock()-cpu)/60 << endl;

savevtk("pH.vtk",th2,U,IpH, order=ffordert, dataname="Hcat IpH");
break;
}// en if
}; //end if (mpirank==5)
IpH=IpHcal; T=5; // the timeframe valued is modified
} // end while (251)
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