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Anexo I 

D. SALVADOR GARCíA GALVÁN SECRETARIO DEL 
DEPARTAMENTO DE FíSICA DE LA UNIVERSIDAD DE LAS 
PALMAS DE GRAN CANARIA, 

CERTIFICA, 

Que el Consejo de Doctores del Departamento en su sesión de 
fecha 15 de julio de 2013 tomó el acuerdo de dar el 
consentimiento para su tramitación, a la tesis doctoral titulada 
"Modelización Estadística de eventos extremos de oleaje y 
nivel del mar" presentada por el doctorando D. Francisco 
Javier González Herrera y dirigida por el Doctor Germán 
Rodríguez Rodríguez. 

y para que así conste, ya efectos de lo previsto en el ArtO 
6 del Reglamento para la elaboración, defensa, tribunal y 
evaluación de tesis doctorales de la Universidad de Las Palmas 
de Gran Canaria, firmo la presente en Palmas de Gran 
Canaria, a 16 de julio de dos mil trece. 



UNIVERSIDAD DE LAS PALMAS DE GRAN CANARIA 

Departamento: FíSICA 

Programa de Doctorado: FíSICA, MATEMÁTICAS, GEOLOGíA Y CLIMA 

Título de la Tesis 

MODELIZACiÓN ESTADíSTICA DE EVENTOS EXTREMOS DE 

OLEAJE Y NIVEL DEL MAR 

Tesis Doctoral presentada por D. Francisco Javier González Herrera 

Dirigida por el Dr. D. Germán Rodríguez Rodríguez 

El Director El Doctorando 

Las Palmas de Gran Canaria, a 12 de julio de 2013 



��������	��
��

���� ������	 
� ����� 
	��	�� �� ��
	 
�����
	 �	� � ��� ������ �	
������� � ����� �����


���	 �� �������	 � 
�
����� � �� �� ������ 
� 
������ � � ����	�������	 
������ ���	� �!	�


� ������	�

� "��������	 
� �
����� �� #����� � ���	��� 
� �	�����	 
� ����!� � ���$%� 
� ��	�����


� ����� 
� &	����� � 
� '�	���	��
	 (��$��������	 )&'(*� �� +������
	 ���� ������	 ������
	

�	���� � �	������� � 
� 	� 	�����$	� ������
	�� ��� �	�	 � �������� � 
� 
	� ��������� 
�

��$�������� � �� ,	����� � '	������

- 	� '�	���	��� ��� -�$�
 ,���� � ��� .������ 
� /���� �	� �� ������
�
 � 
�
����� �


������ ��� ��������� �� � ��������	 
	������� �� ����	�� �	� ����	����� ����
� � �� �

(��$����
�
 
� .���	��

- �� ������ �	� �� ��	�	 � 	 ���	 
� �� ������� ���
%���� � ��	����	���

���� ������� ����� ��� ���	 ������� �� ����� ��� �����	 ���� �!�"# ���� $ ��	% ���

��� ��������	# ���������& �	� ������ �!��	� ���� ������

��� '�	���� �� (�!����	# )!�!�� �	� �&��� �� �� �&�	��� �����	��	 ���!�� ��

����������& &������ �� *�
 ��� �!	��� ��� ���%# ��%�	� &������� �� ���������	 �� ��

��+������ ��������� �	� �� &�������	�� �� �� �������� ���� �	 ������ �	� ���!����

$ ��!�� ��%� � ��	% ���������� ��� ,���� ����� �	� ��� -�!��	� �� .��	# ��� ���� %�	�	���

�	� ��������	 �!��	� �� �������� ���� � �� ��������	 
	������� �� ����	�� �	� ����	�����

����
� �	� �� 
	������� �� -����	�

�� �� ������ ��� ���� �!&&�� ���!�� �� �������� �	� &��������	�� �������

���



�� ��������	��
��



������ �����	


��������	��
�� ���

� �
���������
 �

� ���� ������	�
���� � ���������
 �� �� ��
� �� ������ �

��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� �	
�� ��� �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���������	��� ��	�������	��� �� �� ���� �� �����	� � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �
���� �����	�� �
������
�� ��

��� ��������	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� � ����� �� ������	�� �� �
����� �!����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"

����� � ���� �� ������� #����� �� #��$��� � � � � � � � � � � � � � � � � � �%

����� � ���� �� ������� #����� �� �� ��#�� � � � � � � � � � � � � � � � � �%

��� &������	� �� '�������	�� �� ��� �
����� �!����� � � � � � � � � � � � � � � � ()

��� ����	��� �� ��� �
����� �!����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (�

����� *	��	#��	���� '�#�#	����	��� ���	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (�

������� *	��	#��	�� ������	���� �� 
����� �!����� � � � � � � � � � (�

�



�� ������ �����	


������� ����������	
 ��
������ �� ����� � � � � � � � � � � � � � � ��

������� �����������
�� �� ���������� ����
���� � � � � � � � � � � � ��

����� ������� �� �������	
 �� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

������� ������ �� ��� ��
���� ������� � � � � � � � � � � � � � � � ��

������� ������ �� ��� ����
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

������� ������ �� �� �� ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � ��

������� ������ �� ��� �!����
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"

��� ������� �����
��� #�����
��!�$
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %�

����� &��
��� �� � �������	
 ��� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %"

������� ������� ����� �
 ���������� ��	���� ��� ������ � � � � � %"

������� ������� ����� �
 �� 
'���� �� � ����
��� � � � � � � � � ��

����� &��
��� �� ������� � �
����
��
�� ��������� � � � � � � � � � � � ��

����� ������ ������
 ! ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(

����� ������ �� ������
 ! K4P � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������ �� ��
�� �� )���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� *�������� �� +����$����!,���
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �-

����� .�� ��� ����� ��������� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� *���� ��������� ����� 
�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� /��0���
�� �� �������
��	
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ���0��� ��
���!��
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%

��� ������� �� .����
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%

����� /������ �� �  ����� �� � �������	
 ��� �� ��� 
�� � � � � � � � � � ��

����� /������ �� �  ����� ��� ������ �1& � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��



������ �����	
 ���

��� ��������	
 �� �	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �
����	������� �� �	
 �����	
 ������	
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� ��
�����	
 � ��
��
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

������ ���������� ��� ���	�	 �� �����	
 ������
 � � � � � � � � � � � � � � � � ��

������ ���������� ��� ���	�	  !" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #�

�������� $�������� �� �����	
 ������	
 � � � � � � � � � � � � � � � � � #�

�������� �����
�
 �� �� %��������� �� ���
�������� �� �����	
 ������	
 � #&

�������� �����
�
 �� �� ��'����� �� �	
 �����	
 ������	
� (	���	  	�

	�)

* +� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #,

�������� (	���	  	�

	�)-. � �����
�
 �� �� ��'����� �� ��
 ����������
� /�.

������ �����
�
 �� �� �
����	������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � //&

� �������� ��	
���� ��	���
���	� ���

��� ����	������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /0,

��� (	���	 ������	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /0�

����� �
�������� �� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /.�

��� �
�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /.0

��� 1	������� �� ������������� �
�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /.�

����� �
�����	� �� 2��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /.�

����� �
�����	� ��  ��' � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /.#

��	 (��	�	 �� 
�������� �� �	
 �����	
 ������	
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /,�

��
 ��
�����	
 � ��
��
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /,/

� ����������� ���



���� ������ �����	




������ �� ��	
��

��� �����������	 
� ��� ���� 
� ������ ����� ����� � ���������� 
�� ������ 
� ���

������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �����������	 
� �� ��� 
� �� ������ �� ! � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� "��������� # $%& ����
� �	 �� ������ 
� �� ������� ������� �����	
 ���


���	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'

��� ����������	 
� ��� ��	�� 
� �����	��� � ������ 
���	�
�� (�� �� �)��� �%
�(��
�


� *�+���� �,-.! � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �-

��� ��	
����	�� 
� ������ 
� +��	�� � 
� ��	
� 
���	�� ��� /(���� 
� �	+���	� �

+���	� �	 �� %��0	���� $���� �%
�(��
� 
� 1���+� �,-�! � � � � � � � � � � � � � �-

��� 1����������� 
� �����	��� ���(������ � 2�����	�� ����+�
�� 
���	�� �� (����
�

�3'��.��3� 1*4 *�(�����	 ���(����� 1#4 1����	�� ���(����� ��'4 �������5� 
�

2����0	 ���6	 ������ 
� #�7��#��(��	� 8��	��4 $����	��  ���	�� �	
 %����(�

2���� %
��	��������	 �$ %%! � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �3

���  ����� �	��
�	�� �	 �� ��	� 
� ��	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,

��	 9���� ��
�� 2������ �	��� 
� Hs �	 �� ��� ���� ��,3-�.���! � � � � � � � � � � .�

��
 9���� ��
�� 2������ �	��� 
� Hs �	 �� ��� ����� ��,,��.���! � � � � � � � � � .�

���� 9���� ��
�� 2������ �	��� 
�� (����
� ��
�� �	 �� ��� ���� ��,3-�.���! � � � .�

���� 9���� ��
�� 2������ �	��� 
�� (����
� ��
�� �	 �� ��� ����� ��,,��.���! � � � .�

��



� ������ �� ��	
��

���� ���� �� �� ��	
�� ���� ������������ ��
���� �� Hs � Tp� ��	�� �����	�� �����

� ��� ������� �����	
 ��� 
���	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!

��� �"�	���� ��#����� ��$%� ��� �&����� �� �'"���� ��
���� �	�(�� � )* ��+
��

��	� 
� 	�$���	� ��
�� �� Hs ��� 
� ����	,��� �� �
���	�� �� ! -�	��� � � � � � ��

��� .&���� �� ����
 ����/� ��	� �� �������0� �� ,���	�� �"�	���� � � � � � � � � � !�

��� 1
���0� �
����� �� �� ����	�2
��0� 3�4 ��	� ��5�	����� ,���	�� ��� ��	'���	� ��

5�	�� k �2������ � �	�,&� �� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !�

��� 6�5�	����� 5�	��� �� �� ����	�2
��0� 78) �� 5
���0� �� �
� ��	'���	�� � � � � � 88

��� ���#$
	������� ��	� �
���	�� �� ������ �9! � 8 � � � � � � � � � � � � � � � � :�

��� ;�����0� ���	� τ3 � τ4 ��	� ��5�	����� ����	�2
������ �� �	�2�2������< =��5�	��9

�"���������9 3
�2��9 $���	���+��� �� ,���	�� �"�	���� �3�4� � $���	���+���

�� )�	��� �3)6�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � :!

��	 ���� ���>� 4���	 ����� -�	�	�� ��
�� �� �� ���
	� �� ��� ��$��#����,� ����?��  �� ?�

��
 ���� �)�>>� 4���	 ����� -�	�	�� ��
�� �� �� ���
	� �� ��� ��$��#����,� �������  �� ?�

��� ���� �)�>� 6���	�2
��0� �����	�� �� ��� ,���	�� �"�	���� �� �� ���
	� �� ���

��$��#����,�9 Hs(m)9 �
	���� �� ��� ��2	� ��5�	����� 
�2	���� � � � � � � � � � � ?�

���� ���� �)�>>� 6���	�2
��0� �����	�� �� ��� ,���	�� �"�	���� �� �� ���
	� �� ���

��$��#����,�9 Hs���9 �
	���� �� ��� ��2	� ��5�	����� 
�2	���� � � � � � � � � � � ?!

���� .&���� �� �'"���� ��
���� ��	� �� 2��� �)�>� 3	'#��� �
�������
����� ���

		������������ � ��� 5
������� �� ����	�2
��0� �� ������ ��
��	��	�9 �������

�����	�� � ������� ���5�	��	� 
����+���� ��� �&����� ..9 .�� � �� �� ��

��������0� �� ��	'���	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� .&���� �� �'"���� ��
���� ��	� �� 2��� �)�>� 3	'#��� �
�������
����� ��		���

���������� � ��� 5
������� �� ����	�2
��0� 3�49 78)9 3@. � A@7 � � � � � � � �8

���� .&���� �� �'"���� ��
���� ��	� �� 2��� �)�>>� 3	'#��� �
�������
����� ��		���

���������� � ��� 5
������� �� ����	�2
��0� �� ��������
��	��	�9 ������� �����	��

� ������� ���5�	��	� 
����+���� ��� �&����� ..9 .�� � ��� � � � � � � � � � � �/



������ �� ��	
�� ��

���� ������ �� ��	
��� ������ ���� �� ���� ������ ������� ����
������
� �������

���
���� � ��� ���
��� �� �
���
���
� ��� !"� �#� � $#! ��
�
%���

�� ������ ��&� ���� �� ���
���
� �� ��� ���������� � � � � � � � � � � � � � ''

���� (��� ����� )�* +��
� �� ������������
�� )�* ,� ���� )-* ���� �� 
�����

���
� ����� �
������� .������ �� � � 
���.���� �� ����%� �� /0 1 )�2��

�
����
��*� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /3

���� (��� ������ )�* +��
� �� ������������
�� )�* ,� ���� )-* ���� �� 
�����

���
� ����� �
������� .������ �� � � 
���.���� �� ����%� �� /0 1 )�2��

�
����
��*� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /3

���� 4�
�� �� �
�����
� )5�* ���� �
������� .������ �� � � 
���.���� �� ����%�

���� 5�63 �� /0 1 )�2�� �
����
��*� )�* (��� ����� )�* (��� ������ � � � � � /7

���� (��� ����� ������� �� ��
��� ���� �
������� .������ ��� ������ � � � � � � � � /8

���	 (��� ������ ������� �� ��
��� ���� �
������� .������ ��� ������ � � � � � � � /8

��
� (��� ����� #9���� �� �� �
���
���
� �
��
�� �:��
.� ����� �
������� .������

��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /"

��
� (��� ������ #9���� �� �� �
���
���
� �
��
�� �:��
.� ����� �
������� .������

��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /"

��

 (��� ����� +��
� ���
� �� �	���� ���� ��� ����� �����.���� )
%;�
����*�

�.����
� ��� ��������� �� ����� � �� �� �
���
���
� ��5 �� �� .���� ������

)�����<�* � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /0

��
� (��� ������ +��
� ���
� �� �	���� ���� ��� ����� �����.���� )
%;�
����*�

�.����
� ��� ��������� �� ����� � �� �� �
���
���
� ��5 �� �� .���� ������

)�����<�* � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /=

��
� (��� ����� ������� ����
������
� ���������
���� � �� ���
� ��5 �����

�
������� .������ ��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � //

��
� (��� ������ ������� ����
������
� ���������
���� � �� ���
� ��5 �����

�
������� .������ ��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � //



��� ������ �� ��	
��

���� ���� ����	 
������� �� ��� �������� Hs �������� � �������� �� ������� ��

��� ��� � ��� ���� �� ���������� ������� ��� ������	 ���������� �� �� ��!� ��

"�# �� �� ��!� 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 ���

���� ���� �����	 
������� �� ��� �������� Hs �������� � �������� �� ������� ��

��� ��� � ��� ���� �� ���������� ������� ��� ������	 ���������� �� �� ��!� ��

"�# �� �� ��!� 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 ���

���� $������ ����� ��� ��������� �� ����� τ3 � ����� τ4 ����� �� �� �����������

%�&	 �� �'��� ������� ���������� �� ������� τ3 − τ4 ���� ��� ����� ����������

�������� (�� �� �'��� ���������� ���������� ��)���� ������� ������ ���� ���

�� �*������� +����� 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 ��,

���� 
������� �� ��� ���-������ �� ����� �� ��� ������������� %�& � ./� �����

���������� ������� �������� 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 ���

���	 ���� ����	 %�- �� ������������� ��������������� � ��� ������� ����������	

+�!(������0 � ��������
�� +����1�0 ����� �� ���2� �� ������� �������� ,	3 �

,	4 ������ 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 ��5

���
 ���� ����	 %�- �� ������������� ��������������� � ��� ������� ����������	

+�!(������0 � ��������
�� +����1�0 ����� ���������� ������� �������� 	 	 	 	 	 ��4

���� ���� 67	 %�- �� ������������� ��������������� � ��� ������� ����������	

+�!(������0 � ��������
�� +����1�0 ����� ���������� ������� �������� 	 	 	 	 	 ��"

���� ���� 67	 %�- �� ������������� ��������������� � ��� ������� ����������	

+�!(������0 � ��������
�� +����1�0 ����� ���������� ������� �������� 	 	 	 	 	 ���

���� ���� ����	 
������� �� ��� ���-������ �� ����� +��������0� �����!���� +���

���0� � ����� +��������0 ���� ��� ���������� ��������� ���-���� ����� ����������

������� �������� 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 ��5

���� ���� �����	 
������� �� ��� ���-������ �� ����� +��������0� �����!���� +���

���0 � ����� +��������0 ���� ��� ���������� ��������� ���-���� ����� ����������

������� �������� 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 ��4

���� ���� ����	 
������� �� ��� �������� �� Hs �������� � �������� �� ��������

TR� �� ��� ��� � ��� ���� ����� ���������� ������� �������� 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 �,,



������ �� ��	
�� ����

���� ���� �����	 
������� �� ��� �������� �� Hs �������� � �������� �� ��������

TR� �� ��� ��� � ��� ���� ����� ���������� ������� �������� 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 �  

���� ���� ����	 !�"#�� ������������� ���� ��� ������� ���"��� ����� ����������

������� �������� 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 � �

���� ���� �����	 !�"#�� ������������� ���� ��� ������� ���"��� ����� ����������

������� �������� 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 � $

���� ���� ����	 ������#���� �� ��������� %�������"���� %���&'���� 	 	 	 	 	 	 	 � (

���� ���� �����	 ������#���� �� ��������� %�������"���� %���&'���� 	 	 	 	 	 	 � (

���	 ���� ����	 )��������� ��� ������ H50 �������� �� ��� ���������� �'�����

�� ��"����� �� �� ������������� 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 �*+

���� ���� �����	 )��������� ��� ������ H50 �������� �� ��� ���������� �'�����

�� ��"����� �� �� ������������� 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 �*+

��� ,����� �� ��� ��&��#����� (Hs) ������ � ����� ��� ��� -./�0 �� �� ���� �����

�� !��� )������ �� �� ��������� 1��� �� ����� 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 �*$

��	 2������������ �� ���������� ������� ��� ��3���� Bθ,r 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 �+*

��� 
������ ��3����� �� ������ �� ��� ��&��#����� -4�0 � ����� ��� ��� -./�0

��&�������� ������� 5�+ ���������	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 ���

��� 6���������� ��� ���"����� �� ����� γ �� ������ ��� �7���� �� �8������ �

���� �� ������ �� ��� ��&��#����� Hs � ����� ��� ��� ./� 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 �� 

��
 �������������� �� �8������ ���&������	 �� �9��� ������� ���������� �� �����

����� �����'����	 6� �9����� (+) ���������� ��� ����������� ���9����	 ��

�9��� ������� ���������� �� �7���� �� �8������ (n−m) �����1���� �� �� ��"������

����� � : 5�+ � � : ��	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 �� 

��� )����� ������	 .�������; ���� ����	 ��������; ���� �����	 <������ ���� �� ������

l̂ -��������'����0-�1=������0 � l̂′ -�����'����0 -����%�0	 ��� ����� ������

����������� � � :  �� *�� +�� ��� $�� 5�� (� ��� ��� 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 ��*



��� ������ �� ��	
��

��� ������ �����	
��� ���
��
� ���� ����� ����
��
� ���� ������ ����
�� ����������

��� �� θi �� ����	
�� ��� �� ������� � �� �� ����� ���	���� 
��
����	� ��

�����!� �� ���	
�����!� θ� "� �� ��
	� ��
��#� �� ����	
�� ��� ��	���������

������ ��� 
��$��� �� �� ��
	� �%&���
�� �� ����	
�� ��� ��	��������� ������
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�������� �� �������� ���������� �	� ����� ��� ����������� ���������

��� �������������� ����� �	� �������� �	����� ����� ����� � ����� �� �� !�������"� ��

	�� �������"� �������� ���������������� �������������� ������ ����� ��� � �� �� #��"�����

�� ������������� ����������� �� �	� �� �� ���� �� ������� $� �� �������� �����%� �� #�

������ ��� �����%�� ��� �� � ���� �� ����	 
����� 	����&��� ����� � �� '��&���& �� ���


())*�� + �������� � ������	���"��

$� � ���� ������&� ������������� �� ����� ������ �� �� �������� ������ �� 	� �������

�������� �	� ������ �� ������ �� ������� ����	
��� �	+� ���!��	� � �	����"�� ������ ��,

��������� ��� ��� ��������������� -������ ��� -��"���� ��%� ���	���� $� �� ���� ��� ����%��

	� ����� ������ ���� ���� ������� �������� �	��� ��� �� � #����� $��� ����� �������� ��

%	������ �� �� #��#� �� �	� ���� �� �� ������ ����� �	� �	���� �	��� ��� ����	���������

�����- ����� ��	������ ��� ����%�� ����	 
���� + .����� 
()))�� /� ���� -���� �� �����

������ !������� �� �	� ���� ���� � ������ ������������ �������&�� � ����	��������� ��-�,

������� 0��� ���!	��� �� ������������� ����������� ����� ��� ����� �� �������� �	�������� ��

��� ������� �� ��� �������� �	������� ����� ��������� ��� ����� �� 12 #���� 
����� ���

������� �������� �� ����� �� ��� ��� ������� �� �������&��� ��� �� ��!	����� ����� �����

�� �� ������� ���������������� �� -���� �	� ��� ����� ������� ��������� �������� �� ������

12 #����� ��!�� �� �	����� �� �� �!	�� 3�(� 4��� �� ���	����� ��������������� ���� �����

�� ��#������ ��� �� �������������� ��������� �� �� -	���"� �� �	�����������"� �� �� �����

��������� �	��	� ���� ���������� �	� ����� ������� ���� �� ������� �������� ������� ���

����� � ��������
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5� ���	���� �� �������������� ����������� �� ��� ������� �������� �� ����%� �� ����

���	��� �� ����� � ���������&�� �� ���������� �� ��� ��������� ���� ����� � �� -���	����� ���

�� �	�  ���� ��	�����

5��� �� ����� �� �������� θ ���� �� ������ ������	����� ����� ��� ������� ������	������

+ �	+�� -	������� �� ��������� f(x)� + �������	��"�� F (x)� �� ������������ ����� �� -����
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��� �� �������� 	� ������� ��������

f(x)dx = ���� [x < θ < x+ dx] 	��
�

F (d) = ���� [θ < d] 	����

� ���� ����� �� � ������� θ ����� ������� ����

T = E(θ) =

∫ +∞

0
θf(θ)dθ 	����

�� ������ ������ �� ���������� ���������


� Nt� ������ �� ������� �� � �������� �� ���� � [0, t]� pm[0, t] = Prob[Nt = m]

�� M(t)� ������ ����� �� ������� �� � �������� �� ���� � [0, t]� M(t) = E(Nt)

�� λ(t) = dM(t)/dt� ���������� ��  ������

!� DI = V ar(Nt)/E(Nt)� "����� �� ��� ����#�

$��������� �  ������ ��� ��� [0, t] ������ ���� � �� �%�� �� ����� t = 1�  �� � ���

�  ����� �� �&��� �� ����� � ������#� N �� ���� �� Nt  ��� &���� ��'������� � ������

�� ������� �� �� �%��
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pλ(m) = Prob(N = m) = e−λ
λm

m!
, m = 1, 2, ... �'"(!
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��� λ� ��	 �	��	�	
�� 	 
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��� ��� �%��
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 λ̂ = m̄" �� ���
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F (d) = Prob [θ < d] = 1− exp(−λd) �'"-!

.�)� 	 
��	�� �	 	�	
��� N 	
 	 �
�	���� [0, t] ��	�� ������	������ � ������ �	 �
�

�����������
 �	 ������	 ��
 ���� �	��� E(N) = λt� �����
�� V ar(N) = λt 	 )
���	 �	

����	����
 DI = 1" # ��	��� ���
�������� 	
��	 	�	
��� ���	����� θ 	��� 	,��
	
����	
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����������� ��
 ���� �	��� T = 1/λ"
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D̂I = σ2/μ �'"2!

��
�	 μ � σ2 �	��	�	
��
 � �	��� � � �����
�� ��	���� �	��	������	
�	"
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1�
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 �	� �������� � ������ �	 � �����������
 χ2 ��
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������� �� ��� �� ����������� �� ������� ����������� ������������� � ��

�������� N �� ����� ��� ���
����� �� �� ����� ��� DI ���� ������ ��� ����� �χ2
α/2,M−1/(M−

1), χ2
1−α/2,M−1/(M − 1)�� ����� α �� �� ����� �� ������������

���� ����� �� ������� �� 
������� �� ������� �� � ���� � ��� ��� ��� ������ �� �������

�!������� "#$%�� &��� ������ �� ���� �� �� ��������� �� ���������� ��� �������� �� ��������'

��� �� ������� ���� ��� ����� �� ����������������� &� ����� ����� ��� �(���� �� �������

N �� ����� ����

E(N) = Npλ(m) = Ne−m
λm

m!
m = 0, 1, 2, ... �)�*�

+������ ���������� �� ����� ����� �� �)�*� �� �������

logE(N) = log(N)− λ+m log(λ)− log(m!) �)�$�

!������� ��� �� ��� ����������� ���������� �� ����� �� ����� x0, x1, x2, ...� ����� ����

� ����� xi ���������� �� �(���� �� ������������� ����� � i �x0 �� �� �(���� �� ���������

�� ��� ��� N = 0� x1 �� �(���� �� ��������� �� ��� ��� N = 1� ����� ,� ���� ������ ��

����� ��� ���� �� ����� �-� �� λ ���� ���������� ��������� xm �� ����� � �� ����������

�������� E(N)� ��������� �������� �� �.������

log xm = log(N)− λ+m log(λ)− log(m!) �)�#�

�� ����� ���� ������������� log(xm) + log(m!) ������ � � ����������� ��� �/��� ����� ��

��������� log(λ) 0 ����� ��� �� �-� �� ��������� log(N)− λ�

&.����� ��������� �� ��� ��� �� ������ �� ������� �� �� �������� ���� ������������

�� �(���� �� ������������ &��� ������ �� �������� ����� �� ��� ��� ��� ����������� ���

������� �/���� �� ������� ��������� ����������� ��������� �� ����� ��� �� ������ ���

������������ �����/���������� ���������������

+���� ����� ������ ����������� ������� �� ������� �� �������� �/����� ��� ��������� ��

������� �������� ����������� &� ����� ����� �� 
� ���������� ��� �� ��� �� �� �����������

�������� �������� �� ��� ����������� � �� ����������� �� �������� ��-������ ����������'

������� �� �-���� �� ��� ����� ����������� ����	�
 ����� �
����� ����� �	�� ����

��� �����	 ������� 1� ��������� ���� ��2���� ��� ��3� 0 4�0���� �5%%"� ����������
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�� ������	
��� �������� �������� ����� �� �	�
��� �� �������� �� �����������

P (N = m) =
(
r+m+1
m

)
pr(1− p)m m = 0, 1, ... ����� 

����� r > 1 � 0 < p < 1�

!�� ����
	������ �� ���� ������	
��� �� �	� �	 �����"� �� ���� �	� �	 ���� ������

�� �� �	� �� #���
� �� �������� �� ���� �	� �� $� �������
� ��� 	� 
����� ����
� �� ����

�� 
	�� �	��� �	���%
��� �� 	����"�
��� �� �� ������	
��� �� ������� � �������� ��������

�� �� 
��
���"�
��� ��� �&��� ����� �� ������� �� �'�� (	���� �� ���� ��� DI ��

���� �	� 	�� �� ������	
��� �������� �������� ����#� 
��
���"� ���� � �� �������

N � ������� �	� ��� ������ ��� DI ��)���� � �� 	����� �� ������	
��� �� ������� ��#�

�� �*� ���
	����

+� ���� ������ � 
��� �	
��� �� �� 
��� �� �� ������	
��� �� �������� ��� 	��

���� �� ��������
������ �� ������� ��%�� 	�� ���
��� �� ���������� �� �� ������	
���

�������� ��������� $����� X �� �&��� �� ��
���� ����� ��� ������ ,)��� �� 	�� ��
	��
��

�� �	���� �������������� �� �	
�������� �� �	�
��� �� �������� �� ����������� �� X �����

���������� �� ����� � ����� ������� ��������� �� �������

lnxm = lnN − ln
(
r+m+1
m

)
+ r ln p+m ln(1− p) ����� 

�� ���� �	� �� ��������
��� �� lnxm − lnN + ln
(
r+m+1
m

)
����� � � �� ������ 
��

��������� ln(1 − p) � 
��� 
�� �� ��� �� �������� r ln p� �� �� ������ �� N ���	� 	��

������	
��� ����������������� �� �*%
� ����#� ������� 	� 
������������ �������

��� �������� �	 
�� 		���� 	���	���

�� 
��
���"�
��� �����#���
� �� �� ������	� �� ��� ������� �)����� �� -� ����"���

����
���������� ���� �� ��
� �� �� ���#� 
�*��
� �� ������ �)������ � ���,� �� ���

��	������ ��������� �� .��-� � /����� ��012 �	����� ��������� ����
������ ���

�������� ������	
����� �� ����������� �	� �	���� ������"� � ����� �������� 3��4���
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� �� ���� ��	
��  �������� ��	
�� ���������� ��� ��� ����������� ����� �� ������

�������������� ���� ������ ��� ������������ �������� ��� �� ������ �!�"�# �������� ��

���� �$����� %��� �� ��� �� ������ ����������� ���� �$���� �� ��� ����� ����� 	
 	����

��&'�# �� ��� ������ �� ����$�( ��� ���� �� ��# �� ���� ������� �� ����� �� %�� ��%�����

����� �������(

����� ����������	
�� ��	���������� ������

�����������
 ��
������ �� ��	��� ������	�

)� ������ ��� ��%������� �� %����� ������� �� �� ����*� �� +������ �������� ������ ��

�������� �� �� ���%���������� �����*����� ��

Mn = max {X1, ..., Xn}

����� X1, ..., Xn �� ��� ��������� �� +�������� ���������� ����%��������� � ��$����������

������������ ��� ,������ �� ������������ F ( )� �� %�-�����# Xi ����������� ��%������� +�.

����� �� �� %������ ������ �� ��� ������ ������� �� ����%�# ���� ��+���� ��� ��� /�������#

� ���%�������� ������ �������# %�� �0��%��# �� ,���� ��� Mn ��%������� �� �-���� ���

%������ ����� n �������� �� ����%�(

"���� �� %���� �� +���� �������# �� %������ ������� �� ������������ �� %����������� ��

Mn ���1� �� ,����

�� {Mn ≤ z} = �� {X1 ≤ z, ..., Xn ≤ z}
= �� {X1 ≤ z} × ...× �� {Xn ≤ z}
= {F (z)}n �2(�3�

4�� �������# �� �� %�-�����# �� ���1� �� /��/� �� ��� �� ,������ F ��� �����������(

5��� �������� � ���� �������������� �� �� ,���� �� F # %���*� ��������� ���� ,������

F � %����� �� ��� ����� ���������� ���������� %��� ��� ����� ��� %������������� �� �2(�3�(

"���,�������������# ���� ,���� �� %������� �� ������� ��������# � ���# %����6�� +�.

��������� �� �� ���������� �� F # %������� ���+�������� ������������ �� �� ���������� ��

Fn(
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� �� �� ������� ������ ��� ������� ��� �� ������ ��

������	� 
���� ������
 �������� ��� ��
�������� �
������� ���� �� 	������� ��������� Mn�

�� ������ ����� 
� �
����� �� ������������� �� Fn ����� n → ∞� �� ������ ������ 

�� ��� 
� ���
���� �
 ��� �� ������ �� ��
�������� ���� �� ������ �� ����� �� 
� ��
��

��� ��
�������� ������� !� ���� � ������ ��� ������� n� �� ��
�������� 
� ��
���"� #���

�� ����#� $%��
#���� &'(')� ��� �� ������ �� 
� ������ �� ��	������� �� ��
���������

*�#� �� ���� ������ ���� �������� z < z+� ����� z+ �
 �� 	���� ��
 �����+� �� z ���

��� F (z) = 1� Fn(z) → 0 ����� n → ∞� �� ��
�������� �� Mn �������� �� �� ����� ��

��
� 
���� z+� ,�� �������� �
�� �������� 
� ��
���	� ��������� ��� ���	� 	������� ��

�� �����

M∗
n =

Mn − bn
an

$-�&-)

�� ����� ��� M∗
n ��
�� ��� ��
�������� ������ ���� 	�����
 �������
 �� {an > 0} ! {bn}�

.�����
 ���������
 �� {an > 0} ! {bn} �
������"�� �� �����"���� ! �
��� �� M∗
n �	������

��
 ��������
 ��� 
����� �� ������ �� Mn� *� �
�� ������ 
� ��
�� ��
���������
 ������

���� M∗
n� �� ��
 �������
 	�����
 �� {an > 0} ! {bn}� �� ����� �� #����� ���� �� 	�������

Mn�

��
 ��
����
 ��
���������
 ������ ���� M∗
n ������ �����������
 ��� /�
#�� 0 1�����

$&'2() � ���	3
 ��� 
�������� �������4

������� ��	 �� ������ ��	 ��
���
�	 �� 
����	���� {an > 0}  {bn} �	��� ���

�� {(Mn − bn/an ≤ z} → G(z) n → ∞

�����
�� G �������
� 	 ��	 �� �	� ���������� �	����	� �� ��������
������

���� � � ��������
��� �� ������

G(z) = exp

{
−exp

[
−
(
z − b

a

)]}
, −∞ < z < ∞ $-�&5)
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���� �� � ����	�
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G(z) =

⎧⎨⎩�, z ≤ b

exp
{
− ( z−ba )−β} , z > b

������

���� ��� � ����	�
���� �� ���
���

G(z) =

⎧⎨⎩exp
{
− ( b−za )β} , z < b

�, z ≥ b
������

������ 
� � � β ��� ��	����	�� �� ������������ ������ � ��	�� 	��������������� ������ ��

������	 a > 0, b � �� ��� ����� �� � ���� β > 0�

�	 
����� ��� ���� ��� �	 ������ ����	����� M∗
n 
���� �� ������� �� ���
��

������ ��� ������� ��
�������
� � ��� �� 	�� ����	��� �� ���
��������� ���� � ���� ��

� ���� ���� !�� ���
��������� �� ������	���� �������� �� �	 
����� ��� ��� ���������

���� ����������	
�� �� ��	��� ������	� " ���	�� �� ����������� 
����#� ����

���� ����� " ������ �����
�$����
�� �� ��
� ���
� ���� �����
��� ��� 	� ���
�������

�� %����		 ��������
� ���&� �%����		 �'��� 
���� 	� ����

G(z) = 1− exp

[
−
(
z − b

a

)β
]

z > b β, a > 0 ����(�

�� 	� ��� 	� �	����� ��
� 	� ���
��������� )*�+++ " %����		 �� �������
� �� 	� ����

��� 	� ���
������� )*�+++ �� (−X) 
���� �� ������� �� ���
������� �� ������	���� ���

���
������� �� %����		� , ���� �� ��� �� 	� ���
��� �� &��� �������� � 	� ���
������� ��

%����		 ������ ����� ���
��������� ���� ����� �	�� 	� ��������� ��
� ����� "� ���

	� ���
������� )*�+++ ����� �� 	-��
� ������ �.��� �� b ����
�� ��� 	� ���
�������

�� %����		 �� �� ������
� ���
��� ���������
��

�	 
����� ��� ���	��� ��� ������ Mn �� ��
���	����� ��� 	�� $�	��� ��������� ��

an " bn �	 �����������
� ������ ����	����� M∗
n 
���� ��� ���
������� 	-��
� ���
�

�� 	�� 
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���	��� /� ���	
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���� ��
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n � ���� �� 	�

���
������� F �� 	� ���	������
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���������� �� ���
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V = log(Z − b) y V = − log(b− Z)
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G(z) = exp
{
−(1− kz)

1
k

}
������

�	 ��	� �� �������	 ��
� ���
	 �� ��� ������	��
����� � ����������� ����������� ��

������ ������� ������  � �� �	�� �� ��� k → 0 �	 ������������ GEV �� ������ 	 ��	

������������ ���� �� �� �	��� �� ��� ��� k < 0 � k > 0 ������������ 	 �������������� ����

�� (k = −1/β) � ���� ��� (k = 1/β)! ���������	
����� "	�	 k < 0 �	 �	��	��� Z �����

�� ��
��� �������� �����
��	�� ��� �	 �	����	� 1/k! 
�����	� ��� �	�	 k > 0 �	 
��
	

�	����	� 
	��	 �� ��
��� ��������� #$	������ 	 ������ ��� ���������������� �	�%
����� ��

���	��&	���� (μ) � ���	�	 (σ) �� �������

G(z) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
exp

{
−
[
1− k

(
z − μ

σ

)] 1
k

}
, k �= 0

exp

{
−exp

[
−
(
z − μ

σ

)]}
, k = 0

��� �	� ���������� �����������'

{z : 1− k(z − μ)/σ > 0}

−∞ < μ, k < ∞

σ > 0
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����� k ���	���� � ����� �	 ������

������� ��	 �� ������ ��	 ��
���
�	 �� 
����	���� {an > 0}  {bn} �	��� ���

Pr {(Mn − bn/an ≤ z} → G(z) n → ∞ ������

����� G �� ��	 ���
��� �� �������	���	� �����
�� G �������
� 	 �	 �	����	 ������	 ��� �	

��������
��� �����	���	�	 �� �	����� �������� ����� 

G(z) =

⎧⎪⎨⎪⎩
exp

{
− [1− k

( z−μ
σ

)] 1
k

}
, k �= 0

exp
{−exp

[− ( z−μσ )]} , k = 0

����	�


� ������ ������ z(G) ������� ���� �� ������� �� �� ������ �� ����������� �� ����

��������� ����� ����������� ���

z(G) =

⎧⎨⎩μ+ σ
k (1− exp(−ky)) k �= 0

μ+ σy k = 0
������

����� y = − ln {− lnG(z)}� 
� ����� �� ���� ����������� ���� �� ������ �� ��� �������

��� ���!����� k �� ������ �� �� �"�� ����


�� ���!������ �� �� ����������� #$% ����� ��� ��������� � ����&� �� �������� ��

��� �&����� ��������� �� �� ������� ����������������
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��	�� ����������	

����������	
 ��
������ �� �����

���� ������ 	�
��� � ���
	��
 �
 �� 	����������
�� �� ��� ��	���
	��� �� �� ��������

����� 
 �������
��� ����� ������ u� ���
�� X1, X2, ... 
� ��	�
	�� �� ��������� �������

���� �
����
���
��� � ���
��	���
�� ����������� 	�
 �
	��
 �� �������	��
 F � �� ���
�


���
��� �������� ������� ������� �� Xi �� �����
 
 �������
��� ����� ����� u� ��
��

��
�� 
 �����
� ���������� �� �� ��	�
	�� Xi 	��� X� �� ���	���	��
 ��� 	����������
��

����	����	� �� ��� ���
��� �������� ��
��� ���� ��� �� ������������ 	�
��	��
��

Pr {X > u+ y/X > u} =
1− F (u+ y)

1− F (u)
, y > 0 ����� 

��
�� y �� 	�
�	��� 	��� �� ����� �� �� ��	���
	��� �� ��	��� �� ������
	�� �
��� �� ����� ��

�� �������� �� ������ ! �� 
���� ����� u�

�� �� �
	��
 �� �������	��
 F ���� 	�
�	���� �� �������	��
 �� ��� ��	���
	��� �����

�� ����� ������
 ���"�
 	�
�	���� ��#$
 �� �	�	��
 ����� � �
 �� ���	��	� ���� 
� �	����

�� ����� �� �� ����
 ��	�� �������	��
�� ���
����	�� ���� ������� �%	��
����
�� �����

�� u� ���� ���	������
�� �� �������� �� �� �� �� �������	��
 ��� 	��� 
� ��������	��


� �� �������	��
 �� ��� ������� ���� ������� �%	��
����
�� #��
����

&��'��� ( �� )��
 �*+,- ! .�	'�
�� �*+,/ ��������
 �� ���
����	���
�� ���

��	���
	��� ����� 
 
���� �%	��
����
�� ���� ��#�
 
� �������	��
 #�
�����0��� ��

.����� �1.� �� ! ���� �� �� �������	��
 �� �� �������� ���� ��
��� ��� ����
�� �� ����		��


�� 
� �������	��
 1�2� 3� ��������
 ���� �� �������	��
 1.� ���� ��%
��� ��#$


G(y) =

⎧⎪⎨⎪⎩1−
(
1− k(y−ξ)

α

)1/k
k �= 0

1− exp
(−(y−ξ)

α

)
k = 0

����� 

��
�� k �� �� ��������� �� ��	���0�	��
� α > 0 �� �� ��������� �� ��	��� ! � (−∞ < k < ∞)

�������
� �� ��������� �� ������ ���� �������� ���
����	� �����	� �� ����� ���� ���

����0��� ���� 	���	����0�� �� �
	��
 �� �������	��
 	�
��	��
�� �� �� �������� Y = X − �

����� �� ����� �� 	�
�� X > � ���� ������� �%	��
����
�� #��
��� �� u� �� ��
#� �� �

���
� �������
��� ��� 0 ≤ y < ∞ ���� k ≤ 0 ���
���� �� 0 < y < α/k ���� k > 0�

4
�
�� ��� ��������� ����
���� 5���� �5��� �� ������� ��%
�� �� ��#��
�� ��������

	�
�	��� 	��� ������� �� .�	'�
���&��'������ )��
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�������� �	 
�� 		���� 	���	��� ��

������� ��� ������ X1, X2, ... ��� 	�
���
�� �� �������	 ���������	 �������������	 �

������
������ ��	�������	 
�� ���
��� �� ��	����
��� F � �����

Mn = max {X1, ..., Xn} ������

��������	 �� ����� ��������� �� �� 	�
���
�� Xi ��� X� � 	�������	 ��� F 	���	��
�

�� ������� ���� �� ����� ��� ���� ������	 ����	 �� n�

Pr {Mn ≤ z} ≈ G(z) ������

�����

G(z) = exp

{
−
[
1− k

(
z − μ

σ

)] 1
k

}
������

���� ���������	 ������	 �� μ, σ > 0 � k� �����
�	� ���� ������	 	��
���������� ����	 �� ��

�� ���
��� �� ��	����
��� �� �� ������� y = X − u� 
����
������ � X > u� �	 ���������

�������

G(y) = 1−
(
1− k(y − ξ)

α

)1/k

����	�

������� 	��� 0 ≤ y < ∞ ���� k ≤ 0 �������	 ��� 0 < y < α/k ���� k > 0�


� ������ ����	� �� ������� ��� ��� ����������� ������ � ������ ��� � ��������


� ����������� �� ���� ������� ����� ����� ��  ���� ������!��� �� "���� ��##$� % ��

���  ���� �!� ��&����� �� 
��������� �� ��� �$'(���

)� ������� ��� ������ ��� �� �� �!*��� �� �� �������� ����� ���  ����� �� �����������

�� ������������ G(z)+ ������� ��� �*������� ����� �� ������ �+ ������ ����*����������

���  ����� �� ����������� ������������ � ��  ������ ,�������-��� �� .������ /���!�+ ���

���!������ �� �� ����������� ,.0 ���!� ������������ ��� �������� ���!������ ��������

� �� ����������� ,)1�

)� ���������+ �� ���!�����  �� �&��� �� ����� �������������� 2���������� �� �������+

���� ������������� �����+ ������� �� � ���� ��� �������+ �� ������ � ������ ��� �������



�� �������� 	
��	�� ����������	

�� ��� ���	
����� �� �� ����������� ���� ���� �� ��� ���������������� � �� �����������

��� �� ��� ������������ � �� ���������� �� ��
��� ��� ������

���� ��� ����� ������������ �� ��� ��� k = 0 � k = 1� �� ����������� ��� �� ���������

�� ��� ����������� ����������� � ������
�� ����������
�����

����������	
�� �� �	��������� �����
������

 ������
���� ����� ��
�������� ��� ��� ������� �����
�� �� ��������� ������� !���"#

���� ������ ��� ���������$���� � ����%� �� ��� &���� ������� �� ����������� ��
� �� ��

!�������$��� �� ������� �����
�� � ��� ��!��� �� ��� ���� ����� ������������ ��� �� %���

&���
� �� ����������� '�� �
��!�� ����� � ��� ���� �� ��� ����"� ���������� ��� ���
�

�� �&
��� �� ����� ��������� � ��(����� n → ∞� �� �� ��	����� �� �
������ ��
���� ����
)�������� ��� 
������ ���� ����� � ������ �� �� ���������� �� ����� ��������� �� �������#

���� ������� �� ���������$�� ��� ������� �����
�� �� ��� ������� ��������� *����� +,,,-�

.�!���� ��������� ��� )�� ���� �����$���� ��� �� ����������� ����� �������	
��� */�)��

011+-� �� ����������� ��� �� ������ ���	
����� *2��3��!� 0114- � �� ����������� ��

������ *���3 �� ���� +,,0-�

����������	
 ��� ��
��������� �����

5� ����������� ����� �������	
��� �� ��� ����������� �������
%����� ��� ���
�

��
���� � �� ���������� ��� ��� ������������� ���������� ���	����� .�!���� ����6��� ��
�

�� �� /�)� *011+-� ���������� ��� � ����� �� ��� �� ����������� ���������� ���������$�

��������
���� � �� ������ ��!��(������ ��� ����6�� ��� ������� 
	� ����� � �����
�� �� ����

������� ������� � ��������� ��� ��
�����
����� ������� �� �� ������������ 5� �����������

����� �������	
��� ����� ��
� ��������� ��� 
���� ������$ �� ������!����� � �� ������

�� ��
�������� ��� �� ����������� ����������� ��� �� ���� �� �������� ��������� ����� ���

����� �
�"����� 
������� ���� ��
�����
������ ���� ����������� ����� ��� ��� �����������

����������� � ����� �� �������

5� ������� �� ����������� �� ���������� ����� �����
����� ���

G(z) = H(z/β, α) *7�+8-

����� H(z, α) = {Γ(α)}−1 ∫ x
0 tα−1e−tdt �� �� ������� !�

� ����
������



�������� �	 
�� 		���� 	���	��� ��

����������	
 ��� �� � ��������� �����

���� �������	
��� 	� ������	
��� ��� ������� ������ 
��� 	�� ����������
��� �� ��

�������	
��� ����� �� ���� ���������� �������� ��� �� ����
������ �� �� 
���� �� �� ��!

��������"� ���� ���	���� �� 
������������� �� ��� ���
�����
�����# ����� �� ������� �	

	�� $� ������ ����������� 	������������� �� 
���� �� �� $�������"�� �� 
���
�%����� ��!

����
��� �� �	 ����
�
��� �� �������� ��� ����&�# �� $�
$� �� �������� �� 
	���� ����������

������� 	� �&	��� ��� '�(��� � ��� ����� �	�������� �����
�� �� ��� �������	
����� ���
�����

�������������� 
���������� ������ 
��� 
���� �����
	����� � ���	��� �� ��� �������	
��!

��� ������������� ���
������ ����� 
��� �� )�* �$+,� � �� )-. �$+��# /�� �������� ��

���
��� �� 	� ��������� �� ����	
� �� 	� �	����� �� �� 
�����&���� �� �� �������� 0 �� ��

��
�����	���� �����"���
� �� ��� ���	������#

1� 	�
��� �� �������� �� ������������ ����� �� ����

f(x) = α−1 [1− k(x− ξ)/α](1/k)−1 [F (x)]1−h � #2��

1� 	�
��� �� �������	
��� �� ������������ ���� �� ����

G(z) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

{
1− h [1− k(z − ξ)/α]1/k

}1/h
�� k �= 0, h �= 0

exp
{
− [1− k(z − ξ)/α]1/k

}
�� k �= 0, h = 0

{1− h exp [−(z − ξ)/α]}1/h �� k = 0, h �= 0

exp {− exp [−(z − ξ)/α]} �� k = 0, h = 0

� # ,�


�� 	�
��� 
	�����

z(G) = ξ +
α

k

[
1−

(
1−Gh

h

)k
]

� # ��

.� ��� 
	���� ����������� ξ �� �� ��������� �� ��
�����
���� α �� �� ��������� �� ��
���

0 ��� ���������� � 0 � 
�������� �� ���� �� �� �������	
���# 1� 3��
� ������

��� �� 
	����

� ��� 4������ �� ����� ���������� �� 5	� α > 0# 6������� �� 
	���� 5	�
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K4P

����� ���� �������
�� ����� �� � ���
�������� ��� �� ������� �� ��� �����
���

1−Gh

h

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
→ 0 ����	
 G → 1

→ +∞ ����	
 G → 0 �� h < 0

→ h−1 ����	
 G → 0 �� h > 0

�����

�� �
����� �������� �
� ������� 	� �� 	����������� �� �� �
��� ����������

ξ + α(1− h−k)/k ≤ z ≤ ξ + α/k �� k > 0, h > 0

ξ + α log h ≤ z < ∞ �� k = 0, h > 0

ξ + α(1− h−k)/k ≤ z < ∞ �� k < 0, h > 0

−∞ < z ≤ ξ + α/k �� k > 0, h ≤ 0

−∞ < z < ∞ �� k = 0, h ≤ 0

ξ + α/k ≤ z < ∞ �� k < 0, h ≤ 0

�� ���� �����	
� �� ������� ��� ���	� �
��� 	��������� �
���� 	����	���	
 	� �� �
��

�������� 	� ��������
� �����	��� ���  �
�
 �� ������� �� �� !���� ����

�� � �"���
 �
����
 	� ��� 	����������� 	� ��
������	�	 �� 	�!�� �
�


E(Xr) =

∫ 1

0
[x(F )]r dF �����

	
�	� r �� �� �#���
 �
����$
 �����
� %��� �� 	����������� &�% ���� �������� ������ ��'


��� ���������� �
�	���
���



�������� �	 
�� 		���� 	���	��� ��

�� ���� ���� r	 
� h ≥ 0 � k ≥ 0

� ���� r < −1/kh	 
� h < 0 � k ≥ 0

�� ���� r < −1/k	 
� k < 0

��� �������������� �� �
�� ��
��������� �
 ���	 �����
� ���������� 
�
 �������
 ������

�������
	 �� �
 ��
���� ���������� �� ����� ����� ��
 ���������
 �� �� ��
���������� ��

�������	 �
�� ��
��������� ����� ����� �� ��
�� �������� �� �������
 ������ �������


���� ��
 ��������
 �� ���������
 ���������
� �
�� �
 ������ � ��� ������
 ������������


�� �
����� �!�����
�
 (τ3, τ4) �����
������ � ��
�����
 ����
 (h, k) "#�
$���	 �%%&�� '�� �
��

��(�� ��
 
��������
 ����������
 
�� �����
��
 
���� ��
 ���������
)

(a) k > −1

(b) 
� h < 0, �������
hk > −1

(c) h > −1

(d) k + 0.725h > −1

*�
 ����������
 "�� � "�� �
������ �� �+�
������ �� ��
 �!������
, "�� � "�� �
������ ��

�������� �� ��
 ���������
	 ����
 ��
 �������
 ������ �!������
� '��� ��
 ������� �����

-��
� #�
$��� "�%%&��

*� �
�������� �� ��
 ���������
 �� �� ��
��������� .&' ����� �����(��
� � ���-/
 ���

�/���� �� ��
 �!������
	 #�
$��� "�%%&��

����������	
 �� ����� ����

*� ��
��������� �� 0�$��� "01.�	 ����������� ��� #���2��� "�%34�	 ��
�� 5 ����!

�����
 �����
	 ��� �� ��� ����� ���
������
� ���� �� ��
��������� ��
 6�+���� �� ����
 ��


��
�����
 �� �
�� �������� *� ������� ������� -���� ����������� ���

z(G) = ξ +
α

β

{
1− (1−G)β

}
− γ

δ

{
1− (1−G)−δ

}
"���&�

�� 
����� ��
���� ������� �� ����� �+�� ���� �� ������� �� ��
��������� �� ������������ �����

��������� ������������� �� -���� �� ��
 ���������
 �� �
�� ��
��������� �
 ��
���� �������

�� ��
��������� ��� � �� ��
��������� ��	
������ *� �
�������� �� �
��
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*��
��� ��$������
 �+����
 %� �
���� ��
 %�	�����
 �� �� $����&� f(x)� *� ��

%��
���� ���)�� , ��%�������� �� � $����&� �� ��
�������&� �� %��������� ���
������
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 �.������
� %��%��
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!��� ����#�
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��
���

*� �+���� �� ������� �	
��
���� LS� �������� �
 �
��������
 %� ��
 %�	�����


�� � �����&� ��������� ������� � ���������&� �� � 
�� �� ��
 ������
 �� �


��$������
 ����� ��
 (����
 ��
��(��
 �� � (����� ��
%��
� , �� /�����
 %��%������.
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 %�� � �����&� �� %�������&�� 0�
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 %�
��� �����
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���������� � $��� ������� �� � �����&� �� �����
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�� ��%��� /��

���/���� (�������� �� � (����� ��
%��
� /�� �� %��� ��%����
� ������� ��

��%��� �� � �����&� �� �����
�&� 
� ����  �� ����� ��������

��
 (����
 ��
��(��
 �� � (����� ��
%��
� �� 
� ��������� �
���
��������

������������
� 1� 
�%��� /�� �� (��� ��
��(�� �
�	 ���
������� %�� �� (���

��� , �� ���%������ ������ �� ��
��(���� �� $��� /�� � ��(���� �����

����
/���� ��
 ��
��(�����
 Yi , Yj � � ����� ��
 �����
%��������
 ������
 �������


εi , εj � �
 ���� %� ��� i �= j�

%� ��� i = 1, 2, .., n � ���� ��� ����� ������� ε �
 ���� , � (���� σ2�
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� � � �

������ ��	 
��	 �� 1
a

��� �

������ �	 

�	 ��−1� β �	
���� �β �	
��

������� �	 
��	
����� β �	
���� −β �	
��

�� ��	
� ���	���� ��	� ��� ����	�������� �� �	���������� �� ��
���� �	����� � ����

���� ����	���� � ���� �� ����������� � �� ��	
� Y = AX+B� ���� A �� �� ������� ��

�� 	���� � B �� �� �	����� � �� �	���� ��	
��� �����	 ����
���	�� �� ��� ��	 
��	���

���! �� 
����	� � �� ����� ����

"�	� 
 � �������� � ��	�� �� �� ����
� �� ��� ��	 
��	�� �� ����� �	�� ����	��������

� �	�#$� ��� 
$���� �� 
%�
�� ����	���� �� 	���
���� �������	 ��������	 
�	 ������	

��
� ������

������ �� ��� 	�	�
���

&� 
$���� �� ��� ��������� MOM � ������� � ������	 ��� 
�
���� ��	������� ��

�� ����	������ �� �� �������� �� ��� ��		���������� 
�
���� 
����	���� ��	� ����
�	

� ��	 
��	� ���������� �� �� ����	������� '�� X1, X2, ..., Xn �� 
����	� ������	�� ��

�� ����	������ �� ����� �� ������� �� �	���������� f(x; θ)� �� 	������ 
�
���

��	�����	 ��� ��	� �� ��(� ��
�

M
′
r =

1

n

n∑
i=1

Xr
i )���*+

,�� �-�	������ 
���
 ����� �#����	���� � �� ����
� �� ��� ��	 
��	�� �� ��� ����

�	�������� �� �	���������� �� ��
���� �	����� � ������� � �	�#$� ��� 
$���� �� ���


�
���� ����� #�	�� �
����
��� ���������� � ��������	 
�	 ������	 ��
� ������

������ �� ��	
�� ����
�
�
���

���� �����	
��� � �������� 	� ���������� 	� ������ �������������� MLE� ���
�� �
�

�
�������� � ������ ����
���� �� ������� ������ � �
� � ������
����� �� ��������� �
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����
 ��  ����� �� � �
	�� ��	 �
������� λ� �����������

!���� ���� ���������� �
�
 �����
� �	 �
	�� �� λ �� �
�� 
 �
 ��	
 ������
��� x = 2"

# �����	� �$���� �� ��	�����
� �	 �
	�� �� λ �
�
 �	 ��
	 	
 ����
��	��
� ��	 �
	�� ������

�
�� �� ��%��
� &� �����	�� �
�
 �	 �
	�� ������
��� ��� λ ��
 ��
	����� ����� ���������

 
�
 ���� �'���	�� �����
�� ��� 	�� �����	�� �
	���� �� λ �� (� )*+� +� ,*+ � )� -
�

����
��	��
��� �
�
 �	 �
	�� ������
�� x = 2 �
�
 �
�
 �� �� ����� �
	���� �� λ �� 	
�

���������.

λ ( )*+ + ,*+ )

p(2;λ) /�()01 /�+,(/ /�+2/2 /�+,3, /�++4/

5�
�������� p(2;λ) ����� �
��
 � �
	�� ��%��� �� /�+2/2 �
�
 λ = 2� � ��������

�
�
 λ > 2� &	 �
	�� �� + �� λ �� �	 ��� �
%���6
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� ��	 �
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 ������
��� x = 2 ���� �
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� �
��� �� ��������
 �
�
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����������� �� ������� �� λ = 2 ��� �
�
 ��
	����� ���� �
	�� ��	 �
������� λ�

���������� ��
 X1, X2, ..., Xn �
 ������
 
	�
����
 �� �
 ����������� �� �����

7�����
�8 �� ����
��	��
� f(x; θ)� � ��
 L(x1, x2, ..., xn; θ) 	
 ��������	���� �� 	
 ������


���� ����� �� θ� �� t = u(x1, x2, ..., xn) �� �	 �
	�� �� θ �
�
 �	 ��
	 �	 �
	�� �� 	
 �����

�� ��������	���� �� ��%��
� ������ T = u(X1, X2, ..., Xn) �� �	 �����
��� �� ��%��
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� �� ���� ������ ��� ���
���
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�����
�� ��
�� ���� ����� �

������� ���!�� ��"� � #�$���� ���"" � %�
� ���"& � '������ ���&� � (
���$� ���&) �

�����$��� �� 
�� ���&� � �
 ���� *�+�(� ,��-��� .���� 	�� �� ��
�
�� ���������	 
������

��� ���������� �� ������������� ����� ������ ������������ �� ����� ���������� ����	
��

�� ���/� ��� �� �
��0���� �
� ����
�
� .�� ���� ������ ����	� ����	�� 
� ������ ��
��1

	���
� �� ��� ��������� 2 
���� �� �
 ����	
	��� �� ��	�� ��
�
��� ��������� 
��3	����

�� ��������
	��� �� �� 	
�� ��� 
�4����� �� �
����� �5������ �
� ���� ����	
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7�� �� ��� 
��	��� .�� �
	�� �������
��� ���� ������ �� �� 	����5�� ��� 
�4�����

�5����
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��� �������8 
 �
 ���
 �� ��
�
�
� 	�� ������
� �.��9
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� ��������
 ��
 �
��
��� ��
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����
 	�� ���	��� �� ��������	��� �� ���
�����
�

:�5 � ���	��� 	�
���� 5�: � ������
� .�� X1:n ≤ X2:n ≤ ... ≤ Xn:n ��������
� ��� ���
1

�3���	�� �����
��� �� ��
 ������
 
��
����
 �� �
�
9� � ����������� �� �
 ��������	���

�� ��

;�� �1������� �� � �� ��0��� 	���

λr ≡ r−1
r−1∑
k=0

(−1)k
(

r−1
k

)
EXr−k:r, r = 1, 2, ... �)�)" 

;
 ����
 �� 	��� �� �5��	� 
������������� ���
��8
 �� ��	�� �� .�� λr �� ��
 ���	���

����
� �� ��� �
����� ����
��� �� ��� ���
�3���	�� �����
����

;
 ����
�8
 �
���4��	
 � �
��� ����
�� �� �� ���
�3���	� �����
�� ���� ��	�������

	��� �#
���� ��<� 

EXj:r =
r!

(j − 1)!(r − j)!

∫
x {F (x)}j−1 {1− F (x)}r−j dF (x) �)�)& 
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 �5������ �� )�)"� ���
�����
��� ��� �������� �� :�5 � ���
��� ���

	��0	������ �� 	
�
 ����	�
 �� :�5 �� �������



�� �������� �	
���� �������
�

λr =

∫ 1

0
x(F )P ∗r−1(F )dF, r = 1, 2, ... ������

����	

P ∗r (F ) =
r∑

k=0

p∗r,kF
k




p∗r,k = (−1)r−k
( r
k
)(r+k

k

)

P ∗r (F ) 	� 	� � ����� ��������� �	 �	�	���	 ���������� �	��������� ��� 	� ���������

�	 �	�	���	 ����� Pr(u) ��� �� �	������ P ∗r (u) = Pr(2u− 1)�

��� ����	��� ������ ����	��� ��	�	� �� ����� �����	��	

λ1 = EX =

∫ 1

0
x(F )dF

λ2 =
1

2
E(X2:2 −X1:2) =

∫ 1

0
x(F )(2F − 1)dF ������

λ3 =
1

3
E(X3:3 − 2X2:3 +X1:3) =

∫ 1

0
x(F )(6F 2 − 6F + 1)dF

λ4 =
1

4
E(X4:4 − 3X3:4 + 3X2:4 −X1:4) =

∫ 1

0
x(F )(20F 3 − 30F 2 + 12F − 1)dF

�� ��� �	 ��� ����	��� 	� �� �	��������� �	 ��� ������ �����	� �	 ��� � ������ 	��!

"��������� ��� 	� �	��	�� �	������ 	� #��$��� �%��&�� �	��� 	� ����'

��� ��� ����	��� λr, r = 1, 2, ..., �	 ��� (���� �	 �	�� ��	������ � 	)���	� �� 
 ���� �� �

��	�	 (���� �	��� ������

� � *�� ������ ����� �	 ��� � ������ ��
� �	��� 	)���	 	��! ������	��+��� ��� ��� �

���	��� {λr : r = 1, 2, ...}

*�� �	 ��� �����������	� �	 	��	 �	��	�� 	� ,�	 	� ���"���� �	 ����	��� ,�	 �	���� 	�

��� ������ ����� 	� ������ -	�-� ,�	 �� �����	 	� 	� ���� �	 ��� ���	���� ���(	�������	��

λ2 ��	�	 ���	���	����	 ���� ��� �	���� �	 �� 	����� � ����	����� �	 �� (���� �	 ��	������

�� �� ���(	��	��	 	� �������	� 	��������+�� ��� ���	���� �	 ���	� ���	����� r ≥ 3 �	
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��	 ��	
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�	 ������ � ����
�	 �� � ���� ��	 ��
������	

τ ≡ λr/λ2, r = 3, 4, ...

������
��	� �����	 |τr| < 1 ��� r ≥ 3� �
 �� ��	� �� ��� X ≥ 0 �
��
��	 0 < τ < 1�

�� ����� ���������� ��	 ������	 ��� λ1� λ2� τ3 � τ4 	�


0 < λ2 − 1 < τ3 < 1
1

4
(5τ23 − 1) ≤ τ4 < 1

��	 ������
�	 �	��
 ���������
�� �������
���	 ��
 ��	 	��
�
����� ������� �������

�� !	" � ����
��	 �
������	 ���
���	 �� #���
$��� �� ��� �%&'&" 	�()
 ��	 �������
�	

Mp,r,s = E [Xp {F (X)}r {1− F (X)}s] �*�+,"

�	��	 � !	 ����
 �-��	��	� ���� ���.�
����
�	 ��
����	 �� ��	 �!/!� �� �����

��� ��	 ���������
��	 .�	���	 �
 ��	 � !	 � �!/! 	�
 ����0���
��	� ��
 ��.��(�� ��	

�!/! �		�
 ����� ��������� �� �
���������1
 ���� ������	 �� �	���� � ����� �� ��	

��	���.����
�	 �� ��.�.������� �
 ��������� λ1� λ2� τ3 � τ4 ����
 �
��������	� ����

������	 �� ����������1
� �	����� �	������� � �����	�	 ��	����0���
���

���� �
��
��� �	�� ��
	�����	� �� ������1
 *�*&� ��
�� 	� ���
� λr ���� ��	 0�����	

�	�����	 �� ��	 ���.�
����
�	 ��
����	 �� ��	 �	����	����	 ����
���	� λ1� �� 0���� ������ �	

�
� ������ �� ����������1
� ���� �
�������� λ2 ��
	�����	� �� ��
�(�����1
 �� �
� ���	���

�� ����2� 34 	� ��	 ��	 0�����	 ���
��
 � �	��� 5�
��	� ���� �
 �� �(��� *�6��"� �
��
��	 λ2

	��� ��
�� ��� ��� �
 �� ��	� ��
�� ��	 ��	 0�����	 �	��
 ��	 	������	� ���� �
 �� �(���

*�6�."� λ3 �	 �� 	�(�
�� ������
��� ��
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λ4 = 20β3 − 30β2 + 12β1 − β0 ���1-�
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]
si k > −1, h = 0
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α

(1 + β)
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γ
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λ2 =
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γ
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λ3 =
α(1− β)
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+

γ(1 + δ)
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+

γ(1 + δ)(2 + δ)
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αΓ(1 + β)Γ(r − 1− β)

Γ(1− β)Γ(r + 1 + β)
+
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 ���������� α � k �
��
	��

E(X − u/X > u) =
α− ku

1 + k
,-�./0

��
�� u > 0 � α−uk > 0� ��� E(X−u/X > u) ���� �
� ��
	��
 ��
��� �� u 	�
 ��
���
��

−k/1 + k � ����
��� �
 �� �����
 α/1 + k� ������ E(X − u/X > u) �������
�� �� �����

����� �� ��� ��	���
	��� ��� 
���� u ��� �� ��� �� ����� �������� �� ��� ��	���
	��� �� u

������	��
� �
� ������	��
 ������	�� (��� ��
	��
 ��	��� �� 
����� �� ������� ��	�
 	�

����� ,1(20� "� �	����� 	�
 ,-�./0 ����� ������	��
�� �������
 ��
�����
�� 	�
 u ����
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���� �� ��� ������ �� ����� ��� ��� �����	��� ���� ��� ���
� �� �	��	����

�����	�	�����

{(
u,

1

nu

nu∑
i=1

(xi − u)

)
: u < xmax

}
������

��� x1, ..., xnu �� �� ���	� � 
������ ����� �� �	
�� u � xmax �� �� 
���� �� 	�� � ��

���	�� ���� �	�� � �����������	!� ���	�� �� ������ � ���� �����	�
 
��� �
�" � ���#��

� 
	� ��	� ���	���� ��� ���	�� � �� �	
�� u0 ��� �� 	���	���	!� �������	$�� �

������ ��������	�� ����������� ��� � �����	��" �� ���#�� ����%� ��� ���� 	��������

�	���� ��� u�

&	� �������" �� 	����������	!� � ���� �	�� � ���#�� �� �	����� �� ����	��� �� ��

�����	��" ��
	��� � &�	�' �())��" *���� ��++(�" �������� ��� ���� 
��	��	�	��

,��� �����	�	���� ���� ������	���� �� 
���� ������ �� ���� �� �� �����	�	� ��� ��

��������� � -����" k" ������� �������� � u� �� ����� ��������" ����� �� �	
�� u0 �� ��

���� �� 	���	���	!� �������	$�� � ������ �� 
��	�" ��� ���	���	���� �� ��������� �

-���� k ����%�� ��� ���� 	�������� ���������� ���� 
������ � u > u0� �� ����	����" ��

����	���	!� � ���� �.��� ��� �� �.��� ����	�� �� �� ������� �����	�� ���� ��������

� ��	�	� ���� ��		� �� 
���� #��� �� �������

/�'0�� � 1������� �()23� �������� ������� �� �%�	�� 
���� �� ������ ���� �� ����

��� � �����	�� � �� 
��	���� �	��� ��� 	���	���	!� � ��	����� ���� �.��� �	��� ��

	����
��	����" �� ����	����" � ������	���� �������� ����	�� ��4���

���� �� ���� �������� � �� 	���	���	!� ���" �� 	���	� � �� 	���	���	!� �����

	-������� �������� ���� ��� ����	�� � ���
.� � ��� �������� �	������ �56��������

� ������ � ������ ����� �� ���� -����" �� ��������� �� ���#�� ������������ (τ̂3, τ̂4)"

�����	�� � ����	� � ��� ���� ����������" ���� 	-������� 
������ � u� �� �� �	���

���#�� �� ���������� �� ���
� ��!�	�� ���������	���� � �� 	���	���	!� ��� ����� ��

���� 	���	!� �7��0	��" ())+��

τ4 =
τ3(1 + 5τ3)

5 + τ3
������

5�� ��
	��	���� � ���� ���
� ��!�	�� ����� ����� � ��		� �� ����� � ���	���	�	�

�� ������
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 	� ����	������� m� �

�� �����
 �
��� 	� 	��
� �� �
��
��� �� ������� n� 	� ��!� ���

m

n
=

⎧⎨⎩0.02 �� 50 < n < 500

0.1 �� 500 < n < 1000
�"�#��

$��
��� ����#� �%���� ��� m ∼= 1.5
√
n� �������� �� &�
�� �� ��� ������  ���	
 ��

�������
��� ��'����� 	� (��
��	�	�� 	�� (����
 �%����� �� �� �����
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�	�� 	� �) �
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 ���� �� ��������� 	�� � ���� �� ��	�������

�� �� �
 ������ �������� ����� �� �
�	����� 	� ��	����	����� ����	!������ �� �� ����

�� �� 	� ��� -��������  .����� �� ��� �� �� ������� �� �
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���� ����	!����
� ��
����
� �� �� ��������� ���� �����,�� �� ��	����	����� 	� �� ����� 	�

	��
�� �� ���� ���
 �� -��. �
 	�� �
�
��	
 �
�
 ���� 	� ���-�� 
 ��� ���� (RT )� �� ����

�����	
 �� ���-� �� 	�/�� �
�
 �� ����� 	� (��
��� �����(
� ���������� 
 	������������

�� ������ ���
 �� ������� ��� 	���������� (Xi −Xi−1)� 0� (��
� �
����(
 	� ���� 	���������

��%��/�� �� �� ����� �� ���������� �������� �� � (��
� ��%���(
 �� ���	�� �� �� �����

	����������� �� 
���� ���� ���� �� Xi > Xi−1 �� ���%�� � 1 ���� �� 
 ���(������ ��������

�� �� Xi ≤ Xi−1 �� ���%�� � 0�

�� �
�� �� ������� ���
���� �� ��
 � ���	�	 	� �� �� �������� 	�	� 	� ���-�� ���'


��%���	� �
� � ��
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�
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3��	
 
 �� ������(������ %���	� (> 20)� �� 	����� ���� 	� 	 ��	� ��� ���
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Ū =
2n0n1

n0 + n1
+ 1 ������

�� 	�
���� �� �� ����
� �� 
����� ��

σ2
Ū =

2n0n1(2n0n1 − n0 − n1)

(n0 + n1)2(n0 + n1 − 1)
������

�� ���� ������� �� ������� �
��
 �� ���� (Z) ����� U �� �� ����
� ����
	��� �� 
�����

Z =
U − Ū

σŪ
������

�� ��������� ���� �� 
������� �� �� 	���
 �� Z �� ����
 ��� �� 	���
 �
 ���� �������� � ��
��


�� �� ����
������� ��
��� ���!���
� �� ��
�� �����
��" �� ��
�� �� ����� ��
 �������
���

���� ������
�� � ��
 ����� �� ��������� �� ������������ �� 
��������

����� ������ ������	 
 ���

#� $�
�� %���
��" ���� ������ ����� ��� ��������� �!����� �� ��
����&

'� �� ����
� �� �(��������� ���
� �� ���
�� ��%�� ��� ����
������� �� )������ �*��+

����" ',�,��

-� �� ��%����� �� ��� �(��������� ���
� �� ���
�� ��.����������� ���� ��%�� ���

����
������� %���
������ �� )�
��� �/)#� �)��0����+1��0���+�� 2���" ',�3" ',����

*��� �� �� �� ���������" ��� �� ��� ��4���	�� ��� ��!����� �(�
���� �� ������
 ���������

��������� � ��
����� �� 
���
�� ��
%��� 5� ��.�� �� 	�
����� �� ������� Y = X−u" ����� Y


��
������ �� �(�������� �� �� 	�
����� X ���
� �� ���
��� 6������� �� ������ �� ��.������

�� ��
���� �� 
���
�� ���� � �
�	7� �� �� �(�
����� ��89 � ������������ F ��
 �� ����
�������

G ��.���� ��
 �� �(�
����� ��-�" �� ������� XT �(�������� �� ���
�� u �������� � ��

��
���� �� 
���
�� T 	����� ���� ��


XT =

⎧⎨⎩u+ ξ + α
k [1− (λT )−k] k �= 0

u+ ξ − α ln(λT ) k = 0
����8�
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��
�� %'(((+ 0 ��& %1221+� �� �#
��
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�
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���
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��� �������� �� .��
���� �/����
�� �� �� ��� �� �� �����#�� ��� �����
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�45� ��� 0 ���� �� ������� �� ���� �������

,
	�
���� �� �
��� �����
�
���� ��� �� �� ���� ��� ������ ��
��������� ���
���� ��

������ �.�� �� �
��
���
��  !� ���� �� �� �#���
�� 6�62� �� ����
�� ���� �� �����
�

XT 0 �� ��
��� �� ����� ����
���� ���� �� /���

XT = u+ ξ +
α

k

[
1−

(
1− (1− (λT )−1)h

h

)k
]

k, h �= 0 %6�7(+
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��� �� ������
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������ � ��� �
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�� �� �����
�
��� ���� F0(x)� 9���
����� ��� ������ ������
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 ����

H0 : F (x) = F0(x) ��� !"

����� �� ������ �� ������	�	��� �����
�� F0(x) 
� �������� �
���	������ �� ������

��������� ��� ��
����� � ����
 ��
 ���#�����
�

����� ����������� �	 
���������������

����� F0(x) �
 ����	��� �� �
���$
�	�� �� %����&�����'�	���� �%'" 
� ���
����

���� �� ���	�� ������� ���� 
�� ���	���� ���� ��
� �� ������ �� �(
��� )
�� �����

�� ����
	�� *� ��
 ����
 
� ��������� �&�����
 � �
 ���	����� � ��
���
 �� ������

��*���� +
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� �� �� ��������	�� ����� ��
 ,��	���
 �� �	
��	��	�� ������	��
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� ��
����� �� �� ��
��� �������� � �� �	
��	��	�� �����
�� ��(� �� �	����
	


���� '	 �
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 ,��	���


�� �	
��	��	�� ��
���� � �����
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 �� �	����
	
 ��� �� *� �� �	
��	��	��

�
 F0(x)� 
� �����-�� '	 �� �	����
	
 ��� �
 ���������� �������
 �
 ��&	�� �
����� *� ��

�	,�����	� 
�� �����	������� ��*����

.�����
� ��� X1, X2, ..., Xn � ��
 ��
�����	���
 ��������
 �� �� ��
��� �������	� ��

������ � � ��,$��
� �� ,��	�� �� �	
��	��	�� ������	�� ��
���� ����

Sn(x) = 0, x < x1 Sn(x) = k/n, xk ≤ x < xk+1 Sn(x) = 1, x ≥ xn

.��� *� 
� �
���	��� F0(x) �� ������ ��������� �
 ��
	��� ������ � F0(x) ����

��&�� ����� ��
���� �� �� � �������
 �������� �
�� ���	�� ��� �� ����� �����
����	���� ��

Sn(x)� '	 �� �	����
	
 ��� �
 ���������� �������
 �
 ��&	�� �
����� *� �� �	,�����	� 
��

�����	������� ��*����

/� �
���$
�	�� �� 
� ����� ����

Dn = max |Sn(x)− F0(x)| ��� 0"
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�� �	���	�
	��� �� �����	�� �� 
��� �������� �� �� ��
	�� �� �	���	�
	�� �� Dn ����

�������� �� ��
	�� ��� ������ �� �� ������ � ������ ����� ���� 
���	�� F0(x)�

��� ������� 
���	��� ����	���� ���� Dn �	���� �������� ��  !����� "#$%%&� ���� ���	��

������� �� �� ������� ���� � ������ ��� �	��� �� �	'�	(
�
	�� α �� ��'	�� 
���	
� �� ��

�� �����

P

(
Dn >

c√
n

)
= α ")�*+&

,� �
���� 
�� �� �����	��� �� �	�����	� ��� H0 �� ��
���� �	 ���� ��'-� ����� � �����.

���� �� ����� �� Dn �� ��
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��� �� ������� TX(x)

FX(x) = Prob[X∗ < x]� &���
�� �� �
���
���
�� �� X∗

'���
���� ��� ��� ������ ����� �
���
��
��� ���(� ��	 �
���
���
�� �� ��
����� ��

���
��� ������� �	 ���	�
�� ����� FX(x) " TX(x)� '�)�

���� [m ������ �� * ���
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������� �Hs� �� ! "�� ���#	 ��	��� �� ���� $�	� ���%	 ����	������	�� ���������� ���� ��
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Región de fallo

������ ��& ������ �	 ��� ������������ (Hs) ��	��	 � ���	� �	� �� ����� 	� �� ����� ����	 �	

���� ������� ��� �� �	��	�����  ��� �	 �����

'����%������	�� ����� ������������ "�� �� ��� �����(��� ���������� ��	 �����������)

��	�� �	����	���	���� �	��	��� ��� �%*���� �� ��(�� �����(��� ���(�#	 ���%	 �	����	)

���	��� ��	 ��(����� �� ��(�� �����(��� ��	 ����	���	���� �� ����(�� "�� ��� ������� �%)

*���� ���#	 � 	� �������	����� �	�������#	���� �� ��	����� �� ���������	
 
�	���	�
 +���

� ������ "�� ����	�� �� ����� ��(��� "�� �������� �� �����	��� ��� ����� �*������ ��

����	��	��� �	��� ��(�� �����(��� ����� ��	��	���� � �����	���

,	 ���(�-� ���	��� �	 ���� ����� �� �� ������������ ��� ��(��� ��./0!� ��	�� �� �����

�*���	�� �� ������ ��%���� �	�����	���	�� �� ������� �*������ �� ���� (�����	���	��� ��	��)

����	�� �� ������(����	 ��	-�	�� �� ��� �%*���� �� ��� �����(��� ���������� + ������	���

��� ���� �	�����	���	��� ��	�� ��� ����(��� ������(����	�� ������ ���� �� �%*��� �� �� ��)

���(�� ��	 ���� ����� �	 �� ���� (�������� �� ��������� "�� �*����	 �	
	���� ������(����	��

��	-�	��� ������ ���� ��� ��� �%*���� +���%�� �	 ���� ��	��*�� (�������� �� �	������� ��

��	����� �� ������� �� ��	�������
 � ���������
 �� ���������	
 "�� �������	��% �� �����

�� ����	��	��� �	��� ��� �%*���� �� ��(�� �����(��� 1��� ��	���	 �� ����	��	��� ����(�

���(�#	 �� 	��(�� �� ����	� ����
  � ���	���	 � �	���#� ��(�� �� ������� �� �������
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&�� ���	�� �������
��� '��'������ '��� �	 ��(	
�
� ���)���� � ��	���� �������� '��*

�� ��'������ �� �� ���'��� 	�� '�������
��� + 	�� �� '�������
��� &�� ���	�� '�����*
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��� ������ �� ���	� ��'������ '��� ��������
��� 	� ���������� � �'�����
� �����
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� /�0� ��!11%� 2�	�� 3 /�0� ��!!�� �!!4% + � 5��� �� �� ����1%� ����
����� 	�� ��

'�
����� �	 ����
� ���)���� � 	� �	���� � �	� + �	 �
��	 �	 ��� 

6�� ���� 	��� 	�� ���	�� �� '�������
��� �� �������� �(� 7��
,	�� � 	� ���� �

��������
��� 	� ���������� � �'�����
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� � '�
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 ��� .���� ��'������ '��� ��	
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�� �	 ���'���� ��� � 5��� 3 � 8��� ��!!1% + 9��
��� ��

��� ����4%� ��� �	 
���	 :�� �� 	�� ���,�)�� �
���� �����
�������� �� ����
�� 	�� ��	����

�������� ���)����� � 	� �	���� � �	� + �	 �
��	 �	 ��� 

;���� 	�� ���� �!!< + �!!# �� ������		= �	 '��+���� >;6/?>; ����� 
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��� + 2������ � @�����
���
=� ����'��� ��+� �,)��
�� ���	 .�� �	 ��(	
�
� �������	

���)���� � 	� �	���� �	 �	��)� + �	 �
��	 �	 ��� �� 	�� ������ � 8�
�� ?�
� + 5�	��*
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���	�� �� ��������� '���
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��
'�	�� �	 '��+����

.�� 	� ��
�����
� � ��� �'�����
� ��
��=�
�� ����� 	�� ��	���� �������� � 	� �	���� �

�	� + �	 �
��	 �	 ��� �� 5��� 3 � 8��� ��!!1%% "�,�� ���� �
��� ���)���� � �����

6��� ��!!!%� ��
	
���� �� �����
���� � �'�����
� ��
���� � '���
� �	 '��'�����

�� &�.�� + /�0� ��!!A%� �,�
��� 	� �
��� ����	��
=� ��,�� 	� ��
�����
� � �'�����
�

��
��=�
�� "
� ��,����� 9��
��� �� ��� ����4% ��
	
���� �	 ���
���� � 5
		 �5
		� �!#<%� �	

���
���� � 6��� �6���� �!!!% + �	 ����� � �(�
�� �����
�
	
��� '��� ���	��� �	 ���*

��
���� � �'�����
�� �,�
��� :�� ����� 	�� ���
������ � 5
		 + �(�
�� �����
�
	
���

�,���� ���������� 	� �
'=���
� � �'�����
� ��
��=�
�� ����� ��,�� ���
�,	�� 

"
 �� �	 ���� ��
���
���� 	� ��	���
=� � 	� '�,	��
=� �������	 '������� �
���� ���'	�*

)
�� �� �	 ���� ��	�
���
���� ���� ��'���� �:�
��� ��� ���'	�)
� � ��+�� ����
���

+� :�� �,�� ��	���
������ 	�� ��	���� �������� ���)������ '��� 	� ���	 �,���� ��
	������



��� �������� 	
��	�� �����������	

������ �� ��� 	
���
��� ������	���� ��
 �� ���
��� �� 	���	������� ��� ���	���������� ����	�

�� ��� �
�	���� ��� ��������

�� ������ ��������� �� �� �
������ �
���� �� �� ������ �� ��
����
�	� �
������� ��
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��� ������ ����	
�

�� �����&� ��� �������� �'�
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�� �� ����
� �� ��� � ��
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 �� ����� ��
�� ��
� &�
��� ��&���� ��� ���� ��
�� �� �����

	���
��
 �� �� ������ �� ���	���� � ��"� ����� 	�
&�� 
�&���� �� %
��� �� ��������	��

�����$��	� � �
�&�� �� �� %
��� �� 	�
&���
�� �� ������ ������ 	�����-	�
 �� ��
�� ����.
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	��	���� �	� � �	���� �	 ����	� 	���	��� ����������� �� 	����	

�� ������ � ��	���	��	 �	 ����	����� 	� � �	���� ������ �	 ������������	� ������������

�	 ���
��	 �	 �� �������� �	 ������	� �	������� (X1, Y1), (X2, Y2), ..., (Xn, Yn) ���	�


	���	��	� 	 �����	��	 ������������ ��� ������� �	 ������������

F (x, y) = Prob(X < x, Y < y) ��� �

!�� �������	� �	 ������������ �������	� �	 X 	 Y ��� �	������� ���� F1(x) =

Prob(X ≤ x) " F2(y) = Prob(Y ≤ y)� #	�
	��� �	 � ��� �	 F (x, y) �	 ����	 � ���������

�	 ����	� 	���	��� ����������$ � ��� ��	���� %�	 ������� �����	���� an > 0$ bn$ cn > 0


 dn �	��� �� �	��� n → ∞$

ĺım
n→∞P

{
max(X1, X2, ..., Xn)− bn

an
≤ x,

max(Y1, Y2, ..., Yn)− dn
cn

≤ y

}
= ĺım

n→∞Fn(anx+ bn, cny + dn) = G(x, y) ���&�

��	��� G ��� ������� �	 ������������ 	���	�� ����������

!� �	����� ��& ��
��� � ����	��	���� �	 �� ������������	� �������	�

ĺım
n→∞Fn(anx+ bn) = G(x,∞) ���'�

ĺım
n→∞Fn(cny + dn) = G(∞, y) �����

����	 G(x,∞) " G(∞, y) ��� ������������	� �	�	���(���� �	 ����	� 	���	��� �)*+�

G(x,∞) = exp−(1 + γ1x)
−1/γ1 ���,�

G(∞, y) = exp−(1 + γ2y)
−1/γ2 ���-�

.������ ��������� 	� ��& " �	��������� 	� �	��	� �	 .�"�� �	 ����	�	

ĺım
n→∞n {1− F (anx+ bn, cny + dn)} = − logG(x, y) ���/�
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ĺım
n→∞n {1− F1(anx+ bn)} = − logG(x,∞) = (1 + γ1x)

−1/γ1 �����

ĺım
n→∞n {1− F2(cny + dn)} = − logG(∞, y) = (1 + γ2y)

−1/γ2 �����

����� ���������� �	 �	
	��	����

�� ����	��	�� �� ��
������� ����� ����� �������� 
	��� ��� �������� � 
���� �� ��

������� �� ��	�������
 �� �
 ���
� l(x, y)� ���� ���� �� ����� �� �	���� �	���� Qi(p) =

(1 − Fi)
←(p) ���� ��	�� �	���� �	� �� � ����� ��� 
��������� p� !� ���� ����� ��


����� �������� �� ������� ��" �� �#����� �� ���� �	���� �	����� ���$�

ĺım
p→0

p−1 {1− F (Q1(px), Q2(py))} = − logG

(
x−γ1 − 1

γ1
,
y−γ2 − 1

γ2

)
= l(x, y) ���%&�

����� p = 1/n� �� �	����� �������� �� �	# �
� �� �	���� �� l� '��� �	���� l ���� ���

��	����� 
��
������(

%� )������� l(x,∞) = l(∞, x) = x� '��� �� 	�� ������	���� �� �� ����������� ���*

���� ���� ���� �������� �� �����	��� �+��� � ������ ������� G ���� �����	�����

��������� G(x,∞) = exp(−x) , G(∞, y) = exp(−y)�

-� �	��� ��� ���� ���� 	�� ����� ν ��� ���.	���

{(r, s)|r < x o s < y} = ([x,∞)× [y,∞))c

/� '� 	�� �	���� 0����#��� �� ����� %� ���$�

l(tx, ty) = tl(x, y)



������ ����	
� ���

�� ������	
� ��� �	����������� �� ������
��� ��������� �	
 ��� �	����������� ��

������
��� �
��������� �� �	�� ��� ��� ���	�� ������
����
�� ��
��� �� x, y

1− F (x, y) ≈ l(1− F1(x), 1− F2(y)) ������

� ���� �� ���� �������
 �� �	����� �� ��� l(x, y) �� �
� ��
���
 ��� �	
���
� �	��

�� �
�	�����
 � ���� �� �� ����
��
��� �
�� X � Y �
 �� �	�� �� �� ����������
� �
�

�� ��� l �� �	
	���� �� �	��������� �	
!�
�� �� {X > anx+ bn o Y > cny + dn} ����
��

�	����
�� �� ��� �	����������� ����
���� P (X > anx+ bn) " P (Y > cny + dn)�

�
� �	�� �� ������� � �� �������� �� ����
��
��� �� � ���#� �� ��� ������ �����	
�

Qc� ���
���� ���$


Qc = {(x, y)|1− F (x, y) = c}

%�
��
�	 �
 ���
�� �� ������
 ���� �� ������ ��� ��� ����� Qc ����
 �	�	 �� �	�����


���
������ ��

l(1− F1(x), 1− F2(y)) = c ����&�

'� ���� Qc ���
� ��� ������
��� �	��������(

�� )	
���� �	� ��
�	� (c, 0)�(0, c)

&� *� �
� ��
���
 ��
����

+� '� �	�� �� Qc1 �� �� ����� ��� Qc2 ��� c1 �= c2

�� *
 ���	 �� �
����
��
��� ��� ����� ���
��� ���,
 ����� �	 {(x, y)|x+ y = c} ���
-

��� ��� �
 �� ���	 �� ����
��
��� �	��� ���,
 ����� �	 {(x, y)|max(x, y) = c}�

*
 ���� ��
���	� �� ���	 �� ����
��
��� �
�� ����� �������� ���
� ������
��	 �	

�� ���	 �� ������� ��� ����
��
 ��� ����� ���
����



��� �������� 	
��	�� �����������	

��� ����� �	�
�
��
 �
 
���	�� �� 
������� �
 �
�
��
��	� 
� ������� �
 �� ������

�����	
�� Φ(θ) �
 �� �	���	��	�� G ��	����� �	 ��� ������

� ������ �
 � ����	� � �����
����� �����
� � ����	�
����� 
� ������� �
 �	�� ���

Bθ,r =
{
(u, v)|u2 + v2 > r2, arctan

(u
v

)
≤ θ
}

�!��"�

����
 θ ∈ [0, π/2] � r > 0� #��� $
 Bθ,r = rBθ,1 � �	�	%���� �� ����	
��� �
 ����&
'

�
	��� �
 �� ���	�� l

ν0(Bθ,r) = rν0(Bθ,1) �!��!�

�� ������� Bθ,r �
 �
��
�
��� 
� ��  &�� !�(� )� ���	�� ν0(Bθ,1) 
� �
 �
��� �� ���	��

�
 �	���	��	�� �
 �� �
�	��  �	�� 
� 
� 	��
����� [0, π/2]� ���� �
�	�� 
� �����	�� ����

������ �����	
�� �
 �� �	���	��	�� �
 �����
� 
*��
���� #
 
��� ����� �� �
�	�� ν0 
�

�
�
��	���� ��� � ����� ����
 ����� ��� �������� �
 �� ����� Bθ,r� ���� �	&�	 �� $
 ��

���	�� �
 �	���	��	��

Φ(θ) = ν0(Bθ,1) �!��+�

�
 �� �
�	�� 
��
�����, �
�
��	�� ν0 �, ��� �� �����, ����	�� G� #
 
��� ����� G 
�

������
�	%��� ��� ��
� ����	���
�- γ1, γ2 � �� �
�	�� 
��
����� Φ�

�*	��
� ��� ����� 
*��
��� ���� Φ� .	 Φ 
��/ ����
������ ����
 ��� ��� ����� 
*��
'

��� 0 � π/2, 
�����
� G(x, y) = G(x,∞)G(∞, y) � �� $
 
� �� �	���, ��� ��� ���	���
�

��� 	��
�
��	
��
�� .	 Φ 
��/ ����
������ ����
 ��&0� ���� 
� 
� 	��
����� (0, π/2) 
�'

����
� 
*	��
 �
�
��
��	� �����, � �	��� �
 ���� �����, �� �
 ��� ������
��
� $
��

�
��
����
��
 �
�
��	���� ��� �� ���� �
 ����� $


G(x, y) = min {G(x,∞), G(∞, y)}



���������	 
��

X

Y

θ

r

Bθ,r

����� ���� �������	�����	 �	 ������	���� ������� ��� ��	��	�� Bθ,r

��� ���������	

��� �	
 	����	����� ��� �������	� �	������ l � Φ� 	� �	�	����� �	��������� 	��������	�

������ 	� ��� ��	�������	� (X1, Y1), (X2, Y2), ..., (Xn, Yn) ��� ����������� ������� F � ��

���������	 ����� ��	 − logG 	� ��� ������������ ���� �	 �� ���� ���� (1−F (anx+bn, cny+

dn)) �	 �� ����������� ��������� �� 	��	 �	������ �����	��	 ��� ��	�������	� ��� ������ �

�����	� 	���	���� �	 F ��� ����������� � �	��� �	 G � l� ��� �� ��	 	� � �	�� �	 	���	���

� �����
��� m� �		�!� �	� ��� �	��	"� �������� �	� � �	�� ����� �	 ����� n� ������	�� ��

�����	��	 �	������ �		�!� �	� ������	�#�

m = m(n) → ∞,
m(n)

n
→ 0 (n → ∞)

$����	��� �	 �� �	������ ��%& � �		����
���� p ��� m/n 	� �����	 	������

ĺım
n→∞

n

m
Pr
{
1− F1(X) <

m

n
x o 1− F2(Y ) <

m

n
y
}
= l(x, y) '��%()

*	 ��	�	��	 ����	���� 	� ����	� �+����� �	 �� �������� ���	���� 	� �� 	�������� ����

l� $��� 	��� �	 �		����
� Pr ��� �� �	���� 	��!���� Pn � F1 � F2 ��� ��� �	��	������

�	����� 	��!����� F
(n)
1 � F

(n)
2 �	,����



��� �������� �	
���� ���
�����
�

l̂(x, y)

=
n

m

1

n

n∑
i=1

I
{
n(1− F

(n)
1 (Xi) < mx o n(1− F

(n)
2 (Yi) < my

}
=

1

m

n∑
i=1

I
{
Xi > Xn−[mx],n o Yi > Yn−[my],n

}
=

1

m

n∑
i=1

I
{
RX

i > n−mx o RY
i > n−my

}
������

��	�
 X1,n ≤ X2,n ≤ ... ≤ Xn,n ��	 ��� 
��������� ���
	���� � ����� �
 (X1, X2, ..., Xn)

� Y1,n ≤ Y2,n ≤ ... ≤ Yn,n ��� 
��������� ���
	���� � ����� �
 (Y1, Y2, ..., Yn)� R
X
i =

rango(Xi) 
	�
 (X1, X2, ..., Xn) � RY
i = rango(Yi) 
	�
 (Y1, Y2, ..., Yn)� �� 
������� l̂ 
�

�	 
������� ��	���
	
 �
 l�

���� ���	���	
� ������	��
� 
� ����
�� 
��������

√
m
{
l̂(x, y)− l(x, y)

}
��	�
��
 
	D([0, 1]×[0, 1]) � �	 ����
�� ������	� �
 �
��� 	��� � 
������� �
 �������	��

��	����� � ��	�! �""#��

$
 %���� ������� 
� ����&�
 ��	����� �	 
������� ���� �� %�	��'	 Φ �
 �� �
����


��
����� (���
��
	�� �
 %���� �	����� � �� �
������� 
	 
� ���� �
 l! ���	�� r = m/n

Φ̂(θ) =
1

m

n∑
i=1

I

{
n−RX

i ∨RY
i < m,

n−RX
i

n−RY
i

≤ tan θ

}
����)�

��	�
 x ∨ y = max(x, y)�

�� 
������� Φ̂ 
� �	 
������� ��	���
	
 �
 Φ�

���� ���	���	
� ������	��
� ���	��*� 
 ��� �""�� 
� ����
�� 
��������

√
m(Φ̂(θ)− Φ(θ))

��	�
��
 � �	 ����
�� ������	� ��	 �
��� 	��� � 
������� �
 �������	�� ��	������



���������	 
��

�� ������� 	� ��
������ �� ����  ��� �
�����	� ��� ����� 	� ��� 	
�� ������	���

��� ���� ������ 
��� 	� ����������  ���� 	� � 	��
�������� 	� ��������		  � ���

���
������ 	����� 	
��� ��� �� ��� �� 	��� ��� �� ������� 	� ��
������ �� �� ����
�����

�� ���� �
���
�� 	� ��
��� l � Φ ��  
���� 	� �� ���������

l̂
′
=

1

m

n∑
i=1

I

{
X̂i

( n

m

)
>

1

x
o Ŷi

( n

m

)
>

1

y

}
��� !"

�

Φ̂
′
(θ) =

1

m

n∑
i=1

I
{
X̂i

( n

m

)
∨ Ŷi

( n

m

)
> 1, arctan

(
Ŷi

( n

m

)
/X̂i

( n

m

))
≤ θ
}

���#$"

	��	�

X̂i

( n

m

)
=

(
1 + γ̂1

Xi − b̂(n/m)

â(n/m)

)1/γ̂1

Ŷi

( n

m

)
=

(
1 + γ̂2

Yi − d̂(n/m)

ĉ(n/m)

)1/γ̂2

���# "

%�� ��
��	���� l̂
′
� Φ̂

′
��� ������
��
��� &'� ��������� 	��������

√
m
{
l̂
′
(x, y)− l(x, y)

}
y

√
m
{
Φ̂

′
(θ)− Φ(θ)

}
���������  �� ������� (����� 	� ��	� ��� � ��
���
�� 	� ������� ������	 �	�

)� * +�����,�  !!-"�

�� ��
� ��� �� ������� 	� ��
������ �� ����  ��� �
�����	� � ������� 	� 	��
��������

��������	 	� ������ �.
����� �(�/" �� 
������� ��� 	
��� ��� �� ��� �� �������

	� ��
������ �� 	��� ��� �� ����
�����

%�� ��
��	���� γ̂1�γ̂2�â(n/m)�b̂(n/m)�ĉ(n/m) � d̂(n/m) ��� ��� �������
�� �� �� ���

���	����������



��� �������� 	
��	�� �����������	

��� ������	�
�� �
�������� � �����
� �� ��� ������ ���� 	�	�� 	� �� �������� ��
���

�� 	��� ��� �������

t̄ = t ∧ 0, ρ1 =
1

1− t̄
, ρ2 =

2

(1− t̄)(1− 2t̄)

� ��
� r = 1, 2

H1,r = m−1
m−1∑
i=0

{logXn−i,n − logXn−m,n}r

H2,r = m−1
m−1∑
i=0

{log Yn−i,n − log Yn−m,n}r

��� ������	�
�� ���� �� ��
��

γ̂j = Hj,1 + 1− 1

2

(
1− H2

j,1

Hj,2

)−1
b̂(n/m) = Xn−m,n

â(n/m) =
Xn−m,n

√
3H2

1,1 −H1,2√
(ρ1(γ1))2 − ρ2(γ1)

d̂ = Yn−m,n

ĉ(n/m) =
Yn−m,n

√
3H2

2,1 −H2,2√
(ρ1(γ2))2 − ρ2(γ2)

��� ���������� 	� ��	�
��	����� ���������

�� ��	���  ���
��	� 	� ����
�� �!�
���� 	���
��� � �� �����" ���
��
 ����� �� �!��#

����� 	� �� 	���	���� ����"���� ��
� ��� 	�� ��
�� ��� ����$�	��� ���� %���
� 	���


%�� � �� ���� 	� %�� ��� 	�� ��
�� ��� �
����� �	���	���� ����"����& �� ��	��� �

��
' ����$ 	� ������
 �� �
� � ���	�	 	� � ����� �!�
���� ���� ���	� ��
�� 
�����	�

�� 
�����" (�) � 
����
� �*	��� � �� ��
��



���������� 	� ��	�
��	����� ��������� ���

ĺım
n→∞nP

{
X − bn

an
> x o

Y − dn
cn

> y

}
= − logG(x, y) ������

� ��	 
� ����

ĺım
n→∞nP

{
X − bn

an
> x ,

Y − dn
cn

> y

}
= logG(x, y)− logG1(x)− logG2(y) ������

�� ���� ��	��� �� 
�� ��� ��	���
�� ��	���
�� �� ������������ ���� �� G(x, y) =

G1(x)G2(y)� 
� ��	�� ��	���� �� 
� ������� ���	��	 �� ���������� ��	��

����  ���	� ����	  �� ����� 
�� ��	���
�� �� ����������� �� ����� �� �����!

����� ������� "� ����	��� ���� �������� ��	��� �
�� 	���	������� ��  �� � �
���� �����

������� ����	�	  �� 
�� ���	���� �� 
�� ��	���
�� �� ��	����� � 
� ���������� ��

��	�� ��������� �#�  �� ����	�	 �� ���������� ������ ��	� ��
�	�� �	���� �� 
��

��	���
���

$� ������ �� �����	 ���� ��������� %����	� � &�' �())*� ())+� ��	����� � ���!

����
� � �
 ���
 
� ��������� ��������� ����� ��	 ��������� � �	��,� �� � ���-�����

η ∈ (0, 1]. �� ���� ��	��� 
� ��������� ��������� ���� 
���	 ��	� η = 1� ����	��  �� �


���� �� η < 1 ���
��� ���������� ���������� %����	� � &�' �����	� �����, ������!

��	�� ��	� ���� ���-����� �� ��������� ��������� η� ��	� � �����
��� ��� �	���������

�����������

�	����� �� ��� ��..�� �	���� �� ��	����� ��
 ��������	 �� η �	������� ��	 %����	�

� &�' �())*� ����#� �� �	���	 
� �	��
���� ��������� �� ����� ��������	�

/�	 ����� � �	��,� �� ���� ���-����� η �� �����
� 	��
�0�	 �
 �������� ���	���� ��

���������

H0 : η = 1 (��������� ���������)

H1 : η < 1 (���������� ���������)

� �
 �	����� �	���1�� ��	� 
� ��������� ��
 ���-����� η� �� ���
�0�	# 
�� ��������	��

�	�������� � �	����� �� ��� ��..�� � /�� �()))�� 
�� ���
�� �� ����	���� � 
� ��������

�������
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����� ��������	 �
 ����

�� ������	
� 	� ���� �� ����
	���	
 �
� �� ����
 ���
� ������ �����	� ������� �� ���

������ ��
�
��� ��� ������ ��������� �� �� 
��� 	� ���� �� ������	
�� 	������	
�
 �����

η̂1 =
1

m

m∑
i=1

log
T
(n)
n,n−i+1

T
(n)
n,n−m

������

	
�	� m ���������� �� �����
 	� ����	 ����
� 
�	���	
�� 
 �!����
�� �����"�	
 �� �� ��#������

�������� $��

T
(n)
i = min

(
n+ 1

n+ 1−RX
i

,
n+ 1

n+ 1−RY
i

)
����%�

	
�	� RX
i ���������� �� ����
 	� Xi ����� (X1, X2, ..., Xn) & RY

i �� ����
 ����� 	� Yi �����

(Y1, Y2, ..., Yn)�

'�(
 ��� ������
��� �	����	�� �� �
��)�� 	��
����� $��
√
m(η̂1−η) �� ���������������

�
���� �
� ��	�� 0 & ������"�

σ2
1 = η21(1− l)(1− 2lcx(1, 1)cy(1, 1)) ����*�

+
� �
���
 	� �
������� ��������
� 	� �
����"� ���� η1 
 �
�������� �� ,�������� η1 = 1�

���������
� ������	
��� �
���������� ���� ��� �����	�	�� ��������� �� �� �!�����
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�
� k̂ = m/l̂ & T
(n,u)
n,i � i = 1, ..., n �
� ����	 ����
� 
�	���	
� 	�

T
(n,u)
i = min

(
n+ 1

n+ 1−RX
i

(1 + u),
n+ 1

n+ 1−RY
i

)
����0�



���������� 	� ��	�
��	����� ��������� ���
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d→ N(0, σ2) ����"�

�����

σ2 = 2c(1, 1)[1− 4c1(1, 1)− 4c2(1, 1) + 6c1(1, 1)c2(1, 1)]
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ψ3 =
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m

n∑
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I(Xi > Xn,n−m and Yi > Yn,n−[m(1+m−1/4)]

ĉ(x, y) =
1

m

n∑
i=1

I(Xi > Xn,n−mx and Yi > Yn,n−my)

ĉ1(1, 1) = m1/4 {ψ1 − ψ2}
ĉ2(1, 1) = m1/4 {ψ3 − ψ2}
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