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RESUMEN: Se prueba, poniendo de relieve los aspectos diddcti-
cos, que para foda funcién integrable en sentido de Riemann
f: (0.1) = R, la funcién A(h) = [ 1 h-f(x) | dx, para h variando entre
los extremos de f en (0,1), es céncava y posee un Unico minimo
en (0.1).

ABSTRACT: The following result is proved, highlighting didactic
aspects: For every Rlemann infegrable function f: (0,1) — R*, the
function Ah) = [/ 1h-f(x) 1 dx, for h running between the extrema
of f. is concave and presents a unique minimum In (G,1).

INTRODUCCION

A veces la resolucién de un gjerciclo elemental origina una cadend de
ldeas y razonamlentos gue pueden poner de relleve diferentes aspectos
~aparentemente Inconexos- de las Matemdticas elementales. El vaior peda-
gbgico y didéactlco de tales situaciones es Indudable, por lo que ilustran so-
bre la forma de consfruir un cuerpo de doctrina matemdatico,

Un caso de esta indole viene dado por el ejerciclo descrifo mds abajo, que
proviene de un examen para ingreso an la Universidad de Moscl en 1991 (1).
Se frata, en principio, de resolver un problema, evidentemente pensado ¢como
gjercicio de aplicacién de los métodos del calculo de extremos. El enuncia-
do es el siguiente:

«En la figura 1, determinar h para que el drea rayada sea miniman,

La primera pregunta que se plantea el matemdatico, antes de abordar la
aplicacién mecdanica del cdlculo diferencial es: gpor qué se solicita preclsa-
mente hallar un minimo? No es obvio que tal cosa ocurra, aungue razonan-
do heuristicamente sobre la figura 1, parece razonable que —por algln tipo
de compensacion- al elevarse la cuerda desde el eje horizontal se produce
en principio una disminucldén del drea marcada,
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FIGURA 1
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La segunda cuestldn es mds propiamente matematica: Si se considera la
curva como la gréfica de alguna funcién, ¢para qué clase de funciones se
puede plantear el mismo problema? y ¢existe algln resultado de cardcter
general que resuelva fotalmente el problema?

1. UNA SOLUCION ELEMENTAL

Un estudio somero del problema nos conduce, tras desechar algunas
manipulaciones directas con la ecuacién de la circunferencia, a la siguiente
resolucién:

Situamos unos ejes de coordenadas orfonormales con el origen en el cen-
fro de la circunferencla y el eje OX a lo largo del didmetro horizontal. Supo-
nemos ademds que el radio de la circunferencia es 1, lo que no resta gene-
ralidad.

Se observa que el problema es simétrico (este punto tiene clerta impor-
tancia, como se verd mds adelante) respecto del eje QY, asi que considera-
mos la figura 2. En ella vemos que:

Area objeto del problema = A(h) = a, + a,
donde:
d, = sector OCD - friéngulo OCE
a, = rect@ngulo OABE - sector OAC - tridngulo OCE

Todo puede ponerse, en lugar de la altura h, en funcién del angulo ¢:

drea sector OCD = Y (—Z- )]

OEXEC  cosd send

drea triangulo OCE = 5

84 Ofros articulos

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2004



Una leccién de andilisls matematico elemental

FIGURA 2
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Del mismo modo, dado que tenemos:

drea rectangulo OABE = OAXAB = 1xseng
) o
drea sector OAC = ——2—

la otra parte del drea rayada es:

o cosp send

a, = send 5

Por tanto, se tiene:
n 1
A() = a,+a, = —é— - & + senp — —2— sen2¢

Derivando con respecto de ¢ encontramos, tras igualar a 0:
A'(P) = -1 + cosp ~ cos2p = 0 & cosp ~ cos2p = 1

Por simple inspeccldn hallamos inmediatamente que la dnica solucic’m de esta
ecuacién frascendente en el Intervalo abierto (0, ——) esp = ——3—— Utillzando

ahora la segunda derlvada A'(¢) = -send + 23en2¢ particularizando en

n V3

o= ~5—- tenemos el valor > 0.
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Por tanto, existe un minimo para A{¢$) cuando:

n Va3

h =sen — = ——
3 2

2. OTRA SOLUCION, Y UNA PROPOSICION DEDUCIDA DE ELLA

Posiblemente las operaciones con la ecuacién de la circunferencia nos
hayan llevado a considerar con mds detalle la figura 2, notando que el dreg
Ach) se construye utilizando bdsicamente el hecho de que a cada h le co-
rresponde un Unico x, esto es, que la funcién con que se tfrabaja es inyectiva,

Por tanto es razonable suponer que el comportamiento del problema sea
parecido para otras curvas similares al cuarto de circunferencia que hemaos
estudiado. Esta Idea nos conduce a explorar [a siguiente resoiucion.

Conslderemos la figura 3, una variante de la figura 2. Nos permitiremos
plantear y resolver un problema mds general, Denotemos por y = f(x) la ecua-
clén de la curva, suponiendo que f sea una funcidn continua en (0,1) (que
en el caso de la figura 2 es la representativa de nuestro cuarto de clrcunfe-
rencla) mondtonamente decreciente. Representando mediante una integrall
el area objeto del problema, nos viene dada por;

ACh) = [T Th=F601 dx = [ (Feo-h)dx + 1y, (h=f0)dX.
FIGURA 3
W fc0)
o
&' i
| F) = ()

Aqui, como anfes, el hecho esenclal es que para cada h existe un Gnico
valor F(h), esto es f(x) es inyectiva, o equivalentemente, F=f', Aplicando la
formula de derivacion de una integral respecto de un pardimetro tendremos,
exiglendo que f (y por tanto F) sea derivable en el Interior del intervato (0,1):

dA

e [F® dx + (CF-RIFh) + ', dx = (—EEFECRIF(h) =

= 1-2F(h) + 2(f(Fh)-h)F'(h)
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dA
Como F=f1, para todo he (f(1),f(0)) &s f(F(h)) = h, luego —a—g— =1~ 2F(h), de mo-
1
do que cuando h = f(—2—) se anula esa derivada. Para analizar el comporta-
miento local, derivamos de nuevo, utilizando el teorema de la funcidén

inversa:
d?A

= 2F(h) = ~ ———
dh? f(F(h)

Como, para todo xe(0,1), es f'<0, el signo de la segunda derlvada es positl-
vo, luego la funcidén es coéncava, y el extremo es un minimo. Resumimos el
razonamlento anterior en la siguiente proposicion:

Proposicion 1

«Sl f(X) es una funcidn continua, estrictamente mondtona decreciente
en el infervalo (0,1), y derivable en el ablerto (0,1), entonces la funcidén
Ay = f;' | h=f(x) | dx, definida sobre el Intervalo (f(1).f(0)), es codncava y alcan-

1
za un Unico minimo en f (—E-)»'

Como aplicacién tenemos nuestro problema original, correspondiente a la
funclén f(x) = ¥ 1-x2 que desde luego satisface las condiclones de la propo-

sicion.
] V3

Luego hay un minimo para el valor h = 1 --(—é—)2 = -

Notamos que este elemplo ilustra una de las restricciones de la Proposiclon,
puesto que aqui f(x) no es derlvable en x=1, aunqgue si en el interior del inter-
valo,

3. UN RESULTADO GENERAL

Las resoluclones elementales que hemos visto utilizan herramientas poten-
tes del Andlisls Matemdtico: en primer lugar el teorema de la funclén inver-
sa, recogido en la exigencia de que la funcién f(x) sea mondtona, y la
diferenciabilidad de la funclén, usada en la comprobacién de la concavidad
y de la existencia de extremos. Todo ello se halla recogido en el enunclado
de la Proposicion 1.

Este tipo de soluclones son las esperadas al plantear el problema a quie-
nes poseen un conoclmiento operativo de las técnicas del Cdiculo Diferen-
cial, 8in embargo, para seguir una pauta de mayor generalidad, propia del
razonamiento matemdético, podemos considerar el problema tratando de
evitar el uso de tales métodos, que Imponen grandes restricclones en la cla-
se de funciones admisibles. La pregunta es ahora:
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cCudl es el resultado andlogo al de la Proposicion 1 si se suavizan
las condiciones exigidas a fa funcién?

En realidad el problema original es una cuestibn sobre funciones
integrables. Por ello la Unica condicién que exigiremos a la funcién f es que
sea integrable (p. &j. en sentido de Riemann) en el intervalo (0,1). Para estu-
diar el problema con méxima generalldad no se pide que sea mondtond -si
reconsideramos la figura 1 veremos que esta condiciéon no es esencial, segin
se desprende de |la primera resolucién del ejercicio-, aungue no se pierde
nada por suponer que la funcidén es estrictamente positiva,

Por tanto, analizaremos la funcién A(h) = JO‘ I h—f(x) | dx, asociada a fy
definida sobre el Intervalo (k.K), slendo k, K los extremos inferior y superior de
la funcién f en (0,1).

Nos inspiramos en la importancia de la hipbtesis de decrecimiento de f en
la segunda solucién para formular el problema en toda generdlidad. Para eflo
vames a definir el concepto de reordenada decreciente de una funcion real
£:(0,1)-R* La idea es construir una nueva funcién *:(0,1)—R*, con el mismo
rango de valores que f, pero gue sea decreclenfe, Un poco mdés adelante
se verd la importancla de esta definicion al utllizarla con funciones escalona-
das.

Dada la funcion f. construimos una reordenacion del intervalo (0,1) aso-
ciada a ella, mediante una biyeccion Q: (0,1)—(0.1) que satisfaga la propie-
dad sigulente: QX)<Q(y) siempre que fO)>(y), y cuando f(x)=f(y), entonces
QOO<Qy) sl x<y. La reordenada decreciente de f es la funcién f* que satlsfa-
ce, para todo xe(0,1), la ecuacidn f*(QEO)=f00.

Para la funcién escalonada E) (figura 4), que toma valores constantes
K;, K, ... K sobre los intervalos consecutivos definidos por la partficion
O=x,<x,<...<X <X =1, su reordenada decreciente serd una nueva funcién es-
calonada E*(x), definida sobre la particidn construida reordenando los inter-
valos de la anterior de modo que los escalones Kj estén ordenados de modo
decreciente. Denotamos la nueva particidon por 0=y <y <,.<y <y =1,y
renombraremos los valores K en la forma k2k2k.z2..2k 2k (figura 8).

FIGURA 4

Ky

Ka

Ozfp ¥o % X3 % txand

El punto fundamental del razonamiento que nos llevard a obtener el re-
sultado general es que la funcién Ath) asoclada & EQQ no varia al sustitulr ésta
por E*x), como es inmediato probar observando la figura 5, La funcién Ach)
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FIGURA 5
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es una funcidén continua, afin a trozos, definida sobre (k.K)., cuyos pun-
tos angulosos corresponden a los valores k. Para I<j<n, en el entorno de kj
se tiene:
1
A) = 3 K-DYY, ) + Tk-hiGyy,,) + Z (=YY, )

=1 s=j+1
de modo que, ordenando los términos que llevan h y los que no, obtenemos:

] n
A = X YY)+ X oy Dh + s bk

r=1 s=j+1
-1 n
A =X YY)+ X (yy Dh + s keh
r=1 &=
luego las pendientes de los dos segmentos de A(h) que confluyen en h = k
o 1—2yJ si h<kj,
1-2y,, sl h>kl.

Por tanto, dado que y, >y, = 1- 2y < 1-2y,,. esas pendientes son crecientes,
luego la poligonal es concova (flgura 6).

Para que exista un minimo en k tiene que darse una de las dos alternati-
vas sigulentes: O bien es negativa [O primera de las pendientes y posifiva la
ofra, esto es, 1-2y<0 y 1~ —2y,,>0, o bien alguna de las dos es nula. En el pri-

1
mer caso es Y,,< —? <y, yen el segundo alguno de los valores y, . y; €8 preci-
1 1
samente -—; Luego enconframos el minimo donde era de esperar: en f(—2—)

1
si tal valor existe, o bien en el valor h=kJ fal que y, < -5- <y, sl no existe f<_§—>'
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Volvamos al caso general de una funcién cualquiera f integrable, Cons-
truyamos dos familias aproximantes de funciones escalonada E () y E_(x).
Cada una de ellas posee su reordenada decreciente E* (0. E*  (X). Por ser
las E* funciones decrecientes, definen la funcion .

Las sumas supetiores e inferiores de Rlemann correspondientes a las E*, que
definen la infegral de *, son exactamente las mismas que las de las E, que
definen la Integral de f. Luego la funcién A(h) es la misma para f y f*, Ahora
bien, la A(h) csociada & f* -y por tanto & f- estd definida como limite co-
mun entre dos familias de funciones concavas, luego ella tamblén lo es,

Resumimos el razonamiento anterior enunclando el siguiente resultado
general,

FIGURA 6
1 Alk)
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Proposicién 2

«S] f(x) es una funcidén positiva integrable sobre el intervalo (0,1), cu-
yos extremos son k y K, entonces la funcién definida sobre el intervalo (kK),
A(h) = JO‘ Ih~f(x) | dx es concava, y para h = (), donde:

1
& = inf {xlx2—2—) v (f(x) estd definida)},
alcanza un minimos,
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4. UN COMENTARIO FINAL

Vamos a apuntar sélo una cuestion de interés entre las muchas que se
pueden suscitar a lo largo del desarrollo que hemos presentado: Dada una
funcién f, existen Infinitas otras que poseen la misma reordenada descendente
f*, como es fécil comprobar con cualquier funcién escalonada. Mas adn, para
toda funcién escalonada ~en el sentido definido mds arriba— E(x) es posible
construlr algoritmicamente la reordenada E*(X). Hay también casos triviales en
que construir f* es inmediato, como p. e). para toda funclén creciente en (0,1),
donde f* es la funcién cuya grafica es la simétrica de la de f respecto de la

recta x = —~2— Lo gue podemos asegurar, hablando sin precisidn, es que la

funclén f* resultard siempre con algln parentesco con la llamada funcidn sin-
gular (figura 7) de Lebesgue gx) (2), cuya grdfica es mas conocida con el
nombre de escalera del diablo en los textos sobre Geometria Fractal.

La pregunta es, por tanto: ¢existe alguna manera de formular la expresion
—-analitica o algoritmicamente- de f*, para una f arbifrarla?

FIGURA 7
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